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Чебышевское пpиближение
в задачах эконометpического моделиpования1

Введение

В ка÷естве основноãо инстpуìентаpия äëя эконо-
ìетpи÷ескоãо ìоäеëиpования испоëüзуþтся ìате-
ìатико-статисти÷еские ìетоäы [1]. Их пpиìенение
осуществëяется в соответствии с øестüþ основныìи
этапаìи, в pаìках котоpых провоäятся, соответст-
венно, постановка пpобëеìы, пpеäìоäеëüный ана-
ëиз, паpаìетpизаöия, сбоp необхоäиìой инфоpìа-
öии, иäентификаöия ìоäеëи и ее веpификаöия.
К ÷исëу основных пpобëеì пpи этоì относятся спе-
öификаöия ìоäеëи (т. е. опpеäеëение непосpеäст-
венноãо виäа ìоäеëи), ее иäентификаöия — пpо-
бëеìа, связанная с выбоpоì и непосpеäственной
pеаëизаöией ìетоäов оöенивания паpаìетpов ìо-
äеëи, и веpификаöия — пpовеpка соответствия по-
ëу÷енной ìоäеëи pяäу хаpактеpистик, обусëовëи-
ваþщих ее ка÷ественные пpизнаки, такие как, на-
пpиìеp, то÷ностü и аäекватностü [1].
Важное зна÷ение иìеþт субъективные хаpакте-

pистики иссëеäоватеëя. Так, спеöификаöия ìоäеëи
во ìноãоì зависит от тоãо, наскоëüко хоpоøо ис-

сëеäоватеëü pазбиpается в сути пpобëеìы и, безус-
ëовно, от еãо пpофессионаëизìа и коìпетенöии.
Оäнако поìиìо субъективных существуþт и неко-
тоpые объективные обстоятеëüства, оказываþщие
вëияние на пpоöесс и pезуëüтаты эконоìетpи÷е-
скоãо ìоäеëиpования. В их ÷исëе ìожно отìетитü,
как ìиниìуì, сëеäуþщие äва. Во-пеpвых, непосpеä-
ственное опpеäеëение паpаìетpов ìоäеëи (ее иäен-
тификаöия) осуществëяется с у÷етоì иìеþщейся
экспеpиìентаëüной инфоpìаöии, состав и ка÷ество
котоpой во ìноãоì опpеäеëяþт возìожности пpи-
ìенения тех иëи ìетоäов. Так, напpиìеp, извест-
но, ÷то äëя успеøноãо пpиìенения ìатеìатико-
статисти÷ескоãо инстpуìентаpия ÷исëо набëþäений
(экспеpиìентаëüных äанных) äоëжно в 6—7 pаз
пpевыøатü ÷исëо паpаìетpов пpи экзоãенных фак-
тоpах [2]. Оäнако äаëеко не во всех пpакти÷еских
иссëеäованиях такое коëи÷ество äанных ìожет бытü
обеспе÷ено. Во-втоpых, в пpоöессе веpификаöии
необхоäиìо пpовеpятü оãpани÷иваþщие усëовия на
зна÷ения паpаìетpов и (иëи) пеpеìенных ìоäеëи,
котоpые, о÷евиäно, äоëжны бытü фоpìаëизованы
в виäе каких-ëибо ìатеìати÷еских выpажений.
Кëасси÷еские ìатеìатико-статисти÷еские ìетоäы,
приìеняеìые в эконоìетpи÷ескоì ìоäеëиpова-
нии, не позвоëяþт испоëüзоватü такие усëовия на
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стаäии иäентификаöии ìоäеëи, ÷то ìожет статü
пpи÷иной ìноãокpатных коppектиpовок ìоäеëи и,
как сëеäствие, затяãивания пpоöесса поëу÷ения
pезуëüтата.
В связи с этиì пpеäставëяется öеëесообpазной

pазpаботка спеöифи÷еских ìетоäов ìоäеëиpования,
нивеëиpуþщих указанные сëожности. По ìнениþ
автоpов, с позиöий повыøения эффективности
пpовоäиìых иссëеäований, наибоëее пеpспектив-
ныìи явëяþтся сëеäуþщие äва напpавëения: сни-
жение "наãpузки" на этап веpификаöии ìоäеëи и
äостижение высокой то÷ности аппpоксиìаöии как
основноãо ка÷ественноãо показатеëя поëу÷аеìой
ìоäеëи.
Сказанное озна÷ает осуществëение, во-пеpвых,

уже на стаäии опpеäеëения паpаìетpов ìоäеëи
фоpìаëизаöии в ка÷естве оãpани÷ений тех тpебо-
ваний, собëþäение котоpых пpеäпоëаãается кон-
тpоëиpоватü на этапе веpификаöии и, во-втоpых,
выбоpа в ка÷естве кpитеpия оптиìаëüности функ-
öионаëа, хаpактеpизуþщеãо соответствие pас÷ет-
ных и экспеpиìентаëüных äанных.
Основу боëüøинства ìатеìатико-статисти÷е-

ских поäхоäов к pеøениþ эконоìетpи÷еских заäа÷
составëяет ìетоä наиìенüøих кваäpатов [1, 2], сутü
котоpоãо закëþ÷ается в опpеäеëении паpаìетpов
зависиìостей, ìиниìизиpуþщих суììу кваäpатов
невязок — откëонений pас÷етных зна÷ений энäо-
ãенной веëи÷ины от экспеpиìентаëüных. Пpи этоì
пpеäпоëаãается, ÷то невязки явëяþтся сëу÷айныìи
веëи÷инаìи, поä÷иняþтся ноpìаëüноìу закону pас-
пpеäеëения с нуëевыì ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì,
ãетеpоскеäасти÷ны и не автокоppеëиpованы [2].
Пpовеpка этих пpеäпоëожений пpеäставëяет собой
саìостоятеëüнуþ заäа÷у, pеøение котоpой в сëу÷ае
оãpани÷енноãо коëи÷ества экспеpиìентаëüной ин-
фоpìаöии буäет затpуäнено.
Кpитеpий, испоëüзуеìый в ìетоäе наиìенüøих

кваäpатов, хаpактеpизует совокупнуþ поãpеøностü
аппpоксиìаöии иìеþщихся экспеpиìентаëüных
äанных. Пpи этоì то÷ностü аппpоксиìаöии оöе-
нивается усpеäненно, несìотpя на то ÷то зна÷ения
некотоpых невязок ìоãут бытü о÷енü боëüøиìи.
Аëüтеpнативой такоìу поäхоäу к пониìаниþ

то÷ности аппpоксиìаöии и соответствуþщеìу фоp-
ìиpованиþ кpитеpия оптиìаëüности паpаìетpов
искоìой зависиìости явëяется анаëиз зна÷ений
невязок в кажäоì отäеëüноì набëþäении. Пpиìе-
pоì такоãо поäхоäа явëяется ìетоä выpавнивания
по Чебыøеву, основная иäея котоpоãо закëþ÷ается
в пpибëижении экспеpиìентаëüных äанных такиì
способоì, ÷тобы обеспе÷иваëасü pавноìеpная то÷-
ностü описания во всей иссëеäуеìой обëасти, т. е.
кажäая невязка по ìоäуëþ не äоëжна пpевыøатü
некотоpоãо оптиìаëüноãо уpовня.

В настоящей pаботе иссëеäована возìожностü
пpиìенения заäа÷и ÷ебыøевскоãо выpавнивания
äëя иäентификаöии ìоäеëей и показана связü оп-
тиìаëüных pеøений поäобных заäа÷ с оöенкаìи
äëя зна÷ений таких показатеëей совокупной по-
ãpеøности аппpоксиìаöии, как суììа ìоäуëей не-
вязок и сpеäняя оøибка аппpоксиìаöии.

1. Чебышевское пpиближение

Заäа÷а ÷ебыøевскоãо пpибëижения систеìы m
несовìестных ëинейных уpавнений с n неиз-
вестныìи

ηi(x) ≡ ai1x1 + ... + ainxn + ai = 0, i = (1)

состоит в тоì [3], ÷тобы опpеäеëитü ÷ебыøевскуþ

то÷ку систеìы (1) x* = { , ..., } такуþ, ÷то

|ηi(x*) = |ηi(x)| = δ*. (2)

Соотноøения (1) опpеäеëяþт в n-ìеpноì пpо-
стpанстве систеìу из m пëоскостей. В соответствии
с (2) то÷ка x* явëяется наиìенее откëоняþщейся
по ìоäуëþ от этой систеìы. Лþбая äpуãая то÷ка
буäет откëонятüся по ìоäуëþ, хотя бы от оäной из
пëоскостей, на зна÷ение, боëüøее δ*.
Заäа÷а ÷ебыøевскоãо пpибëижения систеìы (1)

своäится к заäа÷е ëинейноãо пpоãpаììиpования
посpеäствоì ввеäения äопоëнитеëüной пеpеìен-
ной λ, ãаpантиpуþщей выпоëнение систеìы ëи-
нейных неpавенств

|ηi(x) m λ, i = .

Это позвоëяет, испоëüзуя о÷евиäные свойства
ìоäуëей, записатü сëеäуþщуþ заäа÷у ëинейноãо
пpоãpаììиpования:

λ, (3)

ai1x1 + ... + ainxn + ai – λ m 0, i = , (4)

ai1x1 + ... + ainxn + ai + λ l 0, i = . (5)

В тоì сëу÷ае, коãäа иìеþтся оãpани÷иваþщие
усëовия на зна÷ения пеpеìенных заäа÷и (1)—(2), за-
äанных в виäе ëинейных оãpани÷ений, опpеäеëяþ-
щих некотоpый выпукëый ìноãоãpанник X в n-ìеp-
ноì пpостpанстве, заäа÷а опpеäеëения паpаìетpов,
поäобная заäа÷е ÷ебыøевскоãо пpибëижения, пpи-
ìет виä

|ηi(x)| = |ηi(x)| = δ*,

1 m,

x1* xn*

max
i 1 m,=

inf
x

max
i 1 m,=

1 m,

min
x, λ

1 m,

1 m,

max
i 1 m,=

min
x ∈ X

max
i 1 m,=
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а эквиваëентная ей заäа÷а ëинейноãо пpоãpаììи-
pования запиøется сëеäуþщиì обpазоì:

λ, (6)

ai1x1 + ... + ainхn + ai – λ m 0, i = , (7)

ai1x1 + ... + ainxn + ai + λ l 0, i = , (8)

x ∈ X. (9)

Заäа÷а (3)—(5) в сиëу теоpеìы Вейеpøтpасса
о äостижении непpеpывной на коìпакте функöии
своей то÷ной нижней ãpаниöы всеãäа иìеет pеøе-
ние. По этой же пpи÷ине, в сëу÷ае есëи усëовия (9)
не наpуøаþт совìестности ìножества äопустиìых
pеøений (7)—(9), заäа÷а (6)—(9) также всеãäа иìеет
pеøение. Пpивеäенныì заäа÷аì ìожно äатü сëеäуþ-
щие ãеоìетpи÷еские интеpпpетаöии. Пpи некото-
pоì λ и пpи кажäоì фиксиpованноì i оãpани÷ения
(4) и (5) опpеäеëяþт в соответствуþщеì пpо-
стpанстве поëосу — ÷астü пpостpанства, оãpани-
÷еннуþ äвуìя пëоскостяìи. Пеpесе÷ение коне÷-
ноãо ÷исëа таких поëос ìожет ëибо обpазовыватü
ìноãоãpанник (обëастü S на pис. 1, а), ëибо бытü
пустыì (pис. 1, б). Поэтоìу ãеоìетpи÷ески заäа÷а
(4)—(6) своäится к тоìу, ÷тобы найти такое λ*, пpи
котоpоì ìножество S буäет не пустыì и иìеþщиì
ìиниìаëüный объеì (ìиниìаëüнуþ пëощаäü в
сëу÷ае äвух пеpеìенных).
Допоëнитеëüные усëовия на зна÷ения пеpеìен-

ных, заäанные в виäе оãpани÷ений (9), и не пpо-
тивоpе÷ащие (7)—(8), "уpезаþт" ìножество S иëи
оставëяþт еãо неизìенныì, ÷то, в своþ о÷еpеäü,
ìожет пpивоäитü к увеëи÷ениþ оптиìаëüноãо зна-
÷ения λ*.
Заäа÷а ÷ебыøевскоãо пpибëижения систеìы ëи-

нейных уpавнений явëяется ÷астныì сëу÷аеì заäа÷и
ìиниìизаöии суììы ìоäуëей ëинейных функöий:

z(x) = |ηi(x)|. (10)

Ввеäеì äопоëнитеëüные пеpеìенные {λi |, λi l 0,

i = } такие, ÷тобы выпоëняëисü соотноøения

|ηi(x)| m λi, i = . (11)

Тоãäа заäа÷е (10)—(11) ìожет соответствоватü
эквиваëентная заäа÷а ëинейноãо пpоãpаììиpо-
вания [3]:

λi, (12)

λi + ai1x1 + ... + ainxn + ai l 0, i = , (13)

λi – ai1x1 – ... – ainxn – ai l 0, i = . (14)

Из теоpеìы Вейеpøтpасса сëеäует, ÷то заäа÷а
(12)—(14) всеãäа иìеет pеøение, в тоì ÷исëе и пpи
существовании äопоëнитеëüных оãpани÷ений на
пеpеìенные х в виäе ëинейных неpавенств и (иëи)
pавенств, не пpотивоpе÷ащих усëовияì (13), (14).
Есëи в заäа÷у (12)—(14) ввести усëовие pавен-

ства всех пеpеìенных {λi, i = }, то заäа÷а ëи-
нейноãо пpоãpаììиpования, эквиваëентная заäа÷е
опpеäеëения ìиниìуìа суììы ìоäуëей ëинейных
функöий, буäет иìетü сëеäуþщий виä:

mλ,

λ + ai1x1 + ... + ainxn + ai l 0, i = ,

λ – ai1x1 – ... – ainxn – ai l 0, i = ,

и буäет с то÷ностüþ äо константы m в öеëевой
функöии совпаäатü с заäа÷ей (3)—(5). Из этоãо
сëеäует о÷евиäный вывоä: оптиìаëüное pеøение
заäа÷и ÷ебыøевскоãо пpибëижения систеìы ëиней-
ных уpавнений явëяется äопустиìыì pеøениеì
заäа÷и ìиниìизаöии суììы ìоäуëей ëинейных
функöий, пpи этоì оптиìаëüное зна÷ение f * öе-
ëевой функöии (12) не пpевыøает оптиìаëüноãо
зна÷ения λ* öеëевой функöии (3), увеëи÷енноãо в
m pаз, т. е. спpавеäëиво соотноøение f * m mλ*.

2. Связь идентификации эконометpической 
модели и задачи чебышевского пpиближения

Иäентификаöия ëинейной ìоäеëи как оäноãо
из этапов эконоìетpи÷ескоãо ìоäеëиpования за-
кëþ÷ается в тоì, ÷тобы на основании иìеþщейся
экспеpиìентаëüной инфоpìаöии {(xt, yt), t = }
(ãäе xt = {x1|t, ..., xn|t} — вектоp зна÷ений экзоãен-
ных фактоpов в ìоìент вpеìени t; yt — зна÷ение
энäоãенноãо фактоpа в ìоìент вpеìени t; m — ÷исëо
набëþäений) опpеäеëитü паpаìетpы a = {a0, a1, ..., an}
ëинейной зависиìости 

 = a0 + a1x1 + ... + anxn. (15)

min
x, λ

1 m,

1 m,

Pис. 1. Геометpическая интеpпpетация огpаничений (4)—(5):
а — непустое пеpесе÷ение; б — пустое пеpесе÷ение

i 1=

m

∑

1 m,

1 m,

min
x, {λi} i 1=

m

∑

1 m,

1 m,

1 m,

min
x, λ

1 m,

1 m,

1 m,

ŷ
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О÷евиäно, ÷то ∀t =  — pас÷етные зна÷ения
энäоãенной пеpеìенной в ìоìенты вpеìени t ( |t)
äоëжны бытü бëизки к факти÷ескиì зна÷енияì yt.
Выpажения äëя невязок иìеþт сëеäуþщий виä:

εt= |t – yt = (a0 + a1x1 + ... + anxn)|t – yt, i = .(16)

Абсоëþтное соответствие pас÷етных и экспеpи-
ìентаëüных äанных энäоãенной пеpеìенной озна-
÷ает pавенство всех невязок нуëþ:

εt = (a0 + a1x1 + ... + anxn)|t – yt = 0, i = .

Посëеäнее соотноøение с то÷ностüþ äо обозна-
÷ений совпаäает с заäа÷ей ÷ебыøевскоãо пpибëи-
жения (1). Такиì обpазоì, опpеäеëение паpаìет-
pов ëинейной зависиìости (15) ìожет пpовоäитüся
на основе pеøения заäа÷и ëинейноãо пpоãpаììиpо-
вания виäа (3)—(5), а в тоì сëу÷ае, есëи иссëеäо-
ватеëü с÷итает необхоäиìыì у÷естü некотоpые äо-
поëнитеëüные усëовия, на основе pеøения заäа÷и
ëинейноãо пpоãpаììиpования виäа (6)—(9). Важныì
пpеиìуществоì такоãо поäхоäа, поìиìо апpиоp-
ноãо у÷ета äопоëнитеëüных усëовий, явëяется отсут-
ствие тpебования на ÷исëо набëþäений, ÷то сëеäует
из существования pеøений заäа÷ ëинейноãо пpо-
ãpаììиpования (3)—(5) и (6)—(9) вне зависиìости
от паpаìетpа m.
Оäниì из общеупотpебитеëüных ÷исëовых кpи-

теpиев, позвоëяþщих äеëатü вывоä о ка÷естве эко-
ноìетpи÷еской ìоäеëи, явëяется сpеäняя оøибка
аппpоксиìаöии [1, 2]:

 = . (17)

Веëи÷ина (17) явëяется безpазìеpной и äопус-
кает уäобнуþ интеpпpетаöиþ в пpоöентах. С÷ита-
ется, ÷то эконоìетpи÷еская ìоäеëü иìеет хоpоøуþ
то÷ностü аппpоксиìаöии, есëи  не пpевыøает
8...10 % [2].
Спpавеäëиво сëеäуþщее.
Утвеpждение. В сëу÷ае иäентификаöии ìоäеëи

ëинейной стpуктуpы (15), заäа÷а опpеäеëения ее
паpаìетpов, ìиниìизиpуþщих выpажение (17),
эквиваëентна заäа÷е ìиниìизаöии суììы ìоäуëей
ëинейных функöий (1), (10).
Доказательство. Заäа÷а опpеäеëения то÷ноãо

виäа ìоäеëи (15) в соответствии с кpитеpиеì (17)
закëþ÷ается в опpеäеëении на основании экспеpи-

ìентаëüной инфоpìаöии {(xt, yt), t = } зна÷е-
ний паpаìетpов {a0, a1, ..., an}, ìиниìизиpуþщих

функöионаë (17); |t = (x1|t, ..., xn|t), ãäе xj |t — экс-
пеpиìентаëüное зна÷ение j-й экзоãенной пеpеìен-
ной в ìоìент вpеìени t.
Дëя хаpактеpистики бëизости pас÷етных и экс-

пеpиìентаëüных зна÷ений фактоpа у буäеì ис-
поëüзоватü зна÷ения невязок (16).

Уìножиì невязки εt на соответствуþщие кон-

станты  и пpеобpазуеì поëу÷енные выpажения

сëеäуþщиì обpазоì:

εt  = a0  + a1  + ... + an  –  =

= a0  + a1  + ... + an  – .

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения: 

bt0 = ; bt1 = , ..., btn = ; bt = – , t = .

Тоãäа заäа÷а иäентификаöии ìоäеëи (15) ìожет
бытü сфоpìуëиpована сëеäуþщиì обpазоì:

 = | (a0, a1, ..., an)|, (18)

(a0, a1, ..., an) ≡ bt 0a0 + bt1a1 + ... + btnan + bt,

t = . (19)

Заäа÷а (18)—(19) с то÷ностüþ äо обозна÷ения
пеpеìенных совпаäает с заäа÷ей ìиниìизаöии суì-
ìы ìоäуëей ëинейных функöий (1), (10). Утвеpж-
äение äоказано.
Заìетиì, ÷то зна÷ение сpеäней оøибки аппpок-

сиìаöии о÷евиäныì обpазоì оãpани÷ивается свеpху:

 =  m | |t – yt|.

Такиì обpазоì, с у÷етоì pанее äоказанноãо не-
pавенства f * m mλ* äëя иäентифиöиpуеìой ìоäеëи
ëинейноãо виäа спpавеäëиво соотноøение 

 m  m , (20)

ãäе  — оптиìаëüное зна÷ение кpитеpия (18).
На пpактике соотноøение (20) ìожет äаватü äо-

стато÷но ãpубуþ оöенку  (сì. ниже п. 3 и пп. 4.2).
Оäнако есëи по pезуëüтатаì pеøений заäа÷ опpе-
äеëения паpаìетpов ëинейных ìоäеëей с поìощüþ
свеäения к заäа÷аì ÷ебыøевскоãо пpибëижения и
ìиниìизаöии суììы ìоäуëей ëинейных функöий
(в тоì ÷исëе и пpи наëи÷ии äопоëнитеëüных усëо-
вий) pасс÷итыватü сpеäние оøибки аппpоксиìаöии

(  и  соответственно), то буäет выпоëнятü-
ся соотноøение

 m  m , (21)
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ŷ
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A*
f *

mmin yt{ }
----------------------

t 1 m,=

λ
min yt{ }
------------------

t 1 m,=

A*

A*

A ÷еб A ìоä

A* A ìоä A ÷еб



768 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 10, 2015

спpавеäëивостü котоpоãо сëеäует из сìысëа  и
из тоãо факта, ÷то заäа÷а ÷ебыøевскоãо пpибëиже-
ния явëяется ÷астныì сëу÷аеì заäа÷и ìиниìиза-
öии суììы ìоäуëей ëинейных функöий, и поэтоìу

 m .
Такиì обpазоì, pезуëüтаты pеøения заäа÷и ÷ебы-

øевскоãо пpибëижения позвоëяþт поëу÷итü оöенку
ëу÷øеãо зна÷ения сpеäней оøибки аппpоксиìа-
öии — кpитеpия бëизости pас÷етных и экспеpи-
ìентаëüных äанных (табë. 1).

3. Моделиpование линейных зависимостей

Возìожности описанноãо поäхоäа пpоäеìонст-
pиpуеì на пpиìеpе, pассìотpенноì в pаботе [1],
посвященноì иссëеäованиþ зависиìости уpожай-
ности зеpновых куëüтуp (y, ö/ãа) от сëеäуþщих пя-
ти пеpеìенных:

÷исëо тpактоpов пpивеäенной ìощности на 100 ãа
(x1, еä./100 ãа);
÷исëо зеpноубоpо÷ных коìбайнов на 100 ãа
(x2, еä./100 ãа);
÷исëо оpуäий повеpхностной обpаботки по÷вы
на 100 ãа (x3, еä./100 ãа);

коëи÷ество уäобpений, pасхоäуеìых на ãектаp
(x4, т/ãа);
коëи÷ество хиìи÷еских сpеäств защиты pасте-
ний, pасхоäуеìых на ãектаp (x5, ö/ãа).
Исхоäя из иìеþщихся 20 набëþäений по ìетоäу

наиìенüøих кваäpатов быëа поëу÷ена сëеäуþщая
ëинейная зависиìостü:

 = 3,515 – 0,006x1 + 15,542x2 +
+ 0,110x3 + 4,475x4 – 2,932x5. (22)

Линейная зависиìостü (22) иìеет неäостато÷но
хоpоøие хаpактеpистики: коэффиöиент äетеpìи-
наöии R2 = 0,517, F-кpитеpий Фиøеpа F = 3,001,
сpеäняя оøибка аппpоксиìаöии  = 10,42 %, t-ста-
тистика зна÷иìа тоëüко у коэффиöиента пpи пе-
pеìенной x4. В äаëüнейøеì, посpеäствоì искëþ-
÷ения из pассìотpения "несущественных" экзоãен-
ных пеpеìенных быëа поëу÷ена зависиìостü

 = 7,29 + 3,48x3 + 3,48x4

со статисти÷ески зна÷иìыìи коэффиöиентаìи и
сëеäуþщиìи хаpактеpистикаìи: R2 =0,482, F = 7,921,

 = 10,47 %.
Относитеëüно пpивеäенноãо пpиìеpа обpащает

вниìание тот факт, ÷то паpаìетpы пpи пеpвых тpех
пеpеìенных в иäентифиöиpуеìой ëинейной ìоäе-
ëи (15), о÷евиäно, не ìоãут бытü отpиöатеëüныìи
ввиäу тоãо, ÷то äëя обеспе÷ения высокой уpожай-
ности важен тpебуеìый объеì pабот, а не коëи÷е-
ство техни÷еских сpеäств тpуäа, котоpыìи этот
объеì буäет выпоëнен.
Исхоäя из этоãо пpи фоpìиpовании систеìы

оãpани÷ений заäа÷ ëинейноãо пpоãpаììиpования
на зна÷ения искоìых паpаìетpов быëи наëожены
äопоëнитеëüные усëовия: a1 l 0, a2 l 0, a3 l 0.
Заìетиì, ÷то пpивеäенные pезуëüтаты поäтвеp-

жäаþт спpавеäëивостü соотноøений (20)1 и (21).
Соотноøение (20) äëя сëу÷ая зависиìости с пятüþ и
с äвуìя пеpеìенныìи иìеет виä 0,081 m 0,125 m 0,327
и 0,086 m 0,136 m 0,365 соответственно.

4. Идентификация нелинейных моделей 

4.1. Фоpмализация задач

Есëи спеöификаöия ìоäеëи  = (x, a) не явëя-
ется ëинейной, то опpеäеëение паpаìетpов a ìожет
пpоисхоäитü на основе pеøения заäа÷и ìатеìати-
÷ескоãо пpоãpаììиpования:

λ, (23)

|εt| m λ, t = , (24)

a ∈ A, (25)

A*

A ìоä A ÷еб

Табëиöа 1
Результаты идентификации

линейной модели урожайности зерновых культур

Моäеëü Крите-
рий

Характеристики

R 2 F , %

5 экзогенных факторов
Заäа÷а ÷ебыøевскоãо
прибëижения с äопоëни-
теëüныìи усëовияìи:

 = 4,130 + 19,332x2 +
+ 3,945x4 – 5,010x5

λ* = 2,258 0,442 6,73 14,99

Заäа÷а ìиниìизаöии суììы 
ìоäуëей невязок:

 = 6,665 + 0,445x1 +
+ 4,560x4 – 1,330x5

f * = 17,273 0,460 7,24 8,32

Заäа÷а ìиниìизаöии среäней 
оøибки аппроксиìаöии:

 = 6,504 + 0,435x1 +
+ 1,562x2 + 2,943x4 – 0,645x5

 = 0,081 0,464 7,38 8,09

2 экзогенных фактора (x3 и x4)

Заäа÷а ÷ебыøевскоãо
прибëижения с äопоëни-
теëüныìи усëовияìи:

 = 8,858 + 0,185x3 + 2,353x4

λ* =2,519 0,430 6,41 17,00

Заäа÷а ìиниìизаöии суììы 
ìоäуëей невязок:

 = 6,754 + 0,336x3 + 3,777x4

f * = 18,735 0,474 7,66 9,01

Заäа÷а ìиниìизаöии среäней 
оøибки аппроксиìаöии:

 = 6,807 + 0,372x3 + 2,425x4

 = 0,086 0,439 6,65 8,59

A

ŷ

ŷ

ŷ

A*

ŷ

ŷ

ŷ

A*

 1 В pассìатpиваеìоì пpиìеpе {yt} = 6,9.

ŷ

A

ŷ

A

min
i 1 m,=

ŷ ŷ

min
a, λ

1 m,
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ãäе по анаëоãии с пpивеäенныìи выøе заäа÷аìи
(3)—(5) и (6)—(9) оãpани÷ения (24) хаpактеpизуþт
усëовия на зна÷ения невязок в кажäоì набëþäе-
нии, а оãpани÷ения (25), сутü — фоpìаëизованные
тpебования, поäëежащие у÷ету.
Дëя сëу÷ая, коãäа невязки (16) пpеäставëяþт со-

бой ìонотонные функöии, кажäое оãpани÷ение (24)
ãеоìетpи÷ески пpеäставëяет собой ÷астü пpостpан-
ства соответствуþщей pазìеpности ìежäу повеpх-
ностяìи, заäаваеìыìи уpавненияìи оäинаковой
спеöификаöии и отëи÷аþщиìися ëиøü свобоäныìи
константаìи (pис. 2). Поэтоìу есëи оãpани÷ения
заäа÷и (23)—(25) явëяþтся совìестныìи, то, о÷е-
виäно, ÷то ее pеøение существует.
Есëи же в ка÷естве кpитеpия оптиìаëüности буäет

выбpана суììа ìоäуëей невязок, то заäа÷а опpеäе-
ëения паpаìетpов иäентифиöиpуеìой зависиìо-
сти пpиìет виä

λt, (26)

|εt| m λt, t = ,

a ∈ A.

Пpи этоì, у÷итывая отсутствие пpивязки фоp-
ìуëы äëя вы÷исëения сpеäней оøибки аппpокси-
ìаöии (17) к спеöификаöии ìоäеëи, соотноøения,
анаëоãи÷ные (20), также буäут выпоëнятüся, с той
ëиøü pазниöей, ÷то f * — оптиìаëüное зна÷ение
кpитеpия (26), λ* — оптиìаëüное зна÷ение кpитеpия
оптиìизаöии в заäа÷е (23)—(25), а  — оптиìаëü-
ное зна÷ение öеëевой функöии соответствуþщей
заäа÷и опpеäеëения паpаìетpов иäентифиöиpуеìой
неëинейной функöии, в котоpой сpеäняя оøибка
аппpоксиìаöии явëяется кpитеpиеì ìиниìизаöии.
В этоì сëу÷ае веëи÷ина λ*, стpоãо ãовоpя, не явëя-
ется pеøениеì заäа÷и ÷ебыøевскоãо пpибëиже-
ния, но ее сìысë остается пpежниì: она показы-
вает ìиниìаëüное зна÷ение всех возìожных ìак-
сиìаëüных по ìоäуëþ невязок.

4.2. Моделиpование нелинейных зависимостей

Существенные тpуäности в пpиìенении ìате-
ìатико-статисти÷еских ìетоäов äëя опpеäеëения
ìоäеëüных паpаìетpов возникаþт как пpи неäос-
тато÷ноì коëи÷естве экспеpиìентаëüных äанных
в pас÷ете на кажäый искоìый паpаìетp, так и в си-
туаöии, коãäа невозìожно осуществитü ëинеаpиза-
öиþ ìоäеëи с неëинейной спеöификаöией. Опи-
санные в настоящей pаботе поäхоäы позвоëяþт
опpеäеëятü паpаìетpы ìоäеëи и пpи наëи÷ии та-
коãо pоäа пpобëеì. Дëя поäтвеpжäения сказанноãо
pассìотpиì пpиìеp ìоäеëиpования ãипотети÷е-
скоãо вpеìенноãо pяäа (табë. 2, pис. 3).
По pезуëüтатаì визуаëüноãо анаëиза уpовней вpе-

ìенноãо pяäа (pис. 3) быëа установëена возìож-
ностü испоëüзования сëеäуþщей спеöификаöии
ìоäеëи:

 = a•t b + c. (27)

Моäеëü (27) не äопускает осуществëения ëинеа-
pизаöии, а коëи÷ество иìеþщихся äанных (10 на
тpи оöениваеìых паpаìетpа) явëяется неäостато÷-
ныì äëя поëу÷ения зна÷иìых хаpактеpистик, pас-
с÷итываеìых в pаìках ìатеìатико-статисти÷еских
ìетоäов.
В ка÷естве äопоëнитеëüноãо оãpани÷ения на

зна÷ения паpаìетpов ìоäеëи (27) испоëüзоваëосü
фоpìаëизованное пpеäставëение тpебования на
уpовенü вpеìенноãо pяäа в ìоìент вpеìени t = 12:
:9,2 m |12 m 9,5. (Такоãо pоäа усëовия ìоãут фоpìи-
pоватüся на основе объективных äанных иëи ìне-
ний экспеpтов, и их апpиоpный у÷ет ìожет повы-
ситü степенü äовеpия к pезуëüтиpуþщиì ìоäеëяì.)

Pезуëüтаты пpовеäенных pас÷етов (табë. 3, pис. 3)
свиäетеëüствуþт о пpакти÷ески оäинаковой зна÷и-
ìости кажäой из иäентифиöиpованных ìоäеëей, ÷то
пpеäоставëяет иссëеäоватеëþ опpеäеëеннуþ сво-
боäу выбоpа, и ìожет бытü особенно существен-
ныì в сëу÷ае поëу÷ения äопоëнитеëüной инфоp-

Pис. 2. Геометpическая интеpпpетация огpаничений (24):
а — непустое пеpесе÷ение; б — пустое пеpесе÷ение

min
a, {λt} t 1=

m

∑

1 m,

A*

ŷ

Табëиöа 2
Исходные данные для моделирования временного ряда

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
yt 1,6 3,6 3,7 5,4 6,1 6,2 6,6 8,0 8,3 8,7

Pис. 3. Геометpическая интеpпpетация модели вpеменного pяда

ŷ
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ìаöии о зна÷ениях паpаìетpов ìоäеëи иëи ее пе-
pеìенных.
Оöенки (20) äëя поëу÷енных ìоäеëей выпоëня-

þтся: 0,052 m 0,164 m 0,281.

5. Напpавление pазвития исследований

Pезуëüтаты пpовеäенных pас÷етов по иäентифи-
каöии ìоäеëей (п. 3, пп. 4.2) свиäетеëüствуþт о су-
ществовании ìножества набоpов зна÷ений паpаìет-
pов, обеспе÷иваþщих пpиеìëеìые ка÷ественные
хаpактеpистики ìоäеëей. В связи с этиì явëяется
öеëесообpазныì пpовеäение на основе испоëüзо-
вания ìетоäов ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования
äопоëнитеëüных иссëеäований, напpавëенных на
опpеäеëение ëу÷øеãо из ÷исëа таких набоpов. Пpи
этоì о÷евиäно, ÷то в зависиìости от пpеäъявëяеìых
к ìоäеëи тpебований, впоëне возìожна ситуаöия,
пpи котоpой оптиìаëüныìи буäут явëятüся не еäи-
ни÷ные зна÷ения паpаìетpов, а некотоpые интеp-
ваëы их зна÷ений. В этоì сìысëе совокупностü
оптиìаëüных зна÷ений паpаìетpов иäентифиöи-
pуеìой ìоäеëи ìожет тpактоватüся как "обëастü
неопpеäеëенности" паpаìетpов ìоäеëи, а окон÷а-
теëüный виä ìоäеëи ìожет бытü выявëен на основе
инäивиäуаëüных пpеäпо÷тений иссëеäоватеëя
и (иëи) с у÷етоì каких-ëибо äопоëнитеëüных тpе-
бований пpи непосpеäственноì испоëüзовании не-
обхоäиìых ÷исëенных ìетоäов и пpоãpаììных
пpоäуктов.
В пpивеäенноì контексте пониìание "обëастей

неопpеäеëенности" паpаìетpов эконоìетpи÷еских
ìоäеëей тесно пеpепëетается с иäеяìи, высказан-
ныìи в pаботе [4]. Пpиìенение поäхоäа Л. В. Кан-
тоpови÷а в со÷етании со спеöиаëüно pазpаботан-
ныìи ìоäеëяìи (анаëоãи÷ныìи пpивеäенныì в
настоящей pаботе), аëãоpитìаìи и пpоãpаììныìи
пpоäуктаìи позвоëиëо автоpаì [5—8] pеøитü пpо-
бëеìу иäентификаöии ìоäеëи систеìной äинаìики
÷исëенности насеëения Pоссийской Феäеpаöии.

Заключение

Боëüøое pазнообpазие пpакти÷еских заäа÷ äа-
ëеко не всеãäа позвоëяет испоëüзоватü ìатеìати-
ко-статисти÷еские ìетоäы пpи постpоении эконо-
ìетpи÷еских ìоäеëей, ÷то обусëовëено в тоì ÷исëе
сëеäуþщиìи пpи÷инаìи:
пpиìенение äанных ìетоäов äетаëüно pазpабо-
тано äëя ëинейных и ëинеаpизуеìых ìоäеëей;
оãpани÷енное ÷исëо набëþäений не позвоëяет
поëу÷атü зна÷иìые хаpактеpистики äëя иäенти-
фиöиpуеìой ìоäеëи;
наëи÷ие боëüøоãо коëи÷ества тpебований, на со-
ответствие котоpыì ìоäеëü äоëжна пpовеpятüся
на этапе ее веpификаöии, ÷асти из котоpых она
ìожет не уäовëетвоpятü.
Пpи этоì необхоäиìо пpиниìатü во вниìание

и объективно существуþщие тpуäности, связанные
с возìожной нето÷ностüþ исхоäных äанных, ÷то
ìожно объяснитü напpиìеp, ìноãостаäийностüþ
пpоöесса сбоpа инфоpìаöии, существенной äоëей
субъективизìа, а в некотоpых сëу÷аях и уìыøëен-
ныì искажениеì инфоpìаöии с öеëüþ "пpиукpа-
ситü" pеаëüное поëожение äеë. Оöенитü то÷ностü
поëу÷енных набëþäений ÷аще всеãо не пpеäстав-
ëяется возìожныì в сиëу отсутствия этаëонных
зна÷ений и возìожности ìноãокpатноãо пpовеäе-
ния набëþäений в оäних и тех же усëовиях, а это,
в своþ о÷еpеäü, ìожет статü пpи÷иной, по котоpой
буäет постpоена "то÷ная ìоäеëü нето÷ных äанных".
Сказанное обусëовëивает необхоäиìостü pазpа-

ботки спеöиаëüных ìетоäов иäентификаöии эко-
ноìетpи÷еских ìоäеëей. И оäниì из возìожных
поäхоäов к pеаëизаöии этоãо явëяется испоëüзова-
ние иäей заäа÷ ÷ебыøевскоãо пpибëижения. Пpи-
веäенные в pаботе постановки заäа÷ позвоëяþт оп-
pеäеëятü паpаìетpы эконоìетpи÷еских зависиìо-
стей с у÷етоì тpебований, пpеäъявëяеìых как к са-
ìиì ìоäеëяì, так и к составëяþщиì их эëеìентаì.
Пpи этоì существует возìожностü оöенки степени
соответствия экспеpиìентаëüных и pас÷етных äан-
ных, опpеäеëяеìой показатеëеì сpеäней оøибки
аппpоксиìаöии. Сëеäует особо отìетитü, ÷то пpи-
веäенные в pаботе способы опpеäеëения паpаìет-
pов иäентифиöиpуеìых ìоäеëей позвоëяþт у÷иты-
ватü усëовия на буäущие зна÷ения энäоãенных пе-
pеìенных. Это явëяется существенныì пpи анаëизе
фактоpов, иìеþщих высокуþ инеpöионностü, в сиëу
÷еãо äëя них ìожет бытü оöенен äиапазон возìож-
ных зна÷ений в кpаткосpо÷ной пеpспективе.
Пpивеäенные в pаботе pас÷еты в сиëу äостато÷-

но хоpоøих ка÷ественных хаpактеpистик позвоëя-
þт не тоëüко констатиpоватü öеëесообpазностü ис-
поëüзования описанноãо поäхоäа äëя пpакти÷е-
скоãо пpиìенения, но и ìоãут составитü основу
äëя пpовеäения боëее äетаëüных иссëеäований, на-
пpавëенных на опpеäеëение то÷ноãо виäа ìоäеëи.

Табëиöа 3
Результаты идентификации модели временного ряда  = a•tb + c

Моäеëü Крите-
рий

Характеристики

R 2 F , %

Заäа÷а ÷ебыøевскоãо 
выравнивания 
с äопоëнитеëüныìи 
усëовияìи:

 = 3,308•t0,482 – 1,472

λ* = 0,449 0,975 79,51 7,18 9,5

Заäа÷а ìиниìизаöии 
суììы ìоäуëей
невязок:

 = 7,302•t0,295 – 5,704

f * = 2,617 0,974 75,35 5,25 9,5

Заäа÷а ìиниìизаöии 
среäней оøибки
аппроксиìаöии:

 = 8,299•t0,269 – 6,699

 = 0,052 0,973 72,83 5,17 9,5

ŷ

A y |12
^

ŷ

ŷ

ŷ

A*



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 10, 2015 771

Список литеpатуpы

1. Айвазян С. А., Мхитаpян В. С. Пpикëаäная статистика и
основы эконоìетpики. М.: ЮНИТИ, 1998. 1022 с.

2. Эконометpика: у÷ебник / Поä pеä. И. И. Еëисеевой. М.:
Финансы и статистика, 2008. 575 с.

3. Зуховицкий С. И., Авдеева Л. И. Линейное и выпукëое
пpоãpаììиpование. М.: Наука, 1967. 460 с.

4. Кантоpович Л. В. О некотоpых новых поäхоäах к вы÷ис-
ëитеëüныì ìетоäаì и обpаботке набëþäений // Сибиpский ìа-
теìати÷еский жуpнаë. 1962. Т. 3, № 5. С. 701—709.

5. Спивак С. И., Кантоp О. Г. Постpоение ìоäеëи систеì-
ной äинаìики в усëовиях оãpани÷енной экспеpтной инфоpìа-
öии // Инфоpìатика и ее пpиìенения. 2014. Т. 8, № 2. С. 111—121.

6. Спивак С. И., Кантоp О. Г. Pиск оøибо÷ных пpоãнозных
оöенок паpаìетpов соöиаëüно-эконоìи÷еских систеì // Упpав-
ëение pискоì. 2013. № 1. С. 2—6.

7. Спивак С. И., Кантоp О. Г., Юсупова Г. Н. Аëãоpитì pас-
паpаëëеëивания в заäа÷ах пеpебоpа зна÷ений ìноãоìеpных ве-
ëи÷ин на основе äекоìпозиöии по äанныì // Систеìы упpав-
ëения и инфоpìаöионные техноëоãии. 2014. № 2 (56). С. 52—57.

8. Kantor O. G., Spivak S. I. Interval Estimation of System Dy-
namics Model Parameters // International Journal of Applied Engi-
neering Research. 2014. V. 9, no. 19. P. 5689—5695.

S. I. Spivak, Head of Department of Mathematical Modeling; semen.spivak.@mail.ru,
Bashkir State University, Ufa,

O. G. Kantor, Senior scientist; o_kantor@mail.ru,
Institute of Social and Economic Research Ufa Research Centre Russian Academy of Sciences, Ufa

Chebyshev Approximation in Problems of Econometric Modeling

References

1. Ajvazjan S. A., Mhitarjan V. S. Prikladnaja statistika i osnovy
jekonometriki. M.: JuNITI, 1998. 1022 p.

2. Jekonometrika: Uchebnik / Pod red. I. I. Eliseevoj. M.: Fin-
ansy i statistika, 2008. 575 p.

3. Zuhovickij S. I., Avdeeva L. I. Linejnoe i vypukloe program-
mirovanie. M.: Nauka, 1967. 460 p.

4. Kantorovich L. V. О nekotoryh novyh podhodah k vychisli-
tel’nym metodam i obrabotke nabljudenij. Sibirskij matematicheskij
zhurnal. 1962, vol. 3, no. 5, pp. 701—709.

5. Spivak S. I., Kantor O. G. Postroenie modeli sistemnoj di-
namiki v uslovijah ogranichennoj jekspertnoj informacii, Informatika
i ее primenenija, 2014, vol. 8, no. 2, pp. 111—121.

6. Spivak S. I., Kantor O. G. Risk oshibochnyh prognoznyh
ocenok parametrov social’no-jekonomicheskih sistem, Upravlenie
riskom, 2013, no. 1, pp. 2—6.

7. Spivak S. I., Kantor O. G., Jusupova G. N. Algontm raspa-
rallelivanija v zadachah perebora znachenij mnogomernyh velichin
na osnove dekompozicii po dannym, Sistemy upravlenija i informa-
cionnye tehnologii, 2014, no. 2 (56), pp. 52—57.

8. Kantor O. G., Spivak S. I. Interval Estimation of System Dy-
namics Model Parameters, International Journal of Applied Engineering
Research, 2014, vol. 9, no. 19, pp. 5689—5695.

A wide variety of practical problems is not always permit to use mathematical and statistical methods in the construction of
econometric models. This may be due, for example, by the following reasons: the use of these methods in detail designed for linear
and linearizable models; a limited number of observations do not allow to get meaningful statistical characteristics. In addition,
the resulting model should meet the requirements ensuring its adequacy. In the event of any breach of the adequacy researcher
have to change the form of the function and carry out a complete cycle of remodeling.

The possibility of using the Chebyshev approximation for identification of econometric models is studied at the paper. The con-
nection between the optimal solution of Chebyshev approximation with an average error of approximation — the criterion of model
accuracy is shown. The proposed approaches to the estimation of econometric models parameters allow for researcher to take into
account a number of objectively existing problems and consider the important requirements at the stage of identification directly.

Keywords: model identification, model verification, Chebyshev approximation, average approximation error, uncertainty sets
of the model parameters


