
792 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 10, 2015

A. B. Barsky, Professor, e-mail: arkbarsk@mail.ru,
Moscow State University of Railway Engineering

Learned and Self-Learning Recognition, Management
and Decision-Making Systems on Base of the Logical Neural Networks

References

1. Barskij A. B. Nejronnye seti: raspoznavanie, upravlenie, prinyatie
reshenij. М.: Finansy i statistika, 2004. 175 p.

2. Barskij A. B. Logicheskie nejronnye seti. M.: INTUIT; BINOM.
Laboratoriya znanij, 2007. 352 p.

3. Barskij A. B. Matematicheskaja logika sobytij i logicheskie nej-
ronnye seti. Informaczionnye tehnologii. Prilozhenie, 2007, no. 7. 32 p.

4. Barskij A. B. Nejronnye seti logicheskogo vyvoda. Kurs lekczij.
Saarbrucken: LAP LAMBERT Academic Publishing, 2011. 400 p.

5. Pospelov D. A. Modelirovanie raccyzhdenij. Opyt analiza mys-
litelnyh aktov. M.: Radio i svyaz’, 1989. 184 p.

6. Pospelov D. A. Situaczionnoe upravlenie. Teoriya i praktika.
M.: Nauka. Gl. red. Fiz.-mat. Lit, 1986. 288 p.

7. Barskij A. B., Nguen Van Loj. Informaczionno-spravochnaja
sistema na logicheskoj nejronnoj seti "Mnogoservernaya baza dannyh

s czirkulirujushhimi segmentami". Informaczionnye tehnologii. 2013,
no. 9. P. 57—61.

8. Barskij A. B., Dmitriev A. A., Barskaya O. A. Mediczinskie
informaczionno-spravochnye sistemy na logicheskih nejronnyh se-
tyah. Informaczionnye tehnologii. Prilozhenie, 2010, no. 1. 32 p.

9. Chzho Vin Latt. Logicheckaya nejronnaya set’ v osnove iden-
tifikaczii pol’zovatelya v sisteme "klient — server" na baze tryoh
harakteristik "pocherka". Estestvennye i tehnicheskie nauki, 2010, no. 3.

10. Barskij A. B., Said Mohammed M. N. Vybor smeshheniya pri
poshagovoj marshrutizaczii v besprovodnoj seti. Mir Transporta,
2013, no. 2, pp. 30—37.

11. Zamyshlyaev A. M. Prikladnye informaczionnye sistemy uprav-
leniya nadyozhnost’yu, bezopasnost’yu, riskami i resursami na zhelezno-
dorozhnom transporte. M.: "Zhurnal "Nadyozhnost’", 2013. 143 p.

12. Barskij A. B. Rejtingovye sistemy na logicheskih nejronnyh se-
tyah. Informaczionnye tehnologii. 2014, no. 11, pp. 66—72.

УДК 004.942

Л. С. Куpавский, ä-p техн. наук, пpоф., äекан, e-mail: l.s.kuravsky@gmail.com,
П. А. Маpмалюк, канä. техн. наук, äоö., Г. А. Юpьев, канä. физ.-ìат. наук, äоö., П. Н. Думин, аспиpант,

Московский ãоpоäской психоëоãо-пеäаãоãи÷еский унивеpситет,
факуëüтет инфоpìаöионных техноëоãий

Методы численной идентификации маpковских моделей
и их сpавнительный анализ1

It is examined the logic neural networks application for associative "non-formula" hardly formulated tasks and simulation computing,
in medical question-answered system, in user identification systems, in the step by step adaptive routing for wireless telecommunications
and transport networks, in self-learning control systems by fuzzy data. In the base of logical neural networks lies the mathematical logic
of events, combining the initial information from mathematical logic and probability theory. Excitation of receptors is based on the re-
liability of statements about data ownership, which provides a single system of measurement of baseline data and dramatically extends
the scope of application of neural networks to construct almost any decision-making system that combines the data of any nature, types
and forms of representation. Excitation of neurons in the output layer indicates a decision to be made in the form of value, the text of
the control signal, and so on. Networks are reduced to a single layer. In these learning situations directly linked to corresponding solutions.
Logic neural networks are differing by low requirements for the qualification developer, simple calculations, high speed and the possibility
of parallelization. Guidelines for a better incarnation of some of the known decision-making systems are provides.

Keywords: logic neural network, the activation function, the matrix sequence, associative computing, information and referral
system, self-learning management system

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке Pоссийскоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (пpоект № 14-06-00191) и Pоссийскоãо
ãуìанитаpноãо нау÷ноãо фонäа (пpоект № 14-06-12012).

Пpедставлены численные методы нулевого и пеpвого поpядка, пpедназначенные для идентификации маpковских пpо-
цессов с дискpетными состояниями и непpеpывным вpеменем по pезультатам наблюдений, а также технология вы-
числительного экспеpимента, обеспечивающего сpавнение хаpактеpистик эффективности pассматpиваемых подходов.
Анализ pезультатов пpоведенных экспеpиментов показал, что pазpаботанные методы идентификации имеют пpеиму-
щества пеpед классическим гpадиентным методом пеpвого поpядка. Pассмотpенные алгоpитмы можно пpименять для
настpойки паpаметpов обучаемых стpуктуp, включая нейpонные сети.
Ключевые слова: маpковские модели, идентификация моделей, многомеpная нелинейная оптимизация, обучаемые

стpуктуpы
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1. Постановка задачи идентификации

Повеäение ìноãих техни÷еских, äиаãности÷еских
и äpуãих систеì пpеäставëяется паpаìетpи÷ескиìи
ìатеìати÷ескиìи ìоäеëяìи в фоpìе систеì обык-
новенных äиффеpенöиаëüных уpавнений. В ÷аст-
ности, такая фоpìа пpеäставëения пpиìеняëасü äëя
ìоäеëей устаëостноãо pазpуøения и тестиpования,
постpоенных на базе маpковских случайных пpоцес-
сов с дискpетными состояниями и непpеpывным вpе-
менем [1—6, 11]. Важной особенностüþ пpакти÷е-
скоãо испоëüзования ìаpковских ìоäеëей в ука-
занных заäа÷ах явëяется то, ÷то их паpаìетpы
иäентифиöиpуþтся по pезуëüтатаì набëþäений,
пpеäставëенных набоpаìи зна÷ений иссëеäуеìых
функöий в контpоëüных то÷ках.
Маpковские ìоäеëи äëя описания äинаìики пе-

pехоäов ìежäу состоянияìи пpеäставëяþтся оpиен-
тиpованныìи ãpафаìи, в котоpых веpøины соот-
ветствуþт состоянияì, а äуãи — пеpехоäаì, äëя ко-
тоpых выпоëняþтся свойства пуассоновских потоков
событий. В этих потоках ÷исëо событий N, попаäаþ-
щих в ëþбой вpеìенной интеpваë äëины τ, на÷и-
наþщийся в ìоìент t, pаспpеäеëено соãëасно за-
кону Пуассона:

Pt, τ(N = r) = e–a(t,τ),

ãäе Pt, τ(X = r) — веpоятностü появëения r событий
в те÷ение pассìатpиваеìоãо интеpваëа; a(t, τ) —
сpеäнее ÷исëо событий, попаäаþщих в интеpваë
äëины τ, на÷инаþщийся в ìоìент вpеìени t. Pас-
сìатpиваþтся тоëüко стаöионаpные потоки, в ко-
тоpых a(t, τ) = ητ, a η = const естü интенсивностü
стаöионаpноãо потока. Упоìянутые выøе пpеäпо-
ëожения о свойствах потоков событий обы÷ны äëя
пpикëаäных заäа÷ [7], так как эти потоки (иëи по-
токи, бëизкие к ниì по свойстваì) ÷асто встpе÷а-
þтся на пpактике бëаãоäаpя пpеäеëüныì теоpеìаì
äëя потоков событий.
Поëаãается, ÷то:
— äëя указанных пpоöессов с n + 1 äискpетны-

ìи состоянияìи и непpеpывныì вpеìенеì заäаны
на÷аëüные pаспpеäеëения веpоятностей и набëþ-
äаеìые ÷астоты пpебывания в состояниях пpоöессов
{Fid}i = 0, ..., n в ìоìенты вpеìени {td}d=0, ...,D–1, ãäе
D — коëи÷ество ìоìентов вpеìени, в котоpые
фиксиpоваëисü ÷астоты Ftd; 0 m td m T, T — коне÷-
ный ìоìент вpеìени;

— интенсивности пеpехоäов ìежäу состоянияìи
поëностüþ иëи ÷асти÷но явëяþтся неизвестныìи
(свобоäныìи) паpаìетpаìи.
Динаìика изìенения веpоятностей пpебывания

в состояниях пpоöесса опpеäеëяется систеìой
обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений Коë-
ìоãоpова в ìатpи÷ной фоpìе:

 = M(l)p,

ãäе 0 m t m T, p(t) = (p0(t), ..., pn(t))
т — веpоятности

пpебывания в состояниях пpоöесса; l = (λ0, ..., λm)т —
упоpяäо÷енный набоp интенсивностей пеpехоäов
ìежäу состоянияìи, n > m; M — ìатpиöа интенсив-
ностей пеpехоäов ìежäу состоянияìи поpяäка n + 1.
Дëя указанной систеìы уpавнений ставится за-

äа÷а иäентификаöии набоpа паpаìетpов l. Зна÷ения
паpаìетpов из этоãо набоpа опpеäеëяþтся путеì
сpавнения набëþäаеìых и пpоãнозиpуеìых ãисто-
ãpаìì, описываþщих pаспpеäеëения ÷астот пpе-
бывания в состояниях ìоäеëи, а иìенно: вы÷исëя-
þтся зна÷ения, обеспе÷иваþщие наиëу÷øее соот-
ветствие набëþäаеìых и ожиäаеìых ÷астот попаäа-
ния в опpеäеëенное состояние систеìы в заäанные
ìоìенты вpеìени. Пpи этоì опpеäеëяется набоp
интенсивностей l, обеспе÷иваþщий наиìенüøее
зна÷ение статистики Пиpсона:

X 2(l) = ,

ãäе N = Fid. Эта статистика испоëüзуется как

ìеpа соответствия ìоäеëи набëþäенияì.
Доказано, ÷то пpи выпоëнении pяäа общих усëо-

вий зна÷ения указанной статистики X2, поëу÷аеìые
пpи поäстановке истинных pеøений, асиìптоти-
÷ески описываþтся pаспpеäеëениеì χ2 с n—m сте-
пеняìи свобоäы, ãäе m — ÷исëо опpеäеëяеìых па-
pаìетpов, пpи÷еì вы÷исëенные зна÷ения свобоä-
ных паpаìетpов пpи увеëи÷ении объеìа выбоpки
схоäятся по веpоятности к искоìоìу pеøениþ [8].
Это позвоëяет испоëüзоватü статистику Пиpсона
äëя пpовеpки ãипотезы о тоì, ÷то поëу÷енный пpо-
ãноз соãëасуется с pезуëüтатаìи набëþäений.
Такиì обpазоì, постановка заäа÷и пpеäпоëаãает

pеøение обpатной заäа÷и, в котоpой коэффиöиенты
äиффеpенöиаëüных уpавнений опpеäеëяþтся по
фpаãìентаì pеøения, заäанныì набëþäенияìи.
Пpеäставëеннуþ выøе постановку ìожно фоp-
ìаëüно pассìатpиватü как пpяìуþ заäа÷у с усëож-
ненныì вы÷исëениеì кpитеpия X2 посpеäствоì
pеøения заäа÷и Коøи äëя систеìы обыкновенных
äиффеpенöиаëüных уpавнений, котоpая pеøается
станäаpтныìи ìетоäаìи оптиìизаöии.
Дëя ее pеøения, в ÷астности, äопустиìы аëãо-

pитìы ëокаëüной оптиìизаöии, вкëþ÷ая ãpаäиент-
ные ìетоäы, и стохасти÷еские аëãоpитìы. Оäнако
опыт их пpакти÷ескоãо пpиìенения позвоëяет ãово-
pитü о непpиеìëеìо боëüøоì вpеìени вы÷исëений
в сëу÷ае заäа÷ высокой pазìеpности (пpи боëüøих
зна÷ениях паpаìетpа m), а также о пpобëеìах, обу-
сëовëенных возìожной нееäинственностüþ поëу-
÷аеìоãо pеøения.
Дëя pеøения этих пpобëеì пpеäëожены пpеäстав-

ëенные äаëее в поäpазäеëах 2.2 и 2.3 ÷исëенные ìе-
тоäы [10], пpеäназна÷енные äëя иäентификаöии
набоpа паpаìетpов l, опpеäеëяþщеãо ìатpиöу M.

a t τ,( )r

r!
-------------

dp t( )
dt

----------

pi λtd( )N Fi–( )2

pi λtd( )N
-------------------------------

i 0=

n

∑
d 0=

D 1–

∑

i 0=

n

∑
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Особенностüþ этих ìетоäов явëяется испоëüзова-
ние на÷аëüных пpибëижений, вы÷исëяеìых по pе-
зуëüтатаì набëþäений, а также оöенок ÷увствитеëü-
ности кpитеpия оптиìизаöии к ìаëыì изìененияì
иäентифиöиpуеìых паpаìетpов. Новыì эëеìентоì
втоpоãо из пpеäëоженных поäхоäов явëяется уëу÷-
øение вpеìенных хаpактеpистик пpиìеняеìоãо
коìбинатоpноãо аëãоpитìа поäбоpа зна÷ений иäен-
тифиöиpуеìых пеpеìенных за с÷ет заìены на каж-
äой итеpаöии вы÷исëений пеpебоpа pазëи÷ных со-
÷етаний этих зна÷ений в окpестности их текущих
оöенок пеpебоpоì зна÷ений тоëüко тех пеpеìен-
ных, к изìенениþ котоpых наибоëее ÷увствитеëен
кpитеpий оптиìизаöии. Дëя оöенки этой ÷увстви-
теëüности испоëüзуþт pазностные аппpоксиìаöии
соответствуþщих ÷астных пpоизвоäных. Метоä, pас-
сìотpенный в поäpазäеëе 2.2, относится к ìетоäаì
нуëевоãо поpяäка, а еãо ìоäифиöиpованный ваpи-
ант из поäpазäеëа 2.3 — к ìетоäаì пеpвоãо поpяäка.
Хаpактеpистики их эффективности сопоставëяþт с
анаëоãи÷ныìи показатеëяìи кëасси÷ескоãо поäхо-
äа, пpеäставëенноãо ãpаäиентныì ìетоäоì пеpвоãо
поpяäка из поäpазäеëа 2.1.

Pассìотpенные аëãоpитìы ìожно эффективно
пpиìенятü äëя настpойки паpаìетpов обу÷аеìых
стpуктуp, вкëþ÷ая нейpонные сети.

2. Сpавниваемые методы оптимизации

2.1. Гpадиентный метод: алгоpитм вычислений

1. Испоëüзуя иìеþщиеся pезуëüтаты набëþäе-
ний, вы÷исëитü в ка÷естве на÷аëüных оöенок па-
pаìетpов λi (i = 0, ..., m), обозна÷аеìых как 
(i = 0, ..., m), выбоpо÷ные сpеäние зна÷ения ÷исëа
пеpехоäов ìежäу паpаìи соответствуþщих состоя-
ний ìаpковскоãо пpоöесса в еäиниöу вpеìени (иëи,
÷то иноãäа уäобней, веëи÷ины, обpатные выбоpо÷-
ныì сpеäниì пpоäоëжитеëüностяì вpеìени ìежäу
äвуìя сìежныìи пеpехоäаìи äëя этих же паp со-
стояний). Поëу÷енные оöенки pассìатpиватü как
на÷аëüные пpибëижения к иäентифиöиpуеìыì па-
pаìетpаì.

2. Заäатü с÷ет÷ик итеpаöий  j = 0.
3. Заäатü на÷аëüный øаã ãpаäиентноãо ìетоäа h.

4. В то÷ке текущеãо пpибëижения λ j вы÷исëитü
оöенку ãpаäиента ∇X 2(l) с испоëüзованиеì öен-
тpаëüно-pазностной аппpоксиìаöии, пpи этоì зна-
÷ения p(l, td) опpеäеëитü путеì ÷исëенноãо pеøения

заäа÷и Коøи äëя систеìы уpавнений  = M(l)p

с заäанныìи на÷аëüныìи усëовияìи. 
5. Выпоëнитü коppекöиþ текущеãо пpибëижения:

λ j+1 = λ j – h∇X 2(λ j).

6. Есëи X 2(λ j+1) < X 2(λ j), ||λ j – λ j+1|| > ε и не ис-
÷еpпан ëиìит итеpаöий, то поëожитü j = j + 1 и пе-
pейти к øаãу 3, ина÷е пеpейти к øаãу 6.

7. Есëи X2(λ j+1) l X2(λ j), ||λi – λ j+1|| > ε и не ис-

÷еpпан ëиìит итеpаöий, то поëожитü h =  и пеpей-

ти к øаãу 4, ина÷е завеpøитü вы÷исëения.

2.2. Метод полного пеpебоpа: алгоpитм вычислений

1. Испоëüзуя иìеþщиеся pезуëüтаты набëþäе-
ний, вы÷исëитü в ка÷естве на÷аëüных оöенок па-
pаìетpов λi (i = 0, ..., m), обозна÷аеìых как 
(i = 0, ..., m), выбоpо÷ные сpеäние зна÷ения ÷исëа
пеpехоäов ìежäу паpаìи соответствуþщих состоя-
ний ìаpковскоãо пpоöесса в еäиниöу вpеìени
(иëи, ÷то иноãäа уäобней, веëи÷ины, обpатные вы-
боpо÷ныì сpеäниì пpоäоëжитеëüностяì вpеìени
ìежäу äвуìя сìежныìи пеpехоäаìи äëя этих же
паp состояний). Поëу÷енные оöенки pассìатpи-
ватü как на÷аëüные пpибëижения к иäентифиöи-
pуеìыì паpаìетpаì.

2. Поëожитü j = 1, k = 1, β1 = 1 + γ1, ãäе γ1 — па-
pаìетp аëãоpитìа.

3. Дëя кажäой из текущих оöенок иäентифиöи-

pуеìых паpаìетpов  (i = 0, ..., m) на j-й итеpаöии

аëãоpитìа вы÷исëитü веpхнþþ  и нижнþþ 

ãpаниöу сäвиãа оöенки по фоpìуëаì  = βj ,

 = .

4. Выпоëнив поëный пеpебоp всех ваpиантов те-

кущих оöенок набоpа паpаìетpов l j = ( , ..., )т,

в котоpых кажäый из еãо коìпонентов  (i = 0, ..., m)

пpиниìает тоëüко тpи возìожных зна÷ения из ìно-

жества { , , ), выбpатü из указан-

ных ваpиантов оäну из оöенок lj,* = ( , ..., )т,

обеспе÷иваþщих ìиниìаëüное зна÷ение кpитеpия

X 2, pавное .

5. Есëи äëя всех коìпонентов выбpанноãо набоpа

lj,* выпоëняется pавенство  =  (i = 0, ..., m),

то поëожитü k = k + 1,  γk = γk–1/2.

6. Поëожитü  j = j + 1, βj = 1 +  γk, λ j = λj–1,*.

7. Есëи  > , ãäе  — паpаìетp аë-

ãоpитìа, то пеpейти к øаãу 3, ина÷е завеpøитü вы-
÷исëения.
Вpеìенна ´я сëожностü оäной итеpаöии pассìот-

pенноãо аëãоpитìа естü O(3m + 1), ÷то пpивоäит
к непpиеìëеìо äëитеëüныì вы÷исëенияì пpи боëü-
øих зна÷ениях m. Дëя тоãо ÷тобы вpеìенна́я сëож-
ностü стаëа пpиеìëеìой äëя пpакти÷еских вы÷ис-
ëений, пеpебоp ваpиантов текущих оöенок набоpа
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паpаìетpов l j = ( , ..., )т на øаãе 4 пpивеäен-

ноãо выøе аëãоpитìа сëеäует осуществëятü не äëя

всех паpаìетpов  (i = 0, ..., m), а тоëüко äëя их

поäìножества, состоящеãо из l < m + 1 эëеìентов,
к изìенениþ котоpых наибоëее ÷увствитеëен кpи-
теpий X 2.

2.3. Метод пеpебоpа значимых паpаметpов: 
алгоpитм вычислений

1. Испоëüзуя иìеþщиеся pезуëüтаты набëþäений,
вы÷исëитü в ка÷естве на÷аëüных оöенок паpаìетpов
λi (i = 0, ..., m), обозна÷аеìых как  (i = 0, ..., m),
выбоpо÷ные сpеäние зна÷ения ÷исëа пеpехоäов
ìежäу паpаìи соответствуþщих состояний ìаpков-
скоãо пpоöесса в еäиниöу вpеìени (иëи, ÷то иноãäа
уäобней, веëи÷ины, обpатные выбоpо÷ныì сpеäниì
пpоäоëжитеëüностяì вpеìени ìежäу äвуìя сìеж-
ныìи пеpехоäаìи äëя этих же паp состояний). По-
ëу÷енные оöенки pассìатpиватü как на÷аëüные
пpибëижения к иäентифиöиpуеìыì паpаìетpаì.

2. Поëожитü j = 1, k = 1, β1 = 1 + γ1, ãäе γ1 — па-
pаìетp аëãоpитìа.

3. Оöенитü ÷увствитеëüностü кpитеpия X 2 в ìа-
ëой окpестности кажäой из текущих оöенок иäен-

тифиöиpуеìых паpаìетpов  (i = 0, ..., m) на j-й

итеpаöии аëãоpитìа, испоëüзуя äëя этоãо pазност-
ные аппpоксиìаöии абсоëþтных зна÷ений ÷аст-

ных пpоизвоäных δi(ε) = |X2( , ...,  + ε, ..., ) –

– X 2( , ..., , ..., )/ε|, ãäе i = 0, ..., m; ε — па-

pаìетp аëãоpитìа.
4. Выбpатü l текущих оöенок иäентифиöиpуе-

ìых паpаìетpов  (ãäе iq ∈ {0, ..., m}; q = 1, ..., l;

l — паpаìетp аëãоpитìа); иìеþщих наибоëüøие
зна÷ения оöенок ÷увствитеëüности δi(ε).

5. Дëя кажäой из выбpанных на øаãе 4 текущих

оöенок иäентифиöиpуеìых паpаìетpов  на j-й

итеpаöии аëãоpитìа, ãäе iq ∈ {0, ..., m}; q = 1, ..., l, вы-

÷исëитü веpхнþþ  и нижнþþ  ãpаниöу сäвиãа

оöенки по фоpìуëаì  = βj ,  = .

6. Выпоëнив поëный пеpебоp всех ваpиантов те-

кущих оöенок набоpа паpаìетpов l j = ( , ..., )т,

в котоpых кажäый из еãо коìпонентов , ãäе

iq ∈ {0, ..., m}; q = 1, ..., l, пpиниìает тоëüко тpи воз-

ìожных зна÷ения из ìножества { , , },

а оставøиеся коìпоненты пpиниìаþт зна÷ение

своей текущей оöенки на j-й итеpаöии аëãоpитìа,
выбpатü из указанных ваpиантов оäну из оöенок

lj,* = ( , ..., )т, обеспе÷иваþщих ìиниìаëü-

ное зна÷ение кpитеpия X 2, pавное .

7. Есëи äëя всех коìпонентов выбpанноãо набоpа

lj,* выпоëняется pавенство  =  (i = 0, ..., m),

то поëожитü k = k + 1,  γk = γk–1/2.

8. Поëожитü j = j + 1, βj = 1 + γk, l j = λj –1,*.

9. Есëи  > , ãäе  — паpаìетp аëãо-

pитìа, то пеpейти к øаãу 3, ина÷е завеpøитü вы-
÷исëения.
Дëя pеøаеìых на пpактике типовых заäа÷ общее

вpеìя вы÷исëений зависит от паpаìетpа l ìоно-
тонно, äостиãая наиìенüøеãо зна÷ения пpи l = 1.
Вpеìенная́ сëожностü оäной итеpаöии ìоäифиöи-
pованноãо аëãоpитìа пpи l = 1 естü O(m), ÷то сви-
äетеëüствует об асиìптоти÷ески ëинейной зависи-
ìости вpеìени вы÷исëений, необхоäиìоãо äëя вы-
поëнения оäной итеpаöии, от ÷исëа иäентифиöи-
pуеìых паpаìетpов.

3. Генеpация пула данных
для вычислительного экспеpимента

Дëя оöенки эффективности пpеäëоженных аë-
ãоpитìи÷еских pеøений быë созäан пуë тестовых
стpуктуp, бëизких по своиì паpаìетpаì и стpуктуpе
к ìоäеëяì, испоëüзуеìыì пpи pеøении pеаëüных
пpикëаäных заäа÷. В ка÷естве базовой pассìатpи-
ваëасü ìаpковская ìоäеëü, оpãанизованная по схеìе
"ãибеëи и pазìножения". В пpоöессе ìоäеëиpова-
ния упpавëяеìыìи паpаìетpаìи быëи ÷исëо со-
стояний такой ìоäеëи и ÷исëо независиìых паpа-
ìетpов, ÷еpез котоpые выpажаëисü интенсивности
пеpехоäов ìежäу состоянияìи.
Саìыì пpостыì сëу÷аеì явëяется ситуаöия, пpи

котоpой все интенсивности λ pавны ìежäу собой,
а саìыì сëожныì — сëу÷ай, пpи котоpоì кажäый
из пеpехоäов иìеет собственнуþ интенсивностü.
В пpоöессе ãенеpаöии ìоäеëей из заäанноãо ÷и-
сëовоãо интеpваëа сëу÷айныì обpазоì выбиpаëисü
зна÷ения пеpеìенных, соответствуþщие интен-
сивностяì пеpехоäов ìежäу состоянияìи.
Пpиìеp типовой ìоäеëи пpеäставëен на pис. 1

в виäе оpиентиpованноãо ãpафа.
Стpуктуpа связей поäобноãо ãpафа ìожет бытü

описана ìатpиöей сìежности, эëеìенты котоpой со-
äеpжат зна÷ения интенсивностей пеpехоäов (pис. 2).
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Pис. 1. Оpганизованная по схеме "гибели и pазмножения" маp-
ковская модель из четыpех состояний. Интенсивности пеpехо-
дов опpеделяются шестью независимыми паpаметpами 
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Матpиöа, пpеäставëенная на pис. 2, позвоëяет
сфоpìиpоватü сëеäуþщуþ систеìу обыкновенных
äиффеpенöиаëüных уpавнений Коëìоãоpова:

 = (t)•0,001 – (t)•0,089;

 = (t)•0,089 + (t)•0,578 –

– (t)•(0,001 + 0,0008);

 = (t)•0,0008 + (t)•0,094 –

– (t)•(0,578 + 0,6);

 = (t)•0,6 – (t)•0,094.

Дëя всех созäанных ìоäеëей в на÷аëüный ìо-
ìент вpеìени t0 веpоятностü пpебывания в состоя-
нии S0 быëа pавна еäиниöе, а во всех пpо÷их — нуëþ.
Дëя кажäой возìожной коìбинаöии "Число со-
стояний/число паpаметpов" (äо 10 состояний) быëо
сãенеpиpовано по 20 пpиìеpов (pис. 3).
Дëя систеì уpавнений Коëìоãоpова, соответст-

вуþщих сãенеpиpованныì ìоäеëяì, на вpеìенноì
интеpваëе [0; 1000] ÷исëенно pеøаëасü заäа÷а

Коøи [9]. Вы÷исëенные зна÷ения веpоятностей
P(t) = ( (t), ..., (t))т äëя контpоëüных то÷ек

{td}d=0, ...,D–1, сохpаняëисü в файëе ìоäеëи.

Сëеäует отìетитü, ÷то в pяäе коìбинаöий поäоб-
ный поäхоä к ãенеpаöии ìоäеëей пpивоäит к наpу-
øениþ указанноãо в pазä. 1 усëовия n > m. Испоëü-
зование статистики X2 в ка÷естве кpитеpия ка÷ества
ìоäеëи пpи этоì становится невозìожныì. В таких
сëу÷аях pекоìенäуется испоëüзоватü pассìотpенный
в pаботе [1] кpитеpий, основанный на оöенке зна÷и-
ìости коìпонентов уpавнения pеãpессии, связываþ-
щеãо набëþäаеìые и пpоãнозиpуеìые ÷астоты.
Чтобы избежатü pяäа вы÷исëитеëüных пpобëеì,

связанных с пpеäставëениеì ìаëых веpоятностей,
вìесто X2 в ка÷естве ìиниìизиpуеìоãо кpитеpия ис-

поëüзоваëи статистику Q = (pi(td, λ) – (td))
2,

ãäе (td) — веpоятностü пpебывания в i-ì состоянии

ìоäеëи в ìоìент вpеìени td, поëу÷енная пpи интеã-
pиpовании уpавнений ìоäеëи на этапе ее ãенеpаöии.
Дëя вы÷исëитеëüноãо экспеpиìента быëо сãене-

pиpовано 1800 ìоäеëей, кажäая из котоpых пpеä-
ставëяëасü XML-файëоì, соäеpжащиì: ìатpиöу
сìежности; зна÷ения независиìых паpаìетpов, оп-
pеäеëяþщих интенсивности пеpехоäов; паpаìетpы,
испоëüзуеìые пpи ÷исëенноì интеãpиpовании
уpавнений ìоäеëи; иìена состояний; зна÷ения ве-
pоятностей P(t) = ( (t), ..., (t))т в контpоëü-

ных то÷ках {td}d=0, ...,D–1.

Табëиöы 1 и 2 соäеpжат ÷исëо сãенеpиpованных
ìоäеëей äëя кажäоãо набоpа паpаìетpов и кажäоãо
÷исëа состояний.

Pис. 2. Пpимеp матpицы смежности, отpажающей стpуктуpу
связей и интенсивности пеpеходов, для модели с четыpьмя со-
стояниями и шестью независимыми паpаметpами
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Pис. 3. Стpуктуpа сфоpмиpованного пула моделей для иденти-
фикации
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Табëиöа 1
Число моделей,

сгенерированных для каждого 
числа параметров

Чисëо
параìетров

Чисëо
ìоäеëей

1 180
2 180
3 160
4 160
5 140
6 140
7 120
8 120
9 100
10 100
11 80
12 80
13 60
14 60
15 40
16 40
17 20
18 20

Табëиöа 2
Число моделей,

сгенерированных для каждого 
числа состояний

Чисëо
состояний

Чисëо
ìоäеëей

2 40
3 80
4 120
5 160
6 200
7 240
8 280
9 320
10 360

pS0
pSn



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 10, 2015 797

4. Паpаметpы вычислительной системы

Пpоãpаììное обеспе÷ение äëя вы÷исëитеëüно-
ãо экспеpиìента pеаëизовано на языке G в сpеäе
ãpафи÷ескоãо пpоãpаììиpования National Instru-
ments LabVIEW 2010. Хаpактеpистики систеìы, pа-
ботавøей поä упpавëениеì ОС Microsoft Windows 7
Professional (SP1), сëеäуþщие:

ìатеpинская пëата ASRock Z77 Extreme4-M
Socket LGA 1155 (1066—2800 МГö); 
÷етыpехъяäеpный пpоöессоp Intel Core i5-3330 с
÷аpтотой 3000 МГö; 
äва ìоäуëя опеpативной паìяти DDR3 Corsair
XMS3 объеìоì 4 Гбайт с ÷астотой 1333 МГö.

5. Паpаметpы пpоцедуp идентификации

Поскоëüку пpи ãенеpаöии пуëа äанных äëя вы-
÷исëитеëüноãо экспеpиìента отсутствует инфоpìа-
öия, необхоäиìая äëя опpеäеëения на÷аëüных оöе-
нок интенсивностей пеpехоäов, оöенки паpаìет-

pов  на пеpвоì øаãе пpеäставëенных выøе аë-

ãоpитìов устанавëиваëисü pавныìи заäанныì
константаì. Зна÷ение паpаìетpа γ1, опpеäеëяþщеãо
сäвиã от текущих оöенок иäентифиöиpуеìых веëи-
÷ин, устанавëиваëосü pавныì 0,9. Чисëо контpоëü-
ных ìоìентов вpеìени D быëо pавно 100. По äости-
жении зна÷ения Q, уäовëетвоpяþщеãо неpавенству

 m 0,001, поиск останавëиваëся, а соответ-

ствуþщая ìоäеëü с÷итаëасü иäентифиöиpованной.
Вpеìя вы÷исëений, затpа÷иваеìое на кажäуþ ìо-
äеëü, оãpани÷иваëосü 200 с. По еãо исте÷ении поиск
останавëиваëся, а соответствуþщая ìоäеëü с÷ита-
ëасü неиäентифиöиpованной. В сëу÷аях ìетоäов
поëноãо пеpебоpа и пеpебоpа äвух зна÷иìых паpа-
ìетpов иäентификаöиþ пpовоäиëи тоëüко äëя ìо-
äеëей, иìеþщих не боëее øести паpаìетpов.

6. Pезультаты вычислительного экспеpимента

Посëе иäентификаöии кажäой ìоäеëи хаpакте-
pистики пpовеäенноãо пpоöесса вы÷исëений сохpа-
няëисü в виäе XML-файëа. Сфоpìиpованный такиì
обpазоì набоp äанных вкëþ÷аë название ìетоäа
иäентификаöии, ÷исëо состояний, ÷исëо паpаìет-
pов ìоäеëи, вpеìенные отìетки äëя кажäой итеpа-
öии и äpуãуþ необхоäиìуþ инфоpìаöиþ.
Созäанные файëы испоëüзоваëи äëя фоpìиpо-

вания выбоpки pезуëüтатов вы÷исëитеëüных экспе-
pиìентов со сëеäуþщиìи хаpактеpистикаìи: ÷исëо
состояний States и паpаìетpов Params ìоäеëи, иäен-
тификаöионный ноìеp ìоäеëи Trial, евкëиäово
pасстояние Distance на÷аëüных оöенок паpаìетpов
äо их зна÷ений, заëоженных пpи ãенеpаöии ìоäеëи,
÷исëо итеpаöий Iterations, выпоëненных äо äостиже-
ния оäноãо из кpитеpиев останова, pезуëüтиpуþ-
щее зна÷ение ResFit ìиниìизиpуеìоãо кpитеpия,

öеëевое зна÷ение GoalFit ìиниìизиpуеìоãо кpите-
pия, буëев фëаã MissFitFlag, опpеäеëяþщий успеø-
ностü иäентификаöии ìоäеëи (0 — ìоäеëü успеøно
иäентифиöиpована, 1 — ìоäеëü не иäентифиöиpо-
вана), ноìинаëüный фактоp Alg с пятüþ зна÷ения-
ìи, указываþщиìи на испоëüзованный аëãоpитì
(0 — ãpаäиентный ìетоä, 1 — поëный пеpебоp, 2 —
пеpебоp äвух зна÷иìых паpаìетpов, 3 — пеpебоp
тpех зна÷иìых паpаìетpов, 4 — пеpебоp ÷етыpех
зна÷иìых паpаìетpов). Поëу÷енные äанные ана-
ëизиpоваëи в пpоãpаììной сpеäе äëя статисти÷е-
ских вы÷исëений R [12].
Зависиìости äоëи ìоäеëей, котоpые не быëи

иäентифиöиpованы всëеäствие пpевыøения заäан-
ноãо ëиìита вpеìени, от ÷исëа паpаìетpов ìоäеëей
пpи pазных ìетоäах иäентификаöии пpеäставëены
на pис. 4. Эти pезуëüтаты свиäетеëüствуþт о тоì,
÷то pазpаботанные ìетоäы иäентификаöии, за ис-
кëþ÷ениеì ìетоäа поëноãо пеpебоpа пpи боëее
÷еì пяти паpаìетpах, обеспе÷иваþт существенное
ускоpение вы÷исëений по сpавнениþ с pассìот-
pенныì кëасси÷ескиì ãpаäиентныì ìетоäоì.
На pис. 5 пpеäставëены ãpафики типа "ящик с

усаìи", отpажаþщие зависиìости статисти÷еских
хаpактеpистик вpеìени вы÷исëений (pазìаха, ìеж-
кваpтиëüноãо интеpваëа и ìеäианы) от ÷исëа со-
стояний и испоëüзуеìоãо ìетоäа иäентификаöии
(сëева) и от ÷исëа паpаìетpов ìоäеëи и испоëüзуе-
ìоãо ìетоäа иäентификаöии (спpава). Вäоëü ãоpи-
зонтаëüной оси на этоì и посëеäуþщеì pисунках
указаны составные показатеëи, пеpвый коìпонент
котоpых естü ÷исëо состояний иëи паpаìетpов,
а втоpой — инäекс ìетоäа (1 — поëный пеpебоp, 2 —
пеpебоp äвух зна÷иìых паpаìетpов). Пpивеäенные
ãpафики иëëþстpиpуþт показатеëüный хаpактеp
зависиìости вpеìени вы÷исëений от ÷исëа паpа-
ìетpов ìоäеëи äëя ìетоäа иäентификаöии, осно-
ванноãо на поëноì пеpебоpе коìбинаöий оöенок,

λi
0

Q
n 1+( )D

----------------

Pис. 4. Зависимости доли неидентифициpованных моделей от
числа паpаметpов моделей пpи pазных методах идентификации
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и бëизкий к ëинейноìу хаpактеp такой зависиìо-
сти в сëу÷ае пеpебоpа äвух зна÷иìых паpаìетpов.
Те же саìые статисти÷еские хаpактеpистики äëя

ãpаäиентноãо ìетоäа и ìетоäов пеpебоpа тpех и ÷е-
тыpех зна÷иìых паpаìетpов, обозна÷енных, соот-
ветственно, инäексаìи 0, 3 и 4, пpеäставëены на
pис. 6. Динаìика pоста ìеäианы вpеìени вы÷ис-
ëений на пpивеäенных ãpафиках позвоëяет ãово-
pитü о тоì, ÷то ãpаäиентный ìетоä наиìенее поä-
веpжен вëияниþ ÷исëа иäентифиöиpуеìых паpа-
ìетpов. Оäнако зависиìости, пpеäставëенные на
pис. 4, свиäетеëüствуþт, ÷то этот ìетоä в нескоëüко
pаз ÷аще, ÷еì äpуãие поäхоäы, не обеспе÷ивает на-
хожäение pеøения (есëи ÷исëо паpаìетpов боëüøе
восüìи, pеøение не опpеäеëяется пpиìеpно в
34...55 % сëу÷аев). Это существенно оãpани÷ивает
пpакти÷ескуþ пpиìениìостü ãpаäиентноãо ìетоäа
и, по-виäиìоìу, объясняется известной ÷увстви-
теëüностüþ этоãо способа pеøения к выбоpу на-
÷аëüных пpибëижений.
Дëя уäобства сопоставëения pассìотpенных ìе-

тоäов иäентификаöии на pис. 7 отäеëüно пpивеäены
зависиìости сpеäнеãо вpеìени вы÷исëений от ÷исëа
паpаìетpов ìоäеëей. Пpеäставëенные pезуëüтаты
свиäетеëüствуþт о тоì, ÷то pазpаботанные ìетоäы

иäентификаöии иìеþт пpеиìущества пеpеä кëас-
си÷ескиì ãpаäиентныì ìетоäоì пpи ÷исëе иäен-
тифиöиpуеìых паpаìетpов, не пpевыøаþщеì 15.
Есëи ÷исëо указанных паpаìетpов пpевыøает 15, то
ãpаäиентныì ìетоäоì pеøение поëу÷ается не-

Pис. 5. Зависимости статистических хаpактеpистик вpемени вычислений (pазмаха, межкваpтильного интеpвала и медианы) от числа
состояний и паpаметpов и используемого метода идентификации (1 — полный пеpебоp; 2 — пеpебоp двух значимых паpаметpов)

Pис. 6. Зависимости статистических хаpактеpистик вpемени вычислений (pазмаха, межкваpтильного интеpвала и медианы) от числа
состояний и паpаметpов и используемого метода идентификации (0 — гpадиентный метод, 3 — метод пеpебоpа тpех значимых паpа-
метpов, 4 — метод пеpебоpа четыpех значимых паpаметpов) 

Pис. 7. Зависимости доли сpеднего вpемени вычислений отно-
сительно сpеднего вpемени, затpаченного на вычисления мето-
дом пеpебоpа тpех паpаметpов, от числа паpаметpов моделей
для pазличных методов идентификации
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скоëüко быстpее, оäнако пpиìеpно в 35—55 % сëу-
÷аев еãо схоäиìостü не ãаpантиpована (сì. pис. 4),
и pеøение за pазуìное вpеìя не уäается поëу÷итü.
В табë. 3 пpеäставëены статисти÷еские оöенки

зна÷иìости вëияний pазëи÷ных хаpактеpистик на
вpеìя вы÷исëений, поëу÷енные äëя сëеäуþщей
ëинейной pеãpессионной зависиìости:

Time = b0 + b1States + b2Params + b3Distance +

+ b4Alg1 + b5Alg2 + b6Alg3 + b7Alg4,

ãäе Time — вpеìя вы÷исëений; States — ÷исëо состоя-
ний ìоäеëи; Params — ÷исëо паpаìетpов ìоäеëи;
Distance — евкëиäово pасстояние от на÷аëüных
оöенок паpаìетpов äо их оптиìаëüных зна÷ений;
Alg1, Alg2, Alg3, Alg4 — бинаpные показатеëи, пpи-
ниìаþщие зна÷ение 1 äëя pезуëüтатов, поëу÷енных,
соответственно, поëныì пеpебоpоì, пеpебоpоì
äвух зна÷иìых паpаìетpов, пеpебоpоì тpех зна÷и-
ìых паpаìетpов и пеpебоpоì ÷етыpех зна÷иìых
паpаìетpов, и пpиниìаþщие зна÷ение 0 — в пpо-
тивноì сëу÷ае.
Данные, пpеäставëенные в табë. 3, свиäетеëüст-

вуþт о тоì, ÷то pассìотpенная pеãpессионная ìо-
äеëü в öеëоì, и все ее коìпоненты статисти÷ески
зна÷иìы. Анаëиз коэффиöиентов, соответствуþ-
щих бинаpныì показатеëяì, пpеäставëяþщиì ìе-
тоä иäентификаöии, позвоëяет ãовоpитü о сущест-
венноì ускоpении вы÷исëений пpи испоëüзовании
ìетоäов пеpебоpа зна÷иìых паpаìетpов по сpавне-
ниþ с кëасси÷ескиì ãpаäиентныì ìетоäоì.
В öеëоì pассìотpенные выøе pезуëüтаты вы-

÷исëитеëüных экспеpиìентов позвоëяþт ãовоpитü
о заìетных пpеиìуществах pазpаботанных ìетоäов
иäентификаöии пеpеä кëасси÷ескиì ãpаäиентныì
ìетоäоì.

7. Основные pезультаты и выводы

1. Pазpаботаны ÷исëенные ìетоäы нуëевоãо и
пеpвоãо поpяäка, пpеäназна÷енные äëя иäентифи-
каöии ìаpковских пpоöессов с äискpетныìи со-
стоянияìи и непpеpывныì вpеìенеì по pезуëüта-
таì набëþäений. 

2. Pазpаботана техноëоãия вы÷исëитеëüноãо
экспеpиìента в öеëях сpавнения хаpактеpистик
эффективности pассìатpиваеìых поäхоäов к ÷ис-
ëенноìу pеøениþ заäа÷и иäентификаöии. Ее пpо-
ãpаììная pеаëизаöия вкëþ÷ает сpеäства äëя ãене-
pаöии пуëа ìаpковских ìоäеëей, иссëеäования их
повеäения и анаëиза поëу÷аеìых pезуëüтатов.

3. Анаëиз pезуëüтатов пpовеäенных вы÷исëи-
теëüных экспеpиìентов показаë, ÷то pазpаботан-
ные ìетоäы иäентификаöии иìеþт пpеиìущества
пеpеä кëасси÷ескиì ãpаäиентныì ìетоäоì пеpвоãо
поpяäка.
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Табëиöа 3
Статистические оценки значимости влияний 

различных характеристик на время вычислений, полученные 
путем анализа заданной линейной регрессионной зависимости

Статистика R2 = 0,26; F-статистика = 309,3
при 7 и 6026 степенях свобоäы, p < 2,2•10–16

Параìетр 
реãресси-
онной ìо-

äеëи

Оöенка 
коэф-
фиöи-
ента

Стан-
äарт-
ная 

оøибка

t-ста-
тис-
тика

p-зна÷ение

Статис-
ти÷еская 
зна÷и-
ìостü

b0 –5,94 1,88 –3,15 0,00165 Естü

States 1,65 0,24 6,86 7,95•10–12 Естü

Params 3,95 0,14 27,27 < 2,0•10–16 Естü

Distance 14,35 1,34 10,7 < 2,0•10–16 Естü

Alg1 1,52 1,65 0,91 0,36 Нет
Alg2 –17,55 1,45 –12,1 < 2,0•10–16 Естü

Alg3 –21,43 1,5 –14,29 < 2,0•10–16 Естü

Alg4 –12,71 1,56 –8,16 4,21•10–16 Естü
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Zero- and first-order numerical methods intended for identification of Markov processes with discrete states and continuous
time using observation data as well as the computer experiment technology providing comparison of performance characteristics of
the methods in question are under consideration. The first-order methods developed are characterized by utilizing both initial ap-
proximations derived from observation data and estimates of minimized criterion sensitivity to small variations of identified pa-
rameters. Analysis of the computer experiments’ results showed the advantages of the developed methods over the classical first order
gradient descent method. Improved running time of the methods is achieved through replacing, at each iteration, of enumeration
of various combinations of parameter values in the neighborhood of their current estimates by enumeration of values of only those
parameters to which the minimized criterion is highly sensitive. The algorithms under consideration can be used for tuning pa-
rameters of the trained structures including neural networks.

Keywords: Markov models, models identification, multivariate non-linear optimization, trained structures
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