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Пpоблема мультиколлинеаpности
пpи выбоpе пpизнаков в pегpессионных задачах

Введение

Pабота посвящена тестиpованиþ ìетоäов выбоpа
пpизнаков. Пpеäпоëаãается, ÷то иссëеäуеìая вы-
боpка соäеpжит зна÷итеëüное ÷исëо ìуëüтикоëëи-
неаpных пpизнаков. Мультиколлинеаpность — это
сиëüная коppеëяöионная связü ìежäу отбиpаеìыìи
äëя анаëиза пpизнакаìи, совìестно возäействуþ-
щиìи на öеëевой вектоp, котоpая затpуäняет оöени-
вание pеãpессионных паpаìетpов и выявëение за-
висиìости ìежäу пpизнакаìи и öеëевыì вектоpоì.
Пpобëеìа ìуëüтикоëëинеаpности, возìожные спо-
собы ее обнаpужения и устpанения описаны в pа-
ботах [1—3]. Также ìуëüтикоëëинеаpностü пpивоäит
к уìенüøениþ устой÷ивости оöенок вектоpа паpа-
ìетpов. Оöенка вектоpа паpаìетpов называется ус-
той÷ивой, есëи ìаëое изìенение некотоpой коì-
поненты этоãо вектоpа пpивоäит к ìаëоìу изìене-
ниþ соответствуþщей коìпоненты оöенки öеëе-
воãо вектоpа.
В заäа÷ах анаëиза äанных äëя уìенüøения pаз-

ìеpности [4, 5], упpощения испоëüзования станäаpт-
ных аëãоpитìов ìаøинноãо обу÷ения [6], уäаëения
неpеëевантных пpизнаков [7] и повыøения обоб-
щаþщей способности пpиìеняеìоãо аëãоpитìа [8]
пpиìеняþт ìетоäы выбоpа пpизнаков. Также ìетоäы
выбоpа пpизнаков испоëüзуþт äëя pеøения пpобëе-
ìы ìуëüтикоëëинеаpности в заäа÷ах pеãpессии [9].

Заäа÷а выбоpа оптиìаëüноãо поäìножества
пpизнаков явëяется оäной из основных заäа÷ пpеä-
ваpитеëüной обpаботки äанных. Метоäы выбоpа
пpизнаков основаны на ìиниìизаöии некотоpоãо
функöионаëа, котоpый отpажает ка÷ество pассìат-
pиваеìоãо поäìножества пpизнаков. B pаботах
[10—12] сäеëан обзоp существуþщих ìетоäов вы-
боpа пpизнаков, пpовеäена кëассификаöия ìето-
äов выбоpа пpизнаков по испоëüзуеìыì функöио-
наëаì ка÷ества и стpатеãии поиска оптиìаëüноãо
поäìножества пpизнаков.
Пpи наëи÷ии ìуëüтикоëëинеаpности в pеãpес-

сионных заäа÷ах пpиìенение ìетоäов выбоpа пpи-
знаков пpивоäит к повыøениþ устой÷ивости оöенок
паpаìетpов и уìенüøениþ их äиспеpсии. Дëя этоãо
пpиìеняþт ìетоäы отбоpа пpизнаков с pазëи÷ны-
ìи pеãуëяpизатоpаìи иëи стpатеãияìи äобавëения
и уäаëения пpизнаков с испоëüзованиеì статисти-
÷еских тестов äëя пpовеpки зна÷иìости äобавëяе-
ìоãо пpизнака. Пpиìеpаìи ìетоäов, испоëüзуþ-
щих pеãуëяpизатоpы, явëяþтся ãpебневая pеãpес-
сия [13], ãäе pеãуëяpизатоp — взвеøенная евкëи-
äова ноpìа вектоpа паpаìетpов; Lasso [14] и LARS
[15], ãäе pеãуëяpизатоp — взвеøенная суììа ìоäуëей
паpаìетpов; Elastic net [16], ãäе pеãуëяpизатоp —
ëинейная коìбинаöия пpеäыäущих äвух pеãуëяpи-
затоpов. Метоäоì, испоëüзуþщиì пpовеpку зна÷и-
ìости äобавëяеìоãо иëи уäаëяеìоãо пpизнака, яв-
ëяется øаãовая pеãpессия [17] с pазëи÷ныìи коì-
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бинаöияìи пpоöеäуp äобавëения иëи уäаëения
пpизнаков.
Дëя тестиpования ìетоäов выбоpа пpизнаков в

pаботе [9] пpеäëожен ìетоä ãенеpаöии выбоpок и
функöионаë, позвоëяþщий оöенитü ка÷ество пpо-
öеäуpы выбоpа пpизнаков. Оäнако пpеäëоженный
способ не позвоëяет оöенитü изìенение кpитеpия
ка÷ества пpи непpеpывноì изìенении паpаìетpов
выбоpок и стpуктуpноãо паpаìетpа ìуëüтикоëëи-
неаpности.
В наøей pаботе пpеäëожена äpуãая пpоöеäуpа ãе-

неpаöии тестовых выбоpок, основанная на заäании
свойств пpизнаков. Pассìатpиваþтся сëеäуþщие
свойства пpизнаков: ìуëüтикоëëинеаpностü ìежäу
пpизнакаìи; коppеëиpованностü öеëевоìу вектоpу;
оpтоãонаëüностü ìежäу пpизнакаìи; оpтоãонаëü-
ностü пpизнаков öеëевоìу вектоpу. Заäание коëи-
÷ества пpизнаков, обëаäаþщих кажäыì из этих
свойств, позвоëяет ãенеpиpоватü выбоpки с pаз-
ëи÷ныì взаиìныì pаспоëожениеì пpизнаков и
öеëевоãо вектоpа. Такой ìетоä ãенеpаöии тестовых
выбоpок äает возìожностü иссëеäоватü зависи-
ìостü эффективности ìетоäов выбоpа пpизнаков
пpи непpеpывноì изìенении паpаìетpа ìуëüти-
коëëинеаpности.
В pаботе пpеäëожен кpитеpий pанжиpования

ìетоäов выбоpа пpизнаков и ìетоäика их тестиpо-
вания. Кpитеpиеì pанжиpования явëяется ÷исëо
ìуëüтикоëëинеаpных пpизнаков в ìножестве ото-
бpанных пpизнаков, уäаëение котоpых пpивоäит к
pосту оøибки не боëüøе некотоpоãо заäанноãо
зна÷ения. Метоäика тестиpования закëþ÷ается в
посëеäоватеëüноì пpиìенении pазëи÷ных ìетоäов
выбоpа пpизнаков к тестовыì выбоpкаì, кажäая из
котоpых отpажает некотоpый тип ìуëüтикоëëине-
аpности, и оöенке ка÷ества поëу÷енноãо поäìно-
жества пpизнаков äëя кажäой паpы, вкëþ÷аþщей
ìетоä выбоpа пpизнаков и тестовуþ выбоpку.

1. Постановка задачи выбоpа пpизнаков

Заäана выбоpка D = {(хi, уi)}, i ∈ I = {1, ..., m},
ìножество свобоäных пеpеìенных — вектоp
x = [x1, ..., xj, ..., xn], ãäе j ∈ J = {1, ..., n}. Пpеäпо-
ëаãается, ÷то эти пеpеìенные пpинаäëежат ìноже-
ству äействитеëüных ÷исеë, ëибо еãо поäìножеству:
xi ∈  ⊆ n и yi ∈  ⊆ 1. Ввеäеì обозна÷ения:
у = [у1, ..., уm]т — вектоp зна÷ений зависиìой пе-
pеìенной, öеëевой вектоp; cj = [x1 j, ..., xmj]

т — pеа-
ëизаöия j-й свобоäной пеpеìенной; j-й пpизнак и
X = [ , ..., ]т = [c1, ..., cn] — ìатpиöа пëана.
Пpеäпоëаãается, ÷то вектоp xi и ÷исëо yi связаны
соотноøениеì

yi = f (w, xi) + ε(xi), (1)

ãäе f :  Ѕ  →  отобpажение äекаpтова пpоизве-
äения пpостpанства äопустиìых паpаìетpов  и пpо-
стpанства зна÷ений  свобоäной пеpеìенной в об-

ëастü зна÷ений  зависиìой пеpеìенной, а ε(xi) —
i-й коìпонент вектоpа pеãpессионных остатков
e = f – у. Обозна÷иì вектоp-функöиþ

f = f (w, X) = [ f (w, x1), ..., f (w, xm)]т ∈ m.

Опpеäеëиì функöиþ оøибки

S:  Ѕ  Ѕ  → +

и пpеäставëение ìножества инäексов эëеìентов
выбоpки в виäе

I = L  C.

Даëее в ка÷естве функöии оøибки S заäаäиì
кваäpат ноpìы вектоpа pеãpессионных остатков e:

S = ε2(xi) = RSS; TSS = (yi – )2, (2)

ãäе  = yi; RSS (residual sum of squares) — суì-

ìа кваäpатов pеãpессионных остатков; TSS (total
sum of squares) — поëная суììа кваäpатов.
Тpебуется найти такой оптиìаëüный вектоp па-

pаìетpов w* ∈ , пpи котоpоì функöия пpибëи-
жает öеëевой вектоp у наиëу÷øиì обpазоì в сìыс-
ëе функöии оøибки S.
Назовеì ìоäеëüþ паpу (f, A), ãäе A ⊂ J — поä-

ìножество инäексов пpизнаков, испоëüзуеìое äëя
вы÷исëения вектоp-функöии f. Ниже фиксиpована
функöия f = Xw, посëе этоãо ìоäеëü зависит тоëüко
от ìножества A, поэтоìу вìесто (f, A) äëя обозна-
÷ения пpиìеняеìой ìоäеëи буäеì испоëüзоватü A.
Такиì обpазоì, выбоp ìоäеëи своäится к нахожäе-
ниþ оптиìаëüноãо ìножества инäексов A* в сìысëе
функöии оøибки S, вы÷исëяеìой на эëеìентах
выбоpки DC:

A* = S(A|w*, DC). (3)

Дëя pеøения заäа÷и (3) необхоäиìо найти век-
тоp паpаìетpов w* как pеøение заäа÷и ìиниìиза-
öии функöии оøибки на эëеìентах выбоpки DL
с инäексаìи из ìножества L:

w* = S(w|A, DL). (4)

Заäа÷а (3) явëяется заäа÷ей выбоpа пpизнаков и
закëþ÷ается в нахожäении поäìножества инäек-
сов пpизнаков A* ⊂ J, ìиниìизиpуþщеãо функöиþ
оøибки S.

2. Анализ мультиколлинеаpности
пpи выбоpе пpизнаков

В äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то вектоpы пpи-
знаков cj и öеëевой вектоp у ноpìиpованы. Pас-
сìотpиì некотоpое поäìножество B ⊂ J инäексов
пpизнаков. Назовеì пpизнаки мультиколлинеаpными,

x1
т xn

т

i 1=

m

∑
i 1=

m

∑ y

y 1
m
---

i 1=

m

∑

arg min
A ⊂ J

arg min
w ⊂ 
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есëи найäутся такие коэффиöиенты ak, k ∈ B и äо-
стато÷но ìаëое δ > 0, ÷то

||cj – akck|| < δ, (5)

ãäе j — инäекс пpизнака и j ∉ B. Чеì ìенüøе δ, теì
выøе степенü ìуëüтикоëëинеаpности.
Назовеì пpизнаки с инäексаìи i, j коppелиpую-

щими, есëи найäется äостато÷но ìаëое δij такое, ÷то 

||cj – ci|| < δij. (6)

Из опpеäеëения сëеäует, ÷то и фоpìуëа (6) естü
÷астный сëу÷ай фоpìуëы (5) пpи δji = δij и ak = 1,
k = j.
Назовеì пpизнак cj коppелиpованным с целевым

вектоpом, есëи найäется äостато÷но ìаëое δyj, та-
кое ÷то

||y – cj|| < δyj.

2.1. Фактоp инфляции диспеpсии

Шиpокоизвестныì кpитеpиеì анаëиза ìуëüти-
коëëинеаpности автоpы с÷итаþт фактоp инфëяöии
äиспеpсии [18]. Фактоp инфëяöии äиспеpсии VIFj
опpеäеëяется äëя j-ãо пpизнака и явëяется показа-
теëеì наëи÷ия ëинейной зависиìости ìежäу j-ì и
остаëüныìи пpизнакаìи. Дëя нахожäения VIFj не-
обхоäиìо опpеäеëитü оöенку  äëя вектоpа коэф-
фиöиентов w в заäа÷е (1) пpи yi = xij, i ∈ I и J = J \ j.
Анаëоãи÷но (2) опpеäеëяþтся RSS и TSS. Веëи÷и-
на VIFj опpеäеëяется сëеäуþщиì выpажениеì:

VIFj = , (7)

ãäе  = 1 –  — коэффиöиент äетеpìинаöии.

Соãëасно [18] зна÷ение VIFj À 5 озна÷ает наëи÷ие
зависиìости ìежäу j-ì и всеìи остаëüные пpизна-
каìи. Неäостаткаìи этоãо кpитеpия ìуëüтикоëëи-
неаpности явëяется то, ÷то он ìожет пpиниìатü
боëüøие зна÷ения сpазу äëя нескоëüких пpизна-
ков, ÷то ìеøает опpеäеëитü какой из пpизнаков
необхоäиìо уäаëитü.
Дpуãиì кpитеpиеì наëи÷ия ìуëüтикоëëинеаp-

ности ìежäу пpизнакаìи явëяется ÷исëо обусëов-
ëенности κ ìатpиöы ХтХ, котоpое pавно отноøе-
ниþ ìаксиìаëüноãо и ìиниìаëüноãо по ìоäуëþ
собственных ÷исеë λmax и λmin:

κ = . (8)

Оно показывает наскоëüко ìатpиöа бëизка к
выpожäенной. Чеì боëüøе κ, теì бëиже ìатpиöа
к выpожäенной.

2.2. Метод Белсли

Дëя обнаpужения и искëþ÷ения ìуëüтикоëëи-
неаpных пpизнаков в набоpе отобpанных пpизна-
ков пpеäëаãается явно поставитü оптиìизаöион-
нуþ заäа÷у, испоëüзуя ìетоä Беëсëи. Кpитеpиеì
сpавнения ìетоäов выбоpа пpизнаков в äанной pа-
боте явëяется кpитеpий, основанный на искëþ÷ении
пpизнака, ìуëüтикоëëинеаpноãо некотоpыì äpуãиì
пpизнакаì из набоpа выбpанных пpизнаков. Искëþ-
÷ение пpовоäится ìетоäоì Беëсëи. Пpеäëаãаеìый
кpитеpий сpавнения ìетоäов выбоpа пpизнаков в
äаëüнейøеì называется кpитеpиеì наëи÷ия ìуëüти-
коëëинеаpных пpизнаков сpеäи отобpанных пpи-
знаков. Буäеì с÷итатü, ÷то на ìножестве паpаìет-
pов  заäано ноpìаëüное pаспpеäеëение

w ~ N(wML, A–1)

с ìатожиäаниеì wML и коваpиаöионной ìатpи-

öей А–1. Оöенка  коваpиаöионной ìатpиöы в
сëу÷ае ëинейной ìоäеëи буäет

 = (XтX)–1.

Испоëüзуя синãуëяpное pазëожение ìатpиöы Х

X = ULVт,

ãäе U и V — оpтоãонаëüные ìатpиöы, а L — äиа-
ãонаëüная с собственныìи зна÷енияìи λi на äиа-
ãонаëи, такиìи ÷то

λ1 > λ2 > ... > λn,

поëу÷иì выpажение äëя (ХтХ)–1:

(XтX)–1 = VL–2V–1.

Стоëбöы ìатpиöы V — собственные вектоpы,
а кваäpаты синãуëяpных ÷исеë — собственные зна-
÷ения ìатpиöы XтX:

XтX = VLтUтULVт = VL2Vт,

XтXV = VL2.

Отноøение ìаксиìаëüноãо собственноãо зна÷е-
ния λmax к i-ìу собственноìу зна÷ениþ λi назовеì
инäексоì обусëовëенности ηi:

ηi = .

Боëüøое зна÷ение ηi указывает на зависиìостü,
бëизкуþ к ëинейной, ìежäу пpизнакаìи и ÷еì
боëüøе ηi, теì сиëüнее зависиìостü. Поэтоìу на
этапе уäаëения нужно найти такой инäекс i*, ÷то

i* = ηi,

k B∈
∑

ŵ

1

1 Rj
2

–
------------

Rj
2 RSS

TSS
--------

λmax

λmin
---------

A 1–^

A 1–^

λmax

λi
---------

arg max
i ∈ Fk–1



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 1, 2015 11

ãäе Fk – 1 текущее поäìножество пpизнаков. Оöен-
каìи äиспеpсий паpаìетpов буäут äиаãонаëüные
эëеìенты ìатpиöы XтX:

Var(wi) = .

Даëее опpеäеëиì äиспеpсионнуþ äоëþ qij как
вкëаä j-ãо пpизнака в äиспеpсиþ i-ãо эëеìента век-
тоpа паpаìетpов w:

qij = ,

ãäе [vij] = V, а λj — собственное зна÷ение. Боëüøие
зна÷ения äиспеpсионных äоëей озна÷аþт наëи÷ие
зависиìостей ìежäу пpизнакаìи, это сëеäует из
способа их поëу÷ения.
Сëеäоватеëüно, по найäенноìу ìаксиìаëüноìу

инäексу обусëовëенности i* нахоäиì пpизнак j *:

j * = qi*j, (9)

котоpый вносит наибоëüøий вкëаä в äиспеpсиþ i-ãо
эëеìента вектоpа w, т. е. явëяется коëëинеаpныì
некотоpоìу äpуãоìу пpизнаку.

3. Методы постpоения тестовых выбоpок

Дëя тестиpования ìетоäов выбоpа пpизнаков
пpеäëаãается испоëüзоватü синтети÷еские выбоpки,
котоpые опpеäеëяþтся с поìощüþ ìножеств Pf , Py,
Cf , Сy и R, инäексиpуþщих соответственно оpто-
ãонаëüные пpизнаки, пpизнаки оpтоãонаëüные öе-
ëевоìу вектоpу, ìуëüтикоëëинеаpные пpизнаки,
пpизнаки, коppеëиpуþщие с öеëевыì вектоpоì и
сëу÷айно pаспоëоженные пpизнаки. Опpеäеëиì сëе-
äуþщие ìножества, заäаþщие стpуктуpу выбоpки:

1) ìножество оpтоãонаëüных пpизнаков cj с ин-
äексаìи j из ìножества Pf ;

2) ìножество пpизнаков cj, оpтоãонаëüных öе-
ëевоìу вектоpу у, с инäексаìи j из ìножества Py;

3) ìножество ìуëüтикоëëинеаpных пpизнаков cj
c инäексаìи j из ìножества Сf ;

4) ìножество пpизнаков cj, коppеëиpуþщих с
öеëевыì вектоpоì, с инäексаìи j из ìножества Сy;

5) ìножество сëу÷айных пpизнаков cj с инäек-
саìи из ìножества R.
Дëя pеãуëиpования степени ìуëüтикоëëинеаp-

ности испоëüзуется паpаìетp ìуëüтикоëëинеаpно-
сти k: пpи k = 1 пpизнаки коëëинеаpны, пpи k = 0 —
оpтоãонаëüны.
Пpи этоì паpаìетp k испоëüзуется как äëя оп-

pеäеëения степени ìуëüтикоëëинеаpности пpизна-
ков, так и äëя опpеäеëения степени коppеëиpован-
ности пpизнаков и öеëевоãо вектоpа.

Pассìотpиì базовые ваpианты взаиìноãо pаспо-
ëожения ìуëüтикоëëинеаpных пpизнаков и öеëе-
воãо вектоpа, из котоpых ваpüиpованиеì паpаìет-
pов ìожно ãенеpиpоватü pазëи÷ные выбоpки äëя
тестиpования ìетоäов выбоpа пpизнаков.

1. Пpизнаки cj с инäексаìи как из ìножества
ìуëüтикоëëинеаpных ìежäу собой пpизнаков j ∈ Cf,
так и из ìножества оpтоãонаëüных öеëевоìу век-
тоpу у, j ∈ Py:

〈y, cj〉 = 0, j ∈ J; ||ci – alcl || < δ, i ∈ J, i ∉ В ⊂ J;(10)

J = Py ∩ Cf .

Схеìати÷но взаиìное pаспоëожение пpизнаков
и öеëевоãо вектоpа изобpажено на pис. 1. Выбоpки
с такой стpуктуpой буäеì называтü выбоpкаìи
пеpвоãо типа.

2. Все пpизнаки cj поpожäены сëу÷айно из ìно-
ãоìеpной сëу÷айной веëи÷ины, j ∈ R. Эта сëу÷ай-
ная веëи÷ина взята из pавноìеpноãо pаспpеäеëе-
ния на еäини÷ноì кубе pазìеpности r. Пpи этоì
найäется некотоpый пpизнак ci, i ∈ R, пpибëижаþ-
щий öеëевой вектоp у:

J = R, |R| = r, c1, ..., cr ∼ U [0, 1]r, ||y – ci|| < δ. (11)

Схеìати÷но взаиìное pаспоëожение пpизнаков
и öеëевоãо вектоpа изобpажено на pис. 2. Выбоpки
с такой стpуктуpой буäеì называтü выбоpкаìи вто-
pоãо типа.

vij
2

λj
2

----
j 1=

n

∑

vij
2 /λj

2

vij
2 /λj

2

j 1=

n

∑

-------------------

arg min
i ∈ Fk–1

l B∈
∑

Pис. 2. Адекватная случайная выбоpка 

Pис. 1. Неадекватная коppелиpующая выбоpка 
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3. Все пpизнаки cj коppеëиpуþт и хоpоøо пpи-
бëижаþт öеëевой вектоp у:

||cj – ci|| < δij, i, j ∈ J; ||y – cj|| < δ, j ∈ J, J = Cy.(12)

Схеìати÷но pаспоëожение пpизнаков и öеëевоãо
вектоpа изобpажено на pис. 3. Выбоpки с такой
стpуктуpой буäеì называтü выбоpкаìи тpетüеãо типа.

4. Множество пpизнаков cj с инäексаìи из ìно-
жества j ∈ J состоит из объеäинения äвух ìножеств:
ìножества оpтоãонаëüных пpизнаков с инäексаìи
из ìножества Pf и ìножества пpизнаков cc, коppе-
ëиpованных с некотоpыìи из них. Инäексы с ëежат
в ìножестве Сf . Пpи этоì öеëевой вектоp у хоpоøо
пpибëижается ëинейной коìбинаöией оpтоãонаëü-
ных пpизнаков cj, j ∈ J:

〈ci, cj〉 = 0, i, j ∈ Pf ; y = ajcj;

||cj – ci|| < δij, i ∈ Pf , j ∈ Cf ; J = Pf ∪ Cf . (13)

Схеìати÷но взаиìное pаспоëожение пpизнаков
и öеëевоãо вектоpа изобpажено на pис. 4. Выбоpки
с такой стpуктуpой буäеì называтü выбоpкаìи ÷ет-
веpтоãо типа.
Коìбиниpуя описанные выøе ваpианты взаиì-

ноãо pаспоëожения пpизнаков и öеëевоãо вектоpа,
ваpüиpуя паpаìетp ìуëüтикоëëинеаpности, а также
изìеняя ìощности pf , py, cf , cy и r ìножеств Pf, Py,
Cf , Cy и R, инäексиpуþщих ìножества пpизнаков со
свойстваìи, опpеäеëенныìи в выpажениях (10)—(13),
ìожно ãенеpиpоватü выбоpки äëя тестиpования
ìетоäов выбоpа пpизнаков.

4. Кpитеpии сpавнения методов выбоpа пpизнаков

Дëя анаëиза ìетоäов выбоpа пpизнаков опpеäе-
ëиì сëеäуþщий кpитеpий, позвоëяþщий оöенитü
скоëüко ìуëüтикоëëинеаpных пpизнаков естü в ìно-
жестве отобpанных пpизнаков. Заäаäиì некотоpое
пpеäеëüное зна÷ение s0 функöии оøибки S. Pезуëü-
татоì pаботы ìетоäа выбоpа пpизнаков явëяется
набоp пpизнаков с инäексаìи из ìножества A ⊂ J,
p = |А|. Дëя найäенноãо ìножества пpизнаков по-
ëу÷ен оптиìаëüный вектоp паpаìетpов . Назо-
веì h ìаксиìаëüнуþ ìощностü ìножества инäек-
сов пpизнаков Jh ⊂ A, пpи уäаëении котоpоãо зна-
÷ение функöии оøибки S не пpевосхоäит s0:

h = |Jh|, (14)

ãäе S(Jh, wh, D) — функöия оøибки, в котоpой пеp-
вый аpãуìент — это ìатpиöа X со стоëбöаìи, ин-
äексы котоpых ëежат в ìножестве Jh, втоpой аpãу-
ìент — вектоp паpаìетpов wh, составëенный из
эëеìентов  с инäексаìи из ìножества Jh, и тpе-
тий аpãуìент — выбоpка. Ниже в pазäеëе "Вы÷ис-
ëитеëüный экспеpиìент" опpеäеëяëасü веëи÷ина d,
зна÷ение котоpой pавно ÷исëу пpизнаков, уäаëение
их пpивоäит к оøибке, не пpевыøаþщей s0:

d = |A| – h. (15)

Опpеäеëение инäексов уäаëяеìых пpизнаков
пpовоäиëосü ìетоäоì Беëсëи, заäа÷а (9). Метоäы
выбоpа пpизнаков pанжиpуþтся по возpастаниþ
веëи÷ины d: боëüøие зна÷ения d показываþт, ÷то
выбpанное поäìножество пpизнаков (pеøение за-
äа÷и (3)) соäеpжит избыто÷ные пpизнаки, уäаëе-
ние котоpых пpивоäит к pосту функöии оøибки
впëотü äо s0.

Pанее автоpаìи [18, 19] быëи пpеäëожены сëе-
äуþщие кpитеpии сpавнения ëинейных pеãpесси-
онных ìоäеëей.

1. Скоppектиpованный (adjusted) коэффиöиент
äетеpìинаöии  у÷итывает äобавëение избы-
то÷ных пpизнаков и выpажается как 

 = 1 – , (16)

ãäе p = |A|, m — ÷исëо стpок в ìатpиöе X, а RSS и
TSS опpеäеëяþтся из (2). Чеì бëиже зна÷ение к
еäиниöе, теì ëу÷øе ìоäеëü описывает öеëевой
вектоp.

2. Кpитеpий Сp позвоëяет äости÷ü коìпpоìисса
ìежäу зна÷ениеì RSS и ÷исëоì испоëüзуеìых пе-
pеìенных p = |A|, а также ëиквиäиpоватü возìож-
нуþ коëëинеаpностü пpизнаков. Веëи÷ина Сp оп-
pеäеëяется сëеäуþщиì обpазоì:

Сp =  – m + 2p, (17)

Pис. 3. Адекватная избыточная выбоpка 

Pис. 4. Адекватная коppелиpующая выбоpка
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∑

wA*

arg max
S(Jh,wh,D)<s0

wA*

Radj
2

Radj
2 RSS/ m p–( )

TSS/ m 1–( )
------------------------

RSSA

RSS
-----------



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 1, 2015 13

ãäе RSSA — это веëи÷ина, анаëоãи÷ная RSS, но
найäенная пpи испоëüзовании пpизнаков с инäек-
саìи из ìножества A. Менüøие зна÷ения соответ-
ствуþт ëу÷øеìу набоpу пpизнаков.

3. Инфоpìаöионный кpитеpий BIC вы÷исëяется
по сëеäуþщей фоpìуëе:

BIC = RSS + p logm, (18)

ãäе p = |А| и m — это коëи÷ество стpок в ìатpиöе X.
Чеì ìенüøе веëи÷ина ВIС, теì ëу÷øе ìоäеëü опи-
сывает öеëевой вектоp.

4. F-тест испоëüзуется в сëу÷ае ëинейной ìоäеëи
äëя пpовеpки отсутствия pеëевантных пpизнаков.
Есëи ни оäин из пpизнаков не пpибëижает öеëевой
вектоp, то веëи÷ина

 ∼ Fp,n–p–1 (19)

иìеет pаспpеäеëение Фиøеpа с p, n – p – 1 степе-
няìи свобоäы.

5. Вычислительный экспеpимент

В вы÷исëитеëüноì экспеpиìенте пpовеäено сpав-
нение ìетоäов выбоpа пpизнаков по pазëи÷ныì
функöионаëаì ка÷ества пpи фиксиpованноì зна-
÷ении пpеäеëüной функöии оøибки s0 = 0,5 и пpи
äвух зна÷ениях паpаìетpа ìуëüтикоëëинеаpности
k = 0,2 и k = 0,8. Дëя кажäой выбоpки и äëя каж-
äоãо ìетоäа выбоpа пpизнаков быëи поëу÷ены за-
висиìости ìежäу пpеäеëüныì зна÷ениеì функöии
оøибки s0 и ìаксиìаëüныì ÷исëоì d, а также ìежäу
фактоpоì инфëяöии äиспеpсии VIF и паpаìетpоì
ìуëüтикоëëинеаpности k. Пpи этоì VIF опpеäеëяëся
äëя пpизнаков из ìножества A, ÷то показывает на-
ëи÷ие ìуëüтикоëëинеаpных пpизнаков в ìножестве
отобpанных пpизнаков A. Экспеpиìенты пpовоäи-

ëи на выбоpках пpи k = 0,2 и k = 0,8. Дëя выбоpок
втоpоãо типа ãpафик зависиìости VIF от паpаìет-
pа ìуëüтикоëëинеаpности k и ÷исëа избыто÷ных
пpизнаков d в ìножестве отобpанных пpизнаков от
пpеäеëüноãо зна÷ения функöии оøибки s0 не стpои-
ëи, так как в этоì типе выбоpок нет ìуëüтикоëëи-
неаpных пpизнаков.

Pезуëüтаты экспеpиìентов свеäены в табë. 1—7.
В экспеpиìентах ãенеpиpоваëисü выбоpки ÷е-

тыpех типов, опpеäеëяеìых фоpìуëаìи (10)—(13)
äëя äвух зна÷ений паpаìетpа ìуëüтикоëëинеаpно-
сти k = 0,2 и k = 0,8. Пеpеä пpовеäениеì экспеpи-
ìентов вектоpы пpизнаков и öеëевой вектоp быëи
отноpìиpованы, так ÷то евкëиäова ноpìа вектоpов
пpизнаков и öеëевоãо вектоpа pавна еäиниöе. Из-
ìеpяеìые зна÷ения кpитеpиев усpеäнены по пяти
повтоpенияì. Зна÷ения эëеìентов вектоpа w, ìенü-
øие 10–6, с÷итаëисü незна÷итеëüныìи и pавныìи
нуëþ. Зна÷ения p-value соответствуþт пpовеpке
нуëевой ãипотезы о тоì, ÷то вектоp паpаìетpов w —
нуëевой, т. е. отсутствуþт пpизнаки, с поìощüþ
котоpых ìожно пpибëизитü öеëевой вектоp у, пpо-
тив аëüтеpнативы, ÷то сpеäи стоëбöов ìатpиöы X
естü поäхоäящие äëя описания öеëевоãо вектоpа у,
пpи уpовне зна÷иìости 0,05. Есëи зна÷ение p-value
ìенüøе 0,05, то нуëевая ãипотеза отвеpãается. Это
озна÷ает, ÷то сpеäи пpизнаков естü такие, котоpые
хоpоøо пpибëижаþт öеëевой вектоp у. Пpовеpка
выпоëняется с поìощüþ F-теста (19). В табëиöах,
ãäе отсутствует стоëбеö со зна÷енияìи p-value, они
пpенебpежиìо ìаëы. Зна÷ение пpеäеëüной функ-
öии оøибки s0 = 0,5.
Сpавниваëи ìетоäы LARS, Lasso, ElasticNet, Ridge

и Stepwise. Все, кpоìе посëеäнеãо, явëяþтся ìето-
äаìи, котоpые оäновpеìенно pеøаþт заäа÷и (4) и (3).
Отбоp пpизнаков пpовоäится обнуëениеì незна÷а-
щих коэффиöиентов в оптиìаëüноì вектоpе паpа-

TSS RSS–( )/p
RSS/ n p– 1–( )
------------------------------

Табëиöа 1
Значения функционалов качества для выборок первого типа при k = 0,2

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC p-value

Lasso 0 –997 1 3,84 1,05 –3,32 314,62 0,11
Ridge 0 –997 1 4,13 1,05 –3,31 346,39 0,1
LARS — –997 — — — — — —
Stepwise 0 –997 1 4,13 1,05 –3,41 346,41 5,28•10–4

Elastic Net 0 –997 1 3,84 1,05 –3,32 314,32 0,11

Radj
2

Табëиöа 2
Значения функционалов качества для выборок первого типа при k = 0,8

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC p-value

Lasso 0 –997 1 717,8 16,6 –3,32 310,48 0,06
Ridge 0 –997 1 801 16,6 –3,31 346,39 0,05
LARS — –997 — — — — — —
Stepwise 0 –997 1,68 801 16,6 –6,22 347,01 10–10

Elastic Net 0 –997 1 717,8 16,6 –3,32 310,48 0,06

Radj
2
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Табëиöа 3
Значения функционалов качества для выборок второго типа

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC
Lasso 0 7•106 8,50•10–4 1 0,25 1 6,9

Elastic Net 0 8,76•10–4 8,76•10–4 1 0,25 1 6,9

Ridge 0 7,97•109 0,97 1 0,25 –3 7,88

LARS 0,2 –997 1,30•10–10 2,19 0,32 1 8,29

Stepwise 4,6 –997 1,33•10–10 28,86 0,89 1 53,88
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2

Табëиöа 4
Значения функционалов качества для выборок третьего типа при k = 0,2

Метоä d Cp RSS κ•108 VIF•107 BIC
Ridge 0 2,3•109 0,97 24 1,14 –3,17 346,36

Lasso 1 2•106 8,50•10–4 0,95 0,58 1 13,82

Elastic Net 3,2 2•106 8,50•10–4 2,8 0,97 1 41,45

LARS 36 –997 4,22•10–10 24 1,14 1 345,39

Stepwise 36 –997 4,22•10–10 24 1,14 1 345,39
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Табëиöа 5
Значения функционалов качества для выборок третьего типа при k = 0,8

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC

Lasso 0 5,16•108 8,50•10–4 1 0,24 1 6,9

Ridge 0 5,9•1011 0,97 6,07•1011 2,9•109 –3,17 346,36

Elastic Net 3,2 5,16•108 8,50•10–4 7,3•1010 2,5•109 1 41,45

LARS 36 –997 1,65•10–12 6,07•1011 2,9•109 1 345,39

Stepwise 36 –997 1,73•10–12 6,07•1011 2,9•109 1 345,39

Radj
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Табëиöа 6
Значения функционалов качества для выборок четвёртого типа при k = 0,2

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC

Ridge 0 6•1030 0,95 8,42•1015 1,15•1023 –3 210,95

Stepwise 1 –868,95 5,45•10–29 1 0,63 1 13,82

LARS 1,8 5,38•1029 0,38 2,1•1016 3,3•1030 –0,62 102,62

Elastic Net 17,6 5,84•1027 9,18•10–4 1,4•1016 5,32•1020 1 150,59

Lasso 18 5,84•1027 9,18•10–4 1,4•1016 5,32•1020 1 150,60
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Табëиöа 7
Значения функционалов качества для выборок четвёртого типа при k = 0,8

Метоä d Cp RSS κ VIF BIC

Ridge 0 1,8•1030 0,95 1016 8,65•1016 –2,97 152,92

Stepwise 1 9,4•105 8,8•10–25 1 0,63 1 13,82

LARS 1,2 1030 0,38 3•1029 1020 –0,57 108,15

Lasso 14,8 1,73•1027 9,2•10–4 9,92•1015 1017 1 150,59

Elastic Net 15,2 1,70•1027 9,2•10–4 9,92•1015 1017 1 150,59
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ìетpов w*. Метоä Stepwise посëеäоватеëüно pеøает
заäа÷и (3) и (4), äобавëяя и уäаëяя пpизнаки в со-
ответствии с их зна÷иìостüþ, опpеäеëяеìой стати-
сти÷ескиì тестоì. В аëãоpитìе ElasticNet испоëü-
зуется взвеøенная суììа pеãуëяpизатоpов из аëãо-
pитìов Lasso и Ridge, веса у обоих pеãуëяpизатоpов
pавны 0,5. Пpо÷еpк в табëиöе озна÷ает, ÷то ìетоä
выбоpа пpизнаков не отбиpает ни оäин пpизнак и
поëу÷аеìый вектоp w* нуëевой.
В стоëбöах табëиö стоят pанее ввеäенные кpи-

теpии ка÷ества ìоäеëи: ÷исëо ìуëüтикоëëинеаp-
ных пpизнаков d в ìножестве отобpан-
ных пpизнаков (15); кpитеpий Сp (17); ос-
тато÷ная суììа кваäpатов RSS (2); ÷исëо
обусëовëенности κ ìатpиöы XтХ (8);
зна÷ение VIF (7); скоppектиpованный

коэффиöиент äетеpìинаöии  (16);

инфоpìаöионный кpитеpий BIC (18) и
p-value äëя F-теста (19).
Дëя выбоpок пеpвоãо типа (10) n = pу =

= 50, m = 1000 pезуëüтаты пpивеäены в
табë. 1 и 2 при k = 0,2 и k = 0,8 соот-
ветственно.
Дëя выбоpок втоpоãо типа (11) n = r =

= 50, m = 1000 pезуëüтаты пpивеäены в
табë. 3.
Дëя выбоpок тpетüеãо типа (12) n =

= су = 50, m = 1000 pезуëüтаты пpивеäе-
ны в табë. 4 и 5 при k = 0,2 и k = 0,8 со-
ответственно.
Дëя выбоpок ÷етвеpтоãо типа (13)

pf = 10, сf = 40, m = 1000 pезуëüтаты пpи-
веäены в табë. 6 и 7 при k = 0,2 и k = 0,8
соответственно.
На pис. 5—8, пpеäставëена зависи-

ìостü VIF от паpаìетpа ìуëüтикоëëи-
неаpности k äëя кажäоãо типа выбоpок,
ãäе эта зависиìостü иìеет ìесто.
На pис. 5 показана зависиìостü VIF

от паpаìетpа ìуëüтикоëëинеаpности k
äëя пеpвоãо типа выбоpок пpи pаботе

pазëи÷ных аëãоpитìов. На этоì pисунке виäно, ÷то
все аëãоpитìы показываþт оäинаковые pезуëüта-
ты, и ни оäин из pассìатpиваеìых ìетоäов выбоpа
пpизнаков не pеøает пpобëеìу ìуëüтикоëëинеаp-
ности в сëу÷ае оpтоãонаëüности всех пpизнаков öе-
ëевоìу вектоpу и взаиìной коppеëиpованности.
На pис. 6 изобpажена зависиìостü VIF от паpа-

ìетpа ìуëüтикоëëинеаpности k äëя тpетüеãо типа вы-
боpок. Виäно, ÷то все ìетоäы показываþт оäинако-
вый виä зависиìости, кpоìе ìетоäа Lasso. Дëя неãо
пpи pосте паpаìетpа ìуëüтикоëëинеаpности набëþ-

Pис. 5. Зависимость фактоpа инфляции дис-
пеpсии VIF от паpаметpа мультиколлинеаp-
ности k для пеpвого типа выбоpок

Pис. 6. Зависимость фактоpа инфляции диспеpсии VIF от паpаметpа мультикол-
линеаpности k для тpетьего типа выбоpок:
а — пpи pаботе всех pассìатpиваеìых ìетоäов отбоpа кpоìе Lasso; б — пpи pа-
боте ìетоäа Lasso

Radj
2

Pис. 7. Зависимость фактоpа инфляции диспеpсии VIF от паpаметpа мультикол-
линеаpности k для четвеpтого типа выбоpок:
а — пpи pаботе ìетоäа LARS; б — пpи pаботе ìетоäов Lasso и Elastic Net

Pис. 8. Зависимость фактоpа инфляции диспеpсии VIF от паpаметpа мультикол-
линеаpности k для четвеpтого типа выбоpок:
а — пpи pаботе ìетоäа Stepwise; б — пpи pаботе ìетоäа Ridge
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äается pезкое уìенüøение зна÷ения вeëи÷ины VIF.
Это ãовоpит об отсутствии ëинейной зависиìости
ìежäу выбpанныìи пpизнакаìи в выбоpках, сãене-
pиpованных пpи k ¼ 0,4.
На pис. 7, 8 показана зависиìостü VIF от паpа-

ìетpа ìуëüтикоëëинеаpности k äëя ÷етвеpтоãо типа
выбоpок пpи pаботе pазëи÷ных ìетоäов. Метоä
LARS показывает pезкие ска÷ки зна÷ений VIF, как
и ìетоä Ridge, но у ìетоäа Ridge аìпëитуäа ска÷ков
ниже. Метоäы Lasso и ElasticNet äеìонстpиpуþт
ска÷ки, схожие со ска÷каìи у LARS, но ìенüøей
аìпëитуäы и боëее высокой ÷астоты. Дëя выбоpок
÷етвеpтоãо типа посëе пpиìенения ìетоäа Stepwise
зна÷ения VIF не пpевыøаþт äвух пpи pосте коэф-
фиöиента k. Это озна÷ает, ÷то ìетоä Stepwise äëя
выбоpок ÷етвеpтоãо типа äает набоp ëинейно неза-
висиìых пpизнаков.

Pассìотpиì зависиìостü ÷исëа ìуëüтикоëëине-
аpных пpизнаков d в ìножестве отобpанных пpи-
знаков от зна÷ений пpеäеëüной оøибки s0 äëя pа-
нее pассìотpенных типов выбоpок на pис. 9—11.
На pис. 9 показана зависиìостü ÷исëа ëиøних

пpизнаков d в ìножестве отобpанных пpизнаков от
пpеäеëüноãо зна÷ения функöии оøибки s0 äëя пеp-
воãо типа выбоpок пpи зна÷ениях k = 0,2 и k = 0,8.
Зна÷ение d стабиëüно pавно нуëþ всëеäствие оpто-
ãонаëüности öеëевоãо вектоpа и всех пpизнаков
впëотü äо зна÷ений, бëизких к еäиниöе. Даëее иäет
pезкий ска÷ок d, так как пpеäеëüное зна÷ение функ-
öии оøибки выpосëо äостато÷но, ÷тобы уäаëитü
сpазу по÷ти все пpизнаки.
На pис. 10 показана зависиìостü веëи÷ины d от

паpаìетpа s0 äëя тpетüеãо типа выбоpок пpи зна÷е-
нии k = 0,2 и k = 0,8. Метоä Lasso отбиpает оäин

Pис. 9. Зависимость числа мультиколлинеаpных пpизнаков d
в множестве отобpанных пpизнаков от пpедельного значения
функции ошибки s0 для пеpвого типа выбоpок:
а — пpи k = 0,2; б — пpи k = 0,8 

Pис. 10. Зависимость числа мультиколлинеаpных пpизнаков d
в множестве отобpанных пpизнаков от пpедельного значения
функции ошибки s0 для тpетьего типа выбоpок:
а — пpи k = 0,2; б — пpи k = 0,8
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иëи äва пpизнака, наиëу÷øиì обpазоì пpибëижаþ-
щие öеëевой вектоp, поэтоìу зна÷ение d äëя этоãо
ìетоäа pавно нуëþ иëи еäиниöе. Анаëоãи÷но, но
÷утü хуже, pаботает ìетоä Elastic Net, он отбиpает
÷утü боëüøе ëиøних пpизнаков нежеëи ìетоä Lasso.
Зависиìостü d от s0 äëя ìетоäа Ridge схожа с зави-
сиìостüþ äëя пеpвоãо типа выбоpок по той же пpи-
÷ине: сна÷аëа она äостато÷на веëика, ÷тобы уäаëятü
хотü оäни пpизнак, но как тоëüко пpибëижается к
еäиниöе становится возìожныì уäаëитü сpазу
по÷ти все пpизнаки. Дëя ìетоäов LARS и Stepwise
набëþäается постепенный pост веëи÷ины d с pостоì
пpеäеëüноãо зна÷ения функöии оøибки s0 с выхо-
äоì на константу пpи äостижении s0 зна÷ения,
бëизкоãо к еäиниöе.
На pис. 11 показана зависиìостü d от паpаìетpа s0

äëя ÷етвеpтоãо типа выбоpок пpи k = 0,2 и k = 0,8.

Наибоëее стабиëüные pеøения äает ìетоä Stepwise,
у котоpоãо в сpеäнеì обнаpуживается тоëüко оäин
пpизнак, уäаëение котоpоãо пpивоäит к оøибке, не
пpевыøаþщей s0. Чутü хуже pаботает ìетоä LARS:
÷исëо ëиøних пpизнаков d cpеäи отобpанных иì
не пpевыøает пяти пpи pосте пpеäеëüноãо зна÷ения
функöии оøибки s0. Дëя ìетоäов Lasso и ElasticNet
набëþäается pост d пpи pосте s0 äо еäиниöы, а за-
теì стабиëизаöия на уpовне d   20. Дëя ìетоäа
Ridge виä зависиìости схож с пpеäыäущиìи типаìи
выбоpок, тоëüко äëя ÷етвеpтоãо типа посëе пpеоäо-
ëения s0 зна÷ения, pавноãо еäиниöе, веëи÷ина d
на÷аëа сиëüно коëебатüся. Это показывает неус-
той÷ивостü набоpа пpизнаков, поëу÷аеìоãо ìето-
äоì Ridge äëя ÷етвеpтоãо типа выбоpок.

Заключение

В pаботе пpовеäено иссëеäование эффективно-
сти ìетоäов выбоpа пpизнаков в сëу÷ае выбоpок с
ìуëüтикоëëинеаpныìи пpизнакаìи. Экспеpиìенты
показаëи, ÷то из pассìотpенных ìетоäов пpобëеìу
ìуëüтикоëëинеаpности пpи отбоpе пpизнаков pе-
øаþт ìетоäы Lasso (äëя выбоpок тpетüеãо типа) и
Stepwise (äëя выбоpок ÷етвеpтоãо типа). Дëя выбо-
pок пеpвоãо типа все pассìотpенные ìетоäы пока-
зываþт оäинаковые pезуëüтаты: ни оäин из pассìат-
pиваеìых ìетоäов выбоpа пpизнаков не pеøает
пpобëеìу ìуëüтикоëëинеаpности в сëу÷ае оpтоãо-
наëüности всех пpизнаков öеëевоìу вектоpу. Пpеä-
ëоженный кpитеpий показывает, ÷то как пpи ìаëых,
так и пpи боëüøих зна÷ениях k устой÷ивые pеøе-
ния äаþт оäинаковые ìетоäы. Также виä зависи-
ìости ìежäу веëи÷инаìи s0 и d пpакти÷ески оäи-
наков в pаìках оäной выбоpки äëя боëüøих и ìа-
ëенüких зна÷ений k. Дëя выбоpок пеpвоãо типа все
pассìатpиваеìые ìетоäы показываþт оäинаковый
pезуëüтат, äëя выбоpок тpетüеãо типа наибоëее ус-
той÷ивый pезуëüтат äает ìетоä Lasso, äëя выбоpок
÷етвеpтоãо типа — ìетоäы LARS и Stepwise.

Pабота выполнена пpи поддеpжке PФФИ, пpоект
14-07-31046.
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