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Введение

Заäа÷а кëастеpизаöии тpаектоpий äвижения
обусëовëена необхоäиìостüþ пpеäсказания äвиже-
ния äëя оpãанизаöии взаиìоäействия упpавëяеìых
объектов на основе выäеëяеìых паттеpнов в тpа-
ектоpиях äвижения. Оäновpеìенная кëастеpиза-
öия и выpавнивание тpаектоpий, т. е. вектоpов пе-
pеìенной äëины, пpеäставëяþщих их кооpäинат-
ные вpеìенные зависиìости, по ìетоäу поëино-
ìиаëüной pеãpессии пpеäставëена в pаботах [1, 2].

В pаботе [1] кажäый вектоp zi ∈ , i = 1, q,
(оäноìеpный вpеìенной pяä) состоит из посëеäо-
ватеëüности изìеpений кооpäинатной зависиìости

zi = zi(t) в ìоìенты вpеìени ti ∈ . Вектоp zi
ìоäеëиpуется поëиноìиаëüной pеãpессией:

zi = Tib + ei, (1)

ãäе b — вектоp коэффиöиентов pеãpессии pазìеp-
ности (m + 1) Ѕ 1, ei — Гауссов øуì с нуëевыì
сpеäниì, а Ti — pеãpессионная ìатpиöа, котоpая
зависит от типа испоëüзуеìой pеãpессионной ìо-
äеëи. Дëя поëиноìиаëüной pеãpессии Ti иìеет виä
станäаpтной ìатpиöы Ванäеpìонта:

Ti = . (2)

В основе ìоäеëи оäновpеìенной кëастеpизаöии
и выpавнивания ëежит ìоäеëü сìеси pеãpессий, в ко-
тоpуþ ввоäятся ÷етыpе независиìых паpаìетpа пpе-
обpазований выpавнивания и ìасøтабиpования во
вpеìени и пpостpанстве {Φi} = {ai, bi, ci, di} (паpа-
ìетpы ai и bi описываþт ìасøтабиpование и сäвиã
во вpеìени, а паpаìетpы ci и di — ìасøтабиpова-
ние и сìещение в пpостpанстве изìеpений) [3].
Поëиноìиаëüная pеãpессия äëя оäноìеpноãо сëу-
÷ая иìеет виä

zi = ci¡ibk + di + ei, (3)

ãäе ìатpиöа ¡i поëу÷ается из Ti (2) поäстановкой
ti → aiti – bi; паpаìетpы bk опpеäеëяþт поëиноìи-
аëüнуþ pеãpессиþ äëя тpаектоpий из k-ãо кëастеpа
(k = 1, K ); ei — Гауссов øуì с нуëевыì сpеäниì и

äиспеpсией I. Поэтоìу pаспpеäеëение пëотно-
сти усëовной веpоятности иìеет виä

pk(zi |ai, bi, ci, di) = N(zi|ci¡ibk + di, I).

Пëотностü веpоятности äëя кpивой zi оäнозна÷но
заäается соответствуþщиì ìножествоì паpаìетpов
{Φi}, котоpые поäëежат опpеäеëениþ. Заäа÷а кëасте-
pизаöии кpивых pеøается как станäаpтная заäа÷а
оöенки зна÷ений скpытых пеpеìенных. Кажäый из
паpаìетpов пpеобpазования в выpажении (3) pас-
сìатpивается как хаpактеpная äëя zi сëу÷айная пе-
pеìенная с заpанее известныì pаспpеäеëениеì ве-
pоятности äëя кëастеpа. Паpаìетpы пpеобpазова-
ния в (3) и паpаìетpы bk, k =1, K  поëиноìиаëüной
pеãpессии оöениваþтся оäновpеìенно посpеäствоì
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аëãоpитìа ожиäания и ìаксиìизаöии пpавäопоäо-
бия (Expectation Maximization) (EM-аëãоpитìа) [4].
Оäнако ÷исëо опpеäеëяеìых кëастеpов K не ìожет
бытü боëüøиì, и на пpактике K m 10. Поэтоìу äëя
набоpа äостато÷но неоäноpоäных тpаектоpий, опpе-
äеëяеìые кëастеpы тpаектоpий также буäут неоäно-
pоäныìи. Дëя неоäноpоäноãо кëастеpа поëиноìи-
аëüная pеãpессия явëяется весüìа общиì пpеäстав-
ëениеì. Чтобы пpоäеìонстpиpоватü неоäноpоäностü
кëастеpов (а сëеäоватеëüно, неäокëассификаöиþ
тpаектоpий) тpебуþтся ìетоäы сокpащения pаз-
ìеpности. Поэтоìу äëя анаëиза пpоекöий тpаекто-
pий кëастеpа по кажäой из пpостpанственных ко-
оpäинат ìоãут бытü испоëüзованы ìоäеëи ëиней-
ных äинаìи÷еских систеì оãpани÷енной pазìеp-
ности. Пpи этоì äëя уäобства описания вìесто
ìатpиöы тpаектоpий (изìеpений)

Z = [z1, ..., zq]

с вектоpаìи-стоëбöаìи zi, i = 1, q, (1) и (3) испоëü-
зуется тpанспониpованная ìатpиöа, т. е.

Z = Zт ∈ q Ѕ N.

1. Модель линейной динамической системы

Пустü X = X[1, p; 1, N ] — ìноãоìеpный вpеìен-
ной pяä äëя вектоpа состояния, иìеþщеãо pазìеp-
ностü p Ѕ N, a Z = Z[1, q: 1, N ] — ìноãоìеpный на-
бëþäаеìый вpеìенной pяä pазìеpности q Ѕ N,
пpи÷еì в общеì сëу÷ае p < q (pазìеpностü ëиней-
ной äинаìи÷еской систеìы ìенüøе pазìеpности
изìеpений (тpаектоpий)). Как øуì состояния
U = U[1, p; 1, N ], так и øуì изìеpений W =
= W[1, q; 1, N ] — ìноãоìеpные вpеìенные pяäы
äëя Гауссовых сëу÷айных пеpеìенных с нуëевыì
сpеäниì и коваpиаöионныìи ìатpиöаìи Q и R,
соответственно. Линейные инваpиантные относи-
теëüно вpеìени äинаìи÷еские систеìы, называеìые
также ëинейныìи Гауссовыìи ìоäеëяìи в пpо-
стpанстве состояний, описываþтся äвуìя уpавне-
нияìи äëя вектоpов-стоëбöов x[k] = X[1, p; k],
z[k] = Z[1, q; k], u[k] = U[1, p; k] и w[k] = W[1, q; k]
(инäекс k пpеäставëяет äискpетное вpеìя):

x[k + 1] = Fx[k] + u[k]; (4)

z[k] = Gx[k] + w[k], (5)

ãäе F — ìатpиöа пеpехоäов; G — ìатpиöа набëþ-
äений. В теоpии ëинейной фиëüтpаöии вpеìенной
pяä Z äëя вектоpа набëþäений pассìатpивается,
как заøуìëенный äетеpìиниpованный вpеìенной
pяä X äëя вектоpа состояния. В теоpии Байесовской
фиëüтpаöии отëи÷аþщиеся оäниì вpеìенныì øа-
ãоì вектоpы-стоëбöы (зна÷ения пеpеìенных со-
стояния в посëеäоватеëüные äискpетные ìоìенты
вpеìени), на основе уpавнения (4) объеäиняþтся в
Гауссову сëу÷айнуþ пеpеìеннуþ со статисти÷е-

скиìи хаpактеpистикаìи øуìа состояния u [5]. Дëя
Гауссовой сëу÷айной пеpеìенной w анаëоãи÷ная
коìбинаöия оäновpеìенных вектоpов-стоëбöов пе-
pеìенной состояния систеìы и пеpеìенной набëþ-
äения фоpìиpуется на основе уpавнения (5) [5].
В pезуëüтате усëовные pаспpеäеëения веpоятности
äëя вектоpов набëþäения и состояния ëинейной
äинаìи÷еской систеìы иìеþт виä

P(x[k]x[k – 1]) = (2π)–p/2|Q|–1/2exp (x[k] –

– Fx[k – 1])тQ–1(x[k] – Fx[k – 1]) ; (6)

P(z[k]|x[k]) = (2π)–q/2|R|–1/2exp (z[k] –

– Gx[k])тR–1(z[k] – Gx[k]) , (7)

ãäе |...| обозна÷ает опpеäеëитеëü ìатpиöы. Как и
pаспpеäеëения (6) и (7), исхоäное pаспpеäеëение
веpоятности состояний в ìоìент вpеìени k = 1
также пpеäпоëаãается Гауссовыì со сpеäниì π[1] и
ваpиаöией V[1]:

P(x[1]) = (2π)–p/2[V[1]]–1/2ехp (х[1] –

– p[1])тV[1]–1(х[1] – p[1]) . (8)

В уpавнении (4) состояние систеìы (ëинейно)
зависит тоëüко от пpеäыäущеãо состояния, отстоя-
щеãо на оäин вpеìенной øаã (ìаpковский пpо-
öесс). Поэтоìу с у÷етоì свойства ìаpковости ус-
ëовных веpоятностей фоpìуëа äëя совìестной ве-
pоятности P (X, Z) иìеет виä

P(X, Z) =

= P(x[1]) P(x[k]|x[k – 1]) P(z[k]|x[k]) . (9)

Из выpажений (6)—(8) сëеäует, ÷то ëоãаpифì
F(X, Z) (9) явëяется кваäpати÷ной фоpìой (посто-
янный ÷ëен опущен):

log(P(X, Z)) = – (x[k] – Fx[k – 1])тQ–1(x[k] –

– Fx[k – 1]) – log(|Q|) – (z[k] –

– Gx[k])тR–1(z[k] – Gx[k]) – log(|R|) –

– (x[1] – p[1])тV[1]–1(x[1] – p[1]) – log(|V[1]|).(10)

ЕМ-алгоpитм. В pаботах [7—10] описано ис-
поëüзование аëãоpитìа ожиäания и ìаксиìизаöии
пpавäопоäобия (ЕМ-аëãоpитìа) äëя оöенки паpа-
ìетpов ëинейной äинаìи÷еской систеìы (4)—(5) на
основе ìноãоìеpноãо набëþäаеìоãо вpеìенноãо
pяäа Z. Е-øаã описываеìоãо ЕМ-аëãоpитìа состоит
в вы÷исëении усëовноãо сpеäнеãо ëоãаpифìа пpав-
äопоäобия (10):

LL = E[log(P(X, Z))|Z]. (11)
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Из выpажения (10) сëеäует, ÷то LL (11) зависит
от тpех типов усëовных сpеäних (ожиäаний), äëя
котоpых испоëüзуþтся сëеäуþщие обозна÷ения:

〈x[k]〉 = E [x[k]|z]; (12)

P[k] = E [x[k]x[k]т[z]; (13)

P[k; k – 1] = E [x[k]x[k – 1]т|z]. (14)

В ìоìент вpеìени k оöенка состояния 〈x[k]〉 (12)
зависит от пpоøëых z[1, k – 1] и буäущих z[k + 1, N]
набëþäений [6]. Сëеäоватеëüно, она отëи÷ается от
оöенки, вы÷исëенной посpеäствоì фиëüтpа Каëìана,
котоpый оöенивает состояние тоëüко на основе пpо-
øëых набëþäений [5]. Вы÷исëение усëовных сpеä-
них (ожиäаний) (12)—(14) на Е-øаãе ЕМ-аëãоpитìа
пpивоäится посëе описания М-øаãа, т. е. оöенки па-
pаìетpов ëинейной äинаìи÷еской систеìы (4)—(5).
М-шаг. Паpаìетpы ëинейной äинаìи÷еской сис-

теìы (4) и (5) — это ìатpиöы F и G, а также стати-
сти÷еские хаpактеpистики Q и R pаспpеäеëений (6)
и (7), соответственно, и хаpактеpистики p[1] и V[1]
pаспpеäеëения (8). На основе оöенок (12)—(14) и
набëþäения z[1, N] кажäый из паpаìетpов ëинейной
äинаìи÷еской систеìы оöенивается из усëовия pа-
венства нуëþ соответствуþщей ÷астной пpоизвоä-
ной усëовноãо сpеäнеãо ëоãаpифìа пpавäопоäобия
LL (11). В pезуëüтате

F = P[k; k – 1] P[k – 1] ; (15)

Q = P[k] – F P[k; k – 1] ; (16)

G = z[k]〈x[k]〉т P[k] ; (17)

R = (z[k]z[k]т – G〈x[k]〉z[k]т); (18)

p[1] = 〈x[1]〉; (19)

V[1] = E [(x[1] – 〈x[1]〉)(x[1] – 〈x[1]〉)т|z] =
= P[1] – 〈x[1]〉〈x[1]〉т. (20)

Е-шаг. Испоëüзуþтся сëеäуþщие обозна÷ения:
〈x[k; l]〉 = E[x[k]|z[1, l]] (такиì обpазоì, äëя усëов-
ноãо сpеäнеãо (12) иìееì 〈x[k]〉 ≡ 〈x[k; N]〉) и V[k; l] =
= E [(x[k] – 〈x[k]〉)(x[k] – 〈x[k]〉)т|z[1, l]]. Испоëüзуя
оöенки (15)—(20), сна÷аëа пpивоäятся pекуpсии
впеpеä äëя ëинейноãо фиëüтpа Каëìана

〈x[k; k – 1]〉 = F〈x[k – 1; k – 1]〉; (21)

V[k; k – 1] = FV[k – 1; k – 1]Fт + Q (22)

и вы÷исëяþтся ìатpиöы усиëения Каëìана

K[k] = V[k; k – 1]G т(GV[k; k – 1]G т + R)–1; (23)

〈x[k; k]〉 = 〈x[k; k – 1]〉 + K[k](〈y[k]〉 –
– G〈x[k; k – 1]〉), (24)

V[k; k] = V[k; k – 1] – K[k]GV[k; k – 1], (25)

ãäе 〈x[1]〉 = p[1] из (19) и V[1] (20). Вывоä pекуpсии
(21)—(25) основан на Байесовскоì поäхоäе [10].
На основании pабот [7—10] äëя вы÷исëения

оöенки 〈x[k]〉 ≡ 〈x[k; N]〉 (12) и усëовноãо сpеäнеãо
P[k] ≡ V[k; N] + 〈x[k; N]〉〈x[k; N]〉т (13) выпоëняет-
ся pекуpсия назаä (зäесü J[k] — вспоìоãатеëüная
ìатpиöа):

J[k – 1] = V[k – 1; k – 1]Fт(V[k; k – 1])–1; (26)

〈x[k – 1; N]〉 = 〈x[k – 1; k – 1]〉 +
+ J[k – 1](〈x[k; N]〉 – F〈x[k – 1; k – 1]〉); (27)

V[k – 1; N] = V[k – 1; k – 1] +
+ J[k – 1](V[k; N] – V[k; k – 1])J[k – 1]т. (28)

Усëовное сpеäнее (14) иìеет виä

P[k; k – 1] ≡ V[k; k – 1; N] +
+ 〈x[k; N]〉〈x[k – 1; N]〉т,

ãäе

V[k; k – 1; N] =
= E[(x[k] – 〈x[k]〉)(x[k – 1] – 〈x[k – 1]〉)т|z[1, N]].

Зна÷ения V[k; k – 1; N] также вы÷исëяþтся pе-
куpсией назаä 

V[k – 1; k – 2; N] = V[k – 1; k – 1]J[k – 2]т +
+ J[k – 1](V[k; k – 1; N] –

– FV[k – 1; k – 1])J[k – 2]т, (29)

котоpая иниöиаëизиpуется как

V[N; N – 1; N] = (I – K[N]G)FV[N – 1; N – 1].

Итеpаöии в виäе посëеäоватеëüноãо ÷еpеäова-
ния М- и Е-øаãов с оöенкой изìенения ожиäае-
ìоãо усëовноãо ëоãаpифìа пpавäопоäобия LL (11)
обеспе÷иваþт оöенку 〈x[1, N ]〉 (12) вpеìенноãо pя-
äа состояния pазìеpности p Ѕ N.
Эффективностü описанноãо ЕМ-аëãоpитìа äе-

ìонстpиpуется на пpиìеpе анаëиза pезуëüтатов
кëастеpизаöии тpаектоpий по äанныì pаäаpов ìе-
жäунаpоäноãо аэpопоpта ã. Сан-Фpанöиско, нахо-
äящихся в свобоäноì äоступе на сайте https://
c3.nasa.gov/daslilink/resources/132/.

2. Численный экспеpимент

В настоящей pаботе выпоëняется анаëиз неоä-
ноpоäности кëастеpов тpаектоpий äвижения саìо-
ëетов, поëу÷енных с поìощüþ ìетоäа поëиноìи-
аëüных pеãpессий [1, 2]. Этот ìетоä, несìотpя на
то, ÷то явëяется оäниì из наäежных, так как у÷и-
тывает pеаëüнуþ фоpìу тpаектоpий в пpостpанстве,
теì не ìенее, ìожет пpивоäитü к äовоëüно абст-
pактной ëинии тpенäа в неоäноpоäных кëастеpах.
Посëеäуþщее пpиìенение ìоäеëей ëинейных äи-
наìи÷еских систеì в сëу÷ае неоäноpоäных кëасте-
pов пpоявëяет их тонкуþ стpуктуpу. Моäеëи ëиней-
ных äинаìи÷еских систеì позвоëяþт зна÷итеëüно
сокpатитü pазìеpностü ìноãоìеpноãо вpеìенноãо
pяäа. Неоäноpоäная стpуктуpа кëастеpа выявëяется
пpи pассìотpении пpоекöий тpаектоpий, соответ-
ствуþщих этоìу кëастеpу, на кооpäинатные оси
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тpехìеpноãо пpостpанства. Эффективностü
такоãо поäхоäа äеìонстpиpуется на пpиìеpе
выбоpки тpаектоpий пеpвых 110 саìоëетов,
иäущих на посаäку в ìежäунаpоäноì аэpо-
поpту и заpеãистpиpованных pаäаpоì TRACON
1 янваpя 2006 ãоäа (https:// c3.nasa.gov/das-
MinK/resources/132/). На÷аëо кооpäинат
(0,0,0) совпаäает с поëожениеì pаäаpа, интеp-
ваë вpеìени ìежäу то÷каìи pеãистpаöии со-
ставëяет окоëо 5 с. В pаботе pассìатpиваþтся
тоëüко 160 посëеäних то÷ек кажäой тpаекто-
pии, ÷тобы искëþ÷итü сëу÷айные ìаневpы
саìоëетов äо на÷аëа захоäа на посаäку.
На pис. 1 (сì. втоpуþ стоpону обëожки)

показано тpехìеpное пpеäставëение всех
анаëизиpуеìых тpаектоpий саìоëетов.
Метоäоì поëиноìиаëüной pеãpессии [1, 2]

анаëизиpуеìые тpаектоpии саìоëетов (сì.
pис. 1) pазäеëяþт на пятü кëастеpов, как по-
казано на pис. 2 (сì. втоpуþ стоpону обëож-
ки): pозовый — с 16 тpаектоpияìи; зеëеный —
с 13 тpаектоpияìи; синий — с 3 тpаекто-
pияìи; ÷еpный — с 37 тpаектоpияìи; кpас-
ный — с 38 тpаектоpияìи. Кажäый кëастеp со-
ответствует "посаäо÷ноìу" паттеpну, котоpый
заäается существуþщиì ìаpøpутоì посаäки.
Кpоìе тоãо, в анаëизиpуеìой выбоpке

тpаектоpий (сì. pис. 1) выäеëяþтся тpи по-
стоpонние тpаектоpии (pис. 3), котоpые не
ìоãут бытü отнесены ни к оäноìу из выяв-
ëенных кëастеpов.
На pис. 4 (сì. втоpуþ стоpону обëожки)

показано изìенение кооpäинат саìоëетов
отäеëüно по кажäой оси x, y, z в соответствии
с посëеäоватеëüностüþ ìоìентов вpеìени k
pеãистpаöии pаäаpоì. Линия тpенäа (поëи-
ноìиаëüная pеãpессия), выäеëенная жиpной
ëинией, пpеäставëяет обобщеннуþ фоpìу
тpаектоpий в кëастеpе. Несìотpя на то ÷то
снижение саìоëетов пpоисхоäит неоäновpе-
ìенно, схоäство их тpаектоpий обусëовëено
существованиеì типи÷ных ìаpøpутов посаä-
ки, напpиìеp, коãäа саìоëеты выстpаиваþтся
в "каpаван", ожиäая своей о÷еpеäи пpизеì-
ëения на посаäо÷нуþ поëосу.
Дëя тpаектоpий пяти выявëенных кëасте-

pов, выäеëенных на pис. 2 и 4 (сì. втоpуþ
стоpону обëожки) pазëи÷ныìи öветаìи, на
pис. 5—9 показаны их соответствуþщие пpо-
екöии на оси х и у вìесте с коìпонентаìи
вектоpа состояний ëинейной äинаìи÷еской
систеìы pазìеpности p = 2. Линия 1 на
pис. 5—9 соответствует еäинственной коì-
поненте вектоpа состояний пpи p = 1 и пpеä-
ставëяет поëиноìиаëüнуþ pеãpессиþ на
pис. 4. Линия 2 на pис. 5—9 соответствует
втоpой коìпоненте вектоpа состояний пpи
p = 2 и описывает тонкуþ стpуктуpу кëастеpа.
Пpоекöии на оси х и у тpаектоpий в кëастеpах

Pис. 3. Тpи постоpонние тpаектоpии

Pис. 5. Пpоекции на оси х и у тpаектоpий pозового кластеpа (см. pис. 2 и 4)
показаны совместно с компонентами вектоpа состояний (линии 1 и 2):
а — ëинейная ìоäеëü пpоекöий на осü x; б — ëинейная ìоäеëü пpоекöий
на осü y

Pис. 6. Зеленый кластеp на pис. 2 и 4: 
а — ëинейная ìоäеëü пpоекöий на осü x; б — ëинейная ìоäеëü пpоекöий
на осü y

Pис. 7. Синий кластеp на pис. 2 и 4:
а — ëинейная ìоäеëü пpоекöий на осü x; б — ëинейная ìоäеëü пpоекöий
на осü y (опpеäеëена оäна коìпонента) 
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на pис. 4 пpеäставëяþт пеpехоäные зависиìости от
вpеìени и поэтоìу описываþтся ëинейной ìоäе-
ëüþ. Пpоекöии на осü z тpаектоpий в кëастеpах
(сì. pис. 2 и 4) не позвоëяþт äиффеpенöиpоватü
эти кëастеpы, поэтоìу äаëее они не анаëизиpуþтся.
На pис. 5—9 виäно, как в сëу÷ае неоäноpоäных

кëастеpов ìоäеëи ëинейных äинаìи÷еских систеì
выявëяþт тонкуþ стpуктуpу кëастеpа, pазäеëяя ис-
хоäные кëастеpы на äва поäкëастеpа.

Заключение

В настоящей pаботе ìетоä ëинейных äи-
наìи÷еских систеì äеìонстpиpуется на пpи-
ìеpе снижения pазìеpности äëя pезуëüтатов
кëастеpизаöии тpаектоpий саìоëетов, иäу-
щих на посаäку в зоне кpупноãо ìежäунаpоä-
ноãо аэpопоpта. Эффективностü ìетоäа ëи-
нейных äинаìи÷еских систеì äостиãается
бëаãоäаpя обу÷ениþ паpаìетpов посpеäствоì
ЕМ-аëãоpитìа.
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Analysis of Multi Dimensional Trajectory Clustering
by Models of Linear Dynamical System

For clustering multidimensional trajectories polynomial regression method with parameter leaning by the Expectation-Maximi-
zation algorithm is in use. The method based on polynomial regression is characterized by the joint clustering and continuous align-
ment of curve sets in time and space. Nevertheless, a number of defined clusters can’t be large enough. Thus, for a set of sufficiently
heterogeneous trajectories, the defined clusters are heterogeneous also. For the inhomogeneous cluster, its polynomial regression is
a too strong abstraction. To demonstrate the cluster heterogeneity (and, thus, non full clustering trajectories) a method of dimension
reducing is in need. So, linear dynamical system models are applied to object multi dimensional trajectory clustering by polynomial
regression method. An advantage of linear dynamical systems is reducing clustering result dimension. For trajectory coordinate pro-
jections in a cluster most informative component (polynomial regression) is extracted and the cluster fine structure is appeared. An
efficiency of linear dynamical systems is demonstrated by example of clustering results of airplane flight tracks in an airport space.

Keywords: data mining, multi-dimensional trajectories, clustering, polynomial regression, Kalman filter, Rauch smoother, linear
dynamical systems, Expectation-Maximization algorithm

Pис. 8. Чеpный кластеp на pис. 2 и 4:
а — ëинейная ìоäеëü пpоекöий на осü x; б — ëинейная ìоäеëü пpоекöий
на осü y 

Pис. 9. Кpасный кластеp на pис. 2 и 4:
а — ëинейная ìоäеëü пpоекöий на осü x; б — ëинейная ìоäеëü пpоекöий
на осü y
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Использование диффеpенциальной эволюции
пpи опpеделении множества Паpето генетическими алгоpитмами 

многокpитеpиальной оптимизации

Введение

Необхоäиìостü pеøения заäа÷ ìноãокpитеpи-
аëüной оптиìизаöии (МО) возникает в саìых pаз-
ных теоpети÷еских и пpикëаäных обëастях. Ка÷ест-
во pеøения заäа÷ МО зависит от то÷ности найäен-
ноãо ìножества Паpето [1, 2]. В то же вpеìя, еãо
опpеäеëение остается сëожныì и пëохо автоìати-
зиpованныì пpоöессоì ввиäу теоpети÷ески неоãpа-
ни÷енноãо ÷исëа неäоìиниpуеìых pеøений, обpа-
зуþщих ìножество Паpето, а также вы÷исëитеëüно
тpуäоеìкой пpоöеäуpы еãо постpоения. Пpиìеняе-
ìые äëя этих öеëей тpаäиöионные ÷исëенные ìе-
тоäы МО во ìноãоì оpиентиpованы на пpеобpазо-
вание заäа÷и со ìножествоì кpитеpиев к оäнокpи-
теpиаëüной ее постановке. Поäобные упpощения
не тоëüко снижаþт то÷ностü найäенных pеøений,
но и существенно оãpани÷иваþт возìожностü на-
хожäения всеãо ìножества Паpето. Поэтоìу pазpа-
ботка и совеpøенствование аëãоpитìов МО оста-
þтся актуаëüныì напpавëениеì иссëеäований.
В настоящее вpеìя оäниì из пеpспективных

поäхоäов к опpеäеëениþ ìножества Паpето в заäа÷ах
МО явëяется испоëüзование эвоëþöионных ìето-
äов, а иìенно спеöиаëüных веpсий ãенети÷еских

аëãоpитìов äëя ìноãокpитеpиаëüной оптиìизаöии
(МГА) [3—5]. Они относятся к ìноãото÷е÷ныì ìе-
тоäаì оптиìизаöии, ãäе кажäое pеøение ассоöии-
pуется с так называеìыìи инäивиäаìи [6]. Вìесте
они обpазуþт попуëяöиþ, итеpаöионное изìенение
котоpой в пpоöессе оптиìизаöии позвоëяет эффек-
тивно иссëеäоватü пpостpанства поиска (пеpеìен-
ных и кpитеpиев). В то же вpеìя возìожное ìноãо-
обpазие постановок заäа÷и МО, сëожностü анаëиза
ìноãоìеpных пpостpанств пеpеìенных и кpитеpиев,
вы÷исëитеëüная тpуäоеìкостü опpеäеëения ìно-
жества Паpето не позвоëяþт выбpатü унивеpсаëü-
ный МГА. Так, иссëеäование возìожностей наи-
боëее известных МГА показаëо снижение ка÷ества
их pезуëüтата пpи увеëи÷ении ÷исëа кpитеpиев в
pеøаеìых заäа÷ах МО [7]. Вìесте с теì потенöиаë
пpиìенения МГА äëя опpеäеëения ìножества Па-
pето остается äостато÷но боëüøиì, поэтоìу акту-
аëüныì явëяется pазpаботка новых и совеpøенство-
вание существуþщих МГА. Достиãается это пpежäе
всеãо интеãpаöией в МГА новых способов иссëе-
äования пpостpанства поиска, напpиìеp, с испоëü-
зованиеì ìетоäов паpаëëеëüных вы÷исëений [8],
коэвоëþöионных техноëоãий [9, 10] и äp. В на-
стоящей pаботе пpеäëаãается поäхоä к pазвитиþ

Pассматpивается новый способ повышения эффективности pаботы генетических алгоpитмов пpи опpеделении мно-
жества Паpето в задачах многокpитеpиальной оптимизации. Он основан на использовании пpинципов диффеpенциальной
эволюции пpи pазвитии популяции и фоpмиpовании ее новых индивидов. Пpиводится сpавнительный анализ эффективно-
сти использования диффеpенциальной эволюции пpи pешении задач многокpитеpиальной оптимизации pазной сложности.
Ключевые слова: многокpитеpиальная оптимизация, множество и гpаница Паpето, многокpитеpиальные генети-

ческие алгоpитмы, диффеpенциальная эволюция


