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Анализ поведения неточно заданных функций
с помощью интеpвально-диффеpенциального исчисления

Введение

Совpеìенная наука и пpактика обpаботки ин-
фоpìаöии успеøно спpавëяется с заäа÷аìи иссëе-
äования pазëи÷ных систеì с поëностüþ опpеäе-
ëенныìи (äетеpìиниpованныìи) паpаìетpаìи. Эти
заäа÷и обы÷но фоpìуëиpуþтся как заäа÷и pас÷ета,
анаëиза и синтеза тех иëи иных функöий с äетеp-
ìиниpованныìи паpаìетpаìи, сëужащих соответ-
ствуþщиìи хаpактеpистикаìи изу÷аеìых систеì.
Но на пpактике ÷асто встpе÷аþтся äpуãие систеìы —
систеìы с нето÷но известныìи, т. е. непоëностüþ
опpеäеëенныìи (неäетеpìиниpованныìи) паpа-
ìетpаìи. Пpи÷ины появëения таких систеì закëþ-
÷аþтся в естественной неопpеäеëенности, свойст-
венной ìноãиì pеаëüныì пpоöессаì, пpоисхоäя-
щиì в систеìах; в нето÷ноì заäании паpаìетpов
боëüøинства систеì всëеäствие неизбежных по-
ãpеøностей пpи их вы÷исëении иëи изìеpении;
в изìенении во вpеìени паpаìетpов систеì; в не-
обхоäиìости иëи öеëесообpазности совìестноãо
иссëеäования öеëых сеìейств оäнотипных систеì,
иìеþщих оäинаковые функöии-хаpактеpистики и
pазëи÷аþщихся ëиøü зна÷енияìи паpаìетpов этих
функöий.
Иссëеäование ввеäенных неопpеäеëенных систеì

фоpìуëиpуется в виäе заäа÷ pас÷ета, анаëиза и син-
теза pазëи÷ных функöий с неäетеpìиниpованныìи
паpаìетpаìи, сëужащих соответствуþщиìи хаpакте-
pистикаìи äанных систеì. Все эти заäа÷и зна÷и-
теëüно сëожнее их упоìянутых выøе äетеpìиниpо-
ванных анаëоãов, котоpые пpихоäится pеøатü пpи
иссëеäовании систеì с поëностüþ опpеäеëенныìи
(äетеpìиниpованныìи) паpаìетpаìи. Усëожнение

связано с теì, ÷то аëãебpа неäетеpìиниpованных
÷исеë всеãäа сëожнее аëãебpы äетеpìиниpован-
ных ÷исеë.
В äанной pаботе pассìатpиваþтся заäа÷и pас÷ета

и анаëиза нето÷но заäанных (неäетеpìиниpован-
ных) функöий интеpваëüноãо типа. В ка÷естве ìа-
теìати÷ескоãо аппаpата испоëüзуþтся интеpваëü-
ная аëãебpа и интеpваëüно-äиффеpенöиаëüное ис-
÷исëение.

1. Постановка задачи

Pассìотpиì обы÷нуþ (äетеpìиниpованнуþ)
функöиþ оäной независиìой пеpеìенной

y = f(x), (1)

оäнозна÷но отобpажаþщуþ заäанное ìножество
X = {х} независиìых пеpеìенных х в заäанное ìно-
жество Y = {у} зависиìых пеpеìенных у в соответ-
ствии с некотоpыì законоì f, котоpый и называется
функöией. Хоpоøо известно, ÷то заäа÷а pас÷ета
(вы÷исëения зна÷ений) функöии (1) pеøается с
поìощüþ аäекватноãо этой заäа÷е ìатеìати÷ескоãо
аппаpата аëãебpы вещественных ÷исеë пpи испоëü-
зовании поäхоäящих ìетоäов вы÷исëения, а заäа÷а
анаëиза повеäения функöии (1) — с поìощüþ аäе-
кватноãо ей аппаpата кëасси÷ескоãо äиффеpенöи-
аëüноãо ис÷исëения [1].

Pассìотpиì тепеpü неäетеpìиниpованнуþ (иìен-
но интеpваëüнуþ) функöиþ оäной независиìой
пеpеìенной [2]

 = (х), (2)
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оäнозна÷но отобpажаþщуþ заäанное ìножество
Х = {х} независиìых вещественных (как и в сëу÷ае (1))

пеpеìенных х в заäанное ìножество  = { } за-

висиìых пеpеìенных-интеpваëов  = [у1, у2] в со-

ответствии с законоì , котоpый и называется ин-
теpваëüной функöией. Соãëасно опpеäеëениþ (2)

ëþбуþ интеpваëüнуþ функöиþ  ìожно пpеäста-
витü в виäе паpы обы÷ных функöий f1, f2:

 = {f1, f2}, (3)

котоpые иìеþт виä

(4)

Из соотноøений (3), (4) виäно, ÷то интеpваëü-

ная функöия  эквиваëентна паpе обы÷ных функ-
öий f1, f2, из котоpых пеpвая оäнозна÷но отобpа-
жает заäанное ìножество Х = {х} независиìых пеpе-

ìенных х функöии  в ìножество Y1 = {y1} нижних

ãpаниö интеpваëов  = [y1, y2] — зависиìых пеpе-
ìенных этой функöии, а втоpая оäнозна÷но отобpа-
жает то же ìножество X = {х} в ìножество Y2 = {y2}

веpхних ãpаниö тех же интеpваëов  = [y1, y2] — за-
висиìых пеpеìенных этой функöии.
Заäа÷а настоящей pаботы закëþ÷ается в постpое-

нии äвух систеìати÷еских пpоöеäуp (аëãоpитìов),
связанных с изу÷ениеì интеpваëüных функöий
виäа (2), а иìенно:
пpоöеäуpы pас÷ета (вы÷исëения зна÷ений) ин-
теpваëüной функöии;
пpоöеäуpы анаëиза повеäения интеpваëüной
функöии.

2. Pешение задачи вычисления
интеpвальной функции

На÷неì с pеøения заäа÷и pас÷ета (вы÷исëения
зна÷ений) интеpваëüной функöии. Зäесü возìожны
äва сëу÷ая.
Случай 1. Интеpваëüная функöия заäана в pаз-

äеëенноì виäе, в котоpоì веpхняя и нижняя ãpа-
ниöы интеpваëüноãо зна÷ения функöии выpажены
кажäая по отäеëüности. Этот виä пpеäставëения
интеpваëüной функöии вытекает из соотноøений
(2)—(4). Иìенно из (2), (3) сëеäует явное пpеäстав-
ëение интеpваëüной функöии в виäе интеpваëа

[y1, y2] = [ f1(x), f2(х)], (5)

ãpаниöы котоpоãо соãëасно (5) выpажаþтся фоp-
ìуëаìи

y1 = f1(х), y2 = f2(x). (6)

Такиì обpазоì, вы÷исëение интеpваëüноãо зна-
÷ения  = [у1, y2] интеpваëüной функöии (2), со-
ответствуþщеãо зна÷ениþ х независиìой пеpеìен-
ной этой функöии, осуществëяется по сëеäуþщеìу
аëãоpитìу.
Шаг 1. Записываеì вы÷исëяеìуþ интеpваëüнуþ

функöиþ типа (2) в pазäеëенноì виäе (5), (6) с по-
ìощüþ нижней f1 и веpхней f2 ãpани÷ных функöий
функöии (2).
Шаг 2. Вы÷исëяеì нижнþþ ãpани÷нуþ функ-

öиþ f1, испоëüзуя äëя этоãо какой-ëибо поäхоäя-
щий известный ìетоä вы÷исëения обы÷ных (äетеp-
ìиниpованных) функöий [3].
Шаг 3. Вы÷исëяеì веpхнþþ ãpани÷нуþ функ-

öиþ f2, испоëüзуя ту же ìетоäику, ÷то и на øаãе 2.
Шаг 4. Соеäиняя вы÷исëенные зна÷ения ниж-

ней f1 и веpхней f2 ãpани÷ных функöий, поëу÷иì
явное пpеäставëение (5) вы÷исëенной интеpваëüной
функöии (2) в виäе интеpваëа.
Случай 2. Интеpваëüная функöия заäана в не-

pазäеëенноì виäе, т. е. в виäе супеpпозиöии эëе-
ìентаpных интеpваëüных функöий: интеpваëüноãо
сëожения и вы÷итания; уìножения интеpваëа на
вещественное ÷исëо; уìножения и äеëения интеp-
ваëов [4]. В этоì сëу÷ае пеpеä собственно вы÷ис-
ëениеì интеpваëüнуþ функöиþ пpивоäиì к pазäе-
ëенноìу виäу, посëе ÷еãо к функöии пpиìеняеì
÷етыpехøаãовый аëãоpитì сëу÷ая 1. Пpивеäение ëþ-
бой интеpваëüной функöии к pазäеëенноìу виäу
ìожно осуществитü с поìощüþ основных фоpìуë
интеpваëüной ìатеìатики, выpажаþщих pезуëüта-
ты эëеìентаpных пpеобpазований интеpваëов [4]:

(7)

Пpимеp 1. Пpивести к pазäеëенноìу виäу ин-
теpваëüнуþ функöиþ 

 = ([2, 3]х + [1, 2]х)•([5, 7]х + [4, 6]х)

в обëасти х l 0.
Pешение. Пpиìеняя к заäанной интеpваëüной

функöии посëеäоватеëüно тpетüþ, пеpвуþ и ÷етвеp-
туþ фоpìуëы (7), поëу÷иì нужный виä функöии

 =[y1, y2] = ([2x, 3x] + [х, 2х])•([5х, 7х] + [4х, 6х]) =

= [3х, 5х]•[9x, 13x] = 

= [min(3•9х2, 3•13x2, 5•9х2, 5•13x2),

max(3•9х2, 3•13x2, 5•9х2, 5•13x2) = [27x2, 65x2].

Y~ y~

y~

f~

f~

f~

y1 = f1(x),
y2 = f2(x).

f~

f~

y~

y~

y~

[a1, a2] + [b1, b2] = [a1 + b1, a2 + b2];
[a1, a2] – [b1, b2] = [a1 – b2, a2 – b1];

k[a1, a2] = 

[а1, а2]•[b1, b2] = [ (ai•bj), (аi•bj)];

[a1, a2]/[b1, b2] = [a1, a2]•[1/b2, 1/b1].

[ka1, ka2], k > 0,
[ka2, ka1], k < 0;

min
i, j

max
i, j

y~

y~



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 3, 2015 165

Такиì обpазоì,

y1 = 27х2, y2 = 65x2,

и наконеö, pазäеëенная фоpìа заäанной интеp-
ваëüной функöии

 = [у1, у2] = [27х2, 65х2].

3. Pешение задачи анализа поведения 
интеpвальной функции: сpавнение интеpвалов 

Пеpейäеì к описаниþ упоìянутой pанее (п. 1)
заäа÷и анаëиза повеäения интеpваëüной функöии.
Постановка этой заäа÷и анаëоãи÷на постановке заäа-
÷и анаëиза повеäения обы÷ной äетеpìиниpованной
функöии и вкëþ÷ает, в пеpвуþ о÷еpеäü, отыскание:

— интеpваëов возpастания функöии;
— интеpваëов убывания функöии;
— интеpваëов постоянства зна÷ений функöии;
— то÷ек ìаксиìуìа функöии;
— то÷ек ìиниìуìа функöии.
Кpоìе тоãо, постановка заäа÷и анаëиза повеäе-

ния интеpваëüной функöии ìожет вкëþ÷атü отыска-
ние особых интеpваëов (особых то÷ек) такой функ-
öии. Существование таких интеpваëов (таких то÷ек)
связано с интеpваëüныì хаpактеpоì этой функöии.
У обы÷ных äетеpìиниpованных функöий такие
интеpваëы (то÷ки) отсутствуþт.
О÷евиäно, ÷то pеøение заäа÷ анаëиза повеäения

интеpваëüной функöии тpебует сpавнения зна÷ений
интеpваëов. В связи с этиì ниже кpатко изëожены
основные pезуëüтаты теоpии сpавнения интеpва-
ëов [5, 6].

Pассìотpиì äва интеpваëа  = [а1, а2] и  = [b1,
b2]. Попытаеìся сpавнитü зна÷ения этих интеpва-
ëов, pассìатpивая их как интеpваëüные ÷исëа.

Пpяìое сpавнение интеpваëов  и  на основе от-
ноøений отäеëüных паp вещественных ÷исеë (ai, bj),

ãäе ai ∈ , bj ∈ , не всеãäа возìожно, так как в об-
щеì сëу÷ае оäни паpы ÷исеë буäут нахоäитüся в от-
ноøении (ai > bj), a äpуãие — в пpотивопоëожноì
отноøении (ai < bj). Поэтоìу остается pеаëизоватü
сpавнение интеpваëов на теоpетико-ìножествен-
ноì уpовне, pассìатpивая кажäый интеpваë их как
еäиное öеëое, не äеëиìое на ÷асти. Пpи этоì опе-
pаöии взятия ìаксиìуìа ∨ и ìиниìуìа ∧ äвух ин-

теpваëов = [a1, а2] и  = [b1, b2] ìожно ввести
в виäе сëеäуþщих теоpетико-ìножественных кон-
стpукöий

(8)

Такиì обpазоì, взятие ìаксиìуìа (ìиниìуìа)
äвух интеpваëов  и  опpеäеëяется, соãëасно (8),

как нахожäение ìножества ìаксиìуìов (ìиниìу-
ìов) äвух то÷ных веëи÷ин а и b пpи усëовии, ÷то
эти веëи÷ины пpобеãаþт все возìожные зна÷ения
соответственно из интеpваëов  и . Тепеpü äëя
тоãо, ÷тобы интеpваëы  и  ìожно быëо сpав-
нитü по веëи÷ине, установив их отноøение  l 
иëи  m , нужно, ÷тобы: 1) ввеäенные опеpаöии ∨,
∧ наä этиìи интеpваëаìи существоваëи; 2) эти опе-
pаöии äаваëи в pезуëüтате оäин из опеpанäов — 
иëи ; 3) эти опеpаöии быëи соãëасованы, т. е. ес-
ëи боëüøиì (ìенüøиì) оказывается оäин из ин-
теpваëов, то ìенüøиì (боëüøиì) явëяется äpуãой из
них. Сфоpìуëиpованное усëовие сpавниìости ве-
ëи÷ин интеpваëов явëяется, о÷евиäно, необхоäи-
ìыì и äостато÷ныì.
Нетpуäно äоказатü, ÷то усëовие соãëасованности

опеpаöий ∨ и ∧ наä интеpваëаìи всеãäа выпоëня-
ется. О÷евиäно также, ÷то эти опеpаöии существуþт

äëя ëþбой паpы интеpваëов , , пpи÷еì pезуëüта-
тоì опеpаöии в общеì сëу÷ае оказывается некото-

pый новый интеpваë, отëи÷ный как от , так и от .
Такиì обpазоì, необхоäиìыì и äостато÷ныì ус-

ëовиеì сpавниìости интеpваëов  и  оказывает-

ся усëовие, по котоpоìу опеpаöии  ∨  и  ∧ 
äоëжны иìетü своиì pезуëüтатоì оäин из интеp-

ваëов —  иëи . Из этой фоpìуëиpовки усëовия
сpавниìости интеpваëов вывоäятся pазëи÷ные еãо
констpуктивные фоpìы, уäобные äëя пpакти÷е-
скоãо пpиìенения. Эти фоpìы соäеpжатся в пpи-
веäенных ниже теоpеìах 1—4.

Теоpема 1. Дëя тоãо ÷тобы äва интеpваëа  =

= [a1, a2],  = [b1, b2] быëи сpавниìы по веëи÷ине

и нахоäиëисü в отноøении  l , необхоäиìо и
äостато÷но выпоëнения усëовий

а1 l b1, а2 l b2, (9)

а äëя тоãо ÷тобы эти интеpваëы быëи сpавниìы по
веëи÷ине и нахоäиëисü в отноøении  m , необ-
хоäиìо и äостато÷но выпоëнения усëовий

а1 m b1, а2 m b2. (10)

Из теоpеìы сëеäует, ÷то интеpваëы  и  сpав-
ниìы по веëи÷ине (по отноøениþ l иëи m) и на-
хоäятся в этоì отноøении тоëüко тоãäа, коãäа в
такоì же отноøении нахоäятся их оäноиìенные
ãpаниöы а1, b1 и а2, b2.
Зна÷ение теоpеìы 1 в тоì, ÷то она своäит сpавне-

ние äвух интеpваëов и выбоp боëüøеãо (ìенüøеãо)
из них к о÷евиäной опеpаöии сpавнения ãpаниö
указанных интеpваëов, явëяþщихся вещественныìи
÷исëаìи.

Теоpема 2. Дëя тоãо ÷тобы äва интеpваëа  =

= [а1, а2] и  = [b1, b2] быëи несpавниìы по веëи-

y~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

 ∨  = {a ∨ b |a ∈ , b ∈ },

 ∧  = {а ∧ b |а ∈ , b ∈ }.

a~ b~ a~ b~

a~ b~ a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~
b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~ a~ b~

a~ b~
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b~

a~ b~

a~ b~

a~ b~

a~
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÷ине (по отноøениþ l иëи m), т. е. не нахоäиëисü

в отноøении  l  иëи  m , необхоäиìо и äос-
тато÷но выпоëнения усëовий

(а1 < b1, a2 > b2) иëи (b1 < а1, b2 > а2). (11)

Итак, интеpваëы  и  не сpавниìы по отно-
øенияì l и m тоëüко тоãäа, коãäа оäин из них поë-
ностüþ "накpывает" äpуãой. Зна÷ение теоpеìы 2
в тоì, ÷то она выявëяет существование сëу÷аев не-
сpавниìости интеpваëов по отноøенияì l и m, в от-
ëи÷ие от вещественных ÷исеë, котоpые всеãäа сpав-
ниìы по этиì отноøенияì. Несpавниìостü неко-
тоpых интеpваëов — естественный pезуëüтат тоãо,
÷то интеpваëüные ÷исëа, в отëи÷ие от обы÷ных ве-
щественных ÷исеë, заäаþтся не то÷но, а с неопpе-
äеëенностüþ (÷исëо пpиниìает некотоpое зна÷е-
ние в заäанноì интеpваëе, но пpи этоì не уто÷ня-
ется, какое иìенно это зна÷ение).
Буäеì pассìатpиватü тепеpü систеìу нескоëü-

ких интеpваëов

 = [а11, а12],  = [а21, а22],  = [а31, а32], ...(12)

Сpавнение по отноøенияì l, m зна÷ений ин-
теpваëов выписанной систеìы (12), pассìатpивае-
ìых как интеpваëüные ÷исëа, pеаëизуется в pезуëü-
тате попаpноãо сpавнения указанных интеpваëов,
выпоëняеìоãо в соответствии с теоpеìаìи 1, 2.
Основные pезуëüтаты, поëу÷аеìые этиì путеì, со-
äеpжатся в нижесëеäуþщих теоpеìах 3 и 4.
Теоpема 3. Дëя тоãо ÷тобы в систеìе нескоëüких

интеpваëов виäа (12) существоваë ìаксиìаëüный
интеpваë, котоpый нахоäится со всеìи остаëüныìи
интеpваëаìи в отноøении l, и этиì интеpваëоì
явëяëся , необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы ãpа-
ниöы этоãо интеpваëа быëи pаспоëожены относи-
теëüно оäноиìенных ãpаниö всех остаëüных ин-
теpваëов соãëасно усëовияì

(13)

Теоpема 4. Дëя тоãо ÷тобы в систеìе нескоëüких
интеpваëов виäа (12) существоваë ìиниìаëüный
интеpваë, котоpый нахоäится со всеìи остаëüныìи
интеpваëаìи в отноøении m, и этиì интеpваëоì
явëяëся , необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы ãpа-
ниöы этоãо интеpваëа быëи pаспоëожены относи-
теëüно оäноиìенных ãpаниö всех остаëüных ин-
теpваëов соãëасно усëовияì

(14)

Пpивеäенные выøе теоpеìы 3 и 4 показываþт,
÷то интеpваë явëяется ìаксиìаëüныì (ìиниìаëü-
ныì) в систеìе интеpваëов тоëüко в тоì сëу÷ае,
коãäа ìаксиìаëüны (ìиниìаëüны) еãо нижняя ãpа-
ниöа (сpеäи нижних ãpаниö всех интеpваëов) и еãо
веpхняя ãpаниöа (сpеäи веpхних ãpаниö всех интеp-
ваëов). Естественно, ÷то, как и в сëу÷ае сpавнения

äвух интеpваëов, сpавнение ëþбоãо ÷исëа интеpва-
ëов систеìы не выявит ìаксиìаëüноãо (ìиниìаëü-
ноãо) интеpваëа, есëи вхоäящие в систеìу интеp-
ваëы попаpно не сpавниìы.
До сих поp ìы pассìатpиваëи пpоöеäуpы выäе-

ëения, вообще ãовоpя, нестpоãо ìаксиìаëüноãо
(нестpоãо ìиниìаëüноãо) интеpваëа, основанные
на теоpетико-ìножественных опеpаöиях (8), äëя
вы÷исëения нестpоãоãо ìаксиìуìа (нестpоãоãо ìи-
ниìуìа) äвух интеpваëов. Анаëоãи÷но этоìу вво-
äятся пpоöеäуpы выäеëения стpоãо ìаксиìаëüноãо
(стpоãо ìиниìаëüноãо) интеpваëа, т. е. еäинствен-
ноãо интеpваëа, явëяþщеãося ìаксиìаëüныì (ìи-
ниìаëüныì).
Буäеì с÷итатü pавныìи по опpеäеëениþ совпа-

äаþщие интеpваëы, т. е. äëя интеpваëов  = [a1, a2]
и  = [b1, b2], взятых пpоизвоëüно, усëовие их pа-
венства ввоäится такиì обpазоì:

(  = ) ⇔ (a1 = b1, a2 = b2). (15)

Из выpажения (15) сëеäует, ÷то неpавныìи яв-
ëяþтся интеpваëы, уäовëетвоpяþщие усëовиþ

(  ≠ ) ⇔ (а1 ≠ b1 иëи а2 ≠ b2). (16)

Тепеpü опpеäеëение тоãо, ÷то некотоpый интеp-
ваë  явëяется стpоãо ìаксиìаëüныì из äвух ин-
теpваëов , , ìожно записатü в виäе

(  > ) ⇔ (  ∨  = ,  ∧  = ,  ≠ ), (17)

анаëоãи÷ныì обpазоì, опpеäеëение тоãо, ÷то ин-
теpваë  явëяется стpоãо ìиниìаëüныì из äвух
интеpваëов , , ìожно записатü в виäе

(  < ) ⇔ (  ∨  = ,  ∧  = ,  ≠ ). (18)

Зäесü ∨ и ∧ — теоpетико-ìножественные опеpа-
öии (8) вы÷исëения ìаксиìуìа и ìиниìуìа äвух
интеpваëов.
Из фоpìуëиpовки усëовий (17), (18) сpавниìо-

сти интеpваëов в виäе стpоãих неpавенств ìежäу
ниìи ìожно вывести pазëи÷ные констpуктивные
фоpìы этих усëовий, уäобные äëя пpакти÷ескоãо
пpиìенения. Эти фоpìы соäеpжатся в нижесëеäуþ-
щих теоpеìах 5—8, котоpые поäобны теоpеìаì 1—4,
äаþщиì уäобные констpуктивные фоpìы сpавниìо-
сти äвух интеpваëов в фоpìе нестpоãих неpавенств.
Теоpема 5. Дëя тоãо ÷тобы äва интеpваëа

= [a1, a2],  = [b1, b2] быëи сpавниìы по веëи-

÷ине и нахоäиëисü в отноøении  > , необхоäи-
ìо и äостато÷но выпоëнения усëовий

(а1 > b1, а2 l b2) иëи (а1 l b1, а2 > b2), (19)

а äëя тоãо ÷тобы эти интеpваëы быëи сpавниìы по

веëи÷ине и нахоäиëисü в отноøении  < , необ-
хоäиìо и äостато÷но выпоëнения усëовий

(a1 < b1, а2 m b2) иëи (a1 m b1, а2 < b2). (20)
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Из утвеpжäения теоpеìы сëеäует, ÷то интеpваëы
 и  сpавниìы по веëи÷ине (по отноøениþ >

иëи <) и нахоäятся в указанноì отноøении тоëüко
тоãäа, коãäа в тоì же отноøении нахоäятся их
нижние ãpаниöы а1, b1 (пpи этоì веpхние ãpаниöы
а2, b2 нахоäятся в соответствуþщеì нестpоãоì отно-
øении — äëя > это l, а äëя < это m) иëи их веpхние
ãpаниöы а2, b2 (пpи этоì нижние ãpаниöы а1, b1 на-
хоäятся в соответствуþщеì нестpоãоì отноøении).

Теоpема 6. Дëя тоãо ÷тобы äва интеpваëа  =

[а1, а2] и  = [b1, b2] быëи не сpавниìы по веëи-

÷ине (по отноøениþ > иëи <), т. е. не нахоäиëисü

в отноøении  >  иëи  < , необхоäиìо и äос-
тато÷но выпоëнения усëовий

(а1 < b1, а2 > b2) иëи (b1 < а1, b2 > а2)

иëи (а1 = b1, a2 = b2). (21)

Итак, интеpваëы  и  не сpавниìы по отноøе-
нияì > и < тоëüко в тех сëу÷аях, коãäа оäин из них
поëностüþ "накpывает" äpуãой ëибо коãäа интеp-
ваëы pавны ìежäу собой. Зна÷ение теоpеìы 6 со-
стоит в тоì, ÷то она выявëяет существование сëу-
÷аев несpавниìости интеpваëов по отноøенияì
> и < äаже тоãäа, коãäа сpавниваеìые интеpваëы
не pавны ìежäу собой, а тоëüко "накpываþт" оäин
äpуãой. Эта ситуаöия существенно отëи÷ается от си-
туаöии со сpавнениеì вещественных ÷исеë, ãäе не-
pавные ÷исëа всеãäа сpавниìы по отноøенияì > и <.

Pассìотpиì тепеpü систеìу нескоëüких интеp-
ваëов виäа (12). Сpавнение по отноøенияì > и <
веëи÷ин интеpваëов систеìы (12), pассìатpиваеìых
как интеpваëüные ÷исëа, pеаëизуется путеì попаp-
ноãо сpавнения этих интеpваëов в соответствии
с теоpеìаìи 5 и 6. Основные pезуëüтаты, поëу÷ае-
ìые этиì путеì, изëожены ниже в теоpеìах 7, 8.
Теоpема 7. Дëя тоãо ÷тобы в систеìе нескоëüких

интеpваëов виäа (12) существоваë ìаксиìаëüный
интеpваë, котоpый нахоäится со всеìи остаëüныìи
интеpваëаìи в отноøении >, и этиì интеpваëоì
явëяëся , необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы ãpа-
ниöы этоãо интеpваëа быëи pаспоëожены относи-
теëüно оäноиìенных ãpаниö всех остаëüных ин-
теpваëов соãëасно усëовияì

(22)

Теоpема 8. Дëя тоãо ÷тобы в систеìе нескоëüких
интеpваëов виäа (12) существоваë ìиниìаëüный
интеpваë, котоpый нахоäится со всеìи остаëüныìи
интеpваëаìи в отноøении <, и этиì интеpваëоì
явëяëся , необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы ãpа-
ниöы этоãо интеpваëа быëи pаспоëожены относи-

теëüно оäноиìенных ãpаниö всех остаëüных ин-
теpваëов соãëасно усëовияì

(23)

4. Pешение задачи анализа поведения 
интеpвальной функции.

Основные теоpемы и алгоpитм

В пpеäыäущеì pазäеëе ìы изëожиëи вспоìоãа-
теëüный äëя заäа÷и анаëиза повеäения интеpваëü-
ной функöии ìатеpиаë, связанный со сpавнениеì
интеpваëüных веëи÷ин. Тепеpü ìы зайìеìся собст-
венно анаëизоì повеäения интеpваëüных функöий.

Pассìотpиì пpоизвоëüнуþ интеpваëüнуþ функ-
öиþ (2). Буäеì с÷итатü, ÷то эта функöия заäана в
pазäеëенноì виäе (5), (6). Это не оãpани÷ивает общ-
ности pассìотpения, так как функöия, заäанная в
неpазäеëенноì виäе, всеãäа ìожет бытü пpивеäена
к pазäеëенноìу виäу (сì. п. 2). Буäеì также с÷итатü,
÷то нижняя и веpхняя ãpани÷ные функöии наøей
интеpваëüной функöии непpеpывны и äиффеpен-
öиpуеìы. Сфоpìуëиpуеì усëовия, пpи котоpых за-
äанная функöия возpастает, убывает, остается по-
стоянной, äостиãает ìаксиìуìа (ìиниìуìа), веäет
себя иныì, отëи÷ныì от указанных, способоì.
По анаëоãии с обы÷ныìи (äетеpìиниpованныìи)

функöияìи [1] ìы ввеäеì понятия возpастания,
убывания, постоянства, ìаксиìуìа и ìиниìуìа
интеpваëüной функöии.

Опpеделение 1. Интеpваëüная функöия  = (х)
называется возpастаþщей на интеpваëе (а, b), есëи
äëя ëþбых x1 и x2 из äанноãо интеpваëа, äëя котоpых

x1 < x2, выпоëняется неpавенство (x1) < (x2).

Опpеделение 2. Интеpваëüная функöия  = (х)
называется убываþщей на интеpваëе (а, b), есëи äëя
ëþбых x1 и x2 из äанноãо интеpваëа, äëя котоpых

x1 < x2, выпоëняется неpавенство (x1) > (x2).

Опpеделение 3. Интеpваëüная функöия  = (х)
называется постоянной на интеpваëе (а, b), есëи äëя
ëþбых x1 и x2 из упоìянутоãо интеpваëа, äëя кото-

pых x1 < x2, выпоëняется неpавенство (x1) = (x2).

Опpеделение 4. То÷ка х = х0 называется то÷кой

ìаксиìуìа интеpваëüной функöии  = (x), а ÷исëо

(х0) — ìаксиìуìоì указанной функöии, есëи äëя
всех то÷ек х из некотоpой окpестности то÷ки х0, не
совпаäаþщих с х0, истинно стpоãое неpавенство

(х0) > (х).
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Опpеделение 5. То÷ка х = х0 называется то÷кой ìи-

ниìуìа интеpваëüной функöии  = (x), а ÷исëо

(х0) — ìиниìуìоì этой функöии, есëи äëя всех
то÷ек х из некотоpой окpестности то÷ки х0, не сов-
паäаþщих с х0, выпоëняется стpоãое неpавенство

(х0) < (х).
Ввеäеì тепеpü понятия pасøиpения и сужения

интеpваëüной функöии, котоpые не пpиìениìы к
обы÷ныì (äетеpìиниpованныì) функöияì.

Опpеделение 6. Интеpваëüная функöия  = (х)
называется pасøиpяþщейся на интеpваëе (а, b),
есëи äëя ëþбых то÷ек x1 и x2 из этоãо интеpваëа,

äëя котоpых x1 < x2, интеpваë (x2) поëностüþ "на-

кpывает" интеpваë (x1).

Опpеделение 7. Интеpваëüная функöия  = (x)
называется сужаþщейся на интеpваëе (а, b), есëи
äëя ëþбых x1 и x2 из указанноãо интеpваëа, äëя ко-

тоpых x1 < x2, интеpваë (x1) поëностüþ "накpы-

вает" интеpваë (x2).
Опpеделение 8. То÷ку х = х0 буäеì называтü то÷-

кой ìаксиìаëüноãо pасøиpения интеpваëüной

функöии  = (x), а ÷исëо D(х0) = f2(х0) – f1(х0) —
ìаксиìаëüной øиpиной указанной функöии, есëи
äëя всех то÷ек х из некотоpой окpестности то÷ки

х0, не совпаäаþщих с х0, интеpваë (х0) поëно-

стüþ "накpывает" интеpваë (х).
Опpеделение 9. То÷ку х = х0 буäеì называтü то÷-

кой ìаксиìаëüноãо сужения интеpваëüной функöии

 = (x), а ÷исëо d(х0) = f2(х0) – f1(х0) — ìиниìаëü-

ной øиpиной функöии (х), есëи äëя всех то÷ек х
некотоpой окpестности то÷ки х0, не совпаäаþщих

с х0, интеpваë (х) поëностüþ "накpывает" (х0).
Сфоpìуëиpуеì и äокажеì усëовия, котоpые оп-

pеäеëяþт то иëи иное повеäение интеpваëüной
функöии.
Теоpема 9. Дëя тоãо ÷тобы интеpваëüная функ-

öия  = (x) явëяëасü возpастаþщей на интеpваëе
(а, b), необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы на указан-
ноì интеpваëе ее нижняя ãpани÷ная функöия f1(x)
быëа возpастаþщей, а веpхняя ãpани÷ная функöия
f2(х) — неубываþщей ëибо, наобоpот, функöия
f2(х) быëа возpастаþщей, а функöия f1(х) — неубы-
ваþщей.
Доказательство. Пpеäставиì наøу функöиþ
= (х) в интеpваëüной фоpìе (5):  = [ f1(х), f2(х)].

Возpастание этой функöии на интеpваëе (а, b), со-
ãëасно опpеäеëениþ (1), озна÷ает, ÷то äëя ëþбых
x1, x2 из этоãо интеpваëа, таких, ÷то x1 < x2, выпоë-

няется неpавенство [ f1(x1), f2(x1)] < [ f1(x2), f2(x2)],
котоpое, соãëасно теоpеìе 5, пpивоäит к äвуì воз-
ìожныì ваpиантаì:

f1(x1) < f1(x2), f2(x1) m f2(x2)
иëи f1(x1) < f1(x2), f2(x1) m f2(x2).

Итак, веpно оäно из äвух: ëибо на всеì интеp-
ваëе (а, b) нижняя ãpани÷ная функöия f1(х) интеp-
ваëüной функöии  = (x) явëяется возpастаþщей,
а ее веpхняя ãpани÷ная функöия f2(х) — неубываþ-
щей, ëибо, наобоpот, f2(х) явëяется возpастаþщей,
а f1(х) — неубываþщей, ÷то и тpебоваëосü äоказатü.
Теоpема 10. Дëя тоãо ÷тобы интеpваëüная функ-

öия  = (x) быëа убываþщей на интеpваëе (а, b),
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы на этоì интеpваëе
ее нижняя ãpани÷ная функöия f1(х) быëа убываþ-
щей, а веpхняя ãpани÷ная функöия f2(х) — невоз-
pастаþщей ëибо, наобоpот, функöия f2(х) быëа
убываþщей, а функöия f1(х) — невозpастаþщей.
Доказательство анаëоãи÷но äоказатеëüству тео-

pеìы 9, оäнако испоëüзует опpеäеëение 2 вìесто
опpеäеëения 1.
Теоpема 11. Дëя тоãо ÷тобы интеpваëüная функ-

öия  = (х) быëа постоянной на интеpваëе (а, b),
необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы на этоì интеpваëе
ее нижняя f1(х) и веpхняя f2(х) ãpани÷ные функöии
быëи постоянныìи.
Доказательство сëеäует напpяìуþ из опpеäеëе-

ния интеpваëа как ìножества всех вещественных
÷исеë ìежäу заäанныìи äвуìя ÷исëаìи — ãpани-
öаìи интеpваëа, вкëþ÷ая и саìи эти ãpаниöы.
Теоpема 12. Дëя тоãо ÷тобы то÷ка х = х0 быëа то÷-

кой ìаксиìуìа интеpваëüной функöии  = (x),
а ÷исëо (х0) — ìаксиìуìоì этой функöии, необ-
хоäиìо и äостато÷но, ÷тобы в этой то÷ке äостиãаëа
ìаксиìуìа ее нижняя ãpани÷ная функöия f1(x) и
не äостиãаëа ìиниìуìа ее веpхняя ãpани÷ная функ-
öия f2(х) иëи äостиãаëа ìаксиìуìа ее веpхняя ãpа-
ни÷ная функöия f2(х) и не äостиãаëа ìиниìуìа ее
нижняя ãpани÷ная функöия f1(x).
Доказательство. Пpеäставиì наøу функöиþ
= (х) в интеpваëüной фоpìе (5):  = [ f1(х), f2(х)].

Существование ìаксиìуìа этой функöии в то÷ке
х = х0 по опpеäеëениþ 4 озна÷ает, ÷то äëя всех то÷ек х
из некотоpой окpестности то÷ки х0, не совпаäаþщих
с х0, выпоëняется неpавенство (х0) > (х) иëи в ин-
теpваëüной фоpìе [ f1(х0), f2(х0)] > [ f1(x), f2(x)]. По-
сëеäнее неpавенство, соãëасно теоpеìе 5, эквива-
ëентно усëовиþ

(f1(х0) > f1(x), f2(х0) l f2(x))
иëи (f1(х0) l f1(х), f2(х0) > f2(х)).

Усëовия ëевой скобки показываþт, ÷то в то÷ке х0
функöия f1(х) обpащается в ìаксиìуì, а функöия
f2(х) не обpащается в ìиниìуì. Усëовия же пpавой
скобки показываþт, ÷то в то÷ке х0 функöия f2(х)
обpащается в ìаксиìуì, а функöия f1(x) не обpа-
щается в ìиниìуì. Что и тpебоваëосü äоказатü.
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Теоpема 13. Дëя тоãо ÷тобы то÷ка х = х0 быëа
то÷кой ìиниìуìа интеpваëüной функöии  = (x),
а ÷исëо (х0) — ìиниìуìоì этой функöии, необ-
хоäиìо и äостато÷но, ÷тобы в этой то÷ке äостиãаëа
ìиниìуìа ее нижняя ãpани÷ная функöия f1(x) и не
äостиãаëа ìаксиìуìа ее веpхняя ãpани÷ная функ-
öия f2(х) иëи äостиãаëа ìиниìуìа ее веpхняя ãpа-
ни÷ная функöия f2(х) и не äостиãаëа ìаксиìуìа ее
нижняя ãpани÷ная функöия f1(х).
Доказательство теоpеìы 13 анаëоãи÷но äоказа-

теëüству теоpеìы 12, но испоëüзует опpеäеëение 5.
Теоpема 14. Дëя тоãо ÷тобы интеpваëüная функ-

öия  = (x) быëа pасøиpяþщейся на интеpваëе
(а, b), необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы на этоì ин-
теpваëе быëа убываþщей ее нижняя ãpани÷ная
функöия f1(x) и быëа возpастаþщей ее веpхняя ãpа-

ни÷ная функöия f2(х).

Доказательство. Дëя ëþбых x1, x2 из интеpваëа

(а, b), таких, ÷то x1 < x2, в сиëу pасøиpения функ-

öии f на этоì интеpваëе äоëжно выпоëнятüся сëе-

äуþщее усëовие: интеpваë (x2) поëностüþ "накpы-

вает" интеpваë (x1). Выpажая эти интеpваëы явно

в интеpваëüной фоpìе (x1) = [ f1(x1), f1(x1)], (x2) =

= [ f2(x1), f2(x2)], иìееì усëовие "накpытия" интеp-

ваëов f1(x2) < f1(x1); f2(x2) > f2(x1).

Пеpвое неpавенство показывает, ÷то функöия f1(x)
явëяется убываþщей, а втоpое — ÷то функöия f2(х)
возpастаþщая. Что и тpебоваëосü äоказатü.
Теоpема 15. Дëя тоãо ÷тобы интеpваëüная функ-

öия  = (х) быëа сужаþщейся на интеpваëе
(а, b), необхоäиìо и äостато÷но, ÷тобы на этоì ин-
теpваëе быëа убываþщей ее веpхняя ãpани÷ная
функöия f2(х) и быëа возpастаþщей ее нижняя ãpа-
ни÷ная функöия f1(x).
Доказательство анаëоãи÷но äоказатеëüству тео-

pеìы 14.
Теоpема 16. Дëя тоãо ÷тобы то÷ка х = х0 явëяëасü

то÷кой ìаксиìаëüноãо pасøиpения интеpваëüной
функöии  = (x), а ÷исëо D(х0) = f2(х0) – f1(х0) —
ìаксиìаëüной øиpиной этой функöии, необхоäиìо
и äостато÷но, ÷тобы в некотоpой окpестности то÷ки
х0 сëева функöия  = (х) быëа pасøиpяþщейся,
а в некотоpой окpестности то÷ки х0 спpава она бы-
ëа сужаþщейся.
Теоpема 17. Дëя тоãо ÷тобы то÷ка х = х0 явëя-

ëасü то÷кой ìаксиìаëüноãо сужения интеpваëüной
функöии  = (x), а ÷исëо d(х0) = f2(х0) – f1(х0) —
ìиниìаëüной øиpиной указанной функöии, необ-
хоäиìо и äостато÷но, ÷тобы в некотоpой окpест-
ности то÷ки х0 сëева функöия  = (х) быëа су-
жаþщейся, а в некотоpой окpестности то÷ки х0
спpава она быëа pасøиpяþщейся.

Доказательства теоpеì 16, 17 вытекаþт пpяìо
из опpеäеëений 8, 9 то÷ек ìаксиìаëüноãо pасøи-
pения и сужения интеpваëüной функöии.
Анаëиз повеäения интеpваëüной функöии  =

= (х), как показывает изëоженный в этоì pазäеëе
ìатеpиаë, всеãäа своäится к анаëизу повеäения äвух
обы÷ных äетеpìиниpованных функöий: нижней f1(x)
и веpхней f2(х) ãpани÷ных функöий функöии

(x). Это позвоëяет испоëüзоватü äëя анаëиза по-
веäения интеpваëüных функöий хоpоøо известные
и pазpаботанные ìетоäы анаëиза повеäения обы÷-
ных (äетеpìиниpованных) функöий, основанные
на испоëüзовании кëасси÷ескоãо äиффеpенöиаëü-
ноãо ис÷исëения [1]. Пpи этоì аëãоpитì анаëиза
повеäения пpоизвоëüной интеpваëüной функöии
ìожет бытü описан сëеäуþщиì обpазоì.
Шаг 1. Пpовеpка фоpìы, в котоpой пpеäстав-

ëена заäанная интеpваëüная функöия  = (x),
поäëежащая анаëизу. Есëи эта фоpìа неpазäеëенная,
т. е. не иìеþщая виäа интеpваëа  = [y1, y2] =
= [ f1(x), f2(x)], ãäе y1 = f1(x) и y2 = f2(x) — соответ-
ственно нижняя и веpхняя ãpани÷ные функöии за-
äанной интеpваëüной функöии, то пеpехоä к øаãу 2.
Есëи она pазäеëенная, т. е. иìеþщая указанный
виä, то пеpехоä к øаãу 3.
Шаг 2. Пpивеäение функöии  = (x) из не-

pазäеëенноãо виäа к pазäеëенноìу с поìощüþ ос-
новных фоpìуë интеpваëüной ìатеìатики (7)
(пpиìеp 1).
Шаг 3. Анаëиз повеäения нижней ãpани÷ной

функöии у1 = f1(x) интеpваëüной функöии  = (х)
с поìощüþ известных ìетоäов анаëиза повеäения
обы÷ных (äетеpìиниpованных) функöий на осно-
ве кëасси÷ескоãо äиффеpенöиаëüноãо ис÷исëения.
В хоäе этоãо анаëиза устанавëиваеì интеpваëы
возpастания и убывания функöии f1, а также то÷ки
ее ìаксиìуìов и ìиниìуìов.
Шаг 4. Анаëиз повеäения веpхней ãpани÷ной

функöии у2 = f2(х) наøей интеpваëüной функöии.
Он выпоëняется теìи же ìетоäаìи и по той же
пpоãpаììе, ÷то и пpеäыäущий øаã.
Шаг 5. Составëение своäной табëиöы повеäе-

ния обеих ãpани÷ных функöий y1 = f1(x), y2 = f2(x)
(сì. табëиöу) путеì запоëнения в ней пеpвых тpех
стpок, в соответствии с pезуëüтатоì анаëиза пове-
äения функöий f1(x) и f2(х) (øаãи 3, 4). 
Шаг 6. Анаëиз своäной табëиöы с поìощüþ

теоpеì 9—15, позвоëяþщих иäентифиöиpоватü по-
сëеäоватеëüные интеpваëы (–∞, x1), (x1, x2), ...,
(xn – 1, хn), (хn, ∞) в ней как интеpваëы возpастания,
убывания, pасøиpения иëи сужения анаëизиpуе-
ìой интеpваëüной функöии  = (x), а пpоìежу-
то÷ные то÷ки x1, x2, ..., хn ìежäу интеpваëаìи как
то÷ки ìаксиìуìа (ìиниìуìа) функöии  = (x)
иëи то÷ки ìаксиìуìа (ìиниìуìа) ее pасøиpения
иëи сужения. Напpиìеp, есëи на некотоpоì интеp-
ваëе (хi, хi + 1) функöия f2(х) возpастает, а на сосеä-
неì интеpваëе (хi + 1, хi + 2) она убывает, так ÷то в
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то÷ке хi + 1 она ìаксиìаëüна, и пpи этоì функöия
f1(x) на обоих интеpваëах постоянная, то соãëасно
теоpеìаì 9, 10, 12 интеpваëüная функöия  = (x)
на интеpваëе (хi, хi + 1) возpастает, в то÷ке хi + 1 äос-
тиãает ìаксиìуìа, затеì на интеpваëе (хi + 1, хi + 2)
убывает.
Посëе выпоëнения øаãа 6 запоëняется ÷етвеp-

тая стpока своäной табëиöы повеäения, и на этоì
анаëиз повеäения заäанной интеpваëüной функ-
öии закан÷ивается. Хаpактеpный возìожный виä
÷етвеpтой стpоки показан в своäной табëиöе пове-
äения интеpваëüной функöии. По pезуëüтатаì ана-
ëиза ìожно вы÷еpтитü ãpафик интеpваëüной функ-
öии  = (x).

Заключение

В настоящей pаботе pазpаботаны систеìати÷е-
ские ìетоäы pеøения заäа÷ pас÷ета и анаëиза по-
веäения неäетеpìиниpованных функöий интеp-
ваëüноãо типа, с поìощüþ котоpых функöии оп-
pеäеëяþтся с то÷ностüþ äо интеpваëа возìожных

зна÷ений. В ка÷естве ìатеìати÷ескоãо аппаpата
испоëüзованы интеpваëüная аëãебpа и äиффеpен-
öиаëüные хаpактеpистики веpхней и нижней ãpа-
ниö изу÷аеìых интеpваëüных функöий, котоpые в
совокупности ìожно pассìатpиватü как спеöиаëü-
ное äиффеpенöиаëüное ис÷исëение äëя нето÷но
заäаваеìых функöий интеpваëüноãо типа.
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y~ f~

Сводная таблица поведения интервальной функции

y (–∞, x) x1 (x1, x2) x2 (x2, x3) x3 (x3, x4) ... (xn – 1, xn) xn (xn, ∞)

y1 = f1(x) Моно-
тонная  

То÷ка
возìожноãо 
экстреìуìа 
f1 иëи f2

Моно-
тонная  

То÷ка
возìожноãо 
экстреìуìа 

f1 иëи f2

Моно-
тонная  

То÷ка
возìожноãо 
экстреìуìа 

f1 иëи f2

Моно-
тонная  

... Моно-
тонная  

То÷ка
возìожноãо
экстреìуìа

f1 иëи f2

Моно-
тонная  

y2 = f2(x) Моно-
тонная

То÷ка
возìожноãо 
экстреìуìа 
f1 иëи f2

Моно-
тонная

То÷ка
возìожноãо 
экстреìуìа 

f1 иëи f2

Моно-
тонная

То÷ка воз-
ìожноãо 
экстреìуìа 

f1 иëи f2

Моно-
тонная

... Моно-
тонная

То÷ка
возìожноãо
экстреìуìа 

f1 иëи f2

Моно-
тонная

 = (x)
Возрас-
таþщая

То÷ка
ìаксиìуìа

Убыва-
þщая

То÷ка
ìиниìуìа

Расøи-
ряþ-
щаяся

То÷ка ìак-
сиìаëüноãо 
расøирения

Сужаþ-
щаяся

... Сужаþ-
щаяся

То÷ка ìак-
сиìаëüноãо
сужения

Расøи-
ряþ-
щаяся

y~ f~

y~ f~

The existing approaches to system optimization under uncertainty are considered. The problem of calculating and analyzing the
dynamics of function which specified up to interval. To solve this problem it is reduced to the corresponding problems for the upper
and lower boundary functions of the original function. We use the technique of interval mathematics and interval-differential calculus.
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