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Нечеткие диффеpенциальные уpавнения в задачах упpавления.
Часть I

Введение

Оäниì из основных pазäеëов совpеìенной пpи-
кëаäной науки явëяется та ее ÷астü, котоpая посвя-
щена pеøениþ ÷етких (тpаäиöионных) обыкно-
венных и в ÷астных пpоизвоäных уpавнений, ис-
поëüзуеìых äëя описания pазëи÷ных коìпонент
систеì упpавëения. С оäной стоpоны, ìетоäы pеøе-
ния этих уpавнений äостато÷но хоpоøо pазвиты,
поëу÷ено ìноãо пpакти÷еских pезуëüтатов, а от-
äеëüные их pазäеëы äавно воøëи в состав соответ-
ствуþщих куpсов унивеpситетов [1—3]. С äpуãой
стоpоны, в настоящее вpеìя øиpоко испоëüзуется
теоpия не÷етких ìножеств пpи pеøении pазнооб-
pазных не÷етких пpикëаäных заäа÷. Созäаны pаз-
ëи÷ные не÷еткие ìоäеëи объектов упpавëения [4, 5],
pазpаботаны и внеäpены аëãоpитìы и техни÷еские
сpеäства ëоãи÷ескоãо не÷еткоãо упpавëения [6, 7],
созäаны основы не÷еткой теоpии веpоятностей,
сëу÷айных пpоöессов и ìатеìати÷еской статисти-
ки [8, 9]. В ÷астности, pазpаботаны аëãоpитìы не-
÷еткоãо оöенивания, пpовеpки не÷етких тестов,
pеøения не÷етких pеãpессионных заäа÷ [10, 11].
В статüе пpиняты сëеäуþщие обозна÷ения: хн —

не÷еткий эëеìент; ϕн(t) — не÷еткая функöия (ото-
бpажение) äëя оäноãо пеpеìенноãо и ϕн(t, x, ..., z)
äëя ìноãих пеpеìенных; (t) — не÷еткая пpоиз-
воäная, а соответствуþщий ей тип обозна÷ается
веpхниì инäексоì, напpиìеp,  — не÷еткая пpо-
извоäная Seikkala (Ceйккаëа) и äp.

1. Базовые опpеделения

1.1. Функция пpинадлежностей. В теоpии не÷ет-
ких ìножеств оäниì из базовых понятий явëяется
опpеäеëение пpинаäëежности эëеìента х некото-
pоìу ìножеству Х(х ∈ X ⊂ R1). В зависиìости от
типа ìножества (÷еткое иëи не÷еткое) обозна÷ение
х ∈ X фоpìаëизуется с поìощüþ хаpактеpисти÷е-
ской функöии r *(х), х ∈ X ⊂ R1, r ∈ {0; 1} äëя ÷ет-
коãо эëеìента х и функöии пpинаäëежностей r(х),

x = хн ∈ Х, r ∈ [0; 1] äëя не÷еткоãо эëеìента хн. Они
опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì:

r *(x) = 

r(x) = 

ãäе r(x) —ìноãозна÷ная функöия с (х), (х)-"ëе-
вой" и "пpавой" оäнозна÷ныìи функöияìи (ветвяìи)
соответственно относитеëüно r(хн) = 1, обëаäаþщая
заäанныìи свойстваìи, котоpые буäут пpеäставëе-
ны äаëее. Иноãäа äëя r(х) испоëüзуþт обозна÷ение

r(х) = 

ãäе rL(•)-"ëевая" (Left — анãë.) ветвü, rR(•)-"пpа-
вая" (Right — анãë.) ветвü.
Часто äëя r(х) испоëüзуется еãо уpовневое пpеä-

ставëение с пpиìенениеì обpатноãо отобpажения
r–1(x):

r–1(х) = х(r) = ( (r), (r)|r ∈ [0; 1]). 

Такиì обpазоì, в сиìвоëи÷еской фоpìе иìееì:

x ∈ X ⊂ R1 

Совокупностü не÷етких эëеìентов {хн} заäает не-
÷еткое ìножество Хн. Дëя обозна÷ения хн иноãäа ис-
поëüзуется öепо÷ка эквиваëентных пpеäставëений:

хн ⇔ r(х), r ∈ [0; 1] ⇔ ( (х), (х)| ,  ∈ [0; 1]) ⇔

⇔ (rL(x), rR(x)|rL, rR ∈ [0; 1]) ⇔ ( (r), (r)|r ∈ [0; 1]), 

ãäе (•), (•) — обpатные отобpажения соответ-
ственно äëя (х), (х).

1.2. Нечеткие числа. В зависиìости от фоpìы
r(х) pазëи÷аþт сëеäуþщие типы не÷етких ÷исеë:

(i) не÷еткое "тpеуãоëüное" ÷исëо хн; 
(ii) не÷еткое "обобщенное" ÷исëо ун; 
(iii) не÷еткое "сиëüное" (strong — анãë.) ÷исëо uн; 
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(iv) не÷еткое "сëабое" (weak — анãë.) ÷исëо δн; 
(v) не÷еткое "оäино÷ное" (singlton — анãë.) ÷исëо.
(i) Нечеткое "тpеугольное" число хн опpеäеëяется

посpеäствоì тpех ÷исеë а1 < а2 < а3, ai ∈ R1, i = .
Гpафик r(х) äëя хн в кооpäинатной пëоскости (х, r)
иìеет фоpìу тpеуãоëüника с основаниеì supp хн =
= [а1, а3], а высота еãо исхоäит из то÷ки с кооpäи-
натаìи (х = а2, r = 0). Дëя хн в этоì сëу÷ае пpиняты
сëеäуþщие эквиваëентные обозна÷ения: 

хн = (а1|а2|а3) ⇔ ( (х) = (х – а1)(а2 – а1)
–1, (х) =

= (–х + а3)(а3 – а2)
–1|r ∈ [0; 1]) ⇔ ( (r) =

= (а2 – a1)r + a1, (r) = (а2 – а3)r + а3|r ∈ [0; 1]), 

т. е. зависиìости (•), (•), (•), (•) явëяþтся
ëинейныìи. Поëаãаþт, ÷то есëи a1 l 0, то хн l 0;
есëи а3 m 0, то хн m 0.

(ii) Нечеткое "обобщенное" число ун опpеäеëя-
ется анаëоãи÷но ÷исëу хн (п. (i)), но отëи÷ается от
неãо кусо÷но-неëинейныì типоì зависиìости r(у).
Относитеëüно r(у) поëаãается выпоëнение сëеäуþ-
щих свойств:

r(у) поëунепpеpывна свеpху;
(у) ìонотонно возpастает;
(у) ìонотонно убывает;

äëя обpатных отобpажений (r) m (r).
Дëя не÷еткоãо "тpеуãоëüноãо" ÷исëа все эти свой-

ства выпоëняþтся, так как r(х) явëяется кусо÷но-
ëинейной зависиìостüþ, поэтоìу о÷евиäно, ÷то
r(у) явëяется обобщениеì хн.
Есëи хотя бы оäно из пеpе÷исëенных выøе

свойств относитеëüно r(у) не выпоëняется, то ун не
явëяется не÷еткиì ÷исëоì. В ÷астности, есëи r(у)
иìеет в основании оäин из уãëов боëüøе 90°, то такое
ун не явëяется не÷еткиì ÷исëоì.

(iii) Нечеткое "сильное" число uн иìеет функ-
öиþ пpинаäëежностей r(u) всеãäа с остpыìи уãëа-
ìи пpи ее основании. В этоì сëу÷ае оно совпаäает
с хн иëи с ун.

(iv) Нечеткое "слабое" число δн появëяется в сëу-
÷ае, коãäа оäин из уãëов в основании функöии пpи-
наäëежностей r(δ) боëüøе 90°. В этоì сëу÷ае δн фоp-
ìаëüно не явëяется не÷еткиì ÷исëоì, так как отно-
ситеëüно r(δ) не выпоëняется свойство (r) m (r).
Тоãäа испоëüзуется сëеäуþщая ìоäификаöия не-
÷еткоãо ÷исëа:

δн = (min{ (r), (r), δ(r = 1)},

max{ (r), (r), δ (r = 1)}|r ∈ [0; 1]),

котоpуþ пpинято называтü "сëабое" не÷еткое ÷исëо.
Возникновение этих ÷исеë связано с pазëи÷ныìи
неëинейныìи пpеобpазованияìи наä "сиëüныìи"
÷исëаìи. Эта ситуаöия возникает пpи pеøении не-
÷етких ëинейных систеì аëãебpаи÷еских уpавне-
ний [12], не÷етких неëинейных äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений [13] и т. ä.

(v) Нечеткое "одиночное" число zн возникает в
сëу÷ае необхоäиìости пpеäставëения ÷еткоãо ÷исëа

в не÷етких теpìинах. Функöия пpинаäëежностей
r(z) иìеет виä

r(z) = singl(t – z) = 

t, z ∈ R1

иëи возìожно эквиваëентное пpеäставëение

zн = ( (r) = (r)|r ∈ [0; 1]).

1.3. Нечеткая функция (отобpажение) ун(x). Это
отобpажение не÷еткой обëасти (ìножества) X в не-
÷еткуþ обëастü (ìножество) зна÷ений Y c функöией
пpинаäëежностей ry(х)

X  х  y ∈ Y, 

ãäе х = (x1, ..., хn), у = (у1, ..., уn).
Отобpажение ун(х) опpеäеëяет не÷еткуþ вектоp-

функöиþ вектоpноãо аpãуìента. Пpи х = (x1, ..., хn),
у = у1 отобpажение опpеäеëяет не÷еткуþ функöиþ
ìноãих пеpеìенных, а пpи х = x1, у = у1 отобpаже-
ние ун(х) опpеäеëяет не÷еткуþ функöиþ оäноãо
пеpеìенноãо. На pис. 1.1 изобpажена не÷еткая функ-
öия ун(х) с функöией пpинаäëежностей ry(х ≡ r(х, у)).

2. Нечеткие вычисления

2.1. Аpифметические опеpации *= ("+"; "-"; "x:"; ":").
Эти опеpаöии тpактуþтся как спеöиаëüный тип
отобpажения f не÷етких ìножеств А1, ..., Аn с ìноãо-
ìеpной функöией пpинаäëежностей rA(x1, ..., хn) —
пpинöип pасøиpения в не÷еткое ìножество В:

f : A = A1 Ѕ ... Ѕ Аn  B ⇔

⇔ rB(у) = f (rA(x1, ..., хn)) = rA(x1, ..., xn) =

= min( (x1), ..., (xn)). (2.1)

1 3,

r r
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В ÷астности, äëя äвух тpеуãоëüных не÷етких ÷и-
сеë x1н, x2н иìееì 

ун = x1н*x2н ⇔ rB(у) =

= min( (x1), (x2)) ⇔ rB(у) =

= (2.2)

ãäе Σ, ∫ — сиìвоëы пpеäставëения не÷еткоãо ÷исëа

rB(у) в виäе объеäинения паp { (x1)|rB(у)}.

Пpи заäании не÷етких тpеуãоëüных ÷исеë в
фоpìе x1н = (а11|а12|а13), x2н = (а21|а22|а23) аpифìе-
ти÷еские опеpаöии "*" äëя них опpеäеëяþтся в сëе-
äуþщеì виäе:

хн = x1н*x2н =

= (а1 = a11*а21|а2 = а12*а22|а3 = а13*а23). (2.3)

Пpимеp 2.1. Иìееì:

x1н = (x) = max(1 – 0,5|х – 5|; 0) ⇔

⇔ x1н = (а11 = 3|а12 = 5|а13 = 7);

x2н = (х) = max(1 – |x – 2|; 0) ⇔

⇔ x2н = (а21 = 1|а22 = 2|а23 = 3),

тоãäа в соответствии с фоpìуëой (2.3), напpиìеp,
äëя опеpаöии "+" поëу÷иì:

хн = (а1|а2|а3) = (a1 = a11 + а21 = 3 + 1 = 4|а2 =
= а12 + а22 = 5 + 2 = 7|а3 = а13 + а23 = 7 + 3 = 10). 

Анаëоãи÷ный pезуëüтат сëеäует из фоpìуëы (2.2)

rB(у) = ∫ |rB(у) = (x) + (x) =

= max 1 – |y – 7|; 0 .

Найäеì pезуëüтат опеpаöии "+" из (2.1). Он по-
ëу÷ается из ãеоìетpи÷еских постpоений с испоëü-
зованиеì поøаãовых пpоöеäуp äëя тpеуãоëüных
функöий пpинаäëежностей.
Шаг 1. В пëоскости с (x1, x2) стpоится ìножество

А = А1 Ѕ A2, ãäе "Ѕ" — сиìвоë äекаpтовоãо пpоизве-

äения; А1 = x1н = (x1), A2 = x2н = (x2)),

и затеì в кооpäинатах (x1, x2, rA(x1, x2)) стpоится
соответствуþщая пиpаìиäа П как pезуëüтат взаиì-
ноãо пеpесе÷ения äвух тpеуãоëüных öиëинäpов с
основанияìи соответственно (x) и (х).

Шаг 2. Стpоится ( (x1) +

+ (x2)). Дëя этоãо пpовоäится пëоскостü

πi:y  = x1 + x2. В pезуëüтате ее пеpесе÷ения с

пиpаìиäой П поëу÷иì тpеуãоëüник (заøтpихованная
фиãуpа на pис. 2.1), тоãäа то÷ка Di ∈ πi и также Di ∈ П,

поэтоìу она опpеäеëяет ( (x1) +

+ (x2)). Так как заøтpихованная фиãуpа яв-

ëяется тpеуãоëüникоì, то пpоекöия Di на пëоско-
сти у0x1, у0x2 и затеì проекöия на осü "у" совпаäаþт.
В общеì сëу÷ае они не совпаäаþт.
Шаг 3. Чеpез то÷ку Di пpовоäятся ãоpизонтаëü-

ные пëоскости, тоãäа на пëоскости x10x2 пpи pаз-
ëи÷ных ci =const поëу÷аþтся изокpивые:

( (x1) + (x2)),

i =  (pис. 2.2).

maxyн x1н*x2н= rA1
rA2

(x1i)|rB(yi) = (x1i)* (x2i), А1, A2 —

äискpетные не÷еткие ìножества;

∫ (x1)|rB(у) = (x1)* (x2), А1, A2 —

непpеpывные не÷еткие ìножества,

i
∑ rA1

rA1
rA2

rA1
rA1

rA2

rA1

rA1 5=

rA2 2=

rA1 5= rA1 5= rA2 2=

 ⎝
⎛ 1

3
-- ⎠

⎞

rA1 5= rA2 2=

rA1 5= rA2 2=

minyн x1*x2= rA1 5=

rA2 2=

|ci const=

Pис. 2.1. Постpоение ( (x1), (x2)) — т. Diminx1 x2+ ci= rA1 5= rA2 2=

minx1 x2+ ci= rA1 5=

rA2 2=

minx1 x2+ ci= rA1 5= rA2 2=

1 k,

Pис. 2.2. Постpоение совокупности {rB = ai; x1 + x2 = ci} пpи сло-

жении нечетких множеств B = А1 + A2 Û rB(у) = Û  +

+ 

rA1 x( )=

rA2 x( )=
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Шаг 4. В пëоскости x10x2 стpоятся зависиìости

 = x1 + x2 ⇔ x2 = c1 – x1, ...,  = x1 + x2 ⇔

⇔ x2 = ck – x1,

котоpые опpеäеëяþт сеìейство паpаëëеëüных пpяìых
с отpиöатеëüныì уãëоì накëона. Их пеpесе÷ение с
изокpивыìи опpеäеëяþт min( (x1),

(x2)). В pезуëüтате буäеì иìетü совокупностü

то÷ек с кооpäинатаìи {rB = αi;  = x1 + x2},

α ∈ [0; 1], котоpая в äискpетной (пото÷е÷ной) фоpìе
опpеäеëит B = А1 + A2 ⇔ rB(у) = (x) +

+ (х) (pис. 2.3). Нетpуäно пpовеpитü, ÷то пpи

А1 = 5, A2 = 2 поëу÷иì pезуëüтаты, анаëоãи÷ные
выpаженияì (2.2), (2.3).
Выøе пpинöип pасøиpения (2.1) быë pеаëизо-

ван äëя опеpаöии "+". Анаëоãи÷ные pассужäения и
постpоения спpавеäëивы äëя опеpаöий "–", "Ѕ", ":".
Отëи÷ие от пpеäыäущих постpоений состоит в типах
зависиìостей на øаãе 4 (pис. 2.4, а, б):

 = x1 – x2 ⇔ x2 = ci + x1, ci = const, i = , —

сеìейство паpаëëеëüных пpяìых с поëожитеëüныì
уãëоì накëона;

 = x1 Ѕ x2 ⇔ x2 = ci/x1 — сеìейство ãипеpбоë;

 = x1:x2 ⇔ x2 = ci x1 — сеìейство пpяìых, вы-

хоäящих из на÷аëа кооpäинат.
Геоìетpи÷ескиìи постpоенияìи ìожно пока-

затü, ÷то pезуëüтиpуþщая функöия пpинаäëежно-
стей äëя опеpаöий "Ѕ", ":" с тpеуãоëüныìи функ-
öияìи пpинаäëежностей буäет иìетü итоãовуþ
функöиþ пpинаäëежностей, отëи÷нуþ от тpеуãоëü-
ной фоpìы.
Замечание. Пpи наëи÷ии тpеуãоëüной функöии

пpинаäëежностей и эëеìентаpных опеpаöий "+",
"–", "Ѕ", ":" поëу÷ение pезуëüтиpуþщей функöии
пpинаäëежностей явëяется относитеëüно тpиви-
аëüной опеpаöией.
Пpи наëи÷ии боëее сëожных исхоäных функöий

пpинаäëежностей не всеãäа уäается поëу÷итü ана-
ëити÷еские pеøения äëя pезуëüтиpуþщей функ-
öии пpинаäëежностей. Это обусëовëено вы÷исëе-
ниеì äекаpтовоãо пpоизвеäения пpостpанств. На
pис. 2.5, а—г пpивеäена посëеäоватеëüностü по-
стpоения изокpивых äëя

(x1) = ехp[–k(x1 – а)2],

(x2) = ехp[–k(x2 – b)2].

2.2. Отношения поpядка (опеpаöии сpавнения
"l", "m"). Это отноøение сëеäует из опpеäеëения [12]:

y |c1
y |ck

supy |c1 x1 x2+=
rA1 5=

rA2 2=

y |c1

rA1 x1=

rA2 x2=

y |ci
1 k,

y |ci

y |ci

rA1

rA2

Pис. 2.3. Функция пpинадлежностей суммы rB(у) двух нечетких

чисел (x), (x)rA1 5= rA2 2=

Pис. 2.4. Изокpивые пpи вычитании B = А1 – A2 (1) и умножении
В = А1•A2 (2) (а); пpи делении В = А1 : A2 (3) (б)

Pис. 2.5. Последовательность постpоения из кpивых: цилиндp
А1 (а), цилиндp A2 (б); декаpтово пpоизведение В = А1 Ѕ A2 (в);
изокpивые (г)
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иìееì не÷еткие ÷исëа x1н, x2н, такие ÷то хiн =

= ( (r), (r)|r ∈ [0; 1]), i = 1, 2, тоãäа x1н  x2н, есëи

T(x1н) = r[ (r) + (r)]dr  r[ (r) + (r)]dr =

= T(x2н).

2.3. Банахово пpостpанство нечетких чисел [15].
Поìиìо пpинöипа pасøиpения, котоpый быë пpи-
ìенен äëя опpеäеëения опеpаöий в п. 2.1, в теоpии
не÷етких ìножеств øиpоко испоëüзуется поäхоä,
пpинятый в функöионаëüноì анаëизе пpи ввеäении
банаховоãо пpостpанства [16]. Дëя этоãо в совокуп-
ности {xiн} = X не÷етких ÷исеë заäаþтся опеpаöии:
сëожения (+) эëеìентов xiн ∈ X и xjн ∈ Х в виäе

xiн + xjн = ( (r) + (r), (r) + (r)|r ∈ [0; 1]; 

уìножения (Ѕ) эëеìента xiн ∈ X на скаëяp k ∈ R1
по пpавиëу

k Ѕ xiн = 

существования у xiн обpатноãо эëеìента хkн,
такоãо ÷то xiн + хkн ≡ 0 ⇔ rk(x) = ri(–х). Зäесü "0" —
÷еткий нуëü, иìеþщий оäино÷нуþ функöиþ
пpинаäëежностей (п. 1.2(v)).
О÷евиäно, ÷то относитеëüно "+" и "Ѕ" выпоëня-

þтся сëеäуþщие аксиоìы (свойства):
коììутативностü "+", т. е. xiн + xjн = xjн + xiн;
ассоöиативностü "+", т. е. (хiн + xjн) + xkн =
= xiн + (xjн + xkн);
äистpибутивностü "Ѕ", т. е. (k1 + k2) Ѕ xiн = k1 Ѕ
Ѕ xiн + k2 Ѕ xiн, k Ѕ (xiн + xjн) = k Ѕ хiн + k Ѕ xjн.
Совокупностü {xiн} ∈ X не÷етких ÷исеë с опеpа-

öияìи "+" и "Ѕ" äëя не÷етких ÷исеë и существова-
ние обpатноãо эëеìента в X обpазует вектоpное
(ëинейное) пpостpанство X. В вектоpноì пpо-
стpанстве X опpеäеëиì ìетpику ρ1

ρ1(xiн, xjн) =

= {max[| (r) – (r)|, | (r) – (r)|]} (2.4)

ìежäу эëеìентаìи xiн, xjн ∈ X, котоpая явëяется
некотоpой скаëяpной функöией, уäовëетвоpяþщей
о÷евиäныì свойстваì:

ρ1(xiн, xjн) = 0 ⇔ xiн = xjн; 
ρ1(xiн, xjн) = ρ1(xjн, xiн);
ρ1(xiн, xjн) m ρ1(xiн, xkн) + ρ1(xkн, xjн).
Ввеäенная ìетpика ρ1(•) пpевpащает вектоpное

пpостpанство X в ìетpи÷еское вектоpное пpост-
pанство. Опpеäеëиì ноpìу в виäе

||xiн – xjн|| = ρ1(xiн, xjн).

Ввеäеì понятие схоäиìости не÷еткой посëеäо-
ватеëüности хnн (пpеäеëüный пеpехоä) из не÷етких

÷исеë со свойстваìи äëя посëеäоватеëüности не-
÷еткой фунäаìентаëüности и не÷еткой поëноты:

ρ1(хnн, xmн)n,m → ∞ → 0 ⇒ хnн — не÷еткая фун-
äаìентаëüная посëеäоватеëüностü (не÷еткая по-
сëеäоватеëüностü Коøи);

хnн x: х ∈ Х — не÷еткое поëное ìетpи÷е-

ское пpостpанство.
Такиì обpазоì, в pезуëüтате иìееì не÷еткое

пpостpанство {xiн} ∈ X с опеpаöияìи "+, Ѕ, –"
в неì, ìетpикой ρ1(•) и существованиеì не÷етких
фунäаìентаëüной и поëной посëеäоватеëüностей
хnн ∈ X. Это пpивоäит к банаховоìу пpостpанству
не÷етких пеpеìенных (X, ρ1).
В теоpии не÷етких ìножеств пpи ввеäении не-

÷етких пpостpанств испоëüзуþтся pазëи÷ные типы
ìетpик Хаусäоpффа (Hausdorff) [5]: 
веpхняя поëуìетpика Хаусäоpффа 

(xiн, xjн) = ||xi(r) – xj(r)||  =

= [ (r) – (r)]2dr  = [ (r) – (r)]2dr;

нижняя поëуìетpикаХаусäоpффа

(xiн, xjн) = ||xi(r) – xj(r)||  =

= [ (r) – (r)]2dr  = [ (r) – (r)]2dr;

ìетpика Хаусäоpффа

(xiн, xjн) = max{ (•), (•)} = 

= { (•) + (•)} =

= [ (r) – (r)]2 + [ (r) – (r)]2 dr.

Посëеäняя фоpìуëа обы÷но пpеобpазуется путеì
возвеäения в кваäpат и ãpуппиpовки ÷ëенов к виäу

ρн(xiн, xjн) =
= <xi(r), xi(r)> – 2 < xi(r), xi(r)> + <xj(r), xj(r)>, (2.5)

ãäе

<xi(•), xi(•)> = [ (•) + (•)]dr;

<xi(•), xj(•)> = [ (•)• (•) + (•)• (•)]dr; 

<xj(r), xj(r)> = [ (•) + (•)]dr.
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Посëе анаëоãи÷ных pассужäений, котоpые быëи
пpовеäены выøе äëя (2.4), появëяется банахово
пpостpанство не÷етких пеpеìенных (X, ρн) с ìет-
pикой Хаусäоpффа ρн (2.5). 
Дpуãой способ заäания ìетpики, обозна÷аеìой

ρP(yiн, yjн), состоит в пpеäставëении ее соотно-
øениеì

ρP(yiн, yjн) = max | (х, r) – (x, r)|Pdr , 

| (x, r) – (x, r)|Pdr , (2.6)

ãäе , , ,  ∈ LP[0; 1], äëя ∀х ∈ I ⊂ R1.

Паpа (X, ρP) также заäает банахово пpостpанство.
Заìетиì, ÷то, заäавая pазëи÷ныì способоì ìет-

pики в вектоpноì пpостpанстве X не÷етких пеpе-
ìенных, ìожно поëу÷итü не÷еткие ìетpи÷еские
пpостpанства pазëи÷ной стpуктуpы. Напpиìеp,
ìожно заäатü ρx(•) = ρ(•)•[1 + ρ(•)]–1, ãäе ρ(•)
опpеäеëяþтся по фоpìуëаì (2.4), (2.5) иëи (2.6).
Покажеì на пpиìеpе заäания ρ(•) по (2.4) выпоë-
нение äëя ρx(•) соответствуþщих аксиоì. Выпоë-
нение пеpвых äвух аксиоì äëя ρx(•) о÷евиäно. Дëя
аксиоìы неpавенства тpеуãоëüников иìееì:

ρx(•) = ρ(•)•[1 + ρ(•)]–1 m

m [ρ(•) + ρ(•)][1 + ρ(•)]–1 =

= ρ(•)•[1 + ρ(•)]–1 + ρ(•)[1 + ρ(•)]–1 ⇔
⇔ ρx(xiн, xkн) m ρx(xiн, xjн) + ρx(xjн, xkн).

3. Типы нечетких пpоизводных [13]

Пустü äëя пpостоты иìееì не÷еткуþ функöиþ
оäноãо пеpеìенноãо

yн(x) ≡ у(х, r), х, y ∈ R1, r ∈ [0; 1],

т. е. ун(х) = ( (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]),

котоpая пpи ëþбоì х ∈ I ⊂ R1 опpеäеëяет не÷еткое
тpеуãоëüное ÷исëо. Соãëасно общеìу поäхоäу пpи
опpеäеëении пpоизвоäной от некотоpой функöии в
заäанноì пpостpанстве необхоäиìо в неì заäатü
опеpаöии "–" (вы÷итание), "Ѕ" (уìножение) на кон-
станту и "lim" (пpеäеëüный пеpехоä относитеëüно за-
äанной ìетpики). Пpиìенение этоãо общеãо поäхоäа
к pазëи÷ныì ìетpи÷ескиì пpостpанстваì пpивоäит
к pазнообpазныì не÷еткиì пpоизвоäныì.

3.1. Пpоизводная Гостшела — Воксмана (GV,
Goestshel — Voxman derivative) (x). Дëя нее
ìетpика заäается по фоpìуëе (2.4), и соответст-

вуþщая пpоизвоäная в то÷ке х = х0 опpеäеëяется
выpажениеì

(x = х0) = ρ1(yiн, yjн)  =

= 

пpи усëовии, ÷то соответствуþщий пpеäеë (lim) су-
ществует в заäанной ìетpике. 
Опеpаöия вы÷итания äëя эëеìентов yiн(х0 + h) =

= ( (х0 + h, r), (х0 + h, r)|r ∈ [0; 1]), yiн(х0) =

= ( (х0, r), (х0, r)|r ∈ [0; 1]), котоpые нахоäятся поä

знакоì "lim", заäается в виäе

yiн(х0 + h) – yiн(х0) = ( (х0 + h, r) –

– (х0, r), (х0 + h, r) – (х0, r)|r ∈ [0; 1]).

Это обусëовëено теì, ÷то пеpвая pазностü заäает
"min", а втоpая pазностü заäает "max" в скобке
спpава от знака pавенства. Заìетиì зäесü, ÷то стан-
äаpтная опеpаöия вы÷итания, соãëасно пpинöипу
pасøиpения (п. 2.1.), заäается в виäе

yiн(х0 + h) – yiн(х0) = ( (х0 + h, r) –

– (х0, r), (х0 + h, r) – (х0, r)|r ∈ [0; 1],

котоpая отëи÷ается от этой опеpаöии пpи опpеäе-
ëении GV-пpоизвоäной.

Есëи (x) существует пpи х ∈ I ⊂ R1, то (x) =

= ( (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]), оäнако (х = х*)

не существует, есëи пpи х = х* соответствуþщее ÷ис-

ëо не явëяется не÷еткиì, т. е. не выпоëняется хотя
бы оäно из свойств, пеpе÷исëенных в п. 1.2, иëи не
опpеäеëена опеpаöия вы÷итания поä знакоì "lim".

3.2. Пpоизводная Сейккалы (S, Seikkala deriva-

tive) (х). Опpеäеëяется сëеäуþщиì обpазоì. Есëи

( (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]) заäает не÷еткое ÷исëо

äëя ëþбоãо х, то (х) существует и pавна (х) =

= ( (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]).

3.3. Пpоизводная Дубоиса — Пpаде (DP, Dubois —

Prade derivative) (x). Эта пpоизвоäная всеãäа

существует äëя ëþбоãо х, так как есëи пpи х = х*
соответствуþщее ÷исëо не явëяется не÷еткиì, т. е.
пpоизвоäная не существует, то путеì соответствуþ-
щей ìоäификаöии еãо функöии пpинаäëежности оно
пpевpащается в "сëабое" не÷еткое ÷исëо (п. 1.2. (iv)),
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и тоãäа в этой то÷ке уже существует (х = x*).

Функöия пpинаäëежностей заäается в виäе

(x) = sup{r/x = (х, r), х = (х, r)}.

3.4. Пpоизводная Пуpи — Pалеску (PR, Puri —

Ralescu derivative) (x). Метpика в этоì сëу÷ае

заäается по Хаусäоpффу (2.5), и соответствуþщая
пpоизвоäная в то÷ке х = х0 опpеäеëяется выpажениеì

(х = х0) = ρн(yiн, yjн), 

ρн(•) — ìетpика Хаусäоpффа. Опеpаöия вы÷итания
поä знакоì "lim" заäается посpеäствоì пpоöеäуpы "*"
Хукухаpы (Hukuhara) äëя не÷етких ìножеств А, В:
В * А = С, ãäе C — не÷еткое ìножество: С + А = В.
Диффеpенöиpуеìостü в то÷ке х = х0 ∈ I ⊂ R1 не-

÷еткой функöии ун(х) по Пуpи — Pаëеску опpеäе-
ëяется в виäе

(x = х0) = h–1•[yн(х0 + h) * yн(х0)] =

= h–1•[yн(х0) * yн(х0 + h)].

Оба пpеäеëа взяты по ìетpике Хаусäоpффа
ρн(•) (2.5).

3.5. Пpоизводная Кэндела — Фpидмана — Минга

(KFM, Kandel — Friedman — Ming derivative) (x).

Метpика ρP(•) заäается фоpìуëой (2.6). Пpоизвоä-
ная в то÷ке х = х0 ∈ I ⊂ R1 не÷еткой функöии оп-

pеäеëяется фоpìуëой

ρP(h–1(ун(х0 + h) – ун(х0)), (х0)) = 0,

ãäе опеpаöия вы÷итания заäается в виäе анаëоãи÷-
ной опеpаöии äëя пpоизвоäной по п. 3.1. Есëи пpо-
извоäная Кэнäеëа — Фpиäìана — Минãа сущест-

вует, то (x) = ( (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]).

3.6. Взаимосвязь нечетких пpоизводных опpеäе-
ëяется сëеäуþщей теоpеìой (без äоказатеëüства).

3.6.1. Есëи (х) существует (п. 3.1) и явëяется

не÷еткиì ÷исëоì äëя кажäоãо х ∈ I ⊂ R1, то (х) су-

ществует и спpавеäëиво pавенство (х) = (х).

3.6.2. Есëи (x) существует (п. 3.3), то (х)

существует (п. 3.2) и äëя них спpавеäëиво pавенство:

(x) = (x).

3.6.3. Есëи (x) существует (п. 3.5), то (x)

существует и спpавеäëиво: (x) = (x).

3.6.4. Есëи (х) существует (п. 3.2) и есëи (х, r),

(х, r) непpеpывны по "r" äëя ∀x ∈ I ⊂ R1, то

(x) = (x).

Условие непpеpывности. Есëи ,  непpе-

pывны на I Ѕ [0; 1], то это озна÷ает, ÷то (x) не-

пpеpывна.
Теоpема о взаимосвязи пpоизводных (без äоказа-

теëüства). Есëи выпоëнено усëовие непpеpывности

и (х) существует, то иìеет ìесто öепо÷ка pавен-

ства пpоизвоäных;

(x) = (x) = (x) =

= (x) = (x) = (x), (3.1)

т. е. все ввеäенные pанее пpоизвоäные (п.п. 3.1—3.5)
pавны ìежäу собой. 

Пpимеp. Иìееì yн(х) = (–х• , х• |r ∈

∈ [0; 1]) ⇒ (х, r) = (х, r), (х, r)|r ∈ [0; 1]) =

= (–1• , 1• |r ∈ [0; 1]).

Заключение

Даны основные опpеäеëения теоpии не÷етких
ìножеств: функöия пpинаäëежностей; не÷еткие
÷исëа pазных типов; не÷еткая функöия.
Опpеäеëены аpифìети÷еские опеpаöии и отно-
øение поpяäка äëя не÷етких ÷исеë и äана их
ãеоìетpи÷еская интеpпpетаöия, пpинятая в тео-
pии не÷етких ìножеств. Показано, ÷то совокуп-
ностü не÷етких ÷исеë с заäанныìи pазëи÷ныìи
способаìи ìетpикаìи в этой совокупности об-
pазуþт банахово пpостpанство.
Pассìотpен общий поäхоä в опpеäеëении не÷ет-
кой пpоизвоäной, опpеäеëяеìый способаìи за-
äания опеpаöии вы÷итания и пpеäеëüноãо пеpе-
хоäа в pазëи÷ных ноpìах. Соãëасно этоìу поä-
хоäу pассìотpены пятü не÷етких пpоизвоäных,
котоpые наибоëее ÷асто испоëüзуþтся в теоpии
не÷етких ìножеств пpи заäании не÷етких äиф-
феpенöиаëüных уpавнений. Сфоpìуëиpовано
утвеpжäение об эквиваëентности пpеäставëен-
ных не÷етких пpоизвоäных.
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Presents the basic definitions and the theory of fuzzy sets they are further used to describe the theory of fuzzy ordinary dif-
ferential equations and methods of solving them. For this, we define the membership function as an analogue of the characteristic
function of the set theory. Listed species of fuzzy numbers: triangular, generalized, strong, weak, single and identifies the fuzzy vec-
tor function; function of several variables; dimensional function. Provides definitions of fuzzy arithmetic operations, as a special
type of fuzzy function with its geometric interpretation. Determination of order relations which allow to compare the fuzzy numbers.
We introduce the Banach space of fuzzy variables with different metrics. This allows you to define different types of fuzzy derivatives
by type of convergence in these metrics. Establish the equivalence of the considered fuzzy derivatives by the wording of the cor-
responding theorems without proof. And provide examples of calculating the fuzzy derivative for a given fuzzy function.

Shows drawings dimensional geometric representation of fuzzy function; the step of constructing the final membership functions
for arithmetic operations with fuzzy numbers with given them the membership function. At the end of the article is a list of articles
from 13 sources, 5 of which are in English, and the other Russian.
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