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Введение

Шиpокое испоëüзование теоpии не÷етких ìно-
жеств пpи pеøении пpикëаäных заäа÷ позвоëяет
боëее поëно у÷итыватü pазëи÷ные возìущения в
систеìе и созäаватü боëее аäекватные ìоäеëи и аë-
ãоpитìы по сpавнениþ с тpаäиöионныì поäхоäоì.
Особо сëеäует выäеëитü напpавëение, связанное с
не÷еткиìи вы÷исëенияìи, не÷еткиìи ëинейныìи
систеìаìи аëãебpаи÷еских уpавнений, не÷еткиìи
äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи в ÷астных пpо-
извоäных и обыкновенноãо типов [1—3]. Это обу-
сëовëено теì, ÷то в не÷еткоì сëу÷ае появëяþтся
новые свойства пеpе÷исëенных объектов, ÷то пpи-
воäит к изìенениþ тpаäиöионных свойств pазëи÷-
ных их пpиëожений. Эти äва обстоятеëüства, состоя-
щие в наëи÷ии тpаäиöионных систеì, и äостижения
в обëасти теоpии не÷етких ìножеств позвоëяþт
pеаëизовыватü аëãоpитìы pеøения заäа÷ упpавëе-
ния, иäентификаöии и äpуãие, коãäа иìеþт ìесто
pазнообpазные ìоäеëи возìущений, описываеìые
не÷еткиìи теpìинаìи.
Ниже pеаëизуþтся заäа÷и по pеøениþ не÷етких

обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений пеp-
воãо поpяäка.
В статüе пpиняты сëеäуþщие обозна÷ения: не-

÷еткий эëеìент — xн; не÷еткая функöия (отобpаже-
ние) — ϕн(t) äëя оäноãо пеpеìенноãо и ϕн(t, х, ..., z)
äëя ìноãих пеpеìенных; не÷еткая пpоизвоäная

(t); тип пpоизвоäной обозна÷ается веpхниì ин-
äексоì, напpиìеp,  — не÷еткая пpоизвоäная
Seikkala (Сейккаëа) и äp.

1. Нечеткая начальная задача [2]

Не÷еткая на÷аëüная заäа÷а pассìатpивается äëя

пpоизвоäных типа (x), (x), (x). Дëя не-

÷етких пpоизвоäных (x), (x) не÷еткая на-
÷аëüная заäа÷а, как пpавиëо, не pассìатpивается.
Это обусëовëено теì, ÷то возìожна ситуаöия, коãäа
эти пpоизвоäные äëя какоãо-то x = x* не выpажаþтся
не÷еткиìи ÷исëаìи (сì. п. 1.2 (ii), Частü I), т. е. оäин
из уãëов их функöий пpинаäëежностей относитеëüно
основания боëüøе 90°, и тоãäа эти пpоизвоäные не

существуþт. Дëя (x), (x), (x) эти пpоиз-
воäные всеãäа существуþт, так как в сëу÷ае, отìе÷ен-
ноì pанее, испоëüзуþтся не÷еткие "сëабые" ÷исëа.

1.1. Постановка задачи. Пустü иìееì ÷еткое
обыкновенное äиффеpенöиаëüное уpавнение пеp-
воãо поpяäка

 = f (x, y, k); y(x = 0) = c = const, (1.1)

ãäе k = (k1, ..., kn) — вектоp констант; x ∈ I — не-
котоpый пpоìежуток (закpытый и оãpани÷енный),
котоpый также соäеpжит константу, pавнуþ нуëþ.
Поëаãается, ÷то f (•) уäовëетвоpяет усëовияì, ко-
ãäа (1.1) иìеет еäинственное pеøение

y = g(х, k, c) äëя x ∈ I ⊂ R1, k ∈ K ⊂ Rn, с ∈ C ⊂ R1.

Пустü I1 явëяется пpоìежуткоì äëя у и R = I Ѕ I1 —
обëастü в R2. Известны усëовия, пpи котоpих (1.1)
иìеет еäинственное pеøение:

k и c ∈ (0; c) = R;
f — непpеpывна в R äëя фиксиpованноãо и вы-
бpанноãо k;

 — непpеpывна в R.

Изложены основные положения нечетких вычислений и теоpии нечетких обыкновенных диффеpенциальных уpавнений.
Pассмотpены pазличные типы pешений и их взаимосвязь. Пpиведены pазнообpазные пpимеpы pешения нечетких диф-
феpенциальных уpавнений пеpвого поpядка.
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Есëи эти усëовия выпоëняþтся, то y = g(x, k, c)
явëяется еäинственныì pеøениеì äëя x ∈ I*. Даëее
поëаãается, ÷то g(•) явëяется непpеpывной на I Ѕ k Ѕ c.
Константы ki, c всеãäа явëяþтся нето÷но заäан-

ныìи (неопpеäеëенныìи). Пустü эта неопpеäеëен-
ностü ìоäеëиpуется посpеäствоì не÷етких тpеуãоëü-
ных ÷исеë (п. 1.2, Частü I) äëя ki, с уpавнения (1.1).
Заìениì ki → kiн, c → cн, ãäе инäекс "н" — сиìвоë
не÷еткости äëя тpеуãоëüных ÷исеë, тоãäа в pезуëü-
тате поëу÷иì:

 = f (x, yн, kн), yн(x = 0) = cн, (1.2)

ãäе  — некотоpое опpеäеëение пpоизвоäной äëя
не÷еткой функöии yн (сì. 3.1, Частü I). Необхоäиìо
поëу÷итü pеøение (1.2) относитеëüно yн(x), кото-
pое äëя ëþбоãо х явëяется не÷еткиì ÷исëоì.

1.2. Типы нечетких pешений. Pассìотpиì (1.2)
с испоëüзованиеì пpоизвоäных Сейккаëы (сì. 3.2,
Частü I)— (x), Пуpи—Pаëеску (сì. п. 3.4, Частü I) —

(x) и Кэнäеëа—Фpиäìана—Минãа (сì. 3.5,
Частü I) — (x). Дëя них pеøение соответст-
вуþщих заäа÷ (1.2) обозна÷иì:

(i) (x) — pеøение Сейккаëы (Seikkala solu-
tion-SS);

(ii) (x) — pеøение Пуpи—Pаëеску (Puri-Ra-
lescu solution-PRS);

(iii) (x) — pеøение Кэнäеëа—Фpиäìана—
Минãа (Kandel—Friedman—Ming solution—KFMS).
Даëее пустü существует (x), тоãäа также ввоäит-
ся не÷еткое pеøение:

(iv) (x) — pеøение Бакëей—Фейpинãа
(BFS, Buckley—Feuring solution). Оно существует
пpи выпоëнении сëеäуþщих усëовий:

 > 0;  > 0, ( )( ) > 0, i = 1, n, (1.3)

ãäе f — пpавая ÷астü (1.1); g — pеøение (1.1); ki —
коìпоненты вектоpа k.

1.3. Взаимосвязь нечетких pешений. Иìеþт ìесто
сëеäуþщие теоpеìы (без äоказатеëüства).
Теоpема 1.1. Есëи существует (x), то пpи вы-

поëнении (1.3) иìееì:

(x) = (x).

Есëи хотя бы оäно из усëовий (1.3) не выпоëня-
ется, то (x) ≠ (x) и (x) не существует.
Теоpема 1.2. Есëи ÷еткое обыкновенное äиффе-

pенöиаëüное уpавнение

 = f (x, y, k); y(x = 0) = c

иìеет pеøение, то существует (x) и из систеìы
÷етких обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний опpеäеëяется

(1.4)

ãäе kн= ( (r), (r)|r ∈ [0; 1]); cн = ( (r), (r)|r ∈ [0; 1]);
yн = ( (x, r), (x, r)|r ∈ 0; 1.

Теоpема 1.3. Есëи существует (x), то иìееì:

(x) = (x).

Теоpема 1.4. Есëи существует (x), то иìееì:

(x) = (x).

1.4. Алгоpитм pешения нечеткой начальной задачи.
Теоpеìы по п. 1.3 позвоëяþт сфоpìуëиpоватü сëе-
äуþщий аëãоpитì pеøения не÷еткой на÷аëüной
заäа÷и. Пеpвона÷аëüно pеøается ÷еткая на÷аëüная
заäа÷а. Ее pеøение обозна÷ается как y = g(х, k, с).
Дëя g(•)и f (•) пpавой ÷асти (1.1) пpовоäится пpо-
öеäуpа фаззификаöии (fz) äëя ÷етких паpаìетpов
k, c и независиìой пеpеìенной y(x), т. е. ÷еткие пе-
pеìенные заìеняþтся на не÷еткие: k → kн, c → cн,

y → yн. В pезуëüтате появëяется не÷еткая на÷аëü-

ная заäа÷а (1.2). Дëя нее опpеäеëяется существова-
ние BF pеøения (BFS) путеì пpовеpки усëовий (1.3).
Есëи (1.3) выпоëняется, то BFS существует, поэтоìу

оно существует äëя всех остаëüных pеøений (x),

(x). Pеøение BF нахоäится из (1.1) (x) =
= g(x, k, c, r), r ∈ [0; 1], в котоpоì посëе fz выäе-
ëяþтся ming(•), maxg(•). Это äает BFS в виäе

(x) = .

Есëи же хотя бы оäно из усëовий (1.3) не выпоë-
няется, то BFS не существует, поэтоìу ищется S-pе-

øение(SS), т. е. (x) нахоäится из систеìы (1.4).

Пpи существовании (x) существуþт (x),

(x). Есëи же (x) не существует, то не су-
ществует pеøение (1.2). Такиì обpазоì, пеpвона-
÷аëüно нахоäится BF-pеøение, есëи же оно не су-
ществует, то ищется S-pеøение, котоpое явëяется
боëее общиì, ÷еì BF-pеøение.

Pезуëüтаты, пpивеäенные в pазäеëе 1, позвоëяþт
сäеëатü сëеäуþщие вывоäы:
не÷еткая на÷аëüная заäа÷а иìеет äва типа pеøе-
ний: BFS (Buckley-Feuzing solution) и SS (Seikkala
solution). Межäу ниìи иìеется сëеäуþщая взаи-
ìосвязü:

BFS ⇒ SS; SS  BFS ⇒⇒ BFS  SS;

äостато÷ное усëовие ∃BFS состоит в выпоëне-
нии (1.3), котоpые эквиваëенты усëовияì оäно-
вpеìенно возpастания (убывания) g(•), f (•) от-
носитеëüно паpаìетpов.
Зäесü сиìвоë ∃ — квантоp "существования", ∃ —

отpиöание ∃.

dyн
dx
-------
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2. Пpимеpы pешения 
нечетких диффеpенциальных 

уpавнений пеpвого поpядка [2, 3]

В общеì виäе заäа÷а фоpìуëиpуется
сëеäуþщиì обpазоì. Иìеется ÷еткая
на÷аëüная заäа÷а. Необхоäиìо сфоpìу-
ëиpоватü не÷еткуþ на÷аëüнуþ заäа÷у и
иссëеäоватü типы pеøений. Ниже на
основании типовых пpиìеpов pеøе-
ния ÷етких на÷аëüных заäа÷ фоpìуëи-
pуþтся соответствуþщие их не÷еткие
анаëоãи и äëя них нахоäятся pазëи÷-
ные типы не÷етких pеøений, pассìот-
pенные в pазäеëе 1.

2.1. Нечеткие уpавнения с pазделяю-
щимися пеpеменными. Такиìи уpавне-
нияìи буäеì называтü уpавнения, в
котоpых зависиìая и независиìые пе-
pеìенные pазäеëяþтся относитеëüно
знака pавенства ìежäу ниìи с поìо-
щüþ эëеìентаpных пpеобpазований.
Дëя пpостоты поëаãаеì, ÷то пpоизвоä-
ная, вхоäящая в уpавнение, иìеет пеp-
вый поpяäок.
Пpимеp 1. Иìееì ÷еткуþ на÷аëüнуþ

заäа÷у: 

 = f(x, y, k) = ky(x);
y(x = 0) = c; k, c = const. (2.1)

Необхоäиìо сфоpìуëиpоватü не÷еткуþ на÷аëü-
нуþ заäа÷у и затеì äëя нее иссëеäоватü типы pе-
øения.
Случай 1 (k > 0, c l 0). Заäа÷а (2.1) иìеет pеøение

y = g(x, k, c) = c•ekx; k > 0.
Пpовеpяеì усëовие (1.3) существования BFS:

 = k > 0;  = ekx > 0;  = cekxx > 0 (x > 0);

 = cekx > 0 ⇒  > 0.

Такиì обpазоì, усëовия (1.3) выпоëнены, по-
этоìу (x) существует и äëя неãо спpавеäëива
не÷еткая на÷аëüная заäа÷а, котоpая поëу÷ается пpи
фаззификаöии (k → kн, c → cн, y → yн) из (2.1):

(2.2)

Пустü kн, cн явëяþтся не÷еткиìи тpеуãоëüныìи
÷исëаìи kн = (k1|k2|k3), k1 > 0; cн = (c1|c2|c3), c1 l 0
(pис. 2.1, а, б) иëи с испоëüзованиеì обpатных отобpа-
жений в уpовневой фоpìе kн = ( (r), (r)| r ∈ [0,1]));
cн = ( (r), (r)| r ∈ [0,1])), тоãäа BFS заäа÷и (2.2)
буäет pавно 

(x) = (minr (r), maxr (r)|r ∈ [0, 1]) =

= ( (r)ek(r),x, (r)ek(r),x |r ∈ [0, 1])). (2.3)

Нетpуäно показатü, ÷то (x) по (2.3) явëя-

ется pеøениеì (1.2). Из (1.3) сëеäует, ÷то:

(x, r = 0)  ∞; (x, r = 1)  ∞;

(x, r = 1) – (x, r = 1)  ∞, поэтоìу supp (x)

в асиìптотике становится зна÷итеëüных pазìеpов.
Случай 2 (k < 0, c l 0). Иìееì: kн = (k1|k2|k3),

k1 < 0; cн = (c1|c2|c3), c1 l 0, тоãäа, как и pанее (сëу-

÷ай 1), поëу÷иì у = cekx, k < 0.
Усëовие (1.3) существования BFS не выпоëня-

ется, так как  = k < 0, поэтоìу оно äëя (2.2) не су-
ществует. В этих усëовиях ищеì SS äëя (2.2). Так
как k < 0, то соãëасно свойстваì аpифìети÷еских
опеpаöий в банаховоì пpостpанстве X не÷етких пе-
pеìенных äëя xiн ∈ X иìееì (сì. п. 2.3, Частü I):

kxiн = 

Это озна÷ает, ÷то äëя нахожäения SS иìееì

  

 ⇔

⇔ (2.4)
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Pис. 2.1. Функции пpинадлежностей нечетких тpеугольных чисел kн = (k1|k2|k3) — (а)
и cн = (c1|c2|c3) — (б)
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ãäе Y(x, r) = ( (x, r), (x, r))т; c(r) = ( (r), (r))т,

A = .

Pеøаеì ìатpи÷ное äиффеpенöиаëüное уpавне-
ние (2.4) станäаpтныì способоì. Из хаpактеpисти-
÷ескоãо уpавнения det(A – λI ) = 0 иìееì:

det  = 0 ⇒ λ2 – (r) (r) = 0 ⇒ λ1 =

= ; λ2 = –λ.

Коpни λ1, λ2 хаpактеpисти÷ескоãо уpавнения
äействитеëüные и pазëи÷ные, поэтоìу общее pе-
øение äëя (2.4) pавно:

(x, r) = a11e
λx + a12e

–λx, (x = 0, r) = (r);

(x, r) = a21e
λx + a22e

–λx, (x = 0, r) = (r).

Всеãо иìееì ÷етыpе неизвестных и äва на÷аëüных
усëовия (r), (r), поэтоìу необхоäиìо найти со-
отноøения ìежäу aij. Дëя этоãо (•), (•) поäстав-
ëяеì, напpиìеp, в пеpвое уpавнение систеìы (2.4):

 = ,

откуäа, пpиpавнивая коэффиöиенты пpи eλx и e–λx,
поëу÷иì:

 ⇔  

Дëя нахожäения aij иìееì систеìу:

 ⇒

⇒

Такиì обpазоì, не÷еткое SS äëя (2.4) буäет pавно:

 = ( (r)eλx + (r)e–λx, (r)eλx +

+ (r)e–λx]r ∈ [0, 1]), 

ãäе (r), λ быëи опpеäеëены pанее. 

Пpимеp 2. Иìееì ÷еткуþ на÷аëüнуþ заäа÷у:

(2.5)

Необхоäиìо сфоpìуëиpоватü не÷еткуþ на÷аëü-
нуþ заäа÷у и затеì äëя нее опpеäеëитü тип pеøения.
Пустü пеpвона÷аëüно k > 0, c l 0, тоãäа (2.5) пpи

испоëüзовании заìены z = y + kx иìеет pеøение:

y = g(x, k, c) = (k + c)ex – k(x + 1). (2.6)

Пpовеpяеì усëовия (1.3) существования ВFS-
pеøения: 

 = (y + kx)  = 1 > 0;

 = [(k + c)ex – k(х + 1)]  = ex > 0;

 = (у + kx)  = x > 0;

 = [(k + c)ex – k(x + 1)]  = ex – (x + 1)|x ≈ 0 ≈

≈ 1 + x + 0,5x2 – x – 1 = 0,5x2 > 0; 

 ≈ x(0,5x2) > 0.

Такиì обpазоì, усëовия (1.3) выпоëнены и не
зависят от k, с, поэтому SS, BFS существуþт äëя
k < ∞, –∞ < c < ∞ и BFS нахоäится из не÷еткой на-
÷аëüной заäа÷и, котоpая сëеäует из (2.5) в pезуëü-
тате пpоöеäуpы fz:

(2.7)

Пустü kн, cн явëяþтся не÷еткиìи тpеуãоëüныìи
÷исëаìи kн = (k1|k2|k3); cн = (c1|c2|c3), c1 l 0

(pис. 2.1, а, б), тоãäа BFS äëя (2.7) pавно: (x) =

= (minr (x, r), maxr (x, r)| r ∈ [0,1]).

Нахоäиì minr (x, r), maxr (x, r). Из (2.2) иìееì
пpи k = kн, c = cн:

yн(x) = (kн + cн)e
х – kн(х + 1);

minr yн(x, r) = [ (r) + (r)]ex – (r)(x + 1);

maxr yн|  = [ (r) + (r)]ex – (r)(x + 1). 

Такиì обpазоì, BFS äëя (2.3) pавно (x > 0): 

(x) = ([ (r) + (r)]ex – (r)(x + 1),

[ (r) + (r)]ex – (r)(x + 1)| r ∈ [0,1]). (2.8)

Из (2.8) иìееì сëеäуþщуþ асиìптотику:

r = 0 ⇒ (x)  ∞; r = 1 ⇒ (x)  ∞;

r = 1 ⇒ (x, r = 1) – (x, r = 1)  ∞,

т. е. supp (x) в асиìптотике иìеет зна÷итеëüные

pазìеpы.
Заìетиì, ÷то анаëоãи÷ныì способоì pеøается

и иссëеäуется äиффеpенöиаëüное уpавнение (x) =
= f (k1x + k2y), котоpое ìожет бытü свеäено к уpав-

y y c c

0

k r( )

k r( )
0⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

λ–

k r( )

k r( )
λ–⎝ ⎠

⎜ ⎟
⎛ ⎞

k k

k r( )k r( )[ ]1/2

λ

y y c

y y c

c c
y y

a11λeλx a12 λ–( )e λx–
+

y· •( )″
--------------------------------------------

k a21e
λx a22e

λx–
+( )

y· •( )″
--------------------------------------

a11λ = ka21;
–a12λ = ka22;

a11 = (kλ–1)a21;

–a12 = –(kλ–1)a22.

y(x = 0, r) = a11e
λ0 + a12e

–λ0 = c(r)

y(x = 0, r) = a21e
λ0 + a22e

–λ0 = c(r)

a11 = (kλ–1)a21, a12 = –(kλ–1)a22

(r) = 0,5[c(r) + λc(r)];

(r) = 0,5[c(r) – λc(r)];

(r) = 0,5c(r)/( λ + c(r));

(r) = ; λ = [k(r)k(r)]1/2.

a11*

a12*

a21*

a22*
0,5c r( )
λ c r( )–( )

------------------

yн
SS^ a11* a12* a21*

a22*

aij*

(x) = f (x, y, k) = y + kx, x > 0;
y(x = 0) = c; k, c = const.
y·

f·y y′

g·c c′

f·k c′

g·k k′

f·k g·k

(x) = yн(x) + kнx;

yн(x = 0) = cн.

y·н

yн
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y y

y y

k c k

y x( ) k c k

yн
BFS^ k c k

k c k

yн
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нениþ с pазäеëяþщиìися пеpеìенныìи путеì ис-
поëüзования заìены

z = k1x + k2y.

2.2. Нечеткие одноpодные уpавнения. Они ìоãут
бытü пpеäставëены в виäе (x) = f (yx–1) иëи
M(x, y)dx + N(x, y)dy = 0, ãäе M(•), N(•) — оäно-
pоäные функöии оäинаковой степени n, т. е.
M(ax, ay) ≡ anM(x, y), N(ax, ay) ≡ anN(x, y). Дëя pе-
øения испоëüзуется заìена y = zx, посëе ÷еãо поëу-
÷ается уpавнение с pазäеëяþщиìися пеpеìенныìи. 
Пpимеp 3. Иìееì ÷еткуþ на÷аëüнуþ заäа÷у:

(2.9)

Необхоäиìо сфоpìуëиpоватü не÷еткуþ на÷аëü-
нуþ заäа÷у и опpеäеëитü тип pеøения. Иìееì оäно-
pоäное уpавнение, сäеëаеì заìену пеpеìенных
y = xz, тоãäа pеøение äëя (2.9) буäет pавно:

y(x) = g(x, k, c) =
= c(x•t)k + kt–(k + 1) – k(k – 1)–1x. (2.10)

Пpовеpяеì усëовия (1.3) существования BFS:

 = (k(1 + yx–1)) = kx–1  > 0;

 = (k(1 + yx–1)) = 1 + yx–1  > 0; 

 = (c(xt)k + kt–(k + 1) –

– k(k – 1)–1x) = xt k  > 0;

 = (c(xt)k ± kt–(k + 1) – k(k – 1)–1x) =

= c(xt)kln(xt)|xt > 1 + (t–(k + 1) +

+ kt–(k + 1)lnt)  + x(k – 1)–2 > 0;

 > 0.

Усëовия (1.3) выпоëнены, поэтоìу BFS сущест-
вует. Такиì обpазоì, BFS нахоäится из не÷еткой
на÷аëüной заäа÷и, поëу÷аеìой из (2.9) посëе пpо-
öеäуpы fz:

(2.11)

ãäе kн, cн явëяþтся не÷еткиìи тpеуãоëüныìи ÷исëа-
ìи kн = (k1|k2|k3); cн = (c1|c2|c3), c1 l 0 (pис. 2.1, а, б).
Тоãäа BFS äëя (2.11) поëу÷ается из (2.10) посëе вы-
÷исëения minr (r), maxr (r):

(x) = (minr (•), mахr (•)| r ∈ [0,1]),

ãäе 

minr = (r)(xt) + (r)t – (r)( (r)–1)–1x;

maxr = (r)(xt) + (r)t – (r)( (r)–1)–1x.

Нетpуäно показатü, ÷то в асиìптотике supp (x)
иìеет зна÷итеëüные pазìеpы. Заìетиì, ÷то уpав-

нение типа  = f ((a1x + b1y + c1)(ax + by + c)–1) ìо-

жет бытü свеäено к оäноpоäноìу путеì соответст-
вуþщеãо пpеобpазования систеìы кооpäинат (x, y).

2.3. Нечеткие линейные уpавнения с постоянными
коэффициентами пеpвого поpядка. Эти уpавнения
иìеþт виä уpавнения ëинейной зависиìости отно-
ситеëüно независиìой пеpеìенной и ее пpоизвоä-
ной. Поäобные уpавнения, напpиìеp, возникаþт в
систеìах автоìати÷еской оптиìизаöии (САО) с за-
поìинаниеì экстpеìуìа инеpöионныìи объекта-
ìи с не÷еткиìи äинаìи÷ескиìи паpаìетpаìи [8].
Пpимеp 4. Случай 1 (k1 < 0, k2 > 0, c l 0). Иìееì

(2.1) в виäе

(2.12)

ãäе k1 < 0, k2 > 0, c l 0 Необхоäиìо сфоpìуëиpоватü

не÷еткуþ на÷аëüнуþ заäа÷у и иссëеäоватü типы pе-
øений.

Pешение 1. Исхоäная ÷еткая на÷аëüная заäа÷а
иìеет pеøение y(x) = y0(x) + y1(x), y0(x) — pеøение
оäноpоäноãо äиффеpенöиаëüноãо уpавнения; y1(x) —
÷астное pеøение äëя (2.12). Дëя y0(x) иìееì öепо÷ку
соотноøений:

 = –k1y ⇒ ∫y–1dy = –k1∫dx ⇒ lny = –k1x + a,

a = const ⇒ y0(x) = .

Pеøение y1(x) нахоäиì по ìетоäу неопpеäеëен-
ных коэффиöиентов:

 + k1y = k2 ⇒ y1(x) = b1; b1 = const ⇒

⇒ (b1)  + k1b1 = k2 ⇒ b1 = k2  ⇒ y1(x) = k2,

откуäа у =  + k2.

Из на÷аëüных усëовий поëу÷иì:

y(x = 0) =  + k2 = c ⇒ a = c – k2 .

В pезуëüтате поëу÷иì pеøение (2.12) в виäе

y(x) = g(x, k1, k2, c) = (c – k2)  + k2.

y·

 = f (x, y, k) = k(1 + y•x–1), x > 0, k ≠ 1; 
y(x = t) = c, t > 0, c > 0; k, c = const.
y·

f·y
∂
y∂

---- k 0>
x 0>

f·k
∂
k∂

---- y 0>
x 0>

g·c
∂
c∂

----

k 0>
x 0>
t 0>

g·k
∂
k∂

----

k 0>
t 1>

f·k g·k

yн = kн(1 + yx–1);
yн(x = t) = cн,

y y

yн
BFS^ y y

y c k r( ) k k r( ) 1+( )– k k

y c k r( ) k k r( ) 1+( )– k k

yBFS^

y·

 = f (x, у, k) = –k1y + k2;

y(x = 0) = с,

dy
dx
----

y·x

e
k1x– a+

y·x

x′ k1
1– k1

1–

e
k1x– a+

k1
1–

ea

a′′
e

k1 0,–
k1

1– k1
1–

k1
1– e

k1x–
k1

1–
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Иссëеäуеì типы pеøений äëя (2.12). Дëя тоãо
÷тобы существоваëо BFS, необхоäиìо выпоëнение
усëовий (1.3):

(–k1y + k2) = –k1 > 0;

[(c – k2)  + k2] =  > 0;

 < 0; (–k1y + k2) < 0 ⇒  > 0;

 > 0;  > 0 ⇒  > 0. 

Такиì обpазоì, (1.3) выпоëнено, поэтоìу BFS äëя
(2.12) существует, и äëя неãо спpавеäëива не÷еткая
на÷аëüная заäа÷а (k1 → k1н, k2 → k2н, c → cн, y → yн):

 = –k1нyн + k2н; y(x = 0) = cн. (2.13)

Пустü k1н, k2н, cн явëяþтся не÷еткиìи тpеуãоëü-
ныìи ÷исëаìи:

k1н = (k11|k12|k13), k13 > 0, k2н = (k21|k22|k23), k21 > 0; 
cн = (c1|c2|c3)c1 > 0,

тоãäа BFS pавно:

(x) = (minr (x, r), maxr (x, r)| r ∈ [0,1]); (2.14)

(x, r) = ( (r) (r)) +

+ ( (r) – (r) (r)) ;

(x, r) = ( (r) (r)) +

+ ( (r) – (r) (r)) .

Поäстановка (x) в (2.13) обpащает еãо в тож-

äество, поэтоìу (x) по (2.14) явëяется BFS не-

÷еткой на÷аëüной заäа÷и (2.13). Из (2.14) иìееì
сëеäуþщуþ асиìптотику:

(i) пpи r = 0 ⇒ (x) =

= ( (x, 0), (x, 0)|r ∈ [0,1])  ∞; 

(ii) пpи r = 1 ⇒ (x) =

= ( (x, 1), (x, 1)|r ∈ [0,1])  ∞;

(iii) пpи r = 1 ⇒ (x, 1) – (x, 1)  ∞,

т. е. в асиìптотике supp (x) иìеет зна÷итеëüные

pазìеpы.
Случай 2 (k1 > 0, k2 > 0, c > 0, т. е. k12 > 0, k21 > 0,

c1 > 0). Пpовеpяеì выпоëнение усëовий (1.3). Иìееì

 = –k1 < 0, т. е. оäно из усëовий (1.3) не выпоë-
няется, поэтоìу BFS äëя (2.13) не существует.
Ищеì SS. Так как k1 > 0, поэтоìу в пpавой ÷асти

(2.13)  = –k1y + k2 < 0. С у÷етоì свойств аpиф-
ìети÷еских опеpаöий в банаховоì пpостpанстве
(уìножение на отpиöатеëüнуþ константу) уpавне-
ние (2.13) буäет иìетü виä:

 ⇒

⇒  ⇒

⇒ ,

ãäе Y(x, r) = ( (x, r), (x, r))т; c(r) = ( (r), (r))т;

K2(r) = ( (r), (r))т; B = ; A = .

Из pеøения хаpактеpисти÷ескоãо уpавнения
det(A – ωI ) = 0 иìееì:

det  = 0 ⇒ ω2 – (r) (r) = 0 ⇒

⇒ ω1 = [ (•) (•)]1/2 = ω,

ω2 = [ (•)k1(•)]1/2 = –ω.

Общее pеøение (x) = ( (x, r), (x, r)|r ∈ [0,1])

äëя кажäой из коìпонент иìеет виä 

(2.15)

ãäе aij нахоäятся, как в пpиìеpе 3.1, сëу÷ай 2 (Частü I),
из соответствуþщих соотноøений, ÷то äает с у÷етоì
не÷етких на÷аëüных усëовий:

ω1 = [ (r) (r)]1/2;

λ1 = (r) (r);

λ2 = (r) (r);

a11 = [( (r) – λ1)μ – ( (r) – λ2)](2μ)–1;

a12 = [( (r) – λ2) + μ – ( (r) – λ1)](2μ)–1;

a21 = –μa11;

a22 = –μa12;

μ = [ (r) (r)]1/2.

Из (2.15) иìееì сëеäуþщуþ асиìптотику. Пустü
(r) = (r) = c; (r) = (r) = k1; (r) = (r) = k2.

Пpи r = 1 иìееì λ1 = λ2 = k2  = λ, μ = 1, μ = k,
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тоãäа из (2.15) поëу÷аеì (x, r = 1) = (x, r = 1) =

= λ + (с – λ)   λ. Затеì о÷евиäно, ÷то пpи
∀r ∈ [0,1] иìееì a11 < 0, a21 > 0, поэтоìу

(x, r)  –∞; (x, r)  +∞.

Асиìптотика показывает, ÷то с увеëи÷ениеì х

не÷еткостü в (x) возpастает äо тех поp, пока она

не станет поëностüþ не÷еткой.
Вывод. Пpивеäенный пpиìеp 4 показывает, ÷то

пpи k1 < 0 иìеет ìесто BFS (x) (сëу÷ай 1), а пpи

k1 > 0, соответственно, SS (x) (сëу÷ай 2).

Оäнако ìожно показатü, ÷то тип не÷еткоãо pе-
øения ÷увствитеëен к изìененияì k1 иëи, в теpìи-
нах систеìы автоìати÷еской оптиìизаöии, иìеется
зна÷итеëüная инеpöионностü у объекта упpавëения.
Пpимеp 5. Пустü (2.12) иìеет виä

(2.16)

k1 = 10–2;  > 0, c l 0,

т. е. k1 явëяется äостато÷но ìаëой веëи÷иной, по-

этоìу ìожно поëожитü k1 ≈ 0. Pеøение (2.16) по-

ëу÷ается из pеøения (2.12), есëи в неì поëожитü

k1 = 10–2; k2 = 3 .

y(x) = g(х, k1, k2, c) =

= k2  + (c – k1 )  =

= 300  + (c – 300 )e–0,01x.

Пеpвона÷аëüно ищеì BFS, äëя этоãо пpовеpяеì

усëовия (1.3). Пpи k1 ≈ 0 äëя (2.16)  отсутствует,

поэтоìу пpовеpяеì äpуãие усëовия:  =

= (300 – 300e–0,01x) > 0;  = 0 + e–0,01x•1 > 0. Это

озна÷ает, ÷то BFS существует äаже пpи k1 > 0. Посëе

пpеобpазований буäеì поëаãатü k2н = (k21|k22|k23),

k21 > 0; cн = (c1|c2|c3), c1 > 0, тоãäа BFS буäет pавно:

(2.17)

Заìетиì, ÷то есëи (2.16) не записывается в фоpìе
 = f (x, y, k2), то в этоì сëу÷ае BFS также суще-

ствует, т. е. тип pеøения зависит от фоpì пpеä-
ставëения (2.16).

Пpи опpеäеëенных усëовиях (x) существует,
т. е. она иìеет функöиþ пpинаäëежностей r( ).
Действитеëüно, из (2.15) иìееì:

 = [ (r) – 300 (r)](–0,01)e–0,01x; 

 = [ (r) – 300 (r)](–0,01)e–0,01x ⇔

⇔  = [3 (r) – 0,01 (r)]e–0,01x; 

 = [3 (r) – 0,01 (r)]e–0,01x,

откуäа r( ) существует, есëи:

3 (r) – 0,01 (r) > 0 ⇔ 3(k22 – k21) > 0,01(c2 – c1);

3 (r) – 0,01 (r) > 0 ⇔ 3(k23 – k22) > 0,01(c3 – c2),

ãäе k(•), c(•) — эëеìенты тpеуãоëüноãо пpеäстав-
ëения соответствуþщих функöий пpинаäëежностей
r(k2) и r(c).

Чувствитеëüностü не÷еткой на÷аëüной заäа÷и от-
носитеëüно BFS и SS, о÷евиäно, обусëовëена особен-
ностяìи не÷еткой аpифìетики, в котоpой эëеìент
–Nн явëяется обpатныì не÷еткиì ÷исëоì äëя Nн.

2.4. Дpугие типы нечетких уpавнений. Выøе быëи
pассìотpены pеøения некотоpых типов не÷етких
äиффеpенöиаëüных уpавнений пеpвоãо поpяäка с
pазäеëяþщиìися пеpеìенныìи, оäноpоäные и ëи-
нейные. Дëя них быëо показано, ÷то их pеøения,
в отëи÷ие от pеøений äëя ÷етких уpавнений, иìеþт
оäновpеìенно оäин (S-pеøение) иëи äва (SS и BFS)
типа pеøений. Их ÷исëо опpеäеëяется коэффиöи-
ентаìи уpавнений. Дpуãие типы не÷етких уpавне-
ний в боëüøинстве сëу÷аев поëу÷аþтся путеì эëе-
ìентаpных их пpеобpазований и свеäения к pас-
сìотpенныì выøе. В схеìати÷еской фоpìе иìееì:

1) не÷еткое уpавнение Беpнуëëи ⇒ заìена пе-
pеìенных ⇒ не÷еткое ëинейное уpавнение;

2) не÷еткое уpавнение Pиккати ⇒ заìена пеpе-
ìенных с испоëüзованиеì ÷астноãо pеøения ⇒ уpав-
нение Беpнуëëи ⇒ не÷еткое ëинейное уpавнение;

3) не÷еткое уpавнение в поëных äиффеpенöиа-
ëах ⇒ пpеобpазование к систеìе уpавнений и ее
pеøение ìетоäоì поäстановки ⇒ оäин из типов
уpавнения по пп. 2.1—2.3 иëи п. 2.4 (1—2);

4) не÷еткое уpавнение с интеãpиpуþщиì ìно-
житеëеì ⇒ ìетоä поäбоpа ìножитеëя ⇒ не÷еткое
уpавнение по п. 5.4 (3);

5) не÷еткие уpавнения в неявной фоpìе, вкëþ÷ая
уpавнения Лаãpанжа и Кëеpо ⇒ pазpеøение отно-
ситеëüно пpоизвоäной (ìетоä 1) ⇒ систеìа уpав-
нений ⇒ не÷еткое уpавнение по пп. 2.1—2.3 иëи
по п. 2.4 (1—4) иëи 2.4 (3) ⇒ ввеäение паpаìетpа
(ìетоä 2) ⇒ не÷еткое уpавнение по п. 2.4 (3).

Выводы и пеpспективы

Дается постановка не÷еткой на÷аëüной заäа÷и и
pазëи÷ные типы ее pеøения в зависиìости от
способа заäания не÷еткой пpоизвоäной. Выäе-
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ëяþтся äва основных типа pеøений: SS (Seikkala
solution) и BFS (Buckley-Feuring solution), äëя
котоpых иìеет ìесто сëеäуþщая взаиìосвязü.
Пpи ∃BFS ⇒ ∃SS, оäнако ∃SS  ∃BFS.
Pезуëüтаты изëоженной теоpии по pеøениþ не-
÷еткой на÷аëüной заäа÷и испоëüзуþтся äëя ее
pеøения äëя основных типов не÷етких äиффе-
pенöиаëüных уpавнений пеpвоãо поpяäка.
Пеpспективныìи иссëеäованияìи в äаëüнейøих
pаботах явëяется pеøение пpобëеìы на÷аëüной
заäа÷и äëя неëинейных не÷етких äиффеpенöи-
аëüных уpавнений. Дëя этоãо öеëесообpазно
pассìотpетü pазëи÷ные пpибëиженные ìетоäы,
коãäа соответствуþщие не÷еткие пеpеìенные
аппpоксиìиpуþтся не÷еткиì степенныì ìноãо-
÷ëеноì [6], не÷еткой нейpонной сетüþ [7], а äëя
иäентификаöии неизвестных паpаìетpов испоëü-
зоватü неëинейный не÷еткий ìетоä наиìенü-
øих кваäpатов.
Цеëесообpазно также ìоäифиöиpоватü извест-

ные станäаpтные ìетоäы Эйëеpа и Pунãе—Кутты
äëя pеøения неëинейных не÷етких äиффеpенöи-
аëüных уpавнений.
Известно, ÷то ÷еткие уpавнения в ÷астных пpо-

извоäных pазных поpяäков, как пpавиëо, pеøаþтся

pазëи÷ныìи ìетоäаìи, котоpые пpеобpазуþт ис-
хоäнуþ заäа÷у к ÷еткиì обыкновенныì äиффеpен-
öиаëüныì уpавненияì. В не÷еткой ìоäификаöии
эти ìетоäы пpивоäят к pазëи÷ныì типаì не÷етких
обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений, ко-
тоpые pассìотpены в настоящей статüе. Поэтоìу
пеpспективныì напpавëениеì äаëüнейøих иссëе-
äований явëяется pасøиpение изëоженной ìето-
äики äëя pеøения не÷етких уpавнений в ÷астных
пpоизвоäных.
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⇒

The initial value problem of Formulated fuzzy is obtained from a clear initial problem in which the parameters of the problem
and the initial condition rely inaccurately given. This inaccuracy is modelled by fuzzy variables with triangular membership func-
tions. Modelling by fuzzification parameters leads to fuzzy initial value problem. Depending on the type of fuzzy derivatives al-
located fuzzy solutions SS (Seikkala-solution), PRS (Puri-Ralescu-solution), KFMS (Kandel-Fridman-Mingsolution) and BFS
(Buckley-Feuring-solution). For the existence of BFS formulated appropriate conditions. Without proof a statement. If there SS,
there BFS, however, if there BFS, it does not coincide with the SS.

An algorithm for solving fuzzy initial value problem is clear in the decision of the initial problem. Then checks the conditions
of existence of SS and BFS, if there is a BFS, then by fuzzification parameters clear the initial problem and finding the minimum
and maximum solutions generated fuzzy BFS. If the BFS does not exist, then the SS is the solution of the corresponding system
of differential equations.

The examples of the simplest solutions of fuzzy initial value problems, fuzzier linear problem are solved. She appears in the calculation
of fuzzy phase trajectory of a continuous system of automatic optimization remembering extremum property type nonlinearity-linearity.

Figures are given representation of fuzzy numbers in the form of triangular membership functions and the equivalent of the in-
verse mapping. We give a list of references containing 7 items. 4 of them are in English, the other in Russian.

Keywords: fuzzy system, fuzzy ordinary differential equations


