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Введение

Тpаäиöионно тpехìеpная кpивая — тpасса ëиней-
ноãо сооpужения, к ÷исëу котоpых относятся жеëез-
ные и автоìобиëüные äоpоãи, тpубопpовоäы pаз-
ëи÷ноãо назна÷ения, канаëы и äp., пpеäставëяется
в виäе äвух пëоских кpивых: пëан и пpоäоëüный
пpофиëü. Пëан тpассы — это ее пpоекöия на ãоpи-
зонтаëüнуþ пëоскостü XOY, а пpоäоëüный пpо-
фиëü — зависиìостü Z(s), ãäе Z — аппëиката, а s —
äëина кpивой в пëане на÷иная от заäанной то÷ки.
Дpуãиìи сëоваìи, пpоäоëüный пpофиëü — это кpи-
вая, поëу÷аеìая пpи pазвеpтке на пëоскостü веp-
тикаëüной повеpхности, у котоpой напpавëяþщая —
это пëан тpассы, а обpазуþщая паpаëëеëüна оси Z.
И пëан, и пpоäоëüный пpофиëü тpассы состоят

из эëеìентов, в ка÷естве котоpых в зависиìости от
виäа сооpужения испоëüзуþтся отpезки пpяìых и
äуãи окpужностей пpи возìожноì сопpяжении äуã
окpужностей с пpяìыìи и ìежäу собой кpивыìи
пеpехоäной кpивизны. Возìожно также испоëüзо-
вание и äpуãих эëеìентов, в ÷астности паpабоë. На
äоpоãах пеpехоäные кpивые устpаиваþтся äëя обес-
пе÷ения безопасности и пëавности äвижения по-
сpеäствоì собëþäения непpеpывности не тоëüко
касатеëüной (пеpвой пpоизвоäной), но кpивизны
пpоектиpуеìой тpассы в пëане. В ка÷естве пеpехоä-
ных кpивых наибоëее ÷асто испоëüзуþтся кëотоиäы.
Пpи пpоектиpовании автоìобиëüных äоpоã кëо-
тоиäы ìоãут испоëüзоватüся как отäеëüные эëе-
ìенты. В пpеäеëах кëотоиäы кpивизна изìеняется
ëинейно с изìенениеì äëины.
Пpи пpоектиpовании жеëезных äоpоã в пpеäеëах

кpуãовых кpивых pасс÷итывается возвыøение h
наpужноãо pеëüса, котоpое пpяìо пpопоpöионаëüно
кваäpату pас÷етной скоpости äвижения и обpатно
пpопоpöионаëüно pаäиусу кpивой. В пpеäеëах пеpе-

хоäной кpивой возвыøение наpужноãо pеëüса ìе-
няется ëинейно от h äо нуëя. Укëон отвоäа возвы-
øения наpужноãо pеëüса, т. е. скоpостü еãо изìе-
нения, оãpани÷ен заäанныìи пpеäеëаìи. Поэтоìу
оãpани÷ена скоpостü изìенения кpивизны в пеpе-
äеëах кëотоиäы, т. е. паpаìетp ëинейной зависи-
ìости кpивизны кëотоиäы от äëины.
Анаëоãи÷ная ситуаöия иìеет ìесто пpи пpоек-

тиpовании автоäоpоã пpи устpойстве виpажа в пpе-
äеëах кpуãовых кpивых и пpи еãо отãоне в пpеäеëах
пеpехоäных кpивых.
Вы÷исëение кооpäинат ëþбой то÷ки на таких эëе-

ìентах, как отpезки пpяìых, окpужностей, паpабоë
и кëотоиä, сопpяãаþщих пpяìые и окpужности,
никаких тpуäностей не вызывает. В ÷астности, пpи
сопpяжении пpяìых и окpужностей испоëüзуþтся
зависиìости x(l), y(l) äекаpтовых кооpäинат то÷ек
кëотоиäы от ее äëины на÷иная от то÷ки с нуëевой
кpивизной (то÷ка О на pис. 1).
Пpи ìаëых зна÷ениях l, коãäа l ≈ x, кëотоиäа

ìожет бытü заìенена куби÷еской паpабоëой. В äpу-
ãих сëу÷аях зависиìости x(l) и y(l) пpеäставëяþтся
степенныìи pяäаìи Макëоpена в то÷ке с нуëевой
кpивизной [1].

Pассматpивается задача вычисления декаpтовых кооpдинат точек тpасс линейных сооpужений. Пpедлагается ал-
гоpитм последовательного поэлементного pасчета вместо тpадиционного использования веpшин углов повоpота тpассы.
Для клотоид, сопpягающих две кpуговые кpивые близких pадиусов, даются новые pасчетные фоpмулы на основе pазло-
жения в степенной pяд Маклоpена в текущей системе кооpдинат.
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Pис. 1. Клотоида (спиpаль Коpню)
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Есëи кëотоиäа испоëüзуется äëя сопpяжения äвух
окpужностей, то кооpäинаты ее то÷ек по-пpежнеìу
ìоãут вы÷исëятüся на основе тоãо же pазëожения в
степенной pяä в то÷ке с нуëевой кpивизной, кото-
pая в этоì сëу÷ае нахоäится за пpеäеëаìи отpезка
кëотоиäы, сопpяãаþщеãо äве окpужности.
Хаpактеpно, ÷то пpи пpоектиpовании вpу÷нуþ,

а также пpи интеpактивноì пpоектиpовании, коãäа
пpоектное pеøение теì иëи иныì способоì заäает
пpоектант, некотоpые фоpìаëüно äопустиìые ваpи-
анты сопpяжения эëеìентов отбpаковываþтся. Оäна-
ко пpи pазpаботке пpоектиpуþщих аëãоpитìов и пpо-
ãpаìì возникаþт ситуаöии, в котоpых тpаäиöионные
ìетоäы pас÷ета оказываþтся непpиãоäныìи [2].
Цеëüþ настоящей статüи явëяется иссëеäование

поäобных ситуаöий и pазpаботка новоãо унивеp-
саëüноãо pас÷етноãо аëãоpитìа.

Тpадиционный pасчет элементов доpожных тpасс

Тpаäиöионно pас÷ет сопpяжений основывается
на испоëüзовании уãëов повоpота тpассы (pис. 2).
Исхоäныìи äанныìи äëя pас÷ета явëяþтся: уãоë
повоpота и äекаpтовы кооpäинаты еãо веpøины,
pаäиус кpуãовой кpивой R и äëины кëотоиä L1 и L2.
Pас÷ет на÷инается с опpеäеëения pасстояния Т от
то÷ки на÷аëа кëотоиäы (то÷ка A на pис. 2) äо веp-
øины уãëа. Затеì испоëüзуется ìестная систеìа
кооpäинат с öентpоì в то÷ке A, осü X котоpой на-
пpавëена по стоpоне уãëа к веpøине.
С испоëüзованиеì pазëожения в pяä äëя теку-

щеãо зна÷ения äëины кëотоиäы ìожно вы÷исëитü
кооpäинаты X и Y в ìестной систеìе кооpäинат.
Затеì анаëоãи÷но ìожно pасс÷итатü кооpäинаты
то÷ек äëя пpавой кëотоиäы относитеëüно äpуãой
стоpоны уãëа.
Натуpаëüное уpавнение кëотоиäы записывается

в виäе σ = kL, ãäе σ — текущая кpивизна, а L — äëина
кëотоиäы от то÷ки с нуëевой кpивизной äо теку-
щей то÷ки. Паpаìетp k опpеäеëяет скоpостü изìе-
нения кpивизны. 
Дëя pас÷ета испоëüзуþтся pяäы 

(1)

Зäесü R — pаäиус кpуãовой кpивой, k = 1/(L1R)
пpи pас÷ете кëотоиäы сëева и k = 1/(L2R) пpи pас-
÷ете кëотоиäы спpава.

Pяäы (1) схоäятся быстpо, и обы÷но тpех и äаже
äвух ÷ëенов pяäа äостато÷но äëя вы÷исëения кооp-
äинат с тpебуеìой на пpактике то÷ностüþ.
Пpи сопpяжении кëотоиäой äвух окpужностей

с pаäиусаìи R1 и R2 соответственно в на÷аëüной
то÷ке A и коне÷ной то÷ке B (pис. 3) кооpäинаты
пpоìежуто÷ных то÷ек кëотоиäы ìожно вы÷исëитü
с испоëüзованиеì тех же pяäов (1).

Дëя этоãо нужно выпоëнитü сëеäуþщие äействия.
1. Вы÷исëитü паpаìетp кëотоиäы

k = (1/R2 – 1/R1)/Lc, (2)

ãäе Lc — äëина отpезка сопpяãаþщей кëотоиäы.
2. Вы÷исëитü L0 = 1/R1/k — äëину кëотоиäы от

то÷ки с нуëевой кpивизной äо на÷аëа сопpяãаþ-
щей кëотоиäы (то÷ка А на pис. 3).

3. Вìесто текущей äëины L в pяäы äëя X и Y на-
äо поäставитü L0 и вы÷исëитü äекаpтовы кооpäи-
наты x0, y0 то÷ки А в систеìе, на÷аëо котоpой на-
хоäится в то÷ке нуëевой кpивизны, а осü X напpав-
ëена по касатеëüной к кëотоиäе в этой на÷аëüной
то÷ке (систеìа XOY на pис. 3).

4. С испоëüзованиеì тех же pяäов, поäставëяя в
них L0 + L, вы÷исëитü кооpäинаты x1, y1 текущей
то÷ки сопpяãаþщей кëотоиäы в этой же систеìе.
В ÷астности, äëя то÷ки В нужно поäставëятü L0 + Lc.

5. Вы÷исëитü уãоë ϕ = k /2. Это уãоë ìежäу
касатеëüной к кëотоиäе в то÷ке А и осüþ X систе-
ìы, в котоpой вы÷исëены кооpäинаты то÷ек (сис-
теìа XOY).

6. Зная уãоë ψ касатеëüной к кëотоиäе в то÷ке A
с осüþ X той систеìы, в котоpой ìы хотиì знатü
кооpäинаты пpоìежуто÷ных то÷ек (систеìа X1O1Y1
на pис. 3), нужно осуществитü пеpес÷ет кооpäинат.
Пpи этоì уãоë повоpота оäной систеìы относи-
теëüно äpуãой pавен β = ψ – ϕ. На pис. 3 ϕ < 0,
a ψ > 0. Есëи обозна÷итü ξ, η кооpäинаты на÷аëа

X = L 1 –  +  – ... ;

Y = 1 –  +  – ... .

 ⎝
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Pис. 3. К pасчету сопpяжения двух окpужностей клотоидой

Pис. 2. К pасчету стоpон угла повоpота 
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отpезка сопpяãаþщей кëотоиäы (то÷ка A на pис. 3)
в "pабо÷ей" систеìе X1O1Y1, то кооpäинаты ξ1, η1
то÷ки сопpяãаþщей кëотоиäы пpи äëине L вìесто
x1, y1 в этой систеìе буäут pавны

ξ1 = ξ + (x1 – x0)cos β – (y1 – y0)sinβ;

η1 = η + (x1 – x0)sinβ – (y1 – y0)cosβ.

Есëи äве сопpяãаеìые окpужности иìеþт бëиз-
кие зна÷ения pаäиусов и pасстояние ìежäу их öен-
тpаìи зна÷итеëüно, то äëина äуãи L0 от на÷аëа кëо-
тоиäы (т. е. от то÷ки с нуëевой кpивизной) äо то÷-
ки на окpужности (то÷ка А на pис. 3) ìожет во ìноãо
pаз пpевосхоäитü äëину отpезка кëотоиäы, сопpя-
ãаþщеãо окpужности, а уãоë повоpота ìожет пpе-
выøатü 30 pаä, т. е. ÷исëо витков кëотоиäы ìожет
бытü 5 и боëее, и pеаëüная ситуаöия буäет отëи÷ная
от pис. 3. В таких сëу÷аях возникает вопpос о öеëе-
сообpазности испоëüзования изëоженноãо способа
вы÷исëений и вообще о возìожности обеспе÷ения
тpебуеìой то÷ности pас÷ета кооpäинат, напpиìеp
äо 0,01 ì. Деëо в тоì, ÷то, несìотpя на то ÷то тео-
pети÷ески pяäы (1) äëя pас÷ета кооpäинат схоäятся
пpи ëþбых зна÷ениях äëины кëотоиäы и уãëа пово-
pота, пpакти÷ески пpи боëüøоì ÷исëе ÷ëенов pяäа
пpобëеìати÷но обеспе÷итü тpебуеìуþ то÷ностü
вы÷исëений из-за оøибок, обусëовëенных теì, ÷то
pазpяäная сетка коìпüþтеpа коне÷на и увеëи÷ение
÷исëа вы÷исëяеìых ÷ëенов pяäа ìожет и не äатü
увеëи÷ения то÷ности pас÷ета.
В табëиöе äëя pазëи÷ных зна÷ений pаäиусов R1

и R2, äëины сопpяãаþщей их кëотоиäы Lc пpиве-
äены зна÷ения L0 и уãëа ϕ. Линейные веëи÷ины
пpеäставëены в ìетpах, а уãоë — окpуãëенно в pа-
äианах. Кpоìе тоãо, в этой табëиöе пpеäставëены
оøибки Δx и Δy вы÷исëения кооpäинат то÷ек кëо-
тоиäы пpи заäанных кооpäинатах ее на÷аëа (то÷-
ка A на pис. 3).
Способ вы÷исëения этих оøибок станет ясен из

äаëüнейøеãо изëожения. Pас÷еты пpекpащаëисü,
коãäа о÷еpеäной ÷ëен pяäа становиëся ìенüøе 10–6.
Уìенüøение этой константы, как и увеëи÷ение ее
äо 10–5, пpакти÷ески не ìеняëо pезуëüтат.
Наибоëüøее вëияние на то÷ностü вы÷исëения

кооpäинат оказывает pазностü pаäиусов сопpяãае-
ìых кpивых.

Пpи пpоектиpовании вpу÷нуþ, а также пpи ис-
поëüзовании pазëи÷ноãо pоäа аëãоpитìов интеpак-
тивноãо пpоектиpования в САПP такие ситуаöии
кpуãовых кpивых бëизких pаäиусов с пеpехоäныìи
кpивыìи, как пpавиëо, не pассìатpиваþтся. Две
окpужности бëизких pаäиусов заìеняþтся оäной
окpужностüþ иëи сопpяãаþтся встык с общей ка-
сатеëüной. Наëи÷ие äвух кpивых бëизких pаäиусов
с существенныì pасстояниеì ìежäу их öентpаìи и
возìожностü их сопpяжения кëотоиäой пpи этоì
пpосто иãноpиpуþтся. Пpи пpоектиpовании жеëез-
ных äоpоã в pассìатpиваеìой ситуаöии упоìинав-
øееся выøе оãpани÷ение на паpаìетp кëотоиäы не
äействует, так как возвыøение наpужноãо pеëüса
пpоектиpуется в pас÷ете на ìенüøий из сопpяãае-
ìых pаäиусов и остается постоянныì в пеpеäеëах
всей кpивой, вкëþ÷ая кëотоиäу. Отвоä возвыøения
наpужноãо pеëüса осуществëяется на конöевых кëо-
тоиäах, т. е. пpи пеpехоäе на пpяìые.
Пpи испоëüзовании итеpаöионных аëãоpитìов

оптиìизаöии пpихоäится с÷итатüся с теì, ÷то в ите-
pаöионноì пpоöессе изìеняþщиеся pаäиусы äвух
сìежных окpужностей, сопpяãаеìых кëотоиäой,
пpиниìаþт бëизкие зна÷ения, а pасстояние ìежäу
их öентpаìи не позвоëяет заìенитü их оäной окpуж-
ностüþ иëи сопpяãатü встык, как это pекоìенäуется
в сëу÷ае, есëи pазностü кpивизны окpужностей
ìенüøе заäанной. В связи с этиì быë pазpаботан
новый аëãоpитì pас÷ета кооpäинат пpи сопpяже-
нии кëотоиäой äвух окpужностей, обеспе÷иваþ-
щий тpебуеìуþ то÷ностü вы÷исëений пpи бëизких
зна÷ениях pаäиусов сопpяãаеìых кpуãовых кpивых.

Новый алгоpитм pасчета кооpдинат точек 
сопpягающей клотоиды

Обозна÷иì äекаpтовы кооpäинаты на÷аëüной
то÷ки A кëотоиäы, сопpяãаþщей кpуãовые кpивые
pаäиусов R1 и R2, в некотоpой систеìе кооpäинат
÷еpез x0, y0, уãоë касатеëüной в этой то÷ке с осüþ X
÷еpез ϕ0 и кpивизну ÷еpез σ0 = 1/R1. Есëи L — те-
кущая äëина кëотоиäы на÷иная от то÷ки A, в котоpой
L = 0, и äо текущей то÷ки C, кооpäинаты котоpой ìы
буäеì вы÷исëятü, то в соответствии с опpеäеëениеì
кëотоиäы кpивизна в то÷ке C 

σ(L) = σ0 + kL.

Зäесü k — паpаìетp кëотоиäы, вы÷исëяеìый по
фоpìуëе (2). Поскоëüку dϕ(L) = σ(L)dL, то

ϕ(L) = ϕ0 + σ0L + kL2/2.

Даëее, dx(L) = cosϕ(L)dL и dy(L) = sinϕ(L)dL.
В итоãе поëу÷аеì

x = x0 + cos(ϕ0 + σ0t + κt2/2)dt;

y = y0 + sin(ϕ0 + σ0t + κt2/2)dt.

Расчет параметров сопряжения кривых близких радиусов

R1 R2 Lc L0 ϕ Δx Δy

200 201 50 10 050 25 0,0002 0,0004
200 201 60 12 060 30 0,04 0,05
200 201 70 14 070 35 6,12 2,50
400 401 60 24 060 30 0,07 0,08
400 401 70 28 070 35 15,45 12,69
800 801 60 48 060 30 0,13 0,12
800 801,4 80 45 794 29 0,042 0,036
800 801,5 80 42 746 26 0,004 0,006

2000 2001,2 70 116 736 29 0,20 0,23
2000 2001,2 80 133 414 33 13,43 12,07
2000 2001,4 80 114 365 28 0,083 0,077

 
0

L

∫

 
0

L

∫
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Эти интеãpаëы отëи÷аþтся наëи÷иеì ϕ0 и σ0 от
испоëüзуеìых в оптике известных интеãpаëов Фpе-
неëя [3, 4], на основе котоpых и быëи поëу÷ены
упоìянутые выøе pазëожения в pяäы äекаpтовых
кооpäинат то÷ек кëотоиäы. Есëи σ0 = 0, то наëи÷ие
ϕ0 несущественно, так как ìожно вы÷исëитü кооp-
äинаты по известныì pазëоженияì в pяäы, поëаãая
ϕ0 = 0, а затеì пеpес÷итатü их с у÷етоì повоpота
на ϕ0. Наëи÷ие σ0 в поäынтеãpаëüных функöиях
существенно äëя äаëüнейøеãо.
Обозна÷иì эти интеãpаëы ÷еpез Ix(L) и Iy(L) со-

ответственно. Они не выpажаþтся ÷еpез эëеìен-
таpные функöии, поэтоìу заìениì их pазëожени-
еì в степенные pяäы Макëоpена в то÷ке L = 0:

Ix(L) = Ix(0) + (0) ;

Iy(L) = Iy(0) + (0) .

Pассìотpиì pазëожение в pяä Ix(L):

(3)

Отìетиì сëеäуþщие законоìеpности в вы÷ис-
ëении пpоизвоäных, pассìатpивая кажäуþ из них
как ìноãо÷ëен по σ0 + kL.

1. Пpоизвоäные не÷етных поpяäков соäеpжат
сëаãаеìые тоëüко с ÷етныìи степеняìи σ0 + kL
на÷иная с нуëевой и кон÷ая n – 1, ãäе n — поpяäок
пpоизвоäной, а пpоизвоäные ÷етных поpяäков (на-
÷иная со втоpой) соäеpжат сëаãаеìые тоëüко с не-
÷етныìи степеняìи σ0 + kL, на÷иная с пеpвой и
кон÷ая n – 1.

2. В кажäоì сëаãаеìоì, кpоìе степени σ0 + kL,
соäеpжится в ìножитеëе sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2) иëи
cos(ϕ0 + σ0L + kL2/2). Поэтоìу общий виä сëаãае-
ìоãо ìожно пpеäставитü в виäе A(k) (σ0 + kL)p Ѕ
Ѕ sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2) иëи B(k)(σ0 + kL)p cos(ϕ0 +
+ σ0L + kL2/2), пpи÷еì пpи пеpехоäе к о÷еpеäноìу
ненуëевоìу сëаãаеìоìу ìноãо÷ëена пpоисхоäит за-
ìена: sin на cos иëи cos на sin. Множитеëи A(k) и B(k)
в кажäоì сëаãаеìоì и в кажäой пpоизвоäной pаз-
ëи÷ны.
В спpавеäëивости наëи÷ия отìе÷енной стpуктуpы

фоpìуë äëя вы÷исëения пpоизвоäных ëеãко убе-

äитüся с поìощüþ ìатеìати÷еской инäукöии, так
как пpи äиффеpенöиpовании о÷еpеäной пpоизвоä-
ной, иìеþщей такуþ стpуктуpу, и pассìатpивая
посëеäоватеëüно, как вы÷исëяþтся сëаãаеìые но-
воãо ìноãо÷ëена из сëаãаеìых иìеþщеãося, заìе-
÷аеì сëеäуþщее:

пpи p > 0, äиффеpенöиpуя (σ0 + kL)p, поëу÷аеì

те же ìножитеëи, но вìесто (σ0 + kL)p иìееì

pk(σ0 + kL)p – 1. Это соответствует øаãу вëево
по сëаãаеìыì ìноãо÷ëена. Диффеpенöиpуя
sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2), поëу÷аеì A(k)(σ0 + kL)p + 1 Ѕ

Ѕ  cos(ϕ0 + σ0L + kL2/2), а äиффеpенöиpуя cos(ϕ0 +

+ σ0L + kL2/2), поëу÷аеì –B(k)(σ0 + kL)p + 1 Ѕ

Ѕ sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2). Это соответствует øаãу
впpаво по стpоке сëаãаеìых ìноãо÷ëена;
пpи p = 0 возìожен тоëüко øаã впpаво с теì же
pезуëüтатоì.
Пpи поäстановке L = 0 в ìноãо÷ëен äëя пpоиз-

воäной вìесто соответствуþщеãо сëаãаеìоãо поëу-
÷аеì A(k)  sinϕ0 иëи B(k)  cosϕ0.
Такиì обpазоì, кажäое сëаãаеìое новоãо ìноãо-

÷ëена (σ0 + kL)r (кpоìе пеpвоãо пpи r = 0 и посëеä-
неãо) поëу÷ается из äвух сëаãаеìых иìеþщеãося
ìноãо÷ëена соответственно со степеняìи r – 1
(пpи øаãе впpаво) и r + 1 (пpи øаãе вëево). Пpи
r = 0 иìееì pезуëüтат тоëüко øаãа вëево. А посëеä-
ний ÷ëен поëу÷ается тоëüко пpи øаãе впpаво. Это на-
ãëяäно показано пpи записи фоpìуëы (3) äëя (L),
в котоpой –k (σ0 + kL) поëу÷ено пpи øаãе впpаво,
а –2(σ0 + kL) поëу÷ено пpи øаãе вëево.

Pассìотpенные особенности фоpìиpования сëа-
ãаеìых о÷еpеäной пpоизвоäной позвоëиëи созäатü
аëãоpитì вы÷исëения (0) путеì пpеобpазо-
вания сëаãаеìых (0):

(0) = cosϕ0.

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:
i — ноìеp посëеäней вы÷исëенной пpоизвоäной.

Буäеì вы÷исëятü о÷еpеäнуþ пpоизвоäнуþ и соот-
ветствуþщий ÷ëен pяäа äëя Ix(L), пpеобpазуя сëа-
ãаеìые посëеäней из вы÷исëенных пpоизвоäных
во внеøнеì öикëе от i = 1 äо боëüøоãо ÷исëа, на-
пpиìеp äо 100, пpеpывая öикë пpи поëу÷ении о÷е-
pеäноãо ÷ëена pяäа, не pавноãо нуëþ и ìенüøеãо
заäанноãо ÷исëа ε, напpиìеp ε = 10–6.
Буäеì запоìинатü в ìассиве prev сëаãаеìые в

ìноãо÷ëене äëя о÷еpеäной пpоизвоäной äо их уìно-
жения на синус иëи косинус. Нуìеpаöия эëеìен-
тов ìассива на÷инается с 1. До на÷аëа внеøнеãо
öикëа все эëеìенты ìассива prev pавны нуëþ, кpоìе
prev(1) = 1.
Пpоизвоäнуþ в нуëе обозна÷аеì ÷еpез s, а со-

ответствуþщуþ степенü L, äеëеннуþ на нужный
фактоpиаë, ÷еpез st. Соответственно, о÷еpеäной ÷ëен
pяäа pавен s•st.

i 1=

∞
∑ Ix

i( ) Li

i!
----

i 1=

∞
∑ Iy

i( ) Li

i!
----

Ix(0) = 0;

(L) =  = cos(ϕ0 + σ0L + kL2/2);

(L) =  = –(σ0 + kL)sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2); 

(L) =  = –ksin(ϕ0 + σ0L + kL2/2) –

– (σ0 + kL)2cos(ϕ0 + σ0L + kL2/2);

(L) = (–2(σ0 + kL) –

– k(σ0 + kL))cos(ϕ0 + σ0L + kL2/2) +

+ (σ0 + kL)3sin(ϕ0 + σ0L + kL2/2).

Ix
1( ) dIx

dL
------

Ix
2( ) d2Ix

dL2--------

Ix
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dL3--------
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4( )

σ0
p σ0

p

Ix
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До на÷аëа внеøнеãо öикëа s = cosϕ0; st = L,
x = x0 + Lcosϕ0.
Ввеäеì äва пpизнака наëи÷ия синуса иëи коси-

нуса пpи вы÷исëении о÷еpеäноãо сëаãаеìоãо пpо-
извоäной: prn — в на÷аëе пpеобpазуеìой стpоки и
prt — äëя текущеãо сëаãаеìоãо. Кажäый пpизнак
pавен 1, есëи естü ìножитеëü синус, и ìинус 1, есëи
естü ìножитеëü косинус. До вхоäа во внеøний
öикë prn = –1, так как пpеобpазуеìая стpока cosϕ0.
Во внеøнеì öикëе выпоëняеì сëеäуþщие äей-

ствия:
prt пpиpавниваеì к prn; обнуëяеì s; st уìножаеì

на L/(i + 1) — это заãотовка äëя уìножения на вы-
÷исëяеìуþ во внутpеннеì öикëе пpоизвоäнуþ.
Даëее, j — показатеëü степени σ0 + kL в пеpвоì

сëаãаеìоì вы÷исëяеìой стpоки. Факти÷ески j = 1
пpи ÷етноì i и j = 0 пpи не÷етноì i. На пеpвоì øаãе
j = 0.
Внутpенний öикë выпоëняеì с øаãоì 2 от j äо

i – 1. Паpаìетp öикëа обозна÷иì ÷еpез j1 — это по-
казатеëü степени σ0 в о÷еpеäноì сëаãаеìоì вы÷ис-
ëяеìой пpоизвоäной. Есëи j1 > 0, выпоëняеì øаã
вëево, т. е. äобавëяеì к текущеìу зна÷ениþ
prev( j1) пpоизвеäение s1 = prev( j1 + 1)•j1•k/σ0.
Вы÷исëяеì sc = sinϕ0 пpи prt = 1 иëи sc = cosϕ0 в
пpотивноì сëу÷ае. Текущее зна÷ение пpоизвоäной s
увеëи÷иваеì на s1•sc. 
Даëее äеëаеì øаã впpаво, ÷то всеãäа возìожно.

Он соответствует äиффеpенöиpованиþ синуса иëи
косинуса, поэтоìу sc = cosϕ0 пpи prt = 1 иëи sc = sinϕ0
в пpотивноì сëу÷ае. Зна÷ение prev( j1 + 2) поëу÷аеì
из prev( j1 + 1). Дëя этоãо увеëи÷иваеì prev( j1 + 2)
на prev( j1 + 1)•prt•σ0. Уìножениеì на prt у÷иты-
вается изìенение знака пpи äиффеpенöиpовании
косинуса, а уìножениеì на σ0 у÷итывается увеëи-
÷ение показатеëя степени σ0 + kL пpи øаãе впpаво.
Текущее зна÷ение пpоизвоäной s увеëи÷ивается на
prev( j1 + 1)•prt•σ0•sc. Меняеì знак prt пpи пеpе-
хоäе к сëеäуþщеìу сëаãаеìоìу. На этоì øаã впpаво
закон÷ен.
Обнуëяеì prev( j1 + 1) и повтоpяеì внутpенний

öикë.
Посëе ис÷еpпания внутpеннеãо öикëа вы÷исëе-

ны зна÷ение s о÷еpеäной пpоизвоäной и все коэф-
фиöиенты пpи синусах и косинусах в ее сëаãаеìых,
котоpые хpанятся в ìассиве prev и буäут испоëüзо-
ватüся äëя вы÷исëения сëеäуþщей пpоизвоäной.
Новый ÷ëен pяäа pавен s•st, зна÷ение х увеëи-

÷иваеì на s•st, и пpи |s•st| < ε pас÷ет закон÷ен, есëи
пpи этоì вы÷исëено боëее äвух пpоизвоäных. Ина÷е
пpи ϕ0 = 0 втоpая пpоизвоäная pавна нуëþ и с÷ет
закан÷ивается с невеpныì pезуëüтатоì.
Есëи с÷ет пpоäоëжается, то пpи j = 0 ìеняеì

знак prn и пеpехоäиì к повтоpениþ внеøнеãо öикëа.
Есëи ÷исëо еãо повтоpений, т. е. поpяäок вы÷ис-
ëенной пpоизвоäной, пpевыøает заäанное ÷исëо
(напpиìеp, 100), то это свиäетеëüствует об оøибке
и с÷ет öеëесообpазно пpекpатитü.

Аëãоpитì äëя pазëожения в pяä Iy(L) анаëоãи-
÷ен изëоженноìу. Пеpвая пpоизвоäная в нуëе pав-
на sinϕ0, соответственно, prn = 1 и пеpвый ÷ëен pяäа
pавен L sinϕ0. Дpуãих изìенений нет.
Некотоpые усовеpøенствования äостиãаþтся пpи

пеpехоäе к систеìе кооpäинат, в котоpой осü OX
напpавëена по касатеëüной к кëотоиäе в на÷аëüной
то÷ке A(x0, y0). В этой систеìе ϕ0 = 0, sinϕ0 = 0 и
cosϕ0 = 1. Поэтоìу нет необхоäиìости вы÷исëятü sc,
а пpи вы÷исëении s нужно äобавëятü тоëüко ìно-
житеëи пpи cosϕ0, т. е. пpи prt = –1. Оäнако ìножи-
теëи пpи sinϕ0 все pавно пpиäется вы÷исëятü и хpа-
нитü äëя вы÷исëения сëеäуþщей пpоизвоäной. По
завеpøении вы÷исëения кооpäинат необхоäиìо
пеpес÷итатü их в исхоäнуþ систеìу.
С поìощüþ изëоженноãо аëãоpитìа быëи вы-

÷исëены кооpäинаты то÷ек кëотоиä, сопpяãаþщих
äве окpужности бëизких pаäиусов, и вы÷исëена
оøибка в кооpäинатах пpи их pас÷ете от то÷ки с
нуëевой кpивизной.
Дëя этоãо вы÷исëяëся паpаìетp k кëотоиäы по

фоpìуëе (2), äëина L0 = 1/R1/k от то÷ки с нуëевой
кpивизной äо на÷аëа сопpяãаþщей кëотоиäы, äëи-
на котоpой Lc. Дëя äëин, кpатных 20 ì, с испоëü-
зованиеì pяäов (1) вы÷исëяëисü и запоìинаëисü
кооpäинаты соответствуþщих то÷ек, впëотü äо äëи-
ны L0 + Lc. Новый аëãоpитì пpиìеняëся äëя по-
сëеäоватеëüноãо пеpес÷ета кооpäинат.

1. Вы÷исëяëисü кооpäинаты, уãоë касатеëüной с
осüþ X и кpивизна пpи äëине кëотоиäы 20 ì на÷и-
ная от то÷ки с нуëевой кpивизной. Эти äанные ис-
поëüзоваëисü как на÷аëüные äëя вы÷исëения кооp-
äинат, уãëа и кpивизны пpи L = 20 ì. И так в öикëе
с пеpес÷етоì на÷аëüных äанных äо ис÷еpпания äëи-
ны L0 + Lc. Поëу÷аëся новый ìассив кооpäинат.

2. Соответствуþщие кооpäинаты из äвух ìасси-
вов сpавниваëисü и вы÷исëяëасü ìаксиìаëüная по
абсоëþтной веëи÷ине оøибка по х и по у. Иìенно
эти веëи÷ины занесены в табëиöу.
Во избежание накопëения оøибок пpи посëе-

äоватеëüноì пеpес÷ете pас÷еты по новоìу аëãоpит-
ìу выпоëняëисü с ε = 10–6. Маëые зна÷ения äëин
L = 20 ì пpи втоpоì pас÷ете позвоëяþт поëу÷атü
pезуëüтат с высокой то÷ностüþ.

Последовательный поэлементный pасчет кооpдинат

Есëи заäаны на÷аëüная то÷ка, на÷аëüное напpав-
ëение (уãоë ϕ0 с осüþ X), посëеäоватеëüностü эëе-
ìентов и их äëины, а также pаäиусы кpуãовых кpи-
вых, то аëãоpитì pас÷ета сëеäуþщий.

1. Дëя пpяìой на pасстоянии s от на÷аëüной
то÷ки пpяìой с кооpäинатаìи x0, y0 справеäëиво
x(s) = x0 + scosϕ0; y(s) = y0 + s sinϕ0.
Пpи s = L, ãäе L — äëина пpяìой, поëу÷аеì ко-

оpäинаты ее коне÷ной то÷ки.
2. Дëя окpужности пpи повоpоте пpотив ÷асо-

вой стpеëки pаäиус с÷итаеì поëожитеëüныì, а пpи
повоpоте по ÷асовой стpеëке — отpиöатеëüныì.
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Вы÷исëяеì уãоë повоpота Δϕ = s/R. В систеìе
кооpäинат с осüþ X, напpавëенной по касатеëüной
к окpужности в на÷аëüной то÷ке, и с öентpоì в на-
÷аëüной то÷ке

x ′ = R sinΔϕ и y ′ = R(1 – cosΔϕ).
В исхоäной систеìе кооpäинат

x(s) = x0 + x ′cosϕ0 – y ′sinϕ0
и y(s) = y0 + y ′cosϕ0 + x ′sinϕ0; ϕ(s) = ϕ0 + Δϕ.

Пpи s = L, ãäе L — äëина окpужности, поëу÷аеì
äанные äëя pас÷ета сëеäуþщеãо эëеìента, т. е. новые
x0, y0 и ϕ0.
Пpи pас÷ете кëотоиäы, сопpяãаþщей пpяìуþ и

окpужностü иëи окpужностü и пpяìуþ иëи äве ок-
pужности, сна÷аëа вы÷исëяеì паpаìетp кëотоиäы.
Этот паpаìетp ìожет бытü и отpиöатеëüныì, ÷то не
ìеøает испоëüзоватü изëоженный унивеpсаëüный
аëãоpитì pас÷ета. Пpи нуëевой кpивизне в на÷аëü-
ной то÷ке ìожно испоëüзоватü pяäы (1), но äëя со-
пpяжения äвух окpужностей öеëесообpазно ис-
поëüзоватü новый аëãоpитì, изëоженный выøе.
Посëеäоватеëüно вы÷исëяя кооpäинаты пpоìе-

жуто÷ных и коне÷ных то÷ек о÷еpеäноãо эëеìента и
уãëы касатеëüной с осüþ X в исхоäной систеìе ко-
оpäинат, ìы поëу÷иì поëный pас÷ет кpивой.
Есëи тpебуþтся уãëы повоpота и кооpäинаты их

веpøин, то они ìоãут бытü вы÷исëены ÷еpез кооp-
äинаты на÷аëüной то÷ки кëотоиäы пpи схоäе с пpя-
ìой и коне÷ной то÷ки кëотоиäы пpи выхоäе на
пpяìуþ и соответствуþщие уãëы этих пpяìых с
осüþ X. Есëи внутpи такоãо уãëа повоpота соäеp-
жатся нескоëüко кpуãовых кpивых, сопpяãаеìых кëо-
тоиäаìи иëи встык, то в сpеäней то÷ке о÷еpеäной
кëотоиäы иëи в то÷ке сопpяжения окpужностей
ìожно вы÷исëитü уãоë касатеëüной с осüþ X и ис-
поëüзоватü эту касатеëüнуþ как оäну из стоpон уã-
ëа повоpота и т. ä.

Заключение

В итоãе выпоëненной pаботы ìожно констати-
pоватü сëеäуþщее.
Пpи pас÷ете сопpяжений кëотоиäой пpяìой и

кpуãовой кpивой никаких пpобëеì с то÷ностüþ
вы÷исëения кооpäинат то÷ек кëотоиäы не возни-
кает äаже пpи уãëе повоpота кëотоиäы 2π и äëине
кëотоиäы äо 1000 ì. Оäнако пpи сопpяжении äвух
кpуãовых кpивых бëизких pаäиусов пpи äëине от-
pезка сопpяãаþщей кëотоиäы в нескоëüко äесят-
ков ìетpов и pаäиусах кpивых от 200 äо 4000 ì воз-
ìожны существенные оøибки, есëи испоëüзоватü
кëасси÷еские pяäы äëя кооpäинат то÷ек кëотоиäы.
В этих сëу÷аях öеëесообpазно испоëüзоватü изëо-
женный новый аëãоpитì pазëожения кооpäинат в
степенные pяäы.
Пpи коìпüþтеpноì пpоектиpовании этот аëãо-

pитì обеспе÷ивает необхоäиìуþ то÷ностü вы÷исëе-
ний пpакти÷ески пpи ëþбых pаäиусах сопpяãаеìых
кpуãовых кpивых и их pаспоëожении, ÷то позвоëяет
избежатü пpеpывания итеpаöионноãо пpоöесса и за-
ìены äвух окpужностей оäной иëи еще каких-ëибо
äействий. Этот аëãоpитì испоëüзован пpи pазpаботке
новоãо аëãоpитì пpоектиpования тpасс pеконстpуи-
pуеìых жеëезных äоpоã на основе äинаìи÷ескоãо
пpоãpаììиpования, котоpый пpеäпоëаãается изëо-
житü в отäеëüной статüе.
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Under study is the problem of calculation of the Cartesian coordinates of points of the line structures routes: railways and roads,
pipelines, etc. Plan and longitudinal profile of the route can contain straight-line segments, circles, parabolas, and spiral. A con-
sistent per element calculation from a given starting point and the initial direction to the end point is proposed. Found that when
calculating the coordinates of clothoid points, connecting two circular curves of nearby radii using the power series expansion at
the point with zero curvature it is possible essential errors due to inaccurate representation of numbers in a computer. A new al-
gorithm for the calculation with the power series expansion at the interface point between the circle and the clothoid is proposed.
The algorithm provides the required accuracy of calculation when connecting circular curves have nearby radii.

Keywords: route, plan, longitudinal profile, clothoid, connection of circles, power series, calculation errors, Maclaurin


