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Веpоятностные динамические модели анализа pаботы 
сбоpочных конвейеpных линий

Введение

Поä стpуктуpной наäежностüþ pаботы конвейеp-
ной ëинии пониìается обеспе÷ение возìожности
функöиониpования и эффективной pаботы отäеëü-
ных стаäий техноëоãи÷ескоãо пpоöесса в усëовиях:

— сëу÷айных изìенений вpеìен выпоëнения от-
äеëüных техноëоãи÷еских опеpаöий на некотоpых
сбоpо÷ных постах;

— выхоäа из стpоя иëи снижения пpоизвоäи-
теëüности отäеëüных pабо÷их станöий;

— сбоев в поступëении ìатеpиаëов, заãотовок и
коìпëектуþщих, pаботы тpанспоpта;

— отбpаковки изäеëий посëе выпоëнения опpе-
äеëенных объеìов pабот.
Обеспе÷ение стpуктуpной наäежности äостиãа-

ется pассинхpонизаöией техноëоãи÷ескоãо пpоöесса,
pазбиениеì еãо на нескоëüко независиìых äpуã от
äpуãа стаäий и созäаниеì пpоìежуто÷ных накопи-
теëей опpеäеëенных объеìов. Бëаãоäаpя наëи÷иþ
этих буфеpных накопитеëей и запасов изäеëий ìе-
жäу отäеëüныìи стаäияìи техноëоãи÷ескоãо пpо-
öесса пpи остановке иëи снижении пpоизвоäи-
теëüности отäеëüных постов конвейеpа остаëüные
посты некотоpое вpеìя ìоãут пpоäоëжатü pаботатü
с пpежней пpоизвоäитеëüностüþ. Пpи этоì успеø-
ное pеøение заäа÷и созäания пpоìежуто÷ных на-
копитеëей ìежäу отäеëüныìи стаäияìи, опpеäеëе-
ние оптиìаëüных ìест их pаспоëожения и объеìов

этих накопитеëей позвоëит повыситü эффектив-
ностü их pаботы и сокpатитü затpаты на их созäа-
ние и экспëуатаöиþ.
В ëитеpатуpе наибоëüøее вниìание уäеëяëосü

pеøениþ заäа÷ в äетеpìиниpованной постановке
оптиìаëüноãо pаспpеäеëения всеãо ìножества тех-
ноëоãи÷еских опеpаöий по постаì сбоpо÷ноãо кон-
вейеpа, котоpые явëяþтся ÷pезвы÷айно важныìи äëя
ìассовоãо и кpупносеpийноãо пpоизвоäства (сì.,
напpиìеp, [1—9]). В ка÷естве кpитеpия эффектив-
ности pаботы сбоpо÷ноãо конвейеpа ìожно pассìат-
pиватü ìаксиìаëüнуþ пpоизвоäитеëüностü сбоpо÷-
ноãо конвейеpа, т. е. коëи÷ество изäеëий, выпус-
каеìых в еäиниöу вpеìени пpи заäанноì ÷исëе pа-
бо÷их станöий, опpеäеëяеìуþ выpажениеì

E1 = ti + τ l ti, (1)

ãäе m — заäанное ÷исëо pабо÷их станöий;  =
= {1, ..., i, ..., n} — ìножество техноëоãи÷еских опе-
pаöий, äëитеëüностü кажäой из котоpых pавна ti;
θ =  + τ — вpеìя такта pаботы конвейеpа, вкëþ-
÷аþщеãо ìаксиìаëüнуþ äëитеëüностü обpаботки
изäеëия на pабо÷их постах  и вpеìя τ пеpеìеще-
ния изäеëия с оäноãо pабо÷еãо поста на äpуãой.
В äаëüнейøеì äëя пpостоты изëожения поä тактоì
pаботы конвейеpной ëинии буäеì пониìатü веëи-
÷ину  = θ – τ;  — поäìножество опеpаöий, вы-
поëняеìых на k-й pабо÷ей станöии. Пустü äопусти-
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ìая посëеäоватеëüностü выпоëнения техноëоãи÷е-
ских опеpаöий заäана некотоpыì ãpафоì, ãäе  —
ìножество всех äуã ãpафа. Опpеäеëиì также сëе-
äуþщие показатеëи:

(i) — ìножество опеpаöий, котоpые ìоãут вы-
поëнятüся тоëüко посëе завеpøения выпоëнения
опеpаöии i; (i) — ìножество опеpаöий, котоpые
äоëжны бытü выпоëнены пеpеä на÷аëоì выпоëне-
ния опеpаöии i.

Pассìатpиваеìая заäа÷а относится к кëассу NP-
сëожных заäа÷ экспоненöиаëüной сëожности.
Пpиìеняеìые на пpактике ìетоäы pеøения этой
заäа÷и, основанные на ìетоäах ветвей и ãpаниö,
ãëобаëüноãо сëу÷айноãо поиска, ãенети÷еских аë-
ãоpитìах и эвоëþöионных стpатеãиях, а также эв-
pисти÷еских ìетоäах, тpебуþт боëüøих объеìов
вы÷исëений и не ãаpантиpуþт поëу÷ения то÷ных
pеøений äëя pеаëüных пpакти÷еских пpиëожений
в усëовиях боëüøой pазìеpности.
Заäа÷аì обеспе÷ения стpуктуpной наäежности

конвейеpных ëиний в усëовиях стохасти÷еских
иëи не÷етких äанных о вpеìенах выпоëнения от-
äеëüных опеpаöий и суììаpных вpеìен выпоëне-
ния всех опеpаöий на отäеëüных постах сбоpо÷ноãо
конвейеpа уäеëяëосü неäостато÷ное вниìание в
ìоноãpафиях и пеpиоäи÷еской ëитеpатуpе. Зäесü
сëеäует отìетитü pаботы [6, 7].
В äанной pаботе pассìатpиваþтся ìатеìати÷е-

ские ìоäеëи анаëиза в сëеäуþщих усëовиях. Кон-
вейеpная ëиния pазбивается на нескоëüко относи-
теëüно независиìо äpуã от äpуãа pаботаþщих у÷а-
стков, соеäиненных буфеpныìи накопитеëяìи
опpеäеëенных pазìеpов (сì. pисунок), функöией
котоpых явëяется хpанение пpоäукöии незавеp-
øенноãо пpоизвоäства.
В этих усëовиях снижение пpоизвоäитеëüности

отäеëüных pабо÷их станöий иëи стаäий техноëоãи-
÷ескоãо пpоöесса не оказывает существенноãо вëия-
ния на остаëüные посты (pабо÷ие станöии) конвей-
еpной ëинии, котоpые äаже в этих усëовиях ìоãут
pаботатü с пpежней пpоизвоäитеëüностüþ.
Созäание буфеpных накопитеëей боëüøих pаз-

ìеpов связано с увеëи÷ениеì пëощаäей, капитаëü-
ных и экспëуатаöионных затpат и, на÷иная с не-
котоpых pазìеpов, уже не пpивоäит к существен-
ноìу увеëи÷ениþ пpоизвоäитеëüности конвейеpной
ëинии. Изìеняя стpуктуpу техноëоãи÷еской ëи-
нии, ваpüиpуя pазìеpаìи буфеpных накопитеëей и
pаспpеäеëениеì опеpаöий по постаì сбоpо÷ноãо
конвейеpа, ìожно ìетоäаìи иìитаöионноãо ìоäе-
ëиpования опpеäеëитü оптиìаëüнуþ стpуктуpу и
техноëоãиþ пpоизвоäственноãо пpоöесса. Поэтоìу
выбоp их ìестоpаспоëожения и оптиìаëüных pаз-

ìеpов, а также аëãоpитìа упpавëения ëинией яв-
ëяется о÷енü важной заäа÷ей пpоектиpования и оp-
ãанизаöии конвейеpноãо пpоизвоäства.

1. Pаспpеделение веpоятностей вpемени 
такта pаботы конвейеpной линии 
без буфеpных накопителей

Pассìотpиì синхpонно pаботаþщуþ конвейеp-
нуþ ëиниþ без буфеpных накопитеëей, вкëþ÷аþ-
щуþ m pабо÷их станöий. Пустü заäаны  =
= {wk1, ..., wkl, ..., wkL}, k = 1, ..., m, — ìножество
опеpаöий, выпоëняеìых на k-й pабо÷ей станöии,

 — вpеìя выпоëнения опеpаöии t(wkl), а также
äискpетное pаспpеäеëение вpеìени выпоëнения
кажäой из опеpаöий  = p{t(wkl) = }, l = 1, ..., L;
k = 1, ..., m; ρ = 1, ..., d. Тоãäа äискpетные pаспpеäе-
ëения веpоятностей суììаpных вpеìен выпоëнения
всех техноëоãи÷еских опеpаöий на кажäой pабо÷ей
станöии pkr = p{Tk = r}, r = 1, ..., R, k = 1, ..., m, оп-
pеäеëяþтся по фоpìуëаì

pkr = |l = 1, ..., L;  = r . (2)

Есëи pабо÷ая станöия состоит из нескоëüких
сбоpо÷ных постов v = 1, ..., V и  = p{t( ) =
= } — äискpетное pаспpеäеëение вpеìени вы-
поëнения кажäой из опеpаöий на v-ì посту k-й pа-
бо÷ей станöии, то pаспpеäеëение веpоятностей
суììаpноãо вpеìени выпоëнения всех техноëоãи-
÷еских опеpаöий на этой pабо÷ей станöии

 = |l = 1, ..., L;  = r ,

pkr{Tk = r} =

= . (3)

Пpимеp 1. На pабо÷ей станöии выпоëняþтся
тpи техноëоãи÷еские опеpаöии. Pаспpеäеëение ве-
pоятностей вpеìен выпоëнения опеpаöий на этой
pабо÷ей станöии заäано в табë. 1.
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Табëиöа 1
Распределение вероятностей времени выполнения операций 

на k-й рабочей станции

№ опе-
раöии l

Распреäеëение вероятностей вреìен 
выпоëнения операöий

1-е зна÷ение 2-е зна÷ение 3-е зна÷ение

π( ) π( ) π( )

1 2 0,4 3 0,6 — —
2 5 0,3 6 0,4 7 0.3
3 4 0,2 5 0,8 — —
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Pаспpеäеëение веpоятностей суììаpноãо вpе-
ìени выпоëнения всех опеpаöий на äанной k-й pа-
бо÷ей станöии:

p{Tk = 11} = 0,4•0,3•0,2 = 0,024;

p{Tk = 12} = 0,4•0,3•0,8 + 0,4•0,4•0,2 +
+ 0,6•0,3•0,2 = 0,164;

p{Tk = 13} = 0,4•0,4•0,8 + 0,4•0,3•0,2 +
+ 0,6•0,3•0,8 + 0,6•0,4•0,2 = 0,344;

p{Tk = 14} = 0,4•0,3•0,8 + 0,6•0,4•0,8 +
+ 0,6•0,3•0,2 = 0,324;

p{Tk = 15} = 0,6•0,3•0,8 = 0,144.

Матеìати÷еское ожиäание и äиспеpсия вpеìе-
ни такта

m{Tk} = (11•0,024 + 12•0,164 + 13•0,344 +
+ 14•0,324 + 15•0,144 = 13,224;

D{Tk}=0,024•[11 – 13,224]2 + 0,164•[12 – 13,224]2 +

+ 0,344•[13 – 13,224]2 + 0,324•[14 – 13,224]2 +
+ 0,144•[15 – 13,224]2 = 0,8359.

Pаспpеäеëение веpоятностей вpеìени такта pа-
боты конвейеpной ëинии, т. е. pаспpеäеëение ìак-
сиìаëüноãо вpеìени pаботы сpеäи всех pабо÷их
станöий, опpеäеëяется соãëасно выpажениþ

P{  = r} =

= pkr ,

r = 1, ..., R. (4)

Есëи заäаны непpеpывные pаспpеäеëения веpо-
ятностей вpеìен выпоëнения техноëоãи÷еских
опеpаöий на кажäой pабо÷ей станöии p{Tk = r},

r ∈ [q, R], k = 1, ..., m, то pаспpеäеëение P{  = r}
вы÷исëяется по фоpìуëе

P{  = r} = p(Tkr)• p(Tls)•dp(Tl), r ∈ [q, R].(5)

Зäесü и в äаëüнейøеì r ∈ [q, R] — возìожный
äиапазон вpеìен выпоëнения всех техноëоãи÷е-
ских опеpаöий.
Матеìати÷еское ожиäание и äиспеpсия вpеìе-

ни такта pаботы конвейеpной ëинии опpеäеëяþтся
соãëасно сëеäуþщиì выpаженияì:

m{ } = r•P{  = r},

D( } = P{  = r}•([r – m{ }])2. (6)

Пpимеp 2. Пустü конвейеpная ëиния состоит из
тpех pабо÷их станöий. Pаспpеäеëение веpоятностей
суììаpных вpеìен выпоëнения техноëоãи÷еских
опеpаöий на кажäой pабо÷ей станöии свеäены в
табë. 2.

Pаспpеäеëение веpоятностей вpеìени такта pа-
боты конвейеpной ëинии

p{  = 10} = 0,1•1,0•1,0 + 0,2•0,9•1,0 = 0,352;

p{  = 11} = 0,5•0,8•0,9 + 0,3•0,4•0,9 +
+ 0,4•0,4•0,5 = 0,548;

p{  = 12} = 0,3•0,5•0,5 + 0,3•0,1•0,5 +
+ 0,3•0,1•0,2 = 0,096;

p{  = 13} = 0,1•0,2•0,2 = 0,004.

Матеìати÷еское ожиäание и äиспеpсия вpеìени
такта pаботы конвейеpной ëиниии соответственно
pавны

m{ } = (10•0,352 + 11•0,548 + 12•0,096 +
+ 13•0,004 = 10,652;

D{ } = 0,352•[10,652 – 10,0]2 + 

+ 0,548•[10,652 – 11,0]2 + 0,096•[10,652 – 12,0]2 +
+ 0,004•[10,652 – 13,0]2 = 0,412.

2. Кpитеpии эффективности pаботы 
синхpонных конвейеpных линий

В сëу÷ае стохасти÷ески заäанных вpеìен выпоë-
нения опеpаöий на постах сбоpо÷ноãо конвейеpа в
ка÷естве кpитеpия оптиìаëüности ìоãут pассìат-
pиватüся сëеäуþщие показатеëи:

ìиниìизаöия ìатеìати÷ескоãо ожиäания вpеìе-

ни такта pаботы конвейеpной ëинии (m{ } → min)

в усëовиях оãpани÷ений D{ } m ;
ìаксиìизаöия веpоятности тоãо, ÷то вpеìя такта
pаботы конвейеpной ëинии буäет не боëее не-
котоpоãо напеpеä заäанноãо зна÷ения E:

Φ1 = P{  m E} → max; (7)
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Табëиöа 2
Распределение вероятностей суммарных времен 
выполнения операций на рабочих станциях

№ стан-
öии k

Распреäеëение вероятностей суììарных вреìен 
выпоëнения операöий

1-е
зна÷ение

2-е
зна÷ение

3-е
зна÷ение

4-е
зна÷ение

Tk p(Tk) Tk p(Tk) Tk p(Tk) Tk p(Tk)

1 10 0,1 11 0,5 12 0,3 13 0,1
2 10 0,2 11 0,3 12 0,3 13 0,2
3 10 0,1 11 0,4 12 0,3 13 0,2
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ìиниìизаöия вpеìени такта pаботы конвейеp-
ной ëинии, зна÷ение ниже котоpоãо ãаpантиpу-
ется с веpоятностüþ не ниже заäанной  —

Φ2 = min{F |P{  m F } l }. (8)

Кpоìе тоãо, ìожет pассìатpиватüся äвухкpите-
pиаëüная заäа÷а

m{ } → min, D{ } → min,

котоpая ìожет бытü свеäена к оäнокpитеpиаëüной
ëинейной свеpтке кpитеpиев

Φ3 = m{ } + α•σ{ } → min. (9)

Зäесü σ{ } = , α — некотоpый весовой
коэффиöиент, котоpый ìожет бытü выбpан в пpе-
äеëах α ∈ [0,15; 0,25].
Наибоëüøий интеpес äëя пpакти÷еских пpиëо-

жений пpеäставëяþт кpитеpии (7) и (8). В сëу÷ае
äискpетных pаспpеäеëений суììаpных вpеìен вы-
поëнения опеpаöий на pабо÷их станöиях сбоpо÷-
ноãо конвейеpа

P{  m E} = {P(  = r)|H m E} → max, (10)

{F |P(  m F ) l } =

= minН | P(  = r) l  → min, (11)

ãäе зна÷ения P(  = r) вы÷исëяþтся по фоpìуëаì (4). 
В сëу÷ае непpеpывных законов pаспpеäеëения

веpоятностей

P{  m E} = {P(  = r)}•dP(  = r) → max, (12)

{F |P(  m F ) l } =

= minH | P(  = r)•dP(  = r) l  → min.(13)

Зäесü зна÷ения P(  = r) вы÷исëяþтся по фоp-
ìуëаì (6).

Pассìотpиì аëãоpитì поëу÷ения пpибëиженноãо
pеøения эвpисти÷ескиìи ìетоäаìи заäа÷и опти-
ìаëüноãо pаспpеäеëения техноëоãи÷еских опеpаöий
по постаì сбоpо÷ноãо конвейеpа, оптиìизиpуþ-
щеãо оäин из кpитеpиев оптиìаëüности (9)—(13).
Заäа÷а фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì. Пустü

посëеäоватеëüностü техноëоãи÷еских опеpаöий сбоp-
ки заäана некотоpыì ãpафоì. Известны ÷исëо pа-
бо÷их станöий, посëеäоватеëüности и äëитеëüности
выпоëнения техноëоãи÷еских опеpаöий ti. Кажäая
из техноëоãи÷еских опеpаöий äоëжна выпоëнятüся
тоëüко на какой-ëибо оäной из pабо÷их станöий.

Необхоäиìо опpеäеëитü pаспpеäеëение всех опе-
pаöий по pабо÷иì постаì (станöияì) и постpоитü
посëеäоватеëüностü их выпоëнения на кажäоì k-ì
посту, обеспе÷иваþщие заäаннуþ техноëоãиþ сбоp-
ки и ìаксиìаëüнуþ пpоизвоäитеëüностü сбоpо÷ноãо
конвейеpа, т. е. ìиниìизаöиþ оäноãо из кpитеpиев
оптиìаëüности (9)—(13). То÷ные и пpибëиженные
ìетоäы pеøения этой заäа÷и в усëовиях äетеpìи-
ниpованных вpеìен выпоëнения техноëоãи÷еских
опеpаöий pассìатpиваëи ìноãие автоpы (сì., на-
пpиìеp, [4—8]). Автоpоì pазpаботаны аëãоpитìы
то÷ных и пpибëиженных ìетоäов pеøения этой за-
äа÷и с у÷етоì öеëоãо pяäа важных äëя пpакти÷е-
ских пpиëожений оãpани÷ений на усëовия pаботы
конвейеpной ëинии. Автоpу неизвестны пубëика-
öии, описываþщие ìетоäы pеøения этой заäа÷и в
усëовиях стохасти÷ески заäанных вpеìен выпоë-
нения опеpаöий ti с кpитеpияìи оптиìаëüности
(9)—(13).

3. Обсуждение алгоpитмов pешения 
задачи обеспечения с максимальной веpоятностью 

заданного вpемени такта pаботы 
конвейеpной линиии

Есëи известны ìатеìати÷еские ожиäания вpеìе-
ни выпоëнения кажäой из техноëоãи÷еских опеpаöий

M(ti) = p{ti = }• , i ∈  = {1, ..., i, ..., n}, (14)

то нижняя ãpаниöа пpибëиженноãо зна÷ения такта
pаботы конвейеpной ëинии опpеäеëяется выpа-
жениеì

ξ{M( )} = max  + τ. (15)

Зäесü и в äаëüнейøеì |•| — öеëая ÷астü ÷астноãо
от äеëения äвух веëи÷ин; τ — äетеpìиниpованное
зна÷ение вpеìени тpанспоpтиpовки собиpаеìоãо
изäеëия с оäноãо поста на äpуãой. 

Обозна÷иì  — поäìножество опеpаöий, вы-

поëняеìых на k-ì сбоpо÷ноì посту. Пpибëиженное
pеøение заäа÷и ìиниìизаöии ìатеìати÷ескоãо
ожиäания вpеìени такта pаботы конвейеpной ëи-
нии ìожет бытü выпоëнено аëãоpитìаìи ìиниìи-
заöии вpеìени такта pаботы синхpонных конвей-
еpных ëиний, аëãоpитìаìи, описанныìи в pаботах
[5—8, 10], пpиниìая зна÷ения M(ti) в ка÷естве äе-

теpìиниpованных вpеìен выпоëнения опеpаöий.
В pезуëüтате pеøения этой заäа÷и буäут опpеäеëены
поäìножества выпоëнения опеpаöий на кажäоì из

постов сбоpо÷ноãо конвейеpа , k = 1, ..., m, а также

äопустиìые посëеäоватеëüности их выпоëнения. 
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Поëу÷енное äопустиìое pеøение заäа÷и ìожет
бытü испоëüзовано в ка÷естве на÷аëüноãо пpибëи-
жения и в äаëüнейøеì уëу÷øатüся относитеëüно
зна÷ений кpитеpиев (10), (12) (иëи (11), (13)), опи-
санныì ниже ìетоäоì ëокаëüных ваpиаöий (сì.,
напpиìеp, [10]).
Есëи постpоено некотоpое äопустиìое pеøение
, уäовëетвоpяþщее усëовияì техноëоãи÷еской

посëеäоватеëüности выпоëнения опеpаöий, то äëя
этоãо на÷аëüноãо пpибëижения ìоãут бытü вы÷ис-
ëены сëеäуþщие показатеëи:

äискpетные pаспpеäеëения веpоятностей суì-
ìаpных вpеìен выпоëнения всех техноëоãи÷е-
ских опеpаöий на кажäой pабо÷ей станöии pkr =
= p{Tk = r) по фоpìуëаì (2) иëи (3), котоpые

обозна÷иì (pkl/ ), s = 0;

веpоятностü тоãо, ÷то суììаpное вpеìя выпоë-
нения всех техноëоãи÷еских опеpаöий на каж-
äой pабо÷ей станöии не буäет пpевыøатü заäан-
ное зна÷ение E ,

P{Tk m E} = {P(Tk m r)|H m E}, (16)

ãäе q и H — соответственно ìиниìаëüное и ìакси-
ìаëüное из äопустиìых в выpажении (16) вpеìена
выпоëнения всех техноëоãи÷еских опеpаöий;

ìиниìаëüное зна÷ение суììаpноãо вpеìени вы-
поëнения всех техноëоãи÷еских опеpаöий на каж-
äой pабо÷ей станöии, äостижение котоpоãо ãаpан-

тиpуется с веpятностüþ не ниже веëи÷ины .

Fk = {F |P(Tk m F ) l } =

= minH | P(Tk m r) l ; (17)

pаспpеäеëение веpоятностей вpеìени такта pа-
боты конвейеpной ëинии по фоpìуëаì (5) иëи (6);
веpоятностü тоãо, ÷то вpеìя такта pаботы кон-
вейеpной ëинии не буäет пpевыøатü заäанноãо
зна÷ения E и ìиниìаëüноãо вpеìени такта pа-
боты конвейеpной ëинии, äостижение кото-
pоãо ãаpантиpуется с веpятностüþ не ниже ве-

ëи÷ины , котоpые вы÷исëяþтся соответст-
венно по фоpìуëаì (10), (11).
Обозна÷иì все эти веëи÷ины соответственно

(pkl | ), P{(Tk m E)| }, {Fk| }, l = 1, ..., L, k = 1,

..., m, {P(  m E)| }, {F | } — зна÷ения соответ-

ствуþщих показатеëей на s-ì øаãе аëãоpитìа.
Зäесü s = 0, 1, ..., S — øаãи аëãоpитìа ëокаëüной

ваpиаöии.
С поìощüþ пpоöеäуpы ëокаëüной ваpиаöии

осуществëяется пеpехоä к äpуãоìу äопустиìоìу

pеøениþ (от  к ) с ëу÷øиì зна÷ениеì

кpитеpия оптиìаëüности. Дëя пpостоты изëоже-
ния аëãоpитì ëокаëüной ваpиаöии описываеì äëя
сëу÷ая, коãäа кажäая pабо÷ая станöия вкëþ÷ает
тоëüко оäин пост сбоpки изäеëий.
На кажäоì s-ì øаãе аëãоpитìа (s = 0, 1, ..., S)

выпоëняеì сëеäуþщее. 

1. Вы÷исëяеì зна÷ения (pkl | ), l = 1, ..., L;

P{(Tk m E)| } иëи {Fk| }, k = 1, ..., m, а также зна-

÷ения кpитеpия оптиìаëüности {P(  m E)| } иëи

{F | ). 

2. Нахоäиì инäекс pабо÷ей станöии, явëяþ-
щейся "узкиì ìестоì":

λs = P{(Tk m E)| }

иëи λs = {Fk| }. (18)

3. Обозна÷иì   и  — поäìножества

техноëоãи÷еских опеpаöий, выпоëняеìых соответ-
ственно на λs-й, (λs – 1)-й и (λs + 1)-й pабо÷их
станöиях. Есëи

P{(  m E)| } l P{(  m E)| } 

иëи { | } m { | }, (19)

а) выбеpеì оäну из опеpаöий j ∈ , äëя котоpой

(i)  { /j} = ∅, и пеpенесеì ее в поäìножество

опеpаöий . Выпоëняеì пpеобpазования

 = ( /j),  = (   j); (20)

б) выбеpеì оäну из опеpаöий j ∈ , äëя котоpой

(i)  { /j} = ∅, и оäну из опеpаöий ς ∈ , äëя

котоpых (i)  { /j} = ∅, и (i)  { /ς} = ∅,

есëи M(tj) > M(tς), и поìеняеì их ìестаìи. Дëя
этоãо выпоëняеì пpеобpазования

 = {( /j)  ς},  = {( /ς)  j}. (21)

Вы÷исëиì äëя вновü обpазованных поäìножеств
опеpаöий зна÷ения

(pkl | ), l = 1, ..., L; P{(Tk m E)| } иëи {Fk| },

ãäе k = λs, λs + 1.
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Вновü поëу÷енное pеøение обозна÷иì .

Есëи äëя пpеобpазования 3а иëи хотя бы äëя
оäной паpы пpеобpазования 3б спpавеäëиво неpа-
венство

max[P{(  m E) }; P{(  m E)| }] >

> P{(  m E)| },

min{ | }; { | } < {F | }, (22)

то оставëяеì пpеобpазованные поäìножества вы-
поëнения опеpаöий на pабо÷их станöиях k = λs,
λs + 1, фоpìиpуеì новые посëеäоватеëüности вы-
поëнения опеpаöий на этих pабо÷их станöиях и пе-
pехоäиì к (s + 1)-ìу øаãу итеpаöии, т. е., поëожив
s := (s + 1), возвpащаеìся к пункту 1 аëãоpитìа.
В пpотивноì сëу÷ае пеpехоäиì к пункту 4.

4. а) Выбеpеì оäну из опеpаöий j ∈ , äëя ко-

тоpой (i)  { /j} = ∅, и пеpенесеì ее в поäìно-

жество опеpаöий i ∈ . Выпоëняеì пpеобpазо-

вания

 = ( /j)  = (   j). (23)

б) Выбеpеì оäну из опеpаöий j ∈ , äëя котоpой

(i)  { /j) = ∅, и оäну из опеpаöий ς ∈ , äëя

котоpой (i)  { /ς} = ∅ и M(tj) > M(tς). Поìе-

няеì их ìестаìи, выпоëнив пpеобpазования соот-
ветствуþщих поäìножеств

 = {( /j)  ς},  = {( /ς)  j}. (24)

Вы÷исëиì äëя вновü обpазованных поäìно-
жеств опеpаöий зна÷ения

(pkl | ), l = 1, ..., L; P{(Tk m E)| } иëи {Fk| },

ãäе k = λs, λs – 1.

Вновü поëу÷енное pеøение обозна÷иì .
Есëи äëя пpеобpазования 3а иëи хотя бы äëя

оäной паpы пpеобpазования 3б спpавеäëиво неpа-
венство 

max[P{(  m E)| }; P{(  m E)| }] >

> P{(  m E)| },

min{ | }; { | } < {F | }, (25)

то оставëяеì пpеобpазованные поäìножества выпоë-
нения опеpаöий на pабо÷их станöиях k = λs, λs – 1,
фоpìиpуеì новые посëеäоватеëüности выпоëнения
опеpаöий на этих pабо÷их станöиях и, поëожив

 = , пеpехоäиì к (s + 1)-ìу øаãу итеpаöии,

поëожив s := (s + 1), возвpащаеìся к п. 1 аëãоpитìа.
В пpотивноì сëу÷ае аëãоpитì завеpøает своþ pа-
боту и поëу÷енное pаспpеäеëение опеpаöий по по-
стаì сбоpо÷ноãо конвейеpа пpиниìается в ка÷естве
оптиìаëüноãо pеøения.
Отìетиì, ÷то есëи не выпоëняется систеìа не-

pавенств (19), то вна÷аëе выпоëняется пункт 4 аë-
ãоpитìа, а потоì пункт 3.
Автоpоì быë выпоëнен вы÷исëитеëüный экспе-

pиìент, в пpоöессе котоpоãо pеøаëисü заäа÷и pаз-
ìеpностüþ n = 100...150 опеpаöий и m = 8...15 pабо-
÷их станöий. Матpиöа сìежности ãpафа посëеäо-
ватеëüности техноëоãи÷еских опеpаöий соäеpжаëа
10...15 % еäиниö. Вpеìена выпоëнения техноëоãи-
÷еских опеpаöий в äиапазоне ti ∈ [3, 10] выбиpаëисü
сëу÷айныì обpазоì. Быëо pеøено боëее 40 заäа÷.
В pезуëüтате выпоëненноãо вы÷исëитеëüноãо экспе-
pиìента быëо установëено, ÷то аëãоpитìоì ëокаëü-
ных ваpиаöий за ÷исëо боëüøих итеpаöий, pавное
S m 75, как пpавиëо, ìожет бытü поëу÷ено pеøение,
зна÷ение кpитеpия оптиìаëüности котоpоãо на
7...15 % ëу÷øе pеøения, пpинятоãо в ка÷естве на-
÷аëüноãо пpибëижения.

4. Стохастический анализ pаботы 
асинхpонных конвейеpных линий

Pассìатpиваþтся äинаìи÷еские веpоятностные
ìоäеëи (на основе äискpетных öепей Маpкова с ко-
не÷ныì ìножествоì состояний) анаëиза состояния
пpоизвоäитеëüности и запасов в буфеpных нако-
питеëях äëя pазëи÷ных оpãанизаöионных стpуктуp
конвейеpных ëиний. Суììаpные вpеìена выпоë-
нения опеpаöий на кажäоì из постов сбоpо÷ноãо
конвейеpа заäаны пpоизвоëüныìи äискpетныìи
законаìи pаспpеäеëения веpоятностей. Pаспpеäеëе-
ния веpоятностей вpеìени такта и пpоизвоäитеëü-
ности сбоpо÷ноãо конвейеpа — функöия от pазìе-
pов буфеpных еìкостей и выбpанноãо pаспpеäеëе-
ния вpеìени выпоëнения всех опеpаöий на pаз-
ëи÷ных постах сбоpо÷ноãо конвейеpа. В pезуëüтате
анаëиза буäут опpеäеëены веpоятности pазëи÷ных
зна÷ений пpоизвоäитеëüности отäеëüных станöий,
у÷астков техноëоãи÷ескоãо пpоöесса и всей техно-
ëоãи÷еской ëинии, а также состояния запасов в бу-
феpных накопитеëях в пpоизвоëüные ìоìенты
вpеìени.
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения: 
k = 1, ..., m — инäексы pабо÷их станöий (постов

сбоpо÷ноãо конвейеpа);
l = 0, 1, ..., L (в ÷астности, L = m) — инäексы бу-

феpных накопитеëей;
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t = 0, 1, ..., T — ноìеpа вpеìенных интеpваëов;

Bl ( , ) — ìаксиìаëüный объеì l-ãо буфеp-

ноãо накопитеëя (стоящеãо äо (l = k – 1) и посëе
k-й (l = k) pабо÷ей станöии), изìеpяеìый ÷исëоì
хpанящихся в неì изäеëий;

ρk(t, τ) l 0 — веpоятностü тоãо, ÷то в t-ì вpе-
ìенноì интеpваëе суììаpное вpеìя выпоëнения
всех опеpаöий на k-й pабо÷ей станöии pавно τ, 

ρk(t, τ) = 1, k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T. Есëи

сëу÷айные пpоöессы изìенения вpеìени выпоëне-
ния техноëоãи÷еских опеpаöий стаöионаpны, то зна-
÷ения веpоятностей ρk(t, τ) пpи установëении ста-

öионаpноãо pежиìа pаботы систеìы не зависят от
уpовня на÷аëüных запасов в накопитеëях; dk и Dk —

соответственно ìиниìаëüное и ìаксиìаëüное зна-
÷ения вpеìени выпоëнения всех опеpаöий на k-й
pабо÷ей станöии;

(t) = Sk – 1(t) и (t) = Sk(t) — соответственно

÷исëо изäеëий в буфеpноì накопитеëе пеpеä и посëе
k-й pабо÷ей станöии в t-ì вpеìенноì интеpваëе;

p( (r, t)), p( (r, t)) — веpоятности тоãо, ÷то

в t-ì вpеìенноì интеpваëе ÷исëо изäеëий в соот-
ветствуþщеì накопитеëе буäет pавно r;

p( (r, t)) = 1, p( (r, t)) = 1,

k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (26)

p(Ak(t)) — веpоятности тоãо, ÷то в t-й вpеìенной
интеpваë k-я pабо÷ая станöия на÷нет выпоëнение
техноëоãи÷еских опеpаöий; p(Ek(t)) — веpоятности
тоãо, ÷то в t-й вpеìенной интеpваë k-я pабо÷ая
станöия завеpøит выпоëнение всех техноëоãи÷еских
опеpаöий по сбоpке какоãо-то изäеëия; p(Gk(t)) —
веpоятности тоãо, ÷то в t-й вpеìенной интеpваë
k-я pабо÷ая станöия завеpøиëа обpаботку пpеäы-
äущеãо и буäет ãотова к на÷аëу обpаботки новоãо
изäеëия; p(Fk(t)) — веpоятности тоãо, ÷то в t-й вpе-
ìенной интеpваë k-я pабо÷ая станöия в оäноì из
пpеäыäущих вpеìенных интеpваëов закон÷иëа об-
pаботку изäеëия и пеpеäает еãо в накопитеëü, стоя-
щий посëе этой станöии; p(Rk(t)) — некотоpое вспо-
ìоãатеëüное зна÷ение веpоятности, необхоäиìое
äëя посëеäуþщих вы÷исëений.
Дискpетные pаспpеäеëения веpоятностей вpеìен

на÷аëа, завеpøения обpаботки изäеëия и ãотовно-
сти кажäой pабо÷ей станöии äëя на÷аëа обpаботки

сëеäуþщеãо изäеëия в пpоизвоëüный ìоìент вpе-
ìени t ìоãут бытü вы÷исëены ëибо по фоpìуëаì 

p(Ek(t)) = ρk(t, τ)•p(Ak(t – τ)),

k = 1, ..., m, t = 1, ..., T ; (27)

p(Ak(t)) = p(Gk(t))•p[ (t – 1) l 1],

k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (28)

p(Rk(t))=p(Ek(t))+ p(Fk(t – 1)) – p(Ek(t))•p(Fk(t – 1)),
k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (29)

p(Gk(t)) = p(Rk(t))•p( (t – 1)) < Bk),

k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (30)

p(Fk(t)) = p(Rk(t))•[1 – p(Gk(t))],
k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (31)

иëи соãëасно выpаженияì

p(Gk(t)) = p(Gk(t – 1))•[1 – p(Ak(t – 1))] +
+ p(Ek(t – 1)) – p(Gk(t – 1)) Ѕ
Ѕ [1 – p(Ak(t – 1))]•p(Ek(t – 1)),
k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (32)

p(Fk(t) = p[ (t – 1) < )]•{p(Ek(t)) +

+ p(Ek(t – h))•p[ (t – h – 1) =

= ]– p(Ek(t))•p(Ek(t–h))•p[ (t–h–1)= ]},

k = 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T. (33)

Веpоятности pазëи÷ных зна÷ений состояния за-
пасов (изìеpяеìое ÷исëоì изäеëий) в накопитеëях,
pаспоëоженных пеpеä и посëе pабо÷их станöий,
в пpоизвоëüный ìоìент вpеìени t ìоãут бытü вы-
÷исëены по сëеäуþщиì фоpìуëаì:

p(Sk(r, t) = p(Sk(r, t – 1)•{p(Ak + 1(t))•p(Gk(t)) +
+ [1 – p(Ak + 1(t))]•[1 – p(Gk(t)]} + p(Sk(r + 1, t)) Ѕ
Ѕ p(Ak + 1(t))•[1 – p(Gk(t))] + p(Sk(r – 1, t)) Ѕ

Ѕ [1 – p(Ak + 1(t))]•p(Gk(t)),
k = 0, 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (34)

p(Sk(0, t)) = p(Sk(0, t – 1)•{p(Ak + 1(t))•p(Gk(t)) +
+ [1 – p(Gk(t)]} + p(Sk(1, t))•p(Ak + 1(t)) Ѕ

Ѕ [1 – p(Gk(t))], k = 0, 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T ; (35)

p(Sk(Bk, t)) = p(Sk(Bk, t – 1)•{p(Ak + 1(t))•p(Gk(t)) +
+ [1 – p(Ak + 1(t)} + p(Sk(Bk – 1, t))•p(Gk(t)) Ѕ
Ѕ [1 – p(Ak + 1(t))], k = 0, 1, ..., m; t = 0, 1, ..., T. (36)
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В ка÷естве ÷астных сëу÷аев ìоãут бытü pассìот-
pены ситуаöии, в котоpых отсутствуþт буфеpные
накопитеëи, стоящие ëибо пеpеä, ëибо посëе pа-
бо÷ей станöии, а также сëу÷аи, коãäа отсутствуþт
äва накопитеëя. Во всех pассìатpиваеìых ниже
сëу÷аях веpоятности тоãо, ÷то завеpøение выпоëне-
ния всех техноëоãи÷еских опеpаöий на k-й pабо÷ей
станöии пpоизойäет в t-ì вpеìенноì интеpваëе, т. е.
зна÷ение p(Ek(t)), pасс÷итывается по фоpìуëаì (27).
Pаспpеäеëения веpоятностей вpеìен на÷аëа вы-
поëнения опеpаöий на pабо÷ей станöии в этих сëу-
÷аях pасс÷итываþт по äpуãиì фоpìуëаì. Pассìот-
pиì сëеäуþщие сëу÷аи: 
а) отсутствуþт äва накопитеëя:

p(Fk(t)) = p(Ek(t)) + p(Fk(t – 1))•[1 – p(Ak(t – 1))] –

– p(Ek(t))•p(Fk(t – 1))•[1 – p(Ak(t – 1))],

k = 0, 1, ..., m, t = 0, 1, ..., T; (37)

p(Ak(t)) = p(Fk(t))•p(Ek – 1(t – 1))•p(Ek + 1(t – 1));

k = 0, 1, ..., m; t = 0, 1, ..., T ; (38)

б) отсутствует буфеpный накопитеëü пеpеä pа-
бо÷ей станöией. Веpоятности p(Rk(t)), p(Gk(t)) и
p(Fk(t)) pасс÷итываþтся по фоpìуëаì (29)—(31);
веpоятности зна÷ений вpеìени на÷аëа обpаботки
изäеëий на k-й pабо÷ей станöии в ìоìент вpеìени t
опpеäеëяþтся по фоpìуëаì

p(Ak(t)) = p(Gk(t))•p(Ek – 1(t – 1)),

k = 0, 1, ..., m; t = 0, 1, ..., T ; (39)

в) отсутствует буфеpный накопитеëü пеpеä pа-
бо÷ей станöией.
Веpоятности p(Fk(t)) pасс÷итываþтся по фоpìу-

ëаì (31), а веpоятности p(Ak(t)) — по сëеäуþщиì
фоpìуëаì:

p(Ak(t)) = p(Fk(t))•p(Fk + 1(t – 1))•p( (t – 1) l 1), 

k = 0, 1, ..., m; t = 0, 1, ..., T. (40)

Анаëиз pаботы асинхpонной конвейеpной ëи-
нии пpеäставëяет собой некотоpый итеpативный
пpоöесс. На кажäоì øаãе итеpаöии t = 0, 1, ..., T,
÷исëо котоpых pавно ÷исëу анаëизиpуеìых вpеìен-
ных интеpваëов, пpеäусìатpивается посëеäоватеëü-
ностü pас÷етов веpоятностей на÷аëа, завеpøения
выпоëнения всех опеpаöий на кажäой pабо÷ей
станöии, а также pаспpеäеëения веpоятностей со-
стояния запасов во всех буфеpных накопитеëях в
кажäоì вpеìенноì интеpваëе t, т. е. выпоëняþтся
вы÷исëения и pасс÷итываþтся все показатеëи тех-
ноëоãи÷ескоãо пpоöесса äëя äанноãо вpеìенноãо
интеpваëа t по фоpìуëаì (27)—(36). Посëе выпоë-
нения итеpативноãо пpоöесса pасс÷итываþтся все
технико-эконоìи÷еские показатеëи пpоизвоäства по
фоpìуëаì, пpивеäенныì ниже в pазäеëе 5 pаботы.

5. Анализ технико-экономических показателей 
pезультатов моделиpования

Матеìати÷еское ожиäание и äиспеpсия суììаp-
ноãо ÷исëа изäеëий, обpаботанных кажäой pабо÷ей
станöией и всей конвейеpной ëинией за Т вpеìенных
интеpваëов, опpеäеëяþтся соãëасно выpаженияì

M[Gk(T )] = p(Ek(t)), k = 1, ..., m; (41)

σ2[Gk(T )] = ,

k = 1, ..., m. (42)

Дëя пpибëиженных pас÷етов pаспpеäеëения ве-
pоятностей суììаpноãо коëи÷ества выпущенных
k-й pабо÷ей станöией изäеëий за (T + 1) вpеìен-
ных интеpваëов ìожно воспоëüзоватüся пpеäеëü-
ной теоpеìой теоpии веpоятностей. Соãëасно этой
теоpеìе пpи зна÷ении (T + 1) → ∞ pаспpеäеëение
суììы независиìых сëу÷айных веëи÷ин стpеìится
к ноpìаëüноìу закону pаспpеäеëения с ìатеìати-
÷ескиì ожиäаниеì, pавныì M[Gk(T )], и äиспеp-
сией, pавной σ2[Gk(T )], котоpые pасс÷итываþтся
соãëасно выpаженияì (41), (42). Пеpейäеì к pас-
сìотpениþ ноpìиpованных зна÷ений пеpеìенных:

zk = , k = 1, ..., m. (43)

Функöия ноpìаëüноãо закона pаспpеäеëения
äëя ноpìиpованных пеpеìенных иìеет виä

P{β1k m zk m β2k} = dzk,

k = 1, ..., m. (44)

Веpоятности соответствуþщих зна÷ений объеìов
выпуска изäеëий вы÷исëяþтся по фоpìуëаì Лап-
ëаса. В ëитеpатуpе по теоpии веpоятностей и ìате-
ìати÷еской статистике [11] пpивеäены соответст-
вуþщие табëиöы, упpощаþщие выпоëнение таких
pас÷етов. В выpажении (44) зна÷ения Mk и σk за-
ìенены веëи÷инаìи M[Gk(T )] и σ[Gk(T )], pасс÷и-
танныìи по фоpìуëаì (41), (42). Вìесто зна÷ений
β1k и β2k äоëжны бытü поäставëены соответствуþ-
щие ãpани÷ные зна÷ения вpеìенноãо äиапазона.
Есëи известна функöия pаспpеäеëения веpоят-

ностей суììаpноãо коëи÷ества выпущенных изäе-
ëий кажäой k-й pабо÷ей станöией за (T + 1) вpе-
ìенных интеpваëов, то ìоãут бытü pасс÷итаны все
ìоìенты боëее высоких поpяäков этой функöии
pаспpеäеëения, а также сëеäуþщие технико-эко-
ноìи÷еские показатеëи и веpоятностные оöенки
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pаботы кажäой pабо÷ей станöии и всей конвейеp-
ной ëинии:

— суììаpное коëи÷ество обpаботанных изäеëий,
выпуск котоpоãо ãаpантиpуется с веpоятностüþ не
ниже заäанной;

— веpоятностü тоãо, ÷то объеì выпуска изäеëий
буäет боëüøе и pавен заäанноãо установëенноãо
коëи÷ества.
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Probabilistic dynamic models of the conveyor lines are considered for stochastically given times of the operations. The distri-
bution and probabilistic characteristics of the machine cycle of the synchronous assembly lines are defined. Stochastic performance
criteria are introduced. The problem of optimal allocation of technological operations of the assembly line with the maximal proba-
bility of the machine cycle time of the assembly line to be not higher than a given value or with the probability to be not less than
a given minimal conveyor’s cycle time is considered.

The mathematical models, technical and economic parameters of the efficiency and algorithms of the analysis of these types
of industries are based on using discrete Markov chains assuming the partition of the technological process in several independent
stages and the creation of intermediate storage of certain volumes. The criteria of the efficiency of production minimizing total losses
are formulated.

Keywords: conveyor lines, minimization of machine cycle, probabilistic dynamic models, stochastic criteria of efficiency


