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Численное моделиpование однолинейных систем обслуживания

Введение

Анаëити÷еские ìетоäы теоpии ìассовоãо обсëу-
живания [1, 2] позвоëяþт pасс÷итыватü выхоäные
хаpактеpистики стохасти÷еских систеì с о÷еpеäяìи
в пpеäпоëожении о ìаpковских иëи поëуìаpков-
ских свойствах этих систеì. Дëя иìитаöии pаботы
систеì с ëþбыìи äопустиìыìи потокаìи вхоäных
запpосов и обсëуживания необхоäиìо pаспоëаãатü
унивеpсаëüныìи ÷исëенныìи аëãоpитìаìи и соот-
ветствуþщиì пpоãpаììныì обеспе÷ениеì. В об-
щеì сëу÷ае ÷исëенные аëãоpитìы äëя описания
систеì обсëуживания основываþтся на известных
pекуppентных соотноøениях, связанных с посëе-
äоватеëüностüþ запpосов [1—6] и pеаëизуþтся с
поìощüþ ìетоäа статисти÷еских испытаний [4, 7].
Некотоpые пpоãpаììные сpеäства äëя pас÷ета сис-
теì обсëуживания указаны в pаботах [7, 8]. Наибо-
ëее известна сpеäа GPSS Word [8, 9]. Поëожитеëü-
ныì ка÷ествоì GPSS Word явëяется относитеëüная
пpостота испоëüзования. В то же вpеìя это пpиëоже-
ние не обеспе÷ивает высокуþ то÷ностü вы÷исëений
и не позвоëяет пpовоäитü поäpобные pас÷еты па-
pаìетpов ìоäеëиpуеìых систеì. Мощныì сpеäствоì
созäания вы÷исëитеëüных пpоãpаìì äëя pас÷ета
стохасти÷еских систеì явëяþтся языки пpоãpаì-
ìиpования высокоãо уpовня. Оäнако их испоëüзо-
вание в иссëеäоватеëüских öеëях явëяется саìо-
стоятеëüной тpуäоеìкой заäа÷ей.

Pеаëизаöия ìетоäа статисти÷еских испытаний
зна÷итеëüно упpостиëасü с появëениеì спеöиаëüных
вы÷исëитеëüных сpеäств, обëаäаþщих äат÷икаìи
псевäосëу÷айных ÷исеë с заäанныìи законаìи pас-
пpеäеëения и пpиеìëеìой вы÷исëитеëüной поãpеø-
ностüþ. Ниже pассìатpивается аëãоpитì ÷исëен-
ноãо ìоäеëиpования стаöионаpноãо pаспpеäеëе-
ния вpеìени пpебывания запpоса в оäноëинейной
систеìе общеãо виäа с äисöипëиной обсëуживания

FIFO. Дëя pеаëизаöии аëãоpитìа испоëüзоваëасü
вы÷исëитеëüная систеìа MathCAD [10].
В pаботе испоëüзуþтся сëеäуþщие обозна÷ения:

n + 1 — ÷исëо запpосов;  — ìоìенты посту-

пëения запpосов в систеìу; τi = ζi – ζi – 1 — вpеìя
ìежäу поступëенияìи запpосов (äëитеëüности

вхоäных интеpваëов), i = ; a(t), A(t), , στ, cτ —
пëотностü, функöия pаспpеäеëения, сpеäнее, сpеäнее
кваäpати÷еское откëонение (СКО) и коэффиöиент
ваpиаöии äëитеëüности вхоäных интеpваëов; vi —

вpеìя обсëуживания i-ãо запpоса, i = ; b(t), B(t),

, σv, cv — пëотностü, функöия pаспpеäеëения, сpеä-
нее, СКО и коэффиöиент ваpиаöии вpеìени об-
сëуживания оäноãо запpоса; wi — вpеìя пpебывания

i-ãо запpоса в о÷еpеäи (вpеìя ожиäания), i = ;

— сpеäнее вpеìя ожиäания;  — сpеäнее вpеìя
пpебывания запpоса в систеìе (вpеìя заäеpжки);
{ηi}  — ìоìенты окон÷ания обсëуживания за-

пpосов; zj = ηj+1 – ηj — äëитеëüности выхоäных

интеpваëов, j = ; ρ = /  — наãpузка. Вpеìя
поступëения пеpвоãо запpоса ζ0 — на÷аëо отс÷ета
вpеìени. Пpо÷ие обозна÷ения ввоäиì по хоäу изëо-
жения. Pеаëизаöии сëу÷айных посëеäоватеëüностей
{τi}  и {vi}  ãенеpиpуþтся äат÷икаìи псевäо-

сëу÷айных ÷исеë с пëотностяìи pаспpеäеëения a(t)
и b(t) соответственно. Существование стаöионаp-
ноãо pежиìа функöиониpования систеìы обсëу-
живания ãаpантиpует усëовие ρ < 1.

Вычислительный алгоpитм

Поскоëüку пеpвый запpос поступает в пустуþ
систеìу, поëаãаеì w0 = 0. Втоpой запpос нахоäит
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обсëуживаþщее устpойство свобоäныì пpи τ1 l v0
и w1 = 0. Пpи τ1 < v0 устpойство занято, и втоpой
запpос нахоäится в о÷еpеäи в те÷ение вpеìени
w1 = v0 – τ1. Такиì обpазоì, w1 = max[v0 – τ1, 0].
Сëеäуя [1, Гë. 8], ввеäеì веëи÷ину

ui = vi – τi + 1, i = . (1)

Дëя всех i l 1 иìеет ìесто pекуppентное соот-
ноøение

wi + 1 = max[wi + ui, 0]. (2)

Фоpìуëа (2) с у÷етоì w0 = 0 опpеäеëяет пpоöе-
äуpу pас÷ета зна÷ений {wi} .

Pассìотpиì тепеpü посëеäоватеëüностü ìоìентов
окон÷ания обсëуживания запpосов. Вpеìя окон÷а-
ния обсëуживания пеpвоãо запpоса наступает в ìо-
ìент η0 = v0. Дëя втоpоãо запpоса пpи ζ1 l v0 (τ1 l v0,
u0 l 0) ìоìент окон÷ания обсëуживания опpеäе-
ëяется pавенствоì η1 = τ1 + v1. Есëи же ζ1 < v0,
(τ1 < v0, u0 < 0), то η1 = v0 + v1 = η0 + v1. Объеäиняя
оба сëу÷ая, поëу÷аеì η1 = max[η0, ζ1] + v1. Дëя всех
j l 1 иìееì ηj = ζj + vj пpи ζj l ηj–1, и ηj = ηj–1 + vj
пpи ζj < ηj–1. Сëеäоватеëüно,

ηj = max[ηj–1, ζj] + vj, j l 1. (3)

Фоpìуëа (3) с у÷етоì η0 = v0 опpеäеëяет ìоìен-
ты выхоäа запpосов из систеìы. Даëее вы÷исëяеì
äëитеëüности выхоäных интеpваëов:

zj = ηj+1 – ηj, j = . (4)

Фоpìуëы (1)—(4) составëяþт основу pас÷етноãо
аëãоpитìа. Стаöионаpный pежиì в систеìе уста-
навëивается постепенно. Поэтоìу в pас÷етах сëе-
äует искëþ÷итü из pассìотpения некотоpуþ на-
÷аëüнуþ ÷астü потока запpосов — отpезок неста-
öионаpности.

Pаспоëаãая pеаëизаöияìи сëу÷айных посëеäова-
теëüностей {τi} , {vi} , {wi} , {zi} , ìожно

вы÷исëитü все ÷исëовые хаpактеpистики систеìы
обсëуживания с то÷ностüþ, котоpая опpеäеëяется
÷исëоì n и оøибкаìи окpуãëения. Вы÷исëяëисü сëе-

äуþщие паpаìетpы и функöии: , ,  (pеаëиза-

öии статисти÷еских оöенок буäеì обозна÷атü теìи же
сиìвоëаìи) — выбоpо÷ные сpеäнее, СКО и коэффи-
öиент ваpиаöии äëитеëüности вхоäных интеpваëов;

, ,  — выбоpо÷ные сpеäнее, СКО и коэффи-

öиент ваpиаöии вpеìени ожиäания; , ,  —

выбоpо÷ные сpеäнее, СКО и коэффиöиент ваpиа-
öии вpеìени заäеpжки; N0, γ0 = N0/N — ÷исëо и äоëя
запpосов с нуëевыì вpеìенеì ожиäания в стаöио-
наpной о÷еpеäи, N = n + 1 – n0, n0 — äëина отpезка

нестаöионаpности; {qi} , hq(t), (t) — эìпи-

pи÷еское pаспpеäеëение, ãистоãpаììа и функöия
pаспpеäеëения запpосов с ненуëевыì вpеìенеì

ожиäания; hz(t), (t) — ãистоãpаììа и эìпиpи÷е-

ская функöия pаспpеäеëения äëитеëüности выхоä-
ных интеpваëов; {Rk}  — äискpетная автокоppе-

ëяöионная функöия (набоp коэффиöиентов коp-
pеëяöии вpеìени ожиäания запpосов, отстоящих
äpуã от äpуãа на k ноìеpов), M < [N/4].
Пpи выбоpе ÷исëа испытаний n пpиниìаëисü во

вниìание сëеäуþщие сообpажения. Сëу÷айная по-
сëеäоватеëüностü {τi}  поä÷иняется закону боëü-

øих ÷исеë и к ней пpиìениìа öентpаëüная пpе-
äеëüная теоpеìа [11]. С уpовнеì äовеpия 0,997

ìожно утвеpжäатü, ÷то P{|  – | m 3στ/ } ≈ 0,997.

Зäесü  = xi — зна÷ение выбоpо÷ноãо сpеäнеãо,

{xi}  — pеаëизаöия сëу÷айной посëеäоватеëüности

{τi} . Потpебуеì, ÷тобы относитеëüная поãpеø-

ностü δτ = |  – |/  не пpевосхоäиëа опpеäеëенное

зна÷ение: δ m 0,001. Чисëо n найäеì из соотноøения

δ = 3στ/ ; n = (3στ/ δ)2. С паpаìетpаìи пpо-

стейøеãо вхоäноãо потока λ = 1,  = στ = λ–1 = 1

и δ = 10–3 иìееì n = 9•106. Дëя посëеäоватеëüно-
сти {vi}  в сиëу неpавенства  <  и пpи усëовии

σv < στ ÷исëо n пpиìет ìенüøее зна÷ение. Как по-

казываþт ÷исëенные экспеpиìенты, пpи заäанноì n
pеаëüное зна÷ение относитеëüной поãpеøности δ
оказывается зна÷итеëüно ìенüøе опpеäеëенноãо
выøе. Пpиниìая во вниìание это обстоятеëüство
и у÷итывая оãpани÷ение на pазìеpы ìассивов в

систеìе MathCAD, в pас÷етах поëаãаеì n = 106.
Дëя выяснения pепpезентативности исхоäных

ãенеpаöий псевäосëу÷айных ÷исеë эìпиpи÷еские

пëотности (t), (t) и зна÷ения сëу÷айных веëи÷ин

, , ,  сpавниваëисü с исхоäныìи анаëити-

÷ескиìи пëотностяìи a(t), b(t) и теоpети÷ескиìи
зна÷енияìи веëи÷ин , στ, , σv соответственно.

Дëя поëу÷ения наибоëее объективных статисти÷е-
ских оöенок пpовоäиëосü усpеäнение выбоpо÷ных

хаpактеpистик. Напpиìеp, ( )p = ,

( )p = (  – )2, ãäе  — зна÷ение

сëу÷айной веëи÷ины τi в p-ì испытании. Чисëо ис-

пытаний поëаãаëосü pавныì p = 30. Анаëоãи÷но
опpеäеëяëисü усpеäненные то÷е÷ные статисти÷еские
оöенки остаëüных иссëеäуеìых веëи÷ин. Пpоöеäуpы
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постpоения ãистоãpаìì и эìпиpи÷еских функöий
pаспpеäеëения зäесü не пpивоäиì.
Дискpетная функöия автокоppеëяöии вpеìени

ожиäания pасс÷итываëасü по фоpìуëе

 = (qi – )(qi + k – ), (5)

ãäе  = (qi – )2, k = , M n L < n.

Функöия (5) пpибëижается экспонентой K(y = e–ωy

с äекpеìентоì затухания ω. Тестиpование аëãоpитìа

пpовоäиëи путеì сpавнения зна÷ений оöенок ,

 с теоpети÷ескиìи зна÷енияìи веëи÷ин , σw в

систеìе M |E |1. Фоpìуëы äëя pас÷ета теоpети÷е-
ских зна÷ений иìеþт виä [1]

 = , (6)

σw = , (7)

ãäе  = t3b(t)dt — тpетий на÷аëüный ìоìент pас-

пpеäеëения вpеìени обсëуживания. Нетpуäно заìе-
титü, ÷то σw > . Дëя эpëанãовскоãо обсëуживания с
ìасøтабныì паpаìетpоì μ паpаìетpоì фоpìы r тpе-

тий на÷аëüный ìоìент pавен =μ–3r(r + 1)(r + 2).

Численные pасчеты

Pас÷еты выпоëняëисü äëя pазëи÷ных ваpиантов,
обозна÷аеìых коäиpовкой GI |GI |1. В настоящеì
анаëизе оãpани÷иìся сëу÷аяìи M |E |1, E |E |1, GI |E |1.
Вpеìя обсëуживания заäаеì pаспpеäеëениеì Эp-
ëанãа с ìасøтабныì паpаìетpоì μ = 8 и паpаìет-
pоì фоpìы r = 4. Пpи этоì  = rμ–1 = 0,5,

σv = μ–1 = 0,25, cv = 0,5,  = 5ρ/16(1 – ρ), σw =

= . В сëу÷ае GI |E |1 äëитеëüности вхоä-
ных интеpваëов заäаваëисü pаспpеäеëениеì Вей-
буëëа—Гнеäенко. Зна÷ения паpаìетpов pаспpеäе-
ëения äëитеëüности вхоäных интеpваëов pасс÷и-
тываëисü в зависиìости от наãpузки ρ. Пpеäстав-
ëенные ниже ÷исëенные pезуëüтаты поëу÷ены äëя
зна÷ений наãpузки ρ = 0,5 и ρ = 0,8.

10. M |E |1. Пустü λ — интенсивностü пpостейøеãо
вхоäноãо потока запpосов. У÷итывая, ÷то  = λ–1,

 = rμ–1 = 0,5, ρ = / , иìееì λ = ρ(μ/r). Это со-
отноøение пpи фиксиpованных μ, r связывает λ и ρ
ëинейной зависиìостüþ. Пpи изìенении ρ в ин-
теpваëе [0,1) веëи÷ина λ ìеняется в интеpваëе
[0, ) = [0,μ/r). Pис. 1, а и б иëëþстpиpует то÷-
ностü исхоäных ãенеpаöий псевäосëу÷айных ÷исеë
пpи n = 106.

В табë. 1 пpивоäятся усpеäненные выбоpо÷ные

сpеäние ( )p, ( )p и их усpеäненные поãpеøности

(Δτ)p = (|  – |)p, (δτ)p = (Δτ/ )p, (Δv)p = (|  – |)p,

(δv)p = (Δv/ |)p. Усpеäненные выбоpо÷ные СКО со-

ставиëи ( )p = 1,00061 и ( )p = 1,0006. Усpеäнен-

ные поãpеøности оöенок сpеäних и СКО не пpе-
восхоäят 0,1 %. Поскоëüку pазбpос поãpеøностей

ëежит в äиапазоне ∼10–5...10–3, äëя отäеëüных ãе-

неpаöий поãpеøностü снижается äо ∼10–5.
На pис. 2 показано вpеìя ожиäания 25 сìежных

запpосов в стаöионаpной о÷еpеäи. В pас÷етах по-
ëаãаëосü n0 = 103.
Как виäно на pис. 2, пpоöесс обpазования о÷е-

pеäи вpеìя от вpеìени возвpащается к состояниþ
w = 0, т. е. явëяется pеãенеpиpуþщиì. В табë. 2
сpавниваþтся зна÷ения теоpети÷еских и усpеäнен-
ных выбоpо÷ных сpеäних вpеìени ожиäания w и
вpеìени заäеpжки T. Усpеäненные абсоëþтные и
относитеëüные поãpеøности опpеäеëяþтся фоp-

ìуëаìи (Δw)p = (|  – |)p, (δw)p = (Δw/ |)p, (ΔT)p =

= (|  – |)p, (δT)p = (ΔT/ |)p. Так как T = w + v,

то  =  + ,  =  + . По усëовиþ заäа÷и сëу-
÷айная веëи÷ина v не зависит от w. Сëеäоватеëüно,

Rk
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∑ ŵ 0 M,

ŵ
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v

στ^ σv
^

Табëиöа 1
Усредненные выборочные средние и их погрешности

(Δτ)p (δτ)p (Δν)p (δν)p

1,00021 0,00091 0,00091 0,50001 0,00024 0,00052

τ( )p
^ v( )p

^

Pис. 1. Гистогpамма длительностей входных интеpвалов пpостей-
шего потока (а); огибающая — теоpетическая плотность a(t); t = 1;
гистогpамма вpемени обслуживания (б); огибающая — теоpети-
ческая плотность b(t);  = 0,5v

Pис. 2. Вpемя ожидания в зависимости от номеpа запpоса; r = 0,5

ŵ w w

T̂ T T

T w v T̂ ŵ v̂
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σT = ,  = . Дëя ρ = 0,8 вхоä-

ные паpаìетpы иìеþт сëеäуþщие зна÷ения: λ =
1,6,  = σv = /ρ = 0,625.

Пpи ρ = 0,5 зна÷ения поãpеøностей из табë. 2
пpевыøаþт анаëоãи÷ные зна÷ения из табë. 1, но не
выхоäят за пpеäеëы ∼10–3. Пpи возpастании наãpузки
äо ρ = 0,8 абсоëþтная поãpеøностü в сpеäнеì воз-
pастает по÷ти на поpяäок и составëяет äоëи пpоöента,
пpи÷еì относитеëüная поãpеøностü возpастает пpи-
бëизитеëüно на поëпоpяäка. Сpеäнее ÷исëо заявок в
о÷еpеäи ìожно опpеäеëитü по фоpìуëе Литтëа:

= λ  (  = λ ). Пpи наãpузке ρ = 0,5 и ρ = 0,8
поëу÷аеì соответственно  = 0,3125 и  = 1,25.
В табë. 3 сpавниваþтся зна÷ения теоpети÷еских

и усpеäненных выбоpо÷ных СКО и коэффиöиен-
тов ваpиаöии вpеìени ожиäания w и вpеìени за-
äеpжки T.
Как сëеäует из табë. 2 и 3 поãpеøности опpеäеëе-

ния сpеäних веëи÷ин и СКО пpибëизитеëüно pавны.
На pис. 3 пpеäставëена ãистоãpаììа ненуëевоãо

вpеìени ожиäания.
Доëя запpосов с нуëевыì вpеìенеì ожиäания свя-

зана с наãpузкой ëинейной зависиìостüþ γ0 = 1 – ρ.
На pис. 4 пpивеäены ãpафики эìпиpи÷еской

пëотности äëитеëüности выхоäных интеpваëов и
анаëити÷еских пëотностей äëитеëüности вхоäных
интеpваëов и вpеìени обсëуживания.

На pис. 5 пpивеäены ãpафики функöий pаспpе-
äеëения äëитеëüности вхоäных и выхоäных интеp-
ваëов и вpеìени ожиäания в о÷еpеäи и заäеpжки в
систеìе.
На pис. 6 показана автокоppеëяöионная функ-

öия эìпиpи÷ескоãо pаспpеäеëения вpеìени ожи-
äания и ее аппpоксиìаöия.

σw
2 rμ 2–

+ σT
^ σw

2 σv
2

+^ ^

τ v

Табëиöа 2
Теоретические значения среднего времени ожидания и среднего времени задержки и их усредненные статистические оценки для M|E|1

ρ (Δw)p (δw)p (Δτ)p (δτ)p

0,5 0,3125 0,31246 0,00098 0,0028 0,8125 0,81247 0,00111 0,00135
0,8 1,25 1,24624 0,01103 0,0088 1,75 1,74619 0,01113 0,00767

w w( )p
^ T T( )p

^

Табëиöа 3
Теоретические значения СКО и коэффициентов вариации времени ожидания и времени задержки

и их усредненные статистические оценки для M|E|1

ρ σw cw σT cT

0,5 0,50389 0,50362 1,61 1,61 0,5625 0,56265 0,69 0,69
0,8 1,47902 1,47262 1,18 1,18 1,4995 1,49369 0,86 0,86

σw( )p
^ cw( )p

^ σT( )p
^ cT( )p

^

m w m̂ ŵ
m m

Pис. 3. Гистогpамма ненулевого вpемени ожидания; g0 = 0,5;
сплошной линией показана огибающая гистогpаммы

Pис. 4. Эмпиpическая плотность длительности выходных ин-
теpвалов (кpужки) и аналитические плотности длительности
входных интеpвалов (штpиховая линия) и вpемени обслужива-
ния (сплошная линия); r = 0,5

Pис. 5. Функции pаспpеделения длительности входных интеpвалов
(сплошная линия), вpемени обслуживания (штpиховая линия),
вpемени ожидания (pомбики) и длительности выходных интеpва-

лов (кpужки); r = 0,5, (0) = g0Ŵ
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Отpезок заìетной коppеëяöии (pаäиус коppеëя-
öии) äëя кажäой pеаëизаöии опpеäеëяеì pавенствоì
e–ωy = 0,1, откуäа y0 = ω–1ln10 и k0 = [y0]. В äанноì
пpиìеpе на отpезке заìетной коppеëяöии укëаäы-
вается k0 = 7 запpосов. Пpи ρ = 0,8 та же веëи÷ина
пpиниìает зна÷ение k0 = 57, а зна÷ение äекpеìента
затухания ω = 0,04. Автокоppеëяöионная функöия
сиëüно зависит от ρ. Пpи ìаëых ρ коppеëяöия
пpакти÷ески не набëþäается. Пpи ρ → 1 pаäиус
коppеëяöии неоãpани÷енно возpастает.
Заìетиì, ÷то посëеäоватеëüностü äëитеëüностей

вхоäных интеpваëов, интеpваëов обсëуживания и
выхоäных интеpваëов явëяþтся δ-коppеëиpован-
ныìи. Пpи r = 1 систеìа M |E |1 пpиобpетет ÷аст-
ный виä M |M |1. В этоì сëу÷ае äëя ëþбых ρ < 1
спpавеäëива теоpеìа Беpке. Сpавнение выхоäных
хаpактеpистик систеìы M |E |1, pасс÷итанных ана-
ëити÷ески и ìетоäоì статисти÷еских испытаний,
тестиpуþт вы÷исëитеëüнуþ пpоãpаììу.

20. E |E |1. Паpаìетpы обсëуживания оставëяеì
те же. Паpаìетp фоpìы pаспpеäеëения äëитеëüности
вхоäных интеpваëов поëаãаеì pавныì v = 4. Пpи
ρ = 0,5 посëеäоватеëüно опpеäеëяеì сpеäнþþ äëи-
теëüностü вхоäных интеpваëов  = /ρ = 1, ìас-

øтабный ìножитеëü вхоäноãо потока λ = v  = 4,
СКО äëитеëüностей вхоäных интеpваëов στ =

= λ–1 = 0,5 и коэффиöиент ваpиаöии cτ = στ/  =

= 0,5. Пpи ρ = 0,8 анаëоãи÷но поëу÷аеì  = 0,625,
λ = 6,4, στ = 0,3125, cτ = 0,5. В табë. 4 пpивеäены

усpеäненные выбоpо÷ные зна÷ения сpеäнеãо, СКО
и коэффиöиента ваpиаöии вpеìени ожиäания и
вpеìени заäеpжки.
Зна÷ение веëи÷ины γ0, pаäиус коppеëяöии вpе-

ìени ожиäания в еäиниöах запpосов k0 и äекpеìент
затухания ω эìпиpи÷еской автокоppеëяöионной
функöии вpеìени ожиäания pавны соответственно
γ0 = 0,78, k0 = 3, ω = 0,7 пpи ρ = 0,5 и γ0 = 0,37,

k0 = 20, ω = 0,11 пpи ρ = 0,8. Усpеäнение по ÷исëу
ãенеpаöий эти зна÷ения не ìеняет.

30. GI |E |1. Сохpаняеì паpаìетpы обсëуживания
п. 10. Дëитеëüности вхоäных интеpваëов поä÷иня-
þтся pаспpеäеëениþ Вейбуëëа—Гнеäенко с паpа-
ìетpоì фоpìы α. В этоì сëу÷ае τ = /ρ = 0,5/ρ,

λ = [ /Γ(α–1 + 1)]1/α — ìасøтабный ìножитеëü,

στ = λ–1/α[Γ(2α–1 + 1) + Γ2(α–1 + 1)]1/2. В pас÷етах
поëаãаеì α = 3. В табë. 5 свеäены зна÷ения оöенок

( )p, ( )p, ( )p, ( )p, , . Пpи ρ = 0,5 иìееì

 = 1, λ = 0,712, στ = 0,363,  = 0,84, k0 = 2, ω = 0,95;

пpи ρ = 0,8:  = 0,625, λ = 2,917, στ = 0,227,  =

0,43, k0 = 17, ω = 0,13.

Из сpавнения табë. 3, 4 и 5 ìожно закëþ÷итü,
÷то äëина о÷еpеäи сиëüно зависит от στ. Наибоëü-
øий pазбpос äëитеëüностей вхоäных интеpваëов
иìеет ìесто в пpостейøеì потоке. Двойное сни-
жение στ пpи пеpехоäе от M |E |1 к E |E |1 пpивоäит
к уìенüøениþ  в 5 pаз пpи ρ = 0,5 и в 3 pаза пpи

Pис. 6. Эмпиpическая функция автокоppеляции вpемени ожидания
(кpужки) и ее аппpоксимация (сплошная линия), r = 0,5, w = 0,3

τ v

τ 1–

v τ

τ

v

τ

ŵ σw
^ T̂ σT

^ cw
^ cT

^

τ γ0
τ γ0

Табëиöа 4
Усредненные статистические оценки среднего, СКО
и коэффициента вариации времени ожидания

и времени задержки для Е|E|1

ρ

0,5 0,0649 0,17653 0,56491 0,30603 8,7 0,54
0,8 0,41869 0,59589 0,91874 0,64621 1,42 0,7

w( )p
^ σw( )p

^ T( )p
^ σT( )p

^ cŵ cT̂

Табëиöа 5
Усредненные статистические оценки среднего, СКО
и коэффициента вариации времени ожидания

и времени задержки для GI|E|1

ρ

0,5 0,04158 0,13640 0,54160 0,28479 3,28 0,53
0,8 0,30266 0,46655 0,80279 0,52931 1,54 0,66

w( )p
^ σw( )p

^ T( )p
^ σT( )p

^ cŵ cT̂

Pис. 7. Гистогpамма ненулевого вpемени ожидания; r = 0,8

w
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ρ = 0,8. Пpи пеpехоäе от M |E |1 к GI |E |1 веëи÷ина 
уìенüøается в 7 и 4 pаза соответственно.
Фоpìа ãистоãpаììы hq(t) и фоpìа кpивых (t),

(t) ìеняþтся пpи сìене ìоäеëей. Иëëþстpаöией
сëужат pис. 7 и 8.

Заключение

Статисти÷еское ìоäеëиpование позвоëяет по-
стpоитü äостато÷но унивеpсаëüнуþ схеìу äëя ÷ис-
ëенноãо иссëеäования оäноëинейных систеì обсëу-

живания. То÷ностü ìоäеëиpования опpеäеëяется
äат÷икаìи псевäосëу÷айных ÷исеë, иìитиpуþщих
поток вхоäных запpосов и вpеìя обсëуживания.
Пpеäставëенные pезуëüтаты ìожно обобщитü на
ìноãоëинейные систеìы и систеìы с фазовыì об-
сëуживаниеì. Pассìотpенные аëãоpитìы пpиìе-
ниìы в заäа÷ах с саìыìи pазнообpазныìи посëе-
äоватеëüностяìи запpосов. Возìожен у÷ет вpеìен-
ной изìен÷ивости интенсивности вхоäноãо потока.
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Pис. 8. Функции pаспpеделения длительности входных интеp-
валов (сплошная), вpемени обслуживания (штpиховая линия),
вpемени ожидания (pомбики) и длительности выходных интеp-

валов (кpужки); r = 0,8, (0) = g0Ŵ

The numerical algorithms for calculation of output characteristics of the GI|GI|1 systems in stationary operation mode have
been created. The algorithms have been realized by statistic testing method. Empirical distributions of waiting time of a request in
the queue and time intervals between the moments of serving finishing of adjacent requests are considered. Values of the statistic
estimations for mean and standard deviations of waiting time and holding time are calculated. The autocorrelation function of waiting
process realizations has been created. Computer program has been tested by means of the comparison of the quantities of empirical
mean with the theoretical quantities in case M|E|1. Comparative quantitative analysis of the system M|E|1, E|E1 and GI|E|1 is
performed. The dependences of queue length and correlation radius of waiting intervals succession from traffic intensity and dis-
persion of time intervals between the moments of the arrival of requests are researched.

Keywords: single-server system, request, traffic intensity, queue, waiting time, service time, holding time, empirical distribution,
statistical estimation


