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Об одной задаче постpоения
допустимых и оптимальных маpшpутов доставки гpузов

Введение

Pассìатpиваþтся постановки, ìатеìати÷еские
свойства и аëãоpитìы pеøения заäа÷ постpоения
оптиìаëüных ìаpøpутов äвижения тpанспоpтных
сpеäств (ТС), обеспе÷иваþщих с наиìенüøиìи за-
тpатаìи вpеìени и сpеäств äоставку ãpузов в уста-
новëенных объеìах и в опpеäеëенные äоãовоpныìи
обязатеëüстваìи сpоки. В ëитеpатуpе (сì., напpи-
ìеp, [1—10]) заäа÷и äоставки оäноpоäноãо ãpуза от
некотоpоãо ìножества пpоизвоäитеëей потpебите-
ëяì с испоëüзованиеì тpанспоpтноãо сpеäства оãpа-
ни÷енной вìестиìости, фоpìуëиpоваëисü в виäе
ìатеìати÷еских ìоäеëей öеëо÷исëенноãо ëинейноãо
и буëевоãо пpоãpаììиpования, опpеäеëения потоков
в сетях, а также выбоpа кpат÷айøеãо пути на ãpафе.
Суììаpные затpаты на тpанспоpтиpовку ãpуза ìежäу
пунктаìи зависят от вpеìени ТС в пути, объеìа
тpанспоpтиpуеìоãо ãpуза и вpеìени обсëуживания
пунктов. Сфоpìуëиpовано ìножество поäобных за-
äа÷, в постановке котоpых отpажаþтся pазëи÷ные
оãpани÷ения, äиктуеìые пpактикой. Кëассифика-
öия таких заäа÷ пpивеäена, напpиìеp, на сайте [5]
и в pаботах [3, 4, 7]. Быëи pассìотpены аëãоpитìы
pеøения сфоpìуëиpованных заäа÷ ìетоäаìи ìате-
ìати÷ескоãо, äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования иëи
ìетоäоì ветвей и ãpаниö [5, 6], котоpые не у÷иты-
ваëи спеöифику конкpетных ìатеìати÷еских ìо-
äеëей, ëибо эвpисти÷ескиìи ìетоäаìи [7], позво-
ëяþщиìи поëу÷итü ëиøü пpибëиженное pеøение
сфоpìуëиpованной пpобëеìы.

В отëи÷ие от известных пубëикаöий автоp pас-
сìатpивает постановки заäа÷и äоставки оäноpоä-
ных ãpузов, в котоpых пpеäусìотpены оãpани÷ения
на сpоки äоставки и заãpузки ãpуза, а также на оã-
pани÷еннуþ ãpузопоäъеìностü ТС. Существенное
отëи÷ие от äpуãих пубëикаöий (сì., напpиìеp [5, 6])
закëþ÷ается в наëи÷ии оãpани÷ений на äопустиìые
вpеìена обсëуживания пунктов и в тоì, ÷то пpи
постpоении ìаpøpутов äëя заäа÷ äанноãо кëасса,
есëи не оãpани÷иватü объеìы ãpузов, котоpые нужно
äоставитü иëи забpатü в отäеëüных пунктах, необхо-
äиìо у÷итыватü, ÷то в некотоpые пункты ТС ìожет
захоäитü боëее оäноãо pаза, и сëеäоватеëüно, опти-
ìаëüное pеøение заäа÷и не ìожет бытü постpоено
в виäе öикëи÷ескоãо ìаpøpута и заìкнутоãо ãаìиëü-
тоновоãо öикëа. В pаботе пpивеäены постановки
заäа÷, важных äëя пpакти÷еских пpиëожений, ис-
сëеäуþтся их ìатеìати÷еские особенности. На ос-
нове установëенных свойств äопустиìых и опти-
ìаëüных ìаpøpутов пpеäëаãаþтся эффективные
аëãоpитìы их pеøения посëеäоватеëüныìи аëãо-
pитìаìи оптиìизаöии, у÷итываþщие спеöифику
кажäой конкpетной заäа÷и. Основное отëи÷ие пpеä-
ëоженных в pаботе аëãоpитìов от pассìатpиваеìых
в пубëикаöиях [4—10] закëþ÷ается в пpиìенении
их к pеøениþ оpиãинаëüной, äостато÷но важной и
сëожной пpикëаäной заäа÷и. Автоpу не известны
постановки и ìетоäы pеøения заäа÷и теоpии pас-
писаний в усëовиях оäновpеìенно äействуþщих
оãpани÷ений и на ãpузопоäъеìностü тpанспоpтных
сpеäств (ТС), и на äопустиìые вpеìена обсëужи-
вания пунктов, а также пpи необхоäиìости из не-
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котоpых пунктов забиpатü, а в некотоpые пункты
äоставëятü ãpуз. В отëи÷ие от известной заäа÷и
коììивояжеpа, в общеì сëу÷ае, не существует pе-
øения заäа÷и в виäе заìкнутоãо ãаìиëüтоновоãо
ìаpøpута, так как ТС пpиäется заезжатü в некотоpые
пункты боëее, ÷еì по оäноìу pазу. Также в некото-
pых сëу÷аях необхоäиìы пpостои ТС äо нижней ãpа-
ниöы äопустиìоãо вpеìени обсëуживания пункта.
Дëя кажäой веpøины äеpева существует тоëüко не-
котоpое äопустиìое поäìножество возìожных
пpоäоëжений, котоpое äоëжно бытü выäеëено. Все
это потpебоваëо pазpаботки оpиãинаëüных ìетоäов
вы÷исëения оöенок, стpатеãий ветвëения, а также
(на основе "оптиìисти÷еских" оöенок возìожно-
сти выпоëнения оãpани÷ений) pазpаботатü пpави-
ëа отсева неäопустиìых пpоäоëжений. Пpивеäен-
ные аëãоpитìы pеøения иëëþстpиpуþтся ÷исëовы-
ìи пpиìеpаìи. Анаëизиpуþтся pезуëüтаты вы÷ис-
ëитеëüных экспеpиìентов.

1. Постановка задачи

Pассìатpиваþтся сëеäуþщие заäа÷и тpанспоpт-
ной ëоãистики.
Задача 1. Тpанспоpтное сpеäство (ТС) äоëжно

äоставитü ãpуз от нескоëüких пpоизвоäитеëей и
скëаäов äистpибüþтеpов некотоpоìу поäìножест-
ву потpебитеëей. Общее ÷исëо пунктов заãpузки и

pазãpузки ТС pавно n –  = {i = 0, 1, ..., n}. Гpузо-
поäъеìностü ТС оãpани÷ена и pавна G. ТС в на-
÷аëüный ìоìент вpеìени нахоäится на базе (i = 0),
на котоpуþ äоëжно веpнутüся по окон÷ании всех
пеpевозок. Пустü заäана ìатpиöа объеìов ãpузов,
котоpые необхоäиìо äоставитü иëи забpатü в pаз-
ëи÷ных пунктах Q = ||qi ||, i = 0, 1, ..., n. Пpи÷еì, есëи
ãpуз необхоäиìо äоставитü в пункт i, то зна÷ение qi
заäано со знакоì "+", а есëи забpатü из пункта i,
то — со знакоì "–". Моãут возникнутü ситуаöии,

коãäа äëя некотоpых пунктов i ∈  зна÷ения |qi| > G.
Тоãäа в этот пункт пpиäется заезжатü нескоëüко
pаз. Заäаны ìатpиöы pазìеpностüþ (n + 1 – C = ||cij||
и A = ||aij||, i, j = 0, 1, ..., n, соответственно стоиìо-
сти и вpеìени пеpеезäа ТС ìежäу пунктаìи. Пpи
этоì вpеìенеì и стоиìостüþ pазãpузки и поãpузки
буäеì пpенебpеãатü ëибо с÷итатü не зависящиìи от
объеìов и виäа пеpевозиìоãо ãpуза и у÷тенных в
зна÷ениях cij и aij. Кpоìе тоãо заäаны пpоìежутки

вpеìени Hi ∈ [ , ], в те÷ение котоpых ãpуз не-
обхоäиìо äоставитü иëи забpатü из пункта i. Пpи
этоì ìоãут возникнутü ситуаöии, коãäа äëя выпоë-
нения заäанных сpоков äоставки ãpузов ТС äоëжно
некотоpое вpеìя пpостаиватü в пути иëи в некотоpоì
пункте. Пустü стоиìостü еäиниöы вpеìени пpостоя
pавна λ. Эти затpаты также необхоäиìо у÷итыватü
в кpитеpии оптиìаëüности заäа÷и. Наäо опpеäеëитü
заìкнутый ìаpøpут äвижения ТС, на÷инаþщийся

и закан÷иваþщийся в на÷аëüноì пункте i = 0,
обеспе÷иваþщий äоставку и пеpевозку всех виäов
ãpузов в установëенные заäанияìи сpоки, а также
ìиниìаëüные затpаты на пеpевозки.

Pассìатpиваеìые ниже заäа÷и явëяþтся ÷астныì
сëу÷аеì сфоpìуëиpованной заäа÷и 1.
Задача 2. Оãpани÷ения на сpоки обсëуживания

пунктов отсутствуþт.
Задача 3. Объеìы ãpуза ||qi ||, котоpые необхоäи-

ìо забpатü иëи äоставитü в кажäый из пунктов,
не пpевыøаþт ãpузопоäъеìности ТС, т. е. |qi | m G,
i = 0, 1, ..., n.
Задача 4. Отпpавëение ãpуза осуществëяется тоëü-

ко из оäноãо на÷аëüноãо пункта i = 0, а во все остаëü-
ные пункты i = 1,..., n äоëжен бытü äоставëен ãpуз.
Анаëоãи÷но [2—7] ìоãут бытü пpеäëожены ìа-

теìати÷еские ìоäеëи pассìатpиваеìых заäа÷ в виäе
ìоäеëей ëинейноãо и неëинейноãо буëевоãо пpо-
ãpаììиpования боëüøоãо pазìеpа, аëãоpитìы pе-
øения котоpых не у÷итываþт свойства äопусти-
ìых и оптиìаëüных pеøений и тpебуþт боëüøих
объеìов вы÷исëений.

2. Свойства допустимых и оптимальных маpшpутов

В сëеäуþщих pазäеëах pаботы pассìатpиваþтся
ìатеìати÷еские свойства и аëãоpитìы pеøения ÷а-
стноãо сëу÷ая заäа÷ 1—3 в усëовиях, коãäа ТС оãpа-
ни÷енной ãpузопоäъеìности G äоëжно осуществитü
äоставку и пpиеì совìестиìых иëи оäноãо виäа
ãpузов (соответственно в коëи÷ествах  и ) во
ìножество пунктов  = {i = 0, 1, ..., n}.
Заäаны äопустиìые вpеìена на÷аëа и завеpøе-

ния обсëуживания кажäоãо из пунктов Hi ∈ [ , ],

i ∈ , а также ìатpиöы вpеìен A = ||aij|| и стоиìо-
стных затpат C = ||cij||, связанных с пеpеезäоì из
пункта i в пункт j, а также еäини÷ные затpаты λ,
связанные с пpостоеì ТС в ожиäании äопустиìоãо
вpеìени обсëуживания. Необхоäиìо постpоитü ìаp-
øpут äвижения ТС, на÷инаþщийся и завеpøаþщийся
в пункте i = 0, уäовëетвоpяþщий всеì оãpани÷енияì
на вpеìена обсëуживания пунктов и не äопускаþ-
щий наëи÷ия ãpуза на ТС в ëþбой то÷ке ìаpøpута,
боëüøеãо зна÷ения G, котоpый ìиниìизиpоваë бы
суììаpные затpаты на выпоëнение pасписаний.
Пустü ìаpøpут äвижения ТС иìеет виä  =

= {w0, w1, ..., wϑ, ..., wΛ, w0}, ãäе Λ l n, (так как в не-
котоpые пункты ТС ìожет захоäитü нескоëüко pаз) —
суììаpное ÷исëо пунктов (не вкëþ÷ая пункт i = 0),
куäа захоäиëо ТС, и  — суììаpное вpеìя пpо-
стоев ТС в ожиäании вpеìени обсëуживания.
Обозна÷иì (wϑ – 1, wϑ) ∈ , ϑ = 1, ..., Λ, — путü ìе-
жäу этиìи äвуìя пунктаìи. Тоãäа функöия öеëи
заäа÷и иìеет виä

F( ) =
=  +  +  + λ .

I~

I~

hi
1 hi

2

qi
+ qi
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Обозна÷иì T( | ), T( | ) — соответст-
венно вpеìя пеpвоãо и посëеäнеãо посещения i-ãо
пункта ìаpøpута . Тоãäа оãpани÷ения на выпоë-
нение сpоков обсëуживания пунктов ìоãут бытü
пpеäставëены в виäе

T( | ) l ; T( | ) m .

Ниже иссëеäуþтся свойства äопустиìых и опти-
ìаëüных ìаpøpутов и аëãоpитìы pеøения этих заäа÷.

Назовеì  = {0, , , ..., , ..., } — некото-

pый ÷асти÷ный ìаpøpут äвижения ТС;  и  —
соответственно поäìножество пунктов, äëя кото-
pых выпоëнены все заäания и котоpые необхоäиìо
еще посетитü, pеаëизуя ÷асти÷ный ìаpøpут (пëан)

, вкëþ÷аþщий поäìножество пунктов  ∈ ;

, куäа необхоäиìо зайти на s-ì øаãе вы÷исëе-

ний; l s — посëеäний пункт ÷асти÷ноãо пëана ;

θ( ) — вpеìя завеpøения всех заäаний в коне÷ноì

пункте l s в ìаpøpуте , который äоëжен бытü пpо-

äоëжен äаëüøе из этоãо пункта; | | — абсоëþтное
зна÷ение объеìа ãpузов, котоpое еще необхоäиìо

äоставитü иëи забpатü из пунктов j ∈ , pазвивая

ìаpøpут ; Gs — объеì ãpуза, соäеpжащеãося в ТС

пpи выезäе из пункта l s в ìаpøpуте ; G — ãpузо-
поäъеìностü тpанспоpтноãо сpеäства. Обозна÷иì

соответственно  и  — поäìножество пунк-
тов, куäа необхоäиìо äоставитü и откуäа забpатü
ãpуз, и наëи÷ие ãpуза в ТС и(иëи) возìожностü äо-
заãpузки еãо пpеäоставëяþт такие возìожности,

 = {i ∈ |  > 0},  = {i ∈ |  < 0}.(1)

В на÷аëе итеpативноãо пpоöесса  =  =
= {0, 1, ..., n}. Движение, как и в заäа÷е 1, на÷ина-
ется и äоëжно завеpøитüся в на÷аëüноì пункте i = 0.
Опpеäеëиì

ωi = aij, ϑij = aij – ωi, i ∈ ; (2)

βj = ϑij, i ∈ ; (3)

 = ωj + βj, i ∈ . (4)

В кажäой строке и кажäоì стоëбöе преобразован-
ной ìатриöы  = || ||, ãäе  = ϑij – βj, i, j ∈ ,
соäержится по крайней ìере по оäноìу нуëевоìу
эëеìенту.
Утвеpждение 1. Есëи найäется хотя бы оäин пункт

j ∈ , äëя котоpоãо спpавеäëиво неpавенство

θ( ) +  > { | | | > 0}, j ∈ , (5)

ãäе P — ÷исëо pазëи÷ных виäов ãpузов (в äанноì
сëу÷ае P = 1), то pазвиваеìый ìаpøpут  не со-
äеpжит äопустиìых ìаpøpутов и ìожет бытü от-
бpоøен как непеpспективный.
Упоpяäо÷иì все пункты поäìножества j ∈ 

в посëеäоватеëüностü

={ , , ..., , ..., |  m ;  ∈ }.(6)

Утвеpждение 2. Есëи найäется хотя бы оäин пункт

j ∈ , äëя котоpоãо не выпоëняется хотя бы оäно
из систеìы неpавенств

θ( ) +  m , jr ∈ , r = 1, 2, ..., R, (7)

ãäе  — äопустиìое наибоëее позäнее вpеìя äо-

ставки иëи пpиеìа ãpузов в пункте jr ; r и ρ — беãу-

щие инäексы, R — ÷исëо поäëежащих обсëужива-

ниþ пунктов в поäìножестве , то pазвиваеìый

ìаpøpут  не соäеpжит äопустиìых пëанов äвиже-
ния и ìожет бытü отбpоøен как непеpспективный.
Доказатеëüства утвеpжäения 2 пpивеäены в книãе

автоpа [3].

3. Обслуживание пунктов

Пpи пpоäоëжении некотоpоãо ÷асти÷ноãо ìаpø-

pута  в ìаpøpут  с коне÷ныì пунктоì k = l s,

вектоp зна÷ений объеìов ãpузов во всех пунктах ,

j ∈  , и объеì ãpуза, оставøеãося в ТС, опpе-
äеëяþтся по фоpìуëаì

(8)

Утвеpждение 3. Есëи G s = 0, а  > 0, ëибо
G – Gs = 0, а  < 0, то ìаpøpут из коне÷ноãо пункта
l s в пункты j явëяется неöеëесообpазныì и не ìо-
жет pассìатpиватüся в оптиìаëüноì ìаpøpуте ТС.
Пpавило отсева 1.
Есëи äëя паpаìетpов äвух pассìатpиваеìых ÷ас-

ти÷ных ìаpøpутов  и  с функöияìи öеëи
(вpеìя иëи стоиìостü выпоëнения ìаpøpута) со-

ответственно f s и f m, котоpые закан÷иваþтся в оäноì
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и тоì же пункте l s = l m, спpавеäëива сëеäуþщая
систеìа неpавенств:

f s m f m, (9)

G s m G m и  m G s, j ∈ 

иëи G s l G m, | | m G – G s, j ∈ , (10)

и есëи хотя бы оäно из этих неpавенств выпоëня-
ется как стpоãое неpавенство, то ÷асти÷ный пëан

 явëяется боëее пеpспективныì, ÷еì ÷асти÷ный
пëан , и посëеäний ìожет бытü отбpоøен из
pассìотpения как непеpспективный.
Пpеобpазование 1.
Выпоëняеì сëеäуþщие пpеобpазования ìатpиöы
 = || ||:

1. Есëи пpи пpоäоëжении ìаpøpута  с ко-
не÷ныì пунктоì l m в пункт l s постpоен новый

ìаpøpут , äëя котоpоãо  = 0, то вы÷еpкиваеì

l m-þ стpоку в ìатpиöе .

Есëи спpавеäëиво оäно из усëовий  m Gm ∀ j ∈

∈  иëи | | m G – G m ∀ j ∈ , то вы÷еpкиваеì

l s-й стоëбеö в ìатpиöе . В äанноì сëу÷ае эëе-

ìент  ìатpиöы  поëаãаеì pавныì ∞. Пpе-

обpазованнуþ ìатpиöу обозна÷иì .

2. Есëи θ( ) +  > , то поëаãаеì  = ∞.

3. Выпоëняеì сëеäуþщие вы÷исëения äëя всех
стpок i ∈ :

 = ,  =  – , i ∈ . (11)

4. Дëя кажäоãо из стоëбöов i ∈  пpеобpазуеì
эëеìенты ìатpиöы сëеäуþщиì обpазоì:

Ls = || ||, i, j ∈ . (12)

Обозна÷иì  =  – , j ∈ ;  = .

5. Вы÷исëиì суììу пpивеäенных констант

Ds =  + . (13)

В на÷аëе пpоöесса поëаãаеì C 0 = C и вы÷ис-
ëенная суììа пpивоäящих констант pавна D0.
Утвеpждение 4. ТС, pазвивая ìаpøpут , äоëжен

зайти в кажäый из пунктов j ∈  не ìенее, ÷еì
 pаз, ãäе

 = 1 +  ∀ j ∈ 

иëи  = 1 +  ∀ j ∈ . (14)

Зäесü  и  — наибоëüøие

öеëые ÷исëа ÷астных от äеëения соответствуþщих
веëи÷ин.
Утвеpждение 5. Нижняя ãpаниöа суììаpных за-

тpат вы÷исëяется по фоpìуëе

ξ( ) = (  + ). (15)

Утвеpждение 6. Есëи пpоäоëжениеì некотоpоãо

ìаpøpута  в пункт l s поëу÷ен ÷асти÷ный ìаpø-

pут , то нижняя ãpаниöа суììаpных затpат вы-
÷исëяется по фоpìуëе

ξ( ) = ξ( ) + Ds +

+ (  + )•max[0; (  – )] + λτs, (16)

ãäе τs = max(0, θ(U s)).

4. Алгоpитм pешения задачи 
методом динамического пpогpаммиpования 
и последовательного анализа ваpиантов

В пpоöессе pеøения заäа÷и выпоëняется постpое-
ние, анаëиз pазëи÷ных äопустиìых и конкуpиpуþ-

щих ìаpøpутов  äвижения ТС, на÷иная с на-
÷аëüноãо пункта i = 0, и pазвитие пеpспективных
ìаpøpутов äо поëу÷ения наибоëее эффективноãо
pеøения. В пpоöессе постpоения пpовоäится отсев
неäопустиìых и непеpспективных пpоäоëжений.
Кажäая итеpаöия аëãоpитìа (s = 0, 1, 2, ..., S) со-
стоит из нескоëüких øаãов. Pазвивается пеpспектив-
ный s*-й пëан с наиìенüøиì зна÷ениеì функöии
öеëи, ( f s* = f s), котоpый пpоäоëжается во все

äопустиìые пункты еãо пpоäоëжения. Пpовоäится
отсев всех непеpспективных ÷асти÷ных пëанов.
Пеpвый äопустиìый пëан пеpевозок, зна÷ение кpи-
теpия оптиìаëüности котоpоãо ìенüøе иëи pавно
зна÷ениþ суììаpных затpат ëþбоãо из конкуpи-
pуþщих и не пpоäоëженных äо конöа ÷асти÷ных
пëанов, явëяется pеøениеì заäа÷и. На основе ус-
тановëенных выøе свойств äопустиìых pеøений
заäа÷и и систеìы оöенок нижних ãpаниö зна÷ений
функöии öеëи на pанних стаäиях постpоения аëü-
теpнативных ìаpøpутов äвижения анаëизиpуется
возìожностü выпоëнения систеìы оãpани÷ений и
пpовоäится отсев неäопустиìых пpоäоëжений.
Пpивеäенные выøе пpавиëа сpавнения аëüтеpна-

тивных ÷асти÷ных пëанов позвоëяþт отсеятü стpоя-
щиеся ìаpøpуты, не соäеpжащие оптиìаëüных pеøе-
ний. Тот факт, ÷то на кажäой итеpаöии pазвивается
тоëüко ÷асти÷ный пëан (стpоящийся ìаpøpут) с наи-
ëу÷øиì зна÷ениеì функöии öеëи, позвоëяет искëþ-
÷итü анаëиз завеäоìо неоптиìаëüных ìаpøpутов.
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Метка кажäоãо pазвиваþщеãося ÷асти÷ноãо пëа-
на  вкëþ÷ает сëеäуþщие паpаìетpы:

 = {0, , , ..., , ..., }; l s, θ( );  и ; 

, i = 0, 1, ..., n; p ∈  = {1, ..., P}; Gs,+ = || ||,

ãäе  — коëи÷ество p-ãо виäа ãpуза, нахоäящеãося

в ТС; f s = ∞; F(Zs), ãäе Zs — постpоенный äопусти-

ìый ìаpøpут äвижения ТС, а F(Zs) — зна÷ение функ-
öии öеëи äëя постpоенноãо äопустиìоãо ìаpøpута;

ψ( ) — паpаìетp, опpеäеëяþщий, пpоäоëжен ëи
этот ìаpøpут во все äопустиìые пункты: есëи äа, то

ψ( ) = 1, есëи нет, то ψ( ) = 0, пpи ψ( ) = 2
ìаpøpут искëþ÷ен из äаëüнейøеãо pассìотpения как

неäопустиìый, а пpи ψ( ) = 3 — как неоптиìаëüный.

Пустü на некотоpоì этапе pеøения заäа÷и поëу-

÷ено Z t, t = 1, ..., T, äопустиìых ìаpøpутов pеøе-
ния заäа÷и, функöии öеëи котоpых соответственно

pавны F(Z t), сpеäи котоpых F( ) = F(Z t) —

наиëу÷øее сpеäи всех поëу÷енных на äанный ìо-
ìент pеøений заäа÷и.
В на÷аëе пpоöесса pеøения (s = 0) фоpìиpуеì

äëя ÷асти÷ноãо ìаpøpута  сëеäуþщие паpаìетpы
на÷аëüной ìетки:

 = {0}; l0 = 0; θ( ) = 0;  =  = {0, 1, 2, ..., n}, 

 = ∅;  = qi, i = 0, 1, ..., n; G 0 = 0; f 0 = 0; 

F( ) = ∞; ψ( ) = 0.

На кажäой итеpаöии аëãоpитìа выпоëняеì сëе-
äуþщий объеì вы÷исëений.
Шаг 1. Сpеäи всех ÷асти÷ных пëанов (s = 0, 1,

2, ..., S) выбиpаеì некотоpый ÷асти÷ный пëан ,

äëя котоpоãо f η = { f s|ψ( ) = 0}. Пеpехоäиì

к øаãу 2.

Шаг 2. Pассìатpиваеì ÷асти÷ный пëан , ко-

не÷ный пункт ìаpøpута котоpоãо lη. Из пунктов

j ∈  нахоäиì такие, äëя котоpых выпоëняется
неpавенство

θ( ) +  m (17)

Пустü это буäет поäìножество пунктов j ∈  ⊆

⊆ .

А. Есëи  = ∅, т. е. таких пунктов не сущест-

вует, то ÷асти÷ный пëан  не соäеpжит äопустиìых
pеøений, и он искëþ÷ается из äаëüнейøеãо pас-

сìотpения. В этоì сëу÷ае поëаãаеì ψ( ) = 2, вы-
поëняеì пеpеинäексаöиþ всех pассìатpиваеìых
÷асти÷ных пëанов и вновü пеpехоäиì к øаãу 1.

Б. Есëи  ≠ ∅, то äëя кажäоãо из пунктов j ∈

∈ ( /lη) опpеäеëяеì

θ( j | ) = max⎣ ; θ( ) + ⎦, j ∈ ( /lη). (18)

 = { , , ..., , , ..., |  ∈ ( /lη); 

 m , k = 2, ..., K}. (19)

Пpовеpяеì выпоëнение сëеäуþщей систеìы
неpавенств äëя инäексов, упоpяäо÷енных в посëе-
äоватеëüностü (19):

θ(ϑ| )+ + –  m ,  ∈ ( /ϑ).(20)

Есëи äëя некотоpоãо пункта  не выпоëняется
хотя бы оäно из систеìы неpавенств (20), то в äо-
пустиìых пpоäоëжениях ÷асти÷ноãо пëана 
ìаpøpут из пункта lη в ϑ явëяется неäопустиìыì.

В. Обозна÷иì  поäìножество пунктов ϑ ∈

∈ ( /lη), äëя котоpых спpавеäëивы все неpавен-

ства (18)—(20). Есëи таких пунктов не существует,

т. е.  = ∅, то  искëþ÷ается из äаëüнейøеãо

pассìотpения, поëаãаеì ψ( ) = 1, пpовоäиì пе-
pеинäексаöиþ всех pассìатpиваеìых ÷асти÷ных

пëанов и пеpехоäиì к øаãу 1. Есëи  ≠ ∅, то пе-
pехоäиì к øаãу 3.
Шаг 3. Пpоäоëжаеì ÷асти÷ный пëан  во все

пункты поäìножества ξr ∈ .
Пpи этоì ìетка кажäоãо из пpоäоëженных пу-

тей фоpìиpуется сëеäуþщиì обpазоì:

 = {0, , , ..., , ..., , }; lS + r; 

 = (   ξr);  = ( /ξr);

θ( ) =

= (21)

 = , i ∈ ( /ξr).
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Зна÷ения  и G (S + r) вы÷исëяþтся по фоp-
ìуëаì (8):

 = (22)

G (S + η)= (23)

f (  =

= (24)

Поëаãаеì ψ( ) = 1, ψ( ) = 0, r = 1, ..., R.
Пеpехоäиì к øаãу 4.
Шаг 4. Искëþ÷аеì из äаëüнейøеãо pассìотpения

все пpоäоëженные на этой итеpаöии ìаpøpуты

, äëя котоpых спpавеäëиво неpавенство

F(  l F( ), поëожив äëя них ψ(  = 3.
А. Есëи äëя какоãо-то вновü обpазованноãо ìаp-

øpута  выпоëняþтся усëовия  = ∅,

l (S + r) = 0;  = 0, j ∈ ; G (S + r) = 0, то поëу-

÷ено äопустиìое pеøение заäа÷и, зна÷ение функöии
öеëи котоpоãо (вpеìя иëи стоиìостü выпоëнения

ìаpøpута) pавно F( ). Опpеäеëяеì äëя этоãо

ìаpøpута ψ( ) = 1, T := (T + 1).

Есëи F( ) < F( ), то поëаãаеì ZT = ,

F( ) = F( ).

Есëи выпоëняþтся усëовия F( )m{ f( )|ψ( ) =
= 0} äëя всех τ = 0, 1, 2, ..., s, .., S, (S + 1), ..., (S + R),
то этот ìаpøpут со зна÷ениеì функöии öеëи, pав-

ныì F( ), явëяется pеøениеì заäа÷и, и аëãоpитì
завеpøает pаботу.
Б. Дëя кажäоãо из вновü обpазованных ìаpøpу-

тов, поëожив  =  пpовеpяеì выпоëнение
усëовий пpавиëа отсева 1, сpавнивая кажäый из

них со всеìи ÷асти÷ныìи пëанаìи , у котоpых

пpизнак ψ( ) = 0. Есëи выпоëняþтся все усëовия

пpавиëа отсева 1, то  =  явëяется непеp-

спективныì, поëаãаеì ψ( ) = 3, искëþ÷аеì еãо
из äаëüнейøеãо pассìотpения. Есëи äëя некотоpой

паpы инäексов s и (S + r) усëовия пpавиëа отсева 1

выпоëняþтся в усëовиях обозна÷ений  = ,

а  = , pанее постpоенный ÷асти÷ный пëан 

явëяется непеpспективныì, поëаãаеì ψ( ) = 3, и
искëþ÷аеì еãо pассìотpения.
Пеpехоäиì к сëеäуþщей итеpаöии, возвpатив-

øисü к øаãу 1.
Чеpез некотоpое ÷исëо итеpаöий аëãоpитìа ëибо

буäет оптиìаëüное pеøение заäа÷и, ëибо буäет ус-
тановëен факт, ÷то исхоäная систеìа оãpани÷ений
заäа÷и явëяется несовìестной.

4. Алгоpитм pешения задачи 
модифициpованным методом ветвей и гpаниц

Метка кажäоãо pазвиваþщеãося ÷асти÷ноãо

пëана  вкëþ÷ает сëеäуþщие паpаìетpы:  =

= {0, , , ..., , ..., }; l s, θ( );  и ;

, i = 0, 1, ..., n; G s; f s; ψ( ) — паpаìетp, опpе-

äеëяþщий, пpоäоëжен ëи этот ìаpøpут во все äо-

пустиìые пункты: есëи äа — ψ( ) = 1, есëи нет —

ψ( ) = 0. Пpи ψ( ) = 2 ìаpøpут неäопустиìый,

а пpи ψ( ) = 3 — неоптиìаëüный.
На на÷аëüноì этапе pеøения (s = 0), коãäа G0 = 0,

выпоëниì сëеäуþщие пpеобpазования и вы÷исëения:
а) в 0-й стpоке ìатpиö C0 и A0 поëаãаеì зна÷е-

ния c0j = a0j = ∞ в тех стоëбöах этой стpоки, äëя ко-
тоpых спpавеäëивы соотноøения qj < 0, а q0 = G;
б) pассìотpиì посëеäоватеëüностü пунктов

 = {i1, i2, ..., ir, ..., ir |  m ; ir, ir + 1 ∈ };(25)

пpовеpяеì выпоëнение сëеäуþщей систеìы неpа-
венств:

 > , ir ∈ , r = 1, 2, ..., R; (26)

есëи спpавеäëиво неpавенство (26) хотя бы äëя оä-

ноãо инäекса ir ∈ , r = 1, 2, ..., R, то систеìа оã-
pани÷ений заäа÷и явëяется несовìестной, и аëãо-
pитì завеpøает своþ pаботу;
в) в пpотивноì сëу÷ае вы÷исëиì зна÷ения ,

i ∈ , по фоpìуëаì (3)—(5), а также зна÷ения ,

,  соответственно по фоpìуëаì (11), (12), (14)

и зна÷ение нижней ãpаниöы функöии öеëи ξ( )
по фоpìуëе (15);

ã) поëожив s = 0, C 0 = C = ||cij||, выпоëниì пpе-

обpазование 1 ìатpиöы C0. Пpеобpазованнуþ по пpа-

qξr

S r+( )

qξr

S r+( )
 – min(Gη, ), есëи  > 0,

 + max(G – Gη,| |), есëи  < 0;

qξr

η qξr

η qξr

η

qξr

η qξr

η qξr

η

Gη – (  – ), есëи  < 0,

G –Gη+(| |– | |), есëи  < 0.

qk
S η+( ) qξr

s qk
η

qξr

S η+( ) qξr

s qk
η

U S r+( )~

f( )+ , есëи m(θ( )+ ),

f ( ) +  + λ[  – θ( ) – ],

есëи  > (θ( ) + ).

U η~ clηξr
hξr

1 U η~ a
l ηξr

U η~ clηξr
hξr

1 U η~ a
l ηξr

hξr

1 U η~ a
l ηξr

U η~ U S r+( )~

U S r+( )~

U S r+( )~ ZT U S r+( )~

U S r+( )~ J1
S r+( ) –,^

qj
S r+( ) I~

U S r+( )~

U S r+( )~

U S r+( )~ ZT U S r+( )~

ZT U S r+( )~

ZT U τ~ U τ~

ZT

U m~ U S r+( )~

U s~

U s~

U m~ U S r+( )~

U S r+( )~

U s~ U S r+( )~

U m~ U s~ U s~

U s~

U s~ U s~

i1
s i2

s iλ
s il

s U s~ J s +, J s –,

qi
s U s~

U s~

U s~ U s~

U s~

W 0~ hir
2 hir 1+

2 I~

ρ 1=

r

∑ aiρ
hir

2 W 0~

W 0~

ai

I~ δj
0

γj
0 yj

0

U 0~



ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 5, 2015 379

виëу 1 ìатpиöу Cs, s = 0, 1, ..., S, в äаëüнейøеì буäеì

обозна÷атü  = || ||, i, j ∈ ; поëаãаеì F( ) = ∞.

Сфоpìиpуеì ìетку на÷аëüной веpøины äеpева
pазëи÷ных ваpиантов:

 = {0}, l0 = 0; θ( ) = 0;  = {0},  = ,

ãäе  — ìножество пунктов, поäëежащих обсëу-
живаниþ в соответствии с усëовияìи заäа÷и;

f 0 = F( ) = ∞;

 = 

G 0 = G – ; ξ(Z 0); ψ( ) = 0.

Пустü на некотоpоì этапе pеøения поëу÷ено
s = 1, .., S pазëи÷ных ÷асти÷ных и тpебуþщих äаëü-
нейøеãо pазвития ìаpøpутов äвижения ТС (веp-
øин äеpева pассìатpиваеìых ваpиантов) , виä
ìетки котоpых пpивеäен выøе. Кpоìе тоãо, поëу-
÷ено некотоpое поäìножество äопустиìых pеøе-
ний (аëüтеpнативных ìаpøpутов), зна÷ение суì-
ìаpных пpивеäенных затpат äëя ëу÷øеãо из кото-
pых pавно F( ). Аëãоpитì pеøения заäа÷и пpеäу-
сìатpивает выпоëнение сëеäуþщих øаãов.
Шаг 1. Дëя всех веpøин (ìеток) äеpева, äëя

котоpых ψ( ) = 0, есëи ξ(Z s) l F( ), поëаãаеì

ψ( ) = 3. Нахоäиì ìетку с инäексоì  =

= arg{ ξ(Z s)|ψ( ) = 0}.

Опpеäеëяеì äëя этой веpøины äеpева поäìно-

жества , , пункт k = , ìатpиöы  = || ||,

i, j ∈ , а также зна÷ение  и вектоp , j ∈ .

В k-й стpоке ìатpиö  и  поëаãаеì зна÷ения

 =  = ∞ в тех стоëбöах этой k-й стpоки, äëя ко-

тоpых спpавеäëивы соотноøения  m 0, а G –  = 0.

Пеpехоäиì к øаãу 2.
Шаг 2. Вы÷исëяеì зна÷ения суììы пpивоäя-

щих констант äëя кажäоãо пункта  = ,

k ∈ . Упоpяäо÷иì все пункты поäìножества

j ∈  в посëеäоватеëüностü  в соответствии с
выpажениеì (6). Пpовеpяеì выпоëнение систеìы
неpавенств (7). Есëи не выпоëняется хотя бы оäно
из неpавенств (7), то этот ìаpøpут не соäеpжит äо-

пустиìых пpоäоëжений, поëаãаеì ψ( ) = 2, и пе-
pехоäиì к øаãу 1. В пpотивноì сëу÷ае выпоëняеì

пpеобpазование 1 ìатpиöы  = || ||, i, j ∈ ,

вы÷исëяеì суììу пpивоäящих констант и пеpехо-
äиì к øаãу 3.
Шаг 3. Пpоäоëжаеì путü  (pазвиваеì -þ

веpøину äеpева), пpоäоëжив путü из веpøины k = 
во все веpøины с инäексоì, зна÷ение соответст-
вуþщеãо эëеìента котоpоãо в этой k-й стpоке
pавно 0 — { j1 ∈ |  ≠ ∞}.
Дëя вновü обpазованных η веpøин ρ = (S + 1),

(S + 2), ..., (S + η), ìетка фоpìиpуется сëеäуþщиì
обpазоì:

= {0, , , ..., , ...,  = k, j1(ρ)}, l
ρ = j1(ρ),(27)

θ( ) =

= (28)

 =   j1(ρ);  = { /j1(ρ)}. (29)

Зна÷ения , i ∈  и G ρ опpеäеëяþтся в со-
ответствии с аëãоpитìоì обсëуживания пунктов
по фоpìуëаì (22), (23).
Дpуãие показатеëи ìетки äëя вновü обpазован-

ных ÷асти÷ных ìаpøpутов опpеäеëяþтся по фоp-
ìуëаì

ξ(Z ρ) = ξ( ) + dj•  +  +

+ b•max[0;  – θ( ) – ]; (30)

f ρ=  ψ( )= (31)

Дëя -ãо ÷асти÷ноãо ìаpøpута поëаãаеì ψ( ) = 1.
Пеpехоäиì к øаãу 4.
Шаг 4. Дëя вновü обpазованных веpøин ρ =

= (S + 1), (S + 2), ..., (S + η) опpеäеëяеì  =

= f ρ. Есëи  < ∞ и  < F( ), то по-

ëаãаеì  < F( ). Есëи F( ) m ξ(Zs), т. е.

зна÷ение öеëевой функöии поëу÷енноãо äопусти-
ìоãо pеøения ìенüøе иëи pавно, ÷еì нижняя ãpа-
ниöа функöии öеëи всех вися÷их и поäëежащих
pазвитиþ веpøин äеpева, то поëу÷ено pеøение за-
äа÷и и аëãоpитì завеpøает pаботу. В пpотивноì
сëу÷ае пеpехоäиì к øаãу 1.
Чеpез некотоpое ÷исëо боëüøих итеpаöий аëãо-

pитìа ëибо буäет поëу÷ено оптиìаëüное pеøение
заäа÷и, ëибо буäет установëен факт несовìестно-
сти исхоäной систеìы оãpани÷ений.
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5. Иллюстpативные пpимеpы

Иллюстpативный пpимеp 1.
ТС äоëжно осуществитü äоставку и поëу÷ение

ãpузов из øести пунктов. Гpузопоäъеìностü тpанс-
поpтноãо сpеäства — не боëее 12 т. Маpøpут äви-
жения äоëжен на÷инатüся и закан÷иватü в на÷аëü-
ноì пункте i = 0. Pасстояния (вpеìя пpоезäа иëи
стоиìости пpоезäа из оäноãо пункта в äpуãой) пpи-
веäены в табë. 1. Объеìы ãpузов, котоpые необхо-
äиìо äоставитü иëи забpатü в pазëи÷ных пунктах
i = 0, 1, ..., 5, пpивеäены в табë. 2. Необхоäиìо най-
ти äопустиìый ìаpøpут äвижения тpанспоpтноãо
сpеäства, обеспе÷иваþщий ìиниìуì затpат.
Деpево pеøений заäа÷и пpеäставëено на pисунке.

В табë. 3 äана пpивеäенная ìатpиöа pасстояний в
пpоöессе назна÷ения и запpещения отäеëüных свя-
зей на ãëавной ветви äеpева в пpоöессе pеøения за-
äа÷и.
Сëеäоватеëüно, оптиìаëüныì pеøениеì заäа÷и

явëяется ìаpøpут äвижения (0 → 3 → 5 → 2 → 4 →
→ 1 → 0), äëина (стоиìостü) котоpоãо составëяет
14 + 15 + 10 + 17 + 13 + 11 = 80 кì (тыс.pуб).
Иллюстpативный пpимеp 2.
ТС äоëжно осуществитü äоставку и поëу÷ение

ãpузов из сеìи пунктов. Гpузопоäъеìностü тpанс-
поpтноãо сpеäства не боëее 11 т. Маpøpут äвижения
äоëжен на÷инатüся и закан÷иватüся в на÷аëüноì
пункте i = 0. Вpеìя пpоезäа иëи стоиìости пpоезäа
из оäноãо пункта в äpуãой пpивеäены в табë. 4,
а стоиìостü пеpевозок — в табë. 5. Кажäая еäиниöа
вpеìени пpостоя ТС связана с затpатаìи, зна÷ения
котоpых pавны 1. Объеìы ãpузов, котоpые необхо-
äиìо äоставитü иëи забpатü в pазëи÷ных пунктах
i = 0, 1, ..., 6, пpивеäены в табë. 6 (со знакоì "+" за-
äаны объеìы ãpузов, котоpые нужно забpатü в pаз-
ëи÷ных пунктах, а со знакоì "–" объеìы, котоpые

Деpево pешений задачи

Табëиöа 1
Матрица расстояний между пунктами

№ 
пунктов

Расстояния (стоиìости проезäа) ìежäу пунктаìи

0 1 2 3 4 5

0 ∞ 10 12 14 15 20
1 11 ∞ 13 20 19 13
2 12 15 ∞ 18 17 14
3 13 18 20 ∞ 27 15
4 16 13 15 25 ∞ 20
5 17 12 10 12 22 ∞

Табëиöа 2
Объемы грузов, которые необходимо доставить или забрать 

в различных пунктах

Объеìы ãрузов (в тоннах),
поставëяеìых и забираеìых из пунктов

0 1 2 3 4 5

+10 –6 +2 –7 +4 –3

Табëиöа 3
Приведенная матрица расстояний между пунктами

№ 
пунктов

Расстояния (стоиìости проезäа) ìежäу пунктаìи

0 1 2 3 4 5

0 ∞ 0 2 2 ∞ 8
1 0 ∞ 2 7 3 0
2 0 3 ∞ 4 0 0
3 0 5 7 ∞ 9 0
4 3 0 2 10 ∞ 5
5 7 2 0 0 7 ∞

Табëиöа 5
Стоимость проезда между пунктами

№ 
пунктов

Стоиìостü проезäа ìежäу пунктаìи

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 27 22 35 24 38 18
1 27 ∞ 42 14 23 32 34
2 22 42 ∞ 45 25 35 23
3 35 14 45 ∞ 27 32 48
4 24 23 25 27 ∞ 25 30
5 38 32 35 32 25 ∞ 24
6 18 34 23 48 30 24 ∞

Табëиöа 4
Время проезда между пунктами

№
пунктов

Вреìя проезäа ìежäу пунктаìи

0 1 2 3 4 5 6

0 ∞ 20 15 25 17 27 12
1 20 ∞ 30 10 16 23 25
2 15 30 ∞ 32 18 25 16
3 25 10 32 ∞ 20 24 35
4 17 16 18 20 ∞ 18 22
5 27 23 25 24 18 ∞ 18
6 12 25 16 35 22 18 ∞
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необхоäиìо äоставитü. Гpани÷ные вpеìена обсëу-
живания кажäоãо из пунктов пpивеäены в табë. 7.
Гpузопоäъеìностü ТС — 11 т. Необхоäиìо найти
äопустиìый ìаpøpут äвижения тpанспоpтноãо сpеä-
ства, обеспе÷иваþщий обсëуживание кажäоãо из
пунктов в заäанные оãpани÷енияìи сpоки и ìини-
ìуì затpат, связанных с выпоëнениеì всех заäаний.
Выпоëнив пpивеäение 1 ìатpиö A и C, вы÷исëиì

суììу пpивоäящих констант äëя кажäоãо из ин-
äексов ìатpиöы A, котоpые соответственно pавны

 = (12, 15, 17, 10, 16, 20, 12), а также по фоpìуëе
(16) нижнþþ ãpаниöу функöии öеëи в оптиìаëü-
ноì pеøении, котоpая pавна 162.
Пpоöесс pеøения заäа÷и описанныì выøе ìоäи-

фиöиpованныì аëãоpитìоì посëеäоватеëüноãо ана-
ëиза ваpиантов пpивеäен ниже в пpиëожении
(табë. П.1). Ноìеpа ÷асти÷ных ìаpøpутов, отìе÷ен-
ных куpсивоì, опpеäеëяþт оптиìаëüное pеøение
заäа÷и. Pезуëüтаты pеøения заäа÷и свеäены в табë. 8.
Оптиìаëüныì pеøениеì заäа÷и явëяется ìаpø-

pут äвижения (0 → 2 → 5 → 3 → 1 → 4 → 6 → 4 → 0),
зна÷ение кpитеpия оптиìаëüности äëя котоpоãо
pавно 220.

6. Вычислительные экспеpименты

Автоpоì быëи пpовеäены вы÷исëитеëüные экс-
пеpиìенты анаëиза эффективности пpеäëаãаеìых
аëãоpитìов. Pеøаëисü заäа÷и, вкëþ÷аþщие äо
20 пунктов. Сëеäует заìетитü, ÷то пpи pеøении
пpакти÷еских заäа÷ постpоения ìаpøpута äвижения
оäной ìаøины pеäко ìожно встpетитü заäа÷и боëü-
øей pазìеpности. Выбиpаëисü äостато÷но жесткие
оãpани÷ения на сpоки äоставки ãpузов и обсëужи-
вания объектов. Вpеìя pеøения всех заäа÷ на пеpсо-
наëüноì коìпüþтеpе с пpоöессоpоì Core i-5 Intel®
CoreTM i5-4200U 4-й ìоäификаöии (äо 2,60 ГГö быëо
не боëее 2,5 ìин). Наибоëüøее ÷исëо анаëизи-
pуеìых ваpиантов и соответственно наибоëüøий
объеì вы÷исëений быëо в заäа÷ах без оãpани÷ений
с небоëüøиìи отëи÷ияìи во вpеìенах и стоиìости
пеpевозки ãpузов из оäноãо пункта в äpуãой. Наëи-
÷ие жесткой систеìы оãpани÷ений и боëüøие pаз-
бpосы во вpеìенах и стоиìости äоставки ãpузов
позвоëяþт уже на пеpвых итеpаöиях аëãоpитìа ис-
кëþ÷итü ìаpøpуты, не соäеpжащие äопустиìых и
оптиìаëüных пëанов, и существенно сокpащаþт
÷исëо анаëизиpуеìых ìаpøpутов. В заäа÷ах боëü-
øой pазìеpности пpи несущественных оãpани÷е-
ниях на сpоки äоставки ãpузов и небоëüøих отëи-
÷иях в зна÷ениях эëеìентов ìатpиö C и A объеìы
вы÷исëений увеëи÷иваþтся. Зäесü аëãоpитìы ìе-
тоäа ветвей и ãpаниö, как пpавиëо, явëяþтся боëее
эффективныìи, так как пpоисхоäит интенсивный
отсев поäìножеств ìаpøpутов, не уäовëетвоpяþ-
щих всей систеìе оãpани÷ений. Пpи этоì сущест-
венно сокpащается ÷исëо веpøин и ветвей в äеpеве
pеøений заäа÷и и, сëеäоватеëüно, объеì вы÷исëе-
ний. Моãут бытü испоëüзованы пpибëиженные ìе-
тоäы pеøения заäа÷и, испоëüзуþщие пpибëиженные
пpавиëа отсева неэффективных ÷асти÷ных пëанов.
Кpоìе тоãо, некотоpый опpеäеëенный на пеpвых
итеpаöиях äопустиìый и эффективный ìаpøpут
ìожет бытü äовеäен äо конöа, не обpащая вниìание,
÷то существуþт ìаpøpуты, вкëþ÷аþщие ìенüøее
÷исëо пунктов с ëу÷øиì зна÷ениеì кpитеpия эф-
фективности.

Заключение

Pассìотpены заäа÷и постpоения оптиìаëüных
ìаpøpутов äвижения ãpузовых тpанспоpтных сpеäств
(ТС) в усëовиях наëи÷ия оãpани÷ений на сpоки äос-
тавки и заãpузки ãpуза и на ãpузопоäъеìностü ТС.
В ка÷естве кpитеpиев оптиìаëüности pассìотpены
суììаpные затpаты вpеìени иëи в стоиìостноì вы-
pажении на выпоëнение ãpафика äоставки ãpузов.
Иссëеäованы свойства äопустиìых и оптиìаëü-

ных ìаpøpутов, на основе котоpых сфоpìуëиpова-
ны пpавиëа отсева неäопустиìых и неоптиìаëüных
ìаpøpутов уже на pанних этапах pеøения заäа÷и,
а также опpеäеëены оöенки нижней ãpаниöы оп-

a

Табëиöа 6
Объемы грузов, которые необходимо доставить или забрать 

в различных пунктах

Объеìы ãрузов (в тоннах),
поставëяеìых и забираеìых из пунктов

0 1 2 3 4 5 6

8 –3 –6 5 –12 3 5

Табëиöа 7
Граничные времена обслуживания пунктов

Грани÷ные вреìена обсëуживания пунктов

0 1 2 3 4 5 6

0 40 20 50 0 10 60

300 85 70 250 150 60 135

hi
1

hi
2

Табëиöа 8
Результаты решения иллюстративного примера 2

№ пунктов 
i = l s

Параìетры ÷асти÷ных ìарøрутов 

s θ( ) Gs f s = f( )

0 0 0 0 8 0
2 2 20 0 2 22
5 9 45 0 5 67
3 21 69 0 10 99
1 45 79 0 7 113
4 66 95 –5 0 136
6 72 117 0 5 166
4 77 139 0 0 196
0 81 156 0 0 220

U s~

U s~ qi
s

U s~
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тиìаëüноãо pеøения äëя ëþбоãо из стpоящихся в
пpоöессе pеøения ìаpøpута.
На основе установëенных свойств äопустиìых и

оптиìаëüных ìаpøpутов пpеäëожены аëãоpитìы
pеøения заäа÷и ìоäифиöиpованныìи ìетоäаìи äи-
наìи÷ескоãо пpоãpаììиpования и посëеäоватеëü-
ноãо анаëиза ваpиантов, котоpые иëëþстpиpованы
÷исëовыìи пpиìеpаìи.
Пpивеäенные вы÷исëитеëüные экспеpиìенты по-

казаëи, ÷то наëи÷ие жесткой систеìы оãpани÷ений на
вpеìена обсëуживания пунктов за÷астуþ позвоëяет
существенно сокpатитü ÷исëо конкуpиpуþщих аëü-
теpнативных ìаpøpутов и уже на pанних этапах pе-
øения искëþ÷итü неäопустиìые и неоптиìаëüные
ваpианты, а также установитü несовìестностü сфоp-
ìуëиpованной систеìы оãpани÷ений.
В отëи÷ие от известных ìетоäов "ветвей и ãpаниö",

пpиìеняеìых äëя pеøения øиpокоãо кëасса заäа÷,
в пpеäëаãаеìых аëãоpитìах äëя вися÷их веpøин
äеpева пpовоäится также отсев непеpспективных
пpоäоëжений на основе сфоpìуëиpованных пpа-
виë äоìиниpования. Это позвоëяет осуществитü от-
сев некотоpоãо ÷исëа веpøин äеpева, хотя нижняя
ãpаниöа функöии öеëи их ëу÷øе, ÷еì у pазвиваеìоãо
поäìножества ваpиантов, ÷то сокpащает объеì вы-
÷исëений.
Оpиãинаëüностü пpеäëаãаеìоãо ìетоäа äинаìи-

÷ескоãо пpоãpаììиpования закëþ÷ается в сфоpìу-
ëиpованных пpавиëах äоìиниpования и отсева,
а также в тоì, ÷то на кажäоì øаãе pазвиваþтся не
все ваpианты, а тоëüко тот ваpиант, зна÷ение функ-
öии öеëи котоpоãо ìиниìаëüно сpеäи всех поäëе-
жащих pазвитиþ ÷асти÷ных пëанов. Это также су-
щественно сокpащает объеì вы÷исëений.
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Табëиöа П.1.1
Приведенная матрица расстояний между пунктами

(запрещены связи (0 ® 1) (0 ® 2))

№ 
пунктов

Расстояния (стоиìости проезäа) ìежäу пунктаìи

0 1 2 3 4 5

0 ∞ ∞ ∞ 0 ∞ 6
1 0 ∞ 2 7 3 0
2 0 3 ∞ 4 0 0
3 0 5 7 ∞ 9 0
4 3 0 2 10 ∞ 5
5 7 2 0 0 7 ∞

Табëиöа П.1.2
Приведенная матрица расстояний между пунктами

(установлена связь (0 ® 3))

№ 
пунктов

Расстояния (стоиìости проезäа) ìежäу пунктаìи

0 1 2 4 5

1 0 ∞ 2 3 0
2 0 3 ∞ 0 0
3 ∞ 5 7 9 0
4 3 0 2 ∞ 5
5 7 2 0 7 ∞

Табëиöа П.1.3
Приведенная матрица расстояний между пунктами

(установлены связи (0 ® 3) и (3 ® 5))

№
пунктов

Матриöа расстояний ìежäу пунктаìи

0 1 2 4

1 0 ∞ 2 3
2 0 3 ∞ 0
4 3 0 2 ∞
5 ∞ 2 0 7

Табëиöа П.1.4
Приведенная матрица расстояний между пунктами
(установлены связи (0 ® 3), (3 ® 5) и (5 ® 2)

№
пунктов

Матриöа расстояний ìежäу пунктаìи

0 1 4

1 0 ∞ 3
2 ∞ ∞ 0
4 3 0 ∞

Табëиöа П.1.5
Приведенная матрица расстояний между пунктами

(установлены связи (0 ® 3), (3 ® 5), (5 ® 2) и (2 ® 4))

№ 
пунктов

Матриöа расстояний ìежäу пунктаìи

0 1

1 0 ∞
4 ∞ 0

Приложение
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Табëиöа П.2
Процесс решения иллюстративного примера 2

№ l s θ( )
Объеìы ãрузов в пунктах gi( )

G s f( ) ψ( )
0 1 2 3 4 5 6

0 0 0 0 0 –3 –6 5 –12 3 5 8 0 1
1 (0,1) 1 40 ( /1) 0 0 –6 5 –12 3 5 5 47 2
2 (0,2) 2 20 0 –3 0 5 –12 3 5 2 32 1
3 (0,3) 3 50 ( /3) 0 –3 –6 2 –12 3 11 3 50 2
4 (0,4) 4 17 0 –3 –6 5 –4 3 5 0 24 1
5 (0,5) 5 27 ( /5) 0 –3 –6 5 –12 0 5 11 38 1
6 (0,6) 6 60 ( /6) 0 –3 –6 5 –12 3 2 11 60 2
7 (0,2,1) 1 50 ( /1) 0 –1 0 5 –12 3 5 0 50 2
8 (0,2,3) 3 52 ( /3) 0 –3 0 0 –12 3 5 7 78 2
9 (0,2,5) 5 45 ( /5) 0 –3 0 5 –12 0 5 5 67 1

10 (0,2,6) 6 36 ( /1) 0 –3 0 5 –12 3 0 7 55 1
10 (0,4,3) 3 37 ( /3) 0 –3 –6 0 –4 3 5 5 51 2
10 (0,4,5) 5 35 ( /5) 0 –3 –6 5 –4 0 5 3 49 1
11 (0,4,6) 6 60 ( /6) 0 –3 –6 5 –9 3 0 6 75 2
12 (0,5,1) 1 50 ( /(1,5)) 0 0 –6 5 –12 3 5 8 56 1
13 (0,5,2) 2 52 ( /(2,5)) 0 –3 0 5 –12 0 5 5 73 1
14 (0,5,4) 4 45 ( /5) 0 –3 –6 5 –1 0 5 0 63 1
16 (0,5,6) 6 46 ( /(5,6)) 0 –3 –6 5 –12 0 0 0 62 2
17 (0,2,4,3) 3 58 (0,1,4,5,6) 0 –3 0 0 –10 3 5 5 84 2
18 (0,2,4,5) 5 56 (0,1,3,4,6) 0 –3 0 5 –10 0 5 3 82 2
19 (0,2,4,6) 6 60 (0,1,3,4,5) 0 –3 0 5 –10 0 0 5 87 2
20 (0,2,5,1) 1 68 (0,3,4,6) 0 0 0 5 –12 0 0 2 99 1
21 (0,2,5,3) 3 69 (0,3,4,6) 0 –3 0 0 –12 0 5 10 99 1
22 (0,2,5,4) 4 63 (0,1,3,4,6) 0 –3 0 5 –7 0 5 0 90 1
23 (0,2,5,6) 6 63 (0,1,3,4) 0 –3 0 5 –12 0 0 10 91 1
24 (0,2,6,1) 1 61 ( /(1,6)) 0 0 0 5 –12 3 0 10 89 2
25 (0,2,6,3) 3 71 ( /(3,6)) 0 –3 0 1 –12 3 0 11 103 2
26 (0,2,6,4) 4 58 ( /(4,6)) 0 –3 0 5 –12 3 0 11 85 2
27 (0,2,6,5) 5 54 ( /(5,6)) 0 –3 0 5 –12 0 0 10 79 1
28 (0,4,5,1) 1 56 (0,2,3,4,6) 0 0 –6 5 –4 0 5 0 70 2
29 (0,4,5,2) 2 70 (0,1,3,4,6) 0 –3 0 5 –4 0 5 9 91 2
30 (0,4,5,3) 3 59 (0,1,2,4,6) 0 –3 –6 0 –4 0 5 8 88 2
31 (0,4,5,4) 4 53 0,1,2,3,4,6 0 –3 –6 5 –1 0 5 0 81 2
32 (0,4,5,6) 6 53 0,1,2,3,4,6 0 –3 –6 5 –4 0 0 8 80 2
33 (0,4,6,1) 1 61 0,2,3,4,5 0 0 –6 5 –4 3 0 8 88 2
34 (0,4,6,2) 2 55 0,1,2,3,4,5 0 –3 –1 5 –4 3 0 0 87 2
35 (0,4,6,3) 3 74 0,1,2,,4,5 0 –3 –6 0 –4 3 0 10 102 2
36 (0,4,6,4) 4 61 0,1,2,3,4,5 0 –3 –6 5 0 3 0 1 84 2
37 (0,4,6,5) 5 57 0,1,2,3,4 0 –3 –6 5 –4 0 0 8 78 2
38 (0,62,1) 1 58 0,3,4,5,6 0 0 0 5 –12 3 2 8 88 2
39 (0,62,3) 3 60 0,1,4,5,6 0 –3 0 0 –12 3 2 10 86 2
40 (0,62,4) 4 46 0,1,4,5,6 0 –3 0 5 –7 3 2 0 66 2
41 (0,62,5) 5 53 0,1,3,4,6 0 –3 0 5 –12 0 2 8 76 1
42 (0,62,6) 6 44 0,1,3,4,5 0 –3 0 5 –12 3 0 7 64 2
43 (0,25,1,3) 3 78 (0,4,6) 0 0 0 0 –12 0 5 7 113 1
44 (0,2,5,1,4) 4 84 (0,3,4,6) 0 0 0 5 –12 0 5 0 122 1
45 (0,2,5,3,1) 1 79 (0,4,6) 0 0 0 5 –12 0 5 7 113 1
46 (0,2,5,3,4) 4 89 (0,1,4,6) 0 –3 0 0 –2 0 3 0 126 2
47 (0,2,5,3,6) 6 104 (0,1,4,6) 0 –3 0 0 –12 0 4 11 147 2
48 (0,2,5,4,3) 3 83 (0,1,4,6) 0 –3 0 0 –7 0 5 5 117 2
49 (0,2,5,4,6) 6 85 (0,1,3,4) 0 –3 0 5 –7 0 0 5 120 2
50 (0,2,5,6,1) 1 88 (0,3,4) 0 0 0 5 –12 0 0 7 125 1
51 (0,2,5,6,3) 3 98 (0,1,3,4) 0 –3 0 4 –12 0 0 11 139 2
52 (0,2,5,6,4) 4 83 (0,1,3,4) 0 –3 0 5 –2 0 0 0 118 2
53 (0,2,6,5,1) 1 77 (0,3,4) 0 0 0 5 –12 0 0 7 111 1
54 (0,2,6,5,3) 3 78 (0,1,3,4) 0 –3 0 4 –12 0 0 11 111 2
55 (0,2,6,5,4) 4 72 (0,1,3,4) 0 –3 0 5 –2 0 0 0 104 2
56 (0,4,5,6,1) 1 78 (0,2,3,4) 0 0 –6 5 –4 0 0 5 114 2
57 (0,4,5,6,2) 2 68 (0,1,3,4) 0 –3 0 5 –4 0 0 2 103 2
58 (0,4,5,6,3) 3 88 (0,1,2,3,4) 0 –3 –6 2 –4 0 0 11 128 2

U s~ U s~ J s –,^
U s~
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59 (0,4,5,6,4) 4 75 (0,1,2,3) 0 –3 –6 5 0 0 0 4 110 2
60 (0,25,1,3,4) 4 98 (0,4,6) 0 0 0 0 –5 0 5 0 140 1
61 (0,25,1,3,6) 6 113 (0,4,6) 0 0 0 0 –12 0 1 11 161 3
62 (0,25,1,4,3) 3 104 (0,4,6) 0 0 0 0 –10 0 5 5 149 3
63 (0,25,1,4,6) 6 106 (0,3,4) 0 0 0 5 –10 0 0 5 143 1
64 (0,25,1,6,3) 3 127 (0,3,4) 0 0 0 0 –10 0 5 11 181 3
65 (0,25,1,6,4) 4 115 (0,4,6) 0 0 0 5 –5 0 0 0 173 3
66 (0,25,3,1,4) 4 95 (0,4,6) 0 0 0 0 –5 0 5 0 136 1
67 (0,25,3,1,6) 6 104 (0,4,6) 0 0 0 0 –12 0 1 11 147 1
68 (0,2,5,6,1,3) 3 98 (0,3,4) 0 0 0 1 –12 0 0 11 139 1
69 (0,2,5,6,1,4) 4 104 (0,3,4) 0 0 0 5 –5 0 0 0 150 1
70 (0,2,5,6,1,3,6) 6 120 (0,4) 0 0 0 0 –5 0 0 5 170 3
71 (0,2,5,1,4,6,3) 3 128 (0,4) 0 0 0 0 –10 0 0 10 173 3
72 (0,2,5,3,1,4,6) 6 117 (0,4) 0 0 0 0 –5 0 0 5 166 1
73 (0,2,5,3,1,6,4) 4 126 (0,3,4) 0 0 0 0 –1 0 1 0 177 1
74 (0,2,5,6,1,3,4) 4 118 (0,3,4) 0 0 0 1 –1 0 0 0 166 1
75 (0,25,6,1,4,3) 3 124 (0,4) 0 0 0 0 –5 0 0 5 177 1
76 (0,2,5,1,4,6,3,4) 4 148 (0) 0 0 0 0 0 0 0 0 200 3
77 (0,2,5,3,1,4,6,4) 4 139 (0) 0 0 0 0 0 0 0 0 196 1
78 (0,2,5,3,1,6,4,6) 6 148 (0,4) 0 0 0 0 –1 0 0 1 207 3
79 (0,25,6,1,3,4,3) 3 138 (0,4) 0 0 0 0 –1 0 0 1 193 1
80 (0,25,6,1,4,3,4) 4 144 (0,4) 0 0 0 0 0 0 0 0 204 3
81 (0,2,5,3,1,4,6,4,0) 0 156 (0) 0 0 0 0 0 0 0 0 220 1
81 (0,2,5,3,1,6,4,6,4) 4 170 (0) 0 0 0 0 0 0 0 0 247 3
82 (0,25,6,1,3,4,3,4) 4 156 (0) 0 0 0 0 0 0 0 0 220 3

№ l s θ( )
Объеìы ãрузов в пунктах gi( )

G s f( ) ψ( )
0 1 2 3 4 5 6

U s~ U s~ J s –,^
U s~

U s~ U s~

Окон÷ание табëиöы П.2


