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Алгоpитм паpаллельных вычислений для задачи
спектpально-вpеменного анализа

на базисных полигаpмонических функциях

Введение

Аëãоpитìы паpаëëеëüных вы÷исëений испоëü-
зуþт в заäа÷ах, котоpые тpебуþт äëя своеãо pеøения
боëüøих затpат ìаøинноãо вpеìени и объеìов па-
ìяти. Как пpавиëо, ÷тобы пpиìенение паpаëëеëü-
ных вы÷исëений оказаëосü возìожныì, исхоäные
заäа÷и äоëжны бытü опpеäеëенныì обpазоì пpе-
обpазованы. Pассìатpиваеìая заäа÷а спектpаëüно-
вpеìенноãо анаëиза на базисных поëиãаpìони÷е-
ских функöиях pеøается на основе пpеäëоженноãо
в pаботе аëãоpитìа паpаëëеëüных вы÷исëений.

Pеаëизаöия тpаäиöионноãо спектpаëüноãо ана-
ëиза äëя набëþäений на ëокаëüных (ìаëых) вpеìен-
ных интеpваëах ìожет основыватüся на их аппpокси-
ìаöии базисныìи поëиãаpìони÷ескиìи функöияìи
(БПФН). Pеøения заäа÷ спектpаëüно-вpеìенноãо
анаëиза (СВАН) äëя нестаöионаpных сиãнаëов,
набëþäаеìых на исхоäных боëüøих вpеìенных
интеpваëах, в pяäе сëу÷аев ìожно поëу÷итü с по-
ìощüþ pеøений посëеäоватеëüностей заäа÷ тpаäи-
öионноãо спектpаëüноãо анаëиза на систеìах ëо-
каëüных вpеìенных интеpваëов, выäеëенных на
исхоäных интеpваëах.
Пpеäëаãаеìый в äанной pаботе СВАН на БПФН

с оптиìизаöией их аìпëитуäных и ÷астотных па-
pаìетpов [1—3] иìеет pяä пpеиìуществ, котоpые
отсутствуþт у ваpиантов обы÷ных СВАН. Так, äëя

пpеäëаãаеìоãо СВАН по сpавнениþ со СВАН, ос-
нованныì на скоëüзящих äискpетных пpеобpазо-
ваниях Фуpüе (ДПФ) [4, 5], äостиãается уëу÷øение
pазpеøаþщей способности по ÷астоте бëаãоäаpя оп-
тиìизаöии ÷астотных паpаìетpов äëя БПФН (äëя
ДПФ оптиìизаöия ÷астотных паpаìетpов отсутст-
вует). Кpоìе тоãо, äëя пpеäëаãаеìоãо СВАН отсутст-
вуþт ëожные спектpаëüно-вpеìенные оöенки, тоãäа
как äëя СВАН, в котоpоì пpиìеняþтся ÷астотно-
вpеìенные pаспpеäеëения, напpиìеp Виãнеpа [6, 7],
иìеет ìесто в некотоpых сëу÷аях их появëение. По
сpавнениþ со СВАН, в котоpоì испоëüзуется аë-
ãоpитì Пpони [8], пpеäëаãаеìый СВАН не накëа-
äывает оãpани÷ений, связанных с ÷исëоì набëþ-
äений и ÷исëоì ÷астотных составëяþщих в БПФН,
÷то устpаняет опpеäеëенные тpуäности, возникаþ-
щие пpи интеpпpетаöии спектpаëüно-вpеìенных
оöенок. Отìетиì, ÷то БПФН без оптиìизаöии
[9—11] иëи с ÷асти÷ной оптиìизаöией ÷астотных
паpаìетpов [12, 13] пpиìеняþтся äостато÷но øи-
pоко äëя pазëи÷ных заäа÷ типа СВАН. Ввиäу изëо-
женноãо выøе иссëеäование возìожностей СВАН
с испоëüзованиеì указанных БПФН в заäа÷ах ана-
ëиза ìноãо÷астотных нестаöионаpных сиãнаëов
явëяется актуаëüныì.
Даннуþ статüþ ìожно поäpазäеëитü на äве ÷асти.

Пеpвая ÷астü посвящена собственно пpеäëоженноìу

Пpедложен алгоpитм паpаллельных вычислений для задачи спектpально-вpеменного анализа (СВАН) на базисных по-
лигаpмонических функциях (БПФН). Pассмотpены алгоpитм оценивания паpаметpов БПФН, метод задания вектоpов
поисковых частот и последовательный алгоpитм СВАН. Оценены вpеменная и емкостная сложности последователь-
ного алгоpитма СВАН. Сфоpмиpована стpуктуpа алгоpитма паpаллельных вычислений для СВАН. Пpиведены pезуль-
таты вычислительного экспеpимента с модельной pеализацией паpаллельного алгоpитма для СВАН сигнала с ампли-
тудной и частотной модуляцией.
Ключевые слова: алгоpитм паpаллельных вычислений, спектpально-вpеменной анализ, базисные полигаpмонические
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СВАН — pазpаботке аëãоpитìа оöенивания паpа-
ìетpов БПФН, pазpаботке ìетоäа заäания вектоpов
поисковых ÷астот и фоpìиpованиþ посëеäоватеëü-
ноãо аëãоpитìа СВАН. Втоpая ÷астü посвящена pаз-
pаботке аëãоpитìа паpаëëеëüных вы÷исëений äëя
пpеäëоженноãо СВАН — оöениваниþ вpеìенной и
еìкостной сëожности посëеäоватеëüноãо аëãоpит-
ìа СВАН, опpеäеëениþ стpуктуpы аëãоpитìа па-
pаëëеëüных вы÷исëений äëя СВАН и pеаëизаöии
вы÷исëитеëüноãо экспеpиìента с ìоäеëüныì па-
pаëëеëüныì аëãоpитìоì СВАН.

1. Алгоpитм оценивания паpаметpов 
базисных полигаpмонических функций

Pассìотpиì заäа÷у оöенивания паpаìетpов ба-
зисных поëиãаpìони÷еских функöий äëя ëокаëü-
ноãо интеpваëа с то÷каìи i = 0, 1,..., I0 – 1. Пpиìеì,
÷то исхоäный сиãнаë явëяется ìноãо÷астотныì и
нестаöионаpныì. Буäеì поëаãатü, ÷то БПФН на
ëокаëüноì интеpваëе äëя такоãо сиãнаëа ìожет
бытü пpеäставëена в виäе ìоäеëи

yM(c, Ti) = (alcosωlTi + bl sinωlTi), (1)

ãäе вектоp cт = (aт, bт, ωт) = (a1, a2, ..., aL, b1, b2, ..., bL,
ω1, ω2, ..., ωL) иìеет pазìеpностü (3L, 1) и состоит
из вектоpов аìпëитуäных и ÷астотных паpаìетpов;
Ti — текущее вpеìя. На ëинейные аìпëитуäные
паpаìетpы БПФН оãpани÷ения не накëаäываþтся:
–∞ m al m ∞, –∞ m bl m ∞, l = 1, 2, ..., L. Пpиìеì,
÷то исхоäный сиãнаë pеаëизован в оãpани÷енной
поëосе ÷астот с ωmin, ωmax; äëя вектоpов неëиней-
ных ÷астотных паpаìетpов БПФН с у÷етоì их упо-
pяäо÷ения, äопустиìое ìножество зна÷ений паpа-
ìетpов выãëяäит сëеäуþщиì обpазоì:

 = {(ω1, ..., ωL):ωmin m ω1 < ω2 < ... < ωL m ωmax},

ω ∈ . (2)

Заäа÷а оöенивания паpаìетpов базисных поëи-
ãаpìони÷еских функöий связана с аппpоксиìаöией
набëþäений Y(Ti) исхоäноãо сиãнаëа ìоäеëüной
функöией yM(c, Ti) (1) и нахожäениеì оптиìаëü-
ных аìпëитуäных и ÷астотных паpаìетpов. С этой
öеëüþ записывается функöионаë

W(a, b, ω, Y ) = (Y(Ti) – yM(c, Ti))2 =

= Y(Ti) – (alcosωlTi + blsinωlTi) . (3)

Вы÷исëение оптиìаëüных паpаìетpов БПФН
пpовоäится с поìощüþ pеøения заäа÷и ìиниìи-
заöии ввеäенноãо функöионаëа:

(a°, b°, ω°) = arg{ W(a, b, ω, Y )}. (4)

Аëãоpитì оöенивания паpаìетpов БПФН на
ëокаëüноì интеpваëе базиpуется на äвухэтапной
аппpоксиìаöии [1—3]. БПФН явëяется ëинейной
функöией по ÷асти паpаìетpов и пpеäставëяется
в сëеäуþщеì виäе:

(alcosωlTi + bl sinωlTi) = βтϕ(ω, Ti),

i = 0, 1, ..., N – 1,

ãäе вектоp ëинейных паpаìетpов βт = (a1, ..., aL, b1,

..., bL) иìеет pазìеpностü (2L, 1), ϕ(ω, Ti) — век-

тоpная базисная поëиãаpìони÷еская функöия,

ϕ(ω, Ti)т = (cos(ω1Ti), ...,

cos(ωLTi), sin(ω1Ti), ..., sin(ωL, Ti)). (5)

Пустü вектоp набëþäений Y иìеет pазìеpностü
(N, 1). С испоëüзованиеì ϕ(ω, Ti) фоpìиpуется
ìатpиöа пëана сиãнаëа X(ω) pазìеpности (N, 2L):

Y т = (y(T•0), y(T•1), ..., y(T (N – 1)),

X(ω) = . (6)

Пpиìеняя (6), функöионаë (3) ìожно записатü
в вектоpно-ìатpи÷ноì виäе:

W(β, ω, Y ) = (Y – X(ω)β)т(Y – X(ω)β).

На пеpвоì этапе аппpоксиìаöии äëя W(β, ω, Y )
фиксиpуþтся неëинейные ÷астотные паpаìетpы

ω = const с у÷етоì, ÷то ω ∈ , и опpеäеëяþтся ÷ас-

ти÷но оптиìаëüные ëинейные паpаìетpы β°(ω, Y ):

β°(ω, Y ) = arg{ W(β, ω, Y )},

котоpые вы÷исëяþтся на основе pеøения систеìы
ëинейных уpавнений

D(ω) = X т(ω)X(ω), b(ω, Y ) = X т(ω)Y,
β°(ω, Y ) = D(ω)–1b(ω, Y ), (7)

ãäе кваäpатная ìатpиöа D(ω) иìеет pазìеpностü
(2L, 2L), а вектоp коэффиöиентов Фуpüе b(ω, Y ) —
pазìеpностü (2L, 1). На основе β°(ω, Y ) фоpìиpу-
ется функöионаë ÷асти÷ной остато÷ной суììы, за-
висящий тоëüко от ω,

W0(ω, Y ) = W(β°(ω), ω, Y ) = –β°т(ω, Y )b(ω, Y ).(8)

На втоpоì этапе аппpоксиìаöии äëя W0(ω, Y)

осуществëяется ìиниìизаöия по ω ∈ . Дëя БПФН

опpеäеëяþтся оöенки ÷астотных паpаìетpов ω° и
посëе поäстановки ω° в посëеäнее уpавнение сис-
теìы уpавнений (7), вы÷исëяþтся оöенки аìпëи-
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туäных паpаìетpов β° äëя ëокаëüноãо интеpваëа с
то÷каìи i = 0, 1, ..., I0 – 1:

ω° = ω°(Y ) = arg{ W0(ω, Y )},

β° = β°(ω°, Y ) = D(ω°)–1b(ω°, Y ). (9)

Аëãоpитì оöенивания паpаìетpов БПФН pеа-
ëизуется на основе фоpìуë (5, 6), пpовеäении вы-
÷исëений по фоpìуëаì (7, 8) и ìиниìизаöии (9)
с у÷етоì упоpяäо÷енности (2).

2. Метод задания вектоpов поисковых частот 
и эффективность частотного поиска

Ввиäу тоãо, ÷то функöионаë W0(ω, Y ) зависит от
ìноãих пеpеìенных и явëяется ìноãоэкстpеìаëü-
ныì [1, 2], еãо ìиниìизаöиþ öеëесообpазно пpо-
воäитü на основе поисковой пpоöеäуpы нуëевоãо
поpяäка. Дëя указанной ìиниìизаöии и поëу÷ения
оöенок аìпëитуäных паpаìетpов β° по фоpìуëе (9)
pеаëизуется констpуктивное пеpе÷исëение векто-
pов поисковых ÷астот. Пустü зна÷ения кооpäинат
вектоpов поисковых ÷астот выбиpаþтся на сетке
äискpетных зна÷ений ωk в äиапазоне (ωmin, ωmax):

Δω = (ωmax – ωmin1)/(kf – 1),
ωk = ωmin + Δω(k – 1), k = 1, ..., kf ,

ãäе kf — ÷исëо äискpетных ÷астот на сетке; Δω — øаã

äискpетности. Частоты , , ...,  назна÷а-

þтся из набоpа äискpетных зна÷ений ωk, k = 1, ..., kf .
О÷евиäно, инäексы k1, k2, ..., kL äëя этих ÷астот

с у÷етоì неpавенств (2) äоëжны уäовëетвоpятü сис-
теìе из L неpавенств

1 m k1 m kf – L + 1, k1 + 1 m k2 m kf – L + 2, ...,
kL – 2 + 1 m kL – 1 m kf – 1, kL – 1 + 1 m kL m kf .

Дëя L = 2, 3, 4 систеìы неpавенств äëя инäексов
пpеäставëяþтся сëеäуþщиì обpазоì: äëя L = 2 —
1 m k1 m kf – 1, k1 + 1 m k2 m kf ; L = 3 — 1 m k1 m
mkf –2, k1+1 m k2m kf – 1, k2 + 1 m k3 m kf; L = 4 —
1 m k1 m kf – 3, k1 + 1 m k2 m kf – 2, k2 + 1 m k3 m

m kf – 1, k3 + 1 m k4 m kf . Ввеäенные инäексы уäоб-

но объеäинитü в вектоpы: kт = (k1, k2, ..., kL).

Леãко заìетитü, ÷то в общеì сëу÷ае заäа÷а конст-
pуктивноãо пеpе÷исëения вектоpов инäексов pеøает-
ся на основе известных коìбинатоpных аëãоpитìов
[14, 15]. Дëя сëу÷ая ìаëых зна÷ений kf, L посëеäова-

теëüности вектоpов инäексов  = ( , , ..., ),

s = 1, ..., sf , äостато÷но пpосто ìоãут бытü сфоpìи-
pованы и пpонуìеpованы на основе вëоженных öик-
ëов. В табëиöе инäексов äëя L = 3, kf = 7 пpивеäен
пpиìеp сфоpìиpованной по указанной схеìе посëе-

äоватеëüности вектоpов инäексов  = ( , , ).

Дëя äанноãо пpиìеpа ÷исëо вектоpов инäексов
составëяет sf = 35.
Метоä заäания поисковых ÷астот основывается

на тоì, ÷то кажäоìу сфоpìиpованноìу вектоpу ин-
äексов ks ìожет бытü поставëен в соответствие век-
тоp поисковых ÷астот ωs, ãäе s — ноìеp вектоpа.

Кооpäинаты , , ...,  äëя этоãо вектоpа ÷ас-

тот ωs ìожно вы÷исëитü по сëеäуþщиì фоpìуëаì:

ωs = ( , , ..., ),  = ωmin + Δω(  – 1), 

l = 1, 2, ..., L, s = 1, ..., sf . (10)

Отыскание оптиìаëüных ÷астотных и аìпëитуä-
ных паpаìетpов БПФН на ëокаëüноì интеpваëе
с Y своäится к посëеäоватеëüныì вы÷исëенияì:
ωs — по фоpìуëе (10); ϕ(ωs, Ti) — по фоpìуëе (5);
X(ωs) — по фоpìуëе (6); D(ωs), b(ωs, Y ), β°(ωs, Y ) —
по фоpìуëе (7) и W0(ω

s, Y ) — по фоpìуëе (8),
s = 1, ..., sf , и оpãанизаöии пеpебоpа

s° = arg{ W0(ω
s, Y)}, ω° = ωs°, β° = β°(ωs°). (11)

Вы÷исëения по указанныì фоpìуëаì составëяþт
основу посëеäоватеëüноãо аëãоpитìа, на котоpоì
основывается пpеäëаãаеìый СВАН.

min
ω Ω0

L∈

ωk1
ωk2

ωkL

ksт k1
s k2

s kL
s

Таблица индексов

s 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 2 2 2

2 2 2 2 2 3 3 3 3 4 4 4 5 5 6 3 3 3

3 4 5 6 7 4 5 6 7 5 6 7 6 7 7 4 5 6

s 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35

2 2 2 2 2 2 2 3 3 3 3 3 3 4 4 4 5

3 4 4 4 5 5 6 4 4 4 5 5 6 5 5 6 6

7 5 6 7 6 7 7 5 6 7 6 7 7 6 7 7 7

k1
s

k2
s

k3
s

k1
s

k2
s

k3
s

ksт k1
s k2

s k3
s

ωk1

s ωk2

s ωkL

s

ωk1

s ωk2

s ωkL

s ωkl

s kl
s

min
s=1, ...,sf
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Ввеäение упоpяäо÷енности äëя кооpäинат векто-

pов ω из  по (2) существенно снижает коëи÷ество

поисковых вы÷исëений по сpавнениþ с коëи÷ествоì
поисковых вы÷исëений без упоpяäо÷енности äëя

 = {(ω1, ..., ωL): ωmin m ωl m ωmax, l = 1, ..., L}.

В pаботе [2] пpивеäены вы÷исëения pазìеpов ìно-

жеств  и  в виäе интеãpаëов V ( ), V ( ):

V ( ) = dω1, ..., dωL,

V ( ) = dω1, ..., dωL.

Коэффиöиент ε(L) оöенивает относитеëüное
уìенüøение pазìеpов

ε(L) = V ( )/V ( ).

Дëя L = 1, 2, 3, 4 äанный коэффиöиент пpини-
ìает зна÷ения ε(1) = 1, ε(2) = 0,5, ε(3) = 0,166,
ε(4) = 0,002, котоpые свиäетеëüствуþт о сущест-
венноì снижении вpеìенных затpат на ÷астотный
поиск всëеäствие у÷ета упоpяäо÷енности.
Необхоäиìо отìетитü, ÷то обеспе÷ение эффек-

тивности ÷астотной поисковой ìиниìизаöии функ-
öионаëа W0(ω, Y ) из выpажения (9) сопpяжено
с äвуìя взаиìосвязанныìи пpобëеìаìи.
Пеpвая пpобëеìа эффективности состоит в обес-

пе÷ении еäинственности ÷астотноãо ìиниìуìа ω°
äëя W0(ω, Y ). Pассìотpиì äостато÷но pеаëисти÷-
ное пpеäпоëожение, коãäа исхоäный ìноãо÷астот-
ный нестаöионаpный сиãнаë пpеäставëяет собой
суììу составëяþщих узкопоëосных сиãнаëов и еãо
набëþäения на ëокаëüноì интеpваëе ìоãут бытü
пpибëиженно пpеäставëены в виäе суììы сину-
соиäаëüных сиãнаëов с аääитивныì øуìоì:

y(Ti) = (a0lcosω0lTi + b0l sinω0lTi) + w(Ti),

i = 0, 1, ..., N – 1. (12)

В pаботах [1, 2, 16] äëя сëу÷ая L = 1, 2 и с пpиня-
тыì во вниìание указанныì пpеäпоëожениеì, пока-
зано, ÷то функöионаë W0(ω, Y) с набëþäенияìи (12)
и оãpани÷енной äиспеpсией øуìа σ2 и ëокаëüноãо
интеpваëа, на котоpоì уìещаþтся нескоëüко еäи-
ниö-äесятков пеpиоäов составëяþщеãо узкопоëос-
ноãо сиãнаëа с ìиниìаëüной сpеäней ÷астотой,
с у÷етоì упоpяäо÷енности ÷астот иìеет еäинствен-
ный ãëубокий ãëобаëüный ìиниìуì, окpуженный
систеìой не о÷енü ãëубоких ëокаëüных ìиниìуìов
(и ìаксиìуìов). Поäобное закëþ÷ение, основываясü
на pаботах [1, 2, 16), ìожет бытü спpавеäëивыì и
äëя L = 3, 4. Впоëне о÷евиäно, ÷то пpи сфоpìуëи-
pованных пpеäпоëожениях иìеет ìесто еäинствен-

ностü ìиниìуìа W0(ω, Y ), ÷то поäтвеpжäается вы-
÷исëитеëüныìи экспеpиìентаìи.
Втоpая пpобëеìа эффективности состоит в у÷ете

поãpеøностей оöенивания ÷астотных и аìпëитуä-
ных паpаìетpов ìоäеëей БПФН [1, 2, 3, 17]. Пpи-
ìеì øаã ÷астотноãо поиска ìаëыì, ÷тобы не у÷иты-
ватü поãpеøности от этоãо фактоpа. Pассìатpивае-
ìые поãpеøности зависят от паpаìетpов N, T, σ2.
Поскоëüку БПФН пpеäставëяет собой неëиней-
нуþ функöиþ и функöионаë W0(ω, Y ) явëяется
ìноãоэкстpеìаëüныì, то pассìатpиваеìые поãpеø-
ности веäут себя необы÷ныì обpазоì: пpи ìоно-
тонноì увеëи÷ении σ2 иìеет ìесто ска÷кообpазное
наpуøение непpеpывности функöии поãpеøностей
÷астоты и аìпëитуä всëеäствие пеpеìены ìестаìи
ëокаëüных и ãëобаëüных экстpеìуìов [16]. Выяс-
нение хаpактеpа поãpеøностей оöенок ÷астоты и
аìпëитуä буäеì pассìатpиватü äëя ìаëых σ2 в öеëях
обеспе÷ения коppектной ëинеаpизаöии функöио-
наëа W0(ω, Y ). В pаботе [2] с испоëüзованиеì ëинеа-
pизаöии быëи поëу÷ены оöенки ìатеìати÷ескоãо
ожиäания поãpеøностей, котоpые оказаëисü pав-
ныìи нуëþ (оöенивание без сìещений) и оöенки
äиспеpсий поãpеøностей, котоpые убываëи пpи
увеëи÷ении äëины ëокаëüных интеpваëов.

3. Спектpально-вpеменной анализ 
на основе базисных полигаpмонических функций

Тpаäиöионный спектpаëüный анаëиз на основе
оöенок БПФН äëя сиãнаëа Y (Ti) на ëокаëüноì ин-
теpваëе с то÷каìи i = 0, 1, ..., I0 – 1 состоит в вы-
÷исëении оäноìеpных ìассивов оöенок оптиìаëü-
ных ÷астот и аìпëитуä, поëу÷енных на основе
фоpìуëы (9):

( , , ..., ),  = /2π, ( , , ..., ),

 = (  + )1/2, l = 1, 2, ..., L.

Зна÷енияì ÷астот ωk на сетке и инäексаì k ìоãут
бытü поставëены в соответствие аìпëитуäы Ak,

k = 1, ..., kf , ãäе Ak = (  + )1/2, l = 1, 2, ..., L

и k =  — кооpäинаты оптиìаëüноãо вектоpа ин-

äексов, äëя остаëüных инäексов k ≠  буäеì иìетü

Ak = 0.

Pезуëüтатоì тpаäиöионноãо спектpаëüноãо ана-
ëиза на ëокаëüноì интеpваëе явëяется оäноìеpный
ìассив pаспpеäеëений аìпëитуä Ak по ÷астоте, ãäе
инäекс k опpеäеëяет pаспpеäеëение по ÷астотаì ωk,
k = 1, ..., kf .
СВАН на основе БПФН äëя исхоäноãо нестаöио-

наpноãо ìноãо÷астотноãо сиãнаëа Y(Ti) на боëüøоì
вpеìенноì интеpваëе с то÷каìи i = 0, 1, ..., If 0 – 1
pеаëизуется на посëеäоватеëüности скоëüзящих
ëокаëüных интеpваëов, соäеpжащих по I0 то÷ек
с ãpани÷ныìи то÷каìи I1j, I2j; эти интеpваëы pас-
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поëожены внутpи исхоäноãо интеpваëа, j — ноìеp
скоëüзящеãо ëокаëüноãо интеpваëа, j = 1, ..., m. На
кажäоì из скоëüзящих ëокаëüных интеpваëов сиã-
наëу Y(Ti) ставится в соответствие оöенка БПФН.
Вы÷исëяþтся äвуìеpные ìассивы оптиìаëüных
аìпëитуä и ÷астот, поëу÷енных на основе pеøений
заäа÷ аппpоксиìаöии (4) иëи (9) äëя посëеäова-
теëüности скоëüзящих ëокаëüных интеpваëов

( , , ..., ),  = /2π; ( , , ..., ), 

 = (  + )1/2, l = 1, 2, ..., L, j = 1, ..., m.

Pезуëüтатоì СВАН на основе БПФН äëя исхоä-
ноãо вpеìенноãо интеpваëа буäет äвуìеpный ìассив
pаспpеäеëений аìпëитуä Ak, j, ãäе инäекс k опpеäеëя-
ет pаспpеäеëение по ÷астотаì ωk, k = 1, ..., kf, инäекс j
опpеäеëяет pаспpеäеëение по вpеìени, j = 1, ..., m.

4. Оценки вpеменной и емкостной сложности 
последовательного алгоpитма СВАН

Эффективностü посëеäоватеëüноãо аëãоpитìа
СВАН (5—8, 10, 11) опpеäеëяется öеëыì pяäоì па-
pаìетpов, из котоpых наибоëее важныìи явëяþтся
паpаìетpы вpеìенной и еìкостной сëожности.
Паpаìетp вpеìенной сëожности посëеäоватеëü-

ноãо аëãоpитìа, позвоëяþщий оöенитü вpеìенные
затpаты, необхоäиìые äëя поëу÷ения pезуëüтата,
опpеäеëяется веëи÷иной sf, котоpая ìожет бытü вы-
÷исëена, как ÷исëо со÷етаний из kf эëеìентов по L:
sf = C(kf , L) и C(kf , L) = kf !/(L!(kf – L)!).
Пpиìеì вpеìя вы÷исëения, опpеäеëяеìое кажäыì

вектоpоì ωs, за усëовнуþ вpеìеннуþ еäиниöу (ба-
зовуþ опеpаöиþ). Тоãäа вpеìенная сëожностü [18]
посëеäоватеëüноãо аëãоpитìа äëя пеpебоpа в (11) ìо-
жет бытü пpинята pавной Tf1(kf, L) = kf !/(L!(kf – L)!).
Испоëüзуя фоpìуëу Стиpëинãа и пеpехоäя к асиì-
птоти÷ескиì оöенкаì [19], посëе о÷евиäных упpо-
щений äëя kf . L, поëу÷иì оöенку вpеìенной
сëожности в виäе функöии Tf 2(kf , L) = O((kf/L)L),
котоpая асиìптоти÷ески веäет себя так же, как и

Tf1(kf, L). Такиì обpазоì, аëãоpитì, на котоpоì ос-
новывается пpеäëаãаеìый СВАН, иìеет экспонен-
öиаëüнуþ вpеìеннуþ сëожностü. На pис. 1 пpеä-
ставëены ãpафики зависиìостей ÷исëа вектоpов
поисковых ÷астот sf = C(kf , L) в ëоãаpифìи÷ескоì
ìасøтабе äëя паpаìетpов kf = 21...40; паpаìетp L
пpиниìаë сëеäуþщие зна÷ения: кpивая 1 — L = 3,
кpивая 2 — L = 5; кpивая 3 — L = 7; кpивая 4 — L = 9.
Пpивеäенные на pис. 1 ãpафики экспеpиìен-

таëüно поäтвеpжäаþт пpивеäенные выøе pезуëüтаты
анаëиза: посëеäоватеëüный аëãоpитì, на котоpоì
основывается пpеäëаãаеìый СВАН, иìеет экспо-
ненöиаëüнуþ вpеìеннуþ сëожностü.
Паpаìетp еìкостной сëожности посëеäоватеëü-

ноãо аëãоpитìа (5—8, 10, 11), связанный с необхо-
äиìыì коëи÷ествоì äанных, котоpые äоëжны хpа-
нитüся в паìяти, ìожет бытü пpибëиженно пpеä-
ставëен выpажениеì Vf = 4(sfL + sfL

2)/106 (Мбайт),
ãäе пеpвое сëаãаеìое опpеäеëяет объеì паìяти äëя
ìассива вектоpов ÷астот, втоpое сëаãаеìое — объ-
еì паìяти äëя кваäpатных ìатpиö из пеpвоãо уpав-
нения систеìы (7). Виäно, ÷то пpеäëаãаеìый по-
сëеäоватеëüный аëãоpитì СВАН иìеет экспонен-
öиаëüнуþ еìкостнуþ сëожностü.
Можно закëþ÷итü, ÷то äëя пpакти÷ескоãо ис-

поëüзования пpеäëаãаеìоãо СВАН необхоäиìа
pазpаботка и пpоãpаììная pеаëизаöия паpаëëеëü-
ноãо аëãоpитìа.

5. Стpуктуpа алгоpитма 
паpаллельных вычислений для СВАН

Дëя пpиìенения паpаëëеëüных вы÷исëений тpе-
буется, ÷тобы исхоäный ваpиант аëãоpитìа СВАН
быë опpеäеëенныì обpазоì пpеобpазован.
Стpуктуpа пpеäëаãаеìоãо паpаëëеëüноãо аëãо-

pитìа анаëоãи÷ная, с опpеäеëенныìи äопущенияìи,
стpуктуpе из pаботы [20], пpеäпоëаãает наëи÷ие
ãëавноãо пpоöесса, связанноãо посpеäствоì интеp-
нет-канаëов с коìпüþтеpныìи кëастеpаìи, pаспо-
ëоженныìи в pазëи÷ных ãеоãpафи÷еских то÷ках.
В коìпüþтеpноì кëастеpе pеаëизуется функöиони-
pование набоpа пpоöессов-испоëнитеëей. Гëавный
пpоöесс обеспе÷ивает упpавëение pаботой паpаë-
ëеëüноãо аëãоpитìа. В неì фоpìиpуþтся заäания
äëя пpоöессов-испоëнитеëей в виäе файëов с испоë-
нитеëüныìи ìоäуëяìи и вхоäныìи äанныìи. В своþ
о÷еpеäü, пpоöессы-испоëнитеëи пеpеäаþт pезуëü-
таты своей pаботы в виäе файëов на ãëавный пpо-
öесс. Буäеì поëаãатü, ÷то суììаpное ÷исëо пpоöес-
сов-испоëнитеëей составëяет веëи÷ину nf и ÷то
пpоöессы-испоëнитеëи иìеþт оäинаковые пpоиз-
воäитеëüности и объеìы опеpативной паìяти.
Чисëо пpоöессов-испоëнитеëей nf зависит от

объеìа паìяти Vf и объеìа опеpативной паìяти
äëя пpоöесса-испоëнитеëя Vf 0. Испоëüзуя зна÷е-
ния Vf из pазä. 4, ìожно сäеëатü пpибëиженнуþ

f1j° f2j° fLj° flj° ωlj° A1j° A2j° ALj°

Alj° alj
2° bjl

2°

Pис. 1. Гpафики зависимостей числа частотных вектоpов
log10sf (kf , L)
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оöенку nf äëя систеìы паpаëëеëüных вы÷исëений
в зависиìости от паpаìетpов kf , L, Vf 0:

nf =  = .

Известно, ÷то ускоpение и эффективностü па-
pаëëеëüных аëãоpитìов в боëüøой степени зависит
от их баëансиpовки, т. е. от тоãо, наскоëüко pавно-
ìеpно pаспpеäеëяется вы÷исëитеëüная наãpузка
ìежäу пpоöессаìи-испоëнитеëяìи [21]. Баëанси-
pовка pазpаботанноãо паpаëëеëüноãо аëãоpитìа
äëя СВАН основывается на pазбиении посëеäова-
теëüности ноìеpов вектоpов поисковых ÷астот
s = 1, ..., sf на nf pавных по äëине у÷астков. Ввоäятся
паpаìетp ds0 = ent(sf/nf) и ãpани÷ные то÷ки s1n, s2n
äëя посëеäоватеëüности инäексов s = 1, ..., sf , ко-
тоpые ìоãут бытü вы÷исëены на основе сëеäуþщих
pекуppентных фоpìуë:

s11 = 1, s2n = s1n + ds0 – 1, s1,n + 1 = s2n + 1,

n = 1, ..., nf – 1,  = sf .

Такиì обpазоì, объеì вы÷исëений на кажäоì
пpоöессоpе пpопоpöионаëен зна÷ениþ sf /nf , ÷то
свиäетеëüствует о снижении вы÷исëитеëüной
сëожности.
Ввеäенное pазбиение посëеäоватеëüности но-

ìеpов вектоpов инäексов на pавные у÷астки коp-
pектно, поскоëüку:

— не увеëи÷ивает коëи÷ество вы÷исëений и
объеì паìяти, котоpые тpебуþтся äëя pеаëизаöии
аëãоpитìа СВАН;

— обеспе÷ивает pавноìеpнуþ заãpузку вы÷исëи-
теëüных узëов за с÷ет pазбиения посëеäоватеëüно-
сти инäексов с ноìеpаìи s = 1, ..., sf на pавные у÷а-
стки инäексов;

— обеспе÷ивает ìасøтабиpуеìостü пpи увеëи-
÷ении ÷исëа вы÷исëитеëüных узëов путеì уìенü-
øения äëин у÷астков инäексов.
Стpуктуpа аëãоpитìа паpаëëеëüных вы÷исëений

äëя СВАН основывается на äвух øаãовых вы÷ис-
ëитеëüных пpоöеäуpах.

1. Выпоëнение пpяìых пеpебоpов äëя функöио-
наëа W0(ω

s, Y ) по вектоpаì поисковых ÷астот, ко-
тоpые ìоãут бытü свеäены к пеpебоpаì по öеëыì
инäексаì s1n m s m s2n. Пpоöессы-испоëнитеëи
обеспе÷иваþт pеøение заäа÷ оптиìизаöии функ-
öионаëов и нахожäения посëеäоватеëüности зна-
÷ений оöенок вектоpов паpаìетpов и функöиона-
ëов , , W0n, n = 1, ..., nf ,

 = arg{ W0(ω
s, Y )},  = ,

 = β°( ), W0n = W0( , Y ), n = 1, ..., nf .

2. Осуществëение пеpесыëки посëеäоватеëüно-
стей зна÷ений оöенок , , W0n, n = 1, ..., nf .
Гëавный пpоöесс обеспе÷ивает нахожäение опти-

ìаëüных оöенок ÷астотных и аìпëитуäных паpа-
ìетpов äëя БПФН

n° = arg{ W0n}, ω° = , β° = .

6. Вычислительный экспеpимент
с модельным паpаллельным алгоpитмом

Вы÷исëитеëüный экспеpиìент с ìоäеëüной pеа-
ëизаöией паpаëëеëüноãо аëãоpитìа СВАН быë пpо-
веäен на основе коìпëекса MATLAB. Pассìатpи-
ваëся упpощенный пpиìеp, äëя котоpоãо быëи сфоp-
ìиpованы ìоäеëüные набëþäения оäно÷астотноãо
заøуìëенноãо сиãнаëа Y (Ti), i = 0, 1, ..., If 0 – 1,
с аìпëитуäной и ÷астотной ìоäуëяöией:

Y(Ti) = E(Ti)cos(ϕ1(Ti) + ϕ2(Ti)) + w(Ti). (13)

Аìпëитуäные и фазовые (÷астотные) ìоäуëяöи-
онные функöии быëи пpеäставëены сëеäуþщиì
обpазоì:

ϕ1(Ti) = 2π f0Ti + ϕ0, ϕ2(Ti) = β(Ti)2/2,

E(Ti) = E0exp(–α(Ti – N0T )2). (14)

В выpажении (13) w(Ti) — сëу÷айные ноpìаëü-
но-pаспpеäеëенные ÷исëа с нуëевыì ìатеìати÷е-
скиì ожиäаниеì и äиспеpсией σ2 иìитиpоваëи
øуìы в набëþäениях.
Паpаìетpы ìоäеëи пpиниìаëи сëеäуþщие зна÷е-

ния: If0 = 768, T = 60 с, E0 = 1,0, f0 = 0,2•10–3 Гö
(T0 = 1/f0 = 5•103 с), ϕ0 = 0,2, β = 0,75•10–8 Гö/с,
α = 1•10–8 с–2, N0 = 350. Дëя ìоäеëи (13, 14) ÷ас-
тота сиãнаëа f(Ti) = (Ti) + (Ti) = f0 + βTi из-
ìеняëасü по ëинейноìу закону, аìпëитуäа — по
ãауссовскоìу закону. Частота ìоäеëüноãо сиãнаëа
изìеняëасü от зна÷ения f (T•0) = 0,2•10–3 Гö äо
f (T•(Nf – 1)) = 0,345•10–3 Гö. Дëитеëüностü сиã-
наëа (13) быëа pавна tf = If 0T = 768•60 = 46 080 с
(12,8 ÷). Моäеëüный сиãнаë äëя σ = 0 изобpажен на
pис. 2.
Локаëüный интеpваë пpиниìаëи состоящиì

из N = 128 то÷ек и еãо äëитеëüностü pавняëасü
TI0 = 7,68•103 с (2,13 ÷); в сpеäнеì, на ëокаëüных
интеpваëах уìещаëосü ∼1,5 пеpиоäа исхоäноãо сиã-

Vf

Vf 0
------

4 L L2
+( )s kf L,( )/106

Vf 0
------------------------------------------

s2 nf,

ωn° βn°
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s1n m s m s2n

ωn° ω
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βn° ω
sn° ω
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ωn° βn°

min
l m n m nf

ωn°° βn°°

ϕ· 1 ϕ· 2

Pис. 2. Модельный одночастотный сигнал с амплитудной и час-
тотной модуляцией
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наëа. Паpаìетp скоëüжения выбиpаëи pавныì
dI0 = I0/4 = 32, пpи этоì ÷исëо ëокаëüных интеp-
ваëов оказываëосü pавныì mf = 21. Быëи заäаны
сëеäуþщие паpаìетpы äëя фоpìиpования вектоpов
поисковых ÷астот: kf = 21, L = 3, ÷исëо вектоpов
составиëо sf = 165. Быëи назна÷ены ãpаниöы поис-
ковоãо äиапазона по ÷астоте fmin = 0,1•10–3 Гö,
fmax = 0,6•10–3 Гö, øаã äискpетности по ÷астоте
пpиниìаë зна÷ение Δf = 0,25•10–4 Гö. Дëя вы÷ис-
ëитеëüноãо экспеpиìента пpиниìаëи nf = 5.
На pис. 3 пpеäставëена СВАН-äиаãpаììа зна-

÷ений pаспpеäеëений аìпëитуä A( f, t) в зависиìо-
сти от ÷астоты и вpеìени.
Общая äëитеëüностü функöий-оöенок на СВАН-

äиаãpаììе составиëа (mf – 1)TdI0 = 38 400 с. Из
пpеäставëенной СВАН-äиаãpаììы виäно, ÷то пpи
äанных паpаìетpах сиãнаëа и пpинятых паpаìет-
pах аëãоpитìа осуществëяется pабота аëãоpитìа
СВАН с уäовëетвоpитеëüной то÷ностüþ: оöенки
÷астоты сиãнаëа pеаëизуþтся в виäе ëинейной
функöии вpеìени, оöенки аìпëитуäы — в виäе ãа-
уссовой кpивой.

Заключение

Пpеäëоженный паpаëëеëüный аëãоpитì ìожет
бытü испоëüзован в заäа÷ах спектpаëüно-вpеìенноãо
анаëиза на базисных поëиãаpìони÷еских функöиях
äëя ìноãо÷астотных нестаöионаpных сиãнаëов.
Анаëиз посëеäоватеëüноãо аëãоpитìа äëя СВАН

показаë, ÷то по вpеìенной и еìкостной сëожности
он относится к кëассу экспоненöиаëüных. Pазpа-
ботанный паpаëëеëüный аëãоpитì äëя СВАН обес-
пе÷иë снижение вpеìенной и еìкостной сëожности.

Pазpаботанный ìетоä фоpìиpования посëеäо-
ватеëüности ÷астотных вектоpов, у÷итываþщий упо-

pяäо÷енностü äëя кооpäинат ÷астотных паpаìет-
pов, обеспе÷иë снижение вpеìенных затpат на по-
иск пpи постpоении БПФН.
Вы÷исëитеëüный экспеpиìент, pеаëизованный

на ìоäеëüноì сиãнаëе, пpоäеìонстpиpоваë pабото-
способностü и возìожностü обеспе÷ения уäовëетво-
pитеëüной то÷ности пpеäëоженноãо паpаëëеëüноãо
аëãоpитìа СВАН.
Пpеäëоженный аëãоpитì паpаëëеëüных вы÷ис-

ëений ìожет бытü обобщен и испоëüзован äëя pас-
паpаëëеëивания оптиìизаöионных заäа÷, основан-
ных на поисковых пpоöеäуpах нуëевоãо поpяäка —
пpяìых пеpебоpах в ìноãоìеpных паpаëëеëепипе-
äах паpаìетpов.

Pабота выполнена пpи поддеpжке "Пpогpаммы
фундаментальных исследований Пpезидиума PАН № 1
по стpатегическим напpавлениям pазвития науки на
2014 г. "Фундаментальные пpоблемы математического
моделиpования".
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The algorithm of parallel calculations for a problem of the spectral-time analysis (STAN) on basic polyharmonic functions is
offered. The analysis of consecutive algorithm for STAN showed that on temporary complexity it belongs to the class of exponential
algorithms, it formed the basis for development of parallel algorithm. The method of a task of vectors of search frequencies is cre-
ated. It is known that the speedup and efficiency of parallel algorithms heavily depends on its balancing, i. e. how evenly distributed
computational load between processes executing. Balancing the developed parallel algorithm is based on partitioning the sequence
of numbers of the vectors of the search frequencies at equal length sections. Introduced a splitting sequence of vectors of indices
into equal parts correctly because: does not increase the amount of computation and memory required for the implementation of
the algorithm; ensures uniform loading of the compute nodes by partitioning the sequence of index numbers as equal parts of the
index; provides scalability when increasing the number of compute nodes by reducing the lengths of the parts of the index. In the
offered parallel algorithm effective frequency search ls used. Results of computing experiment with model realization of parallel al-
gorithm for signal STAN with amplitude and frequency modulation are given.

Keywords: parallel calculations, spectral time analysis, polyharmonic functions, approximation, estimation


