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Способ генеpации пpимеpов для тестиpования 
эвpистических алгоpитмов pешения целочисленных задач

Введение

Пpакти÷еское pеøение NP-тpуäных заäа÷ пpеä-
поëаãает øиpокое испоëüзование эвpисти÷еских
аëãоpитìов, базиpуþщихся на общих и спеöифи-
÷еских эвpистиках, а также эффектах их взаиìо-
äействия [1]. Поэтоìу весüìа актуаëüной стано-
вится пpобëеìа оöенки эффективности этих аëãо-
pитìов с то÷ки зpения некотоpой хаpактеpистики
ка÷ества. В pаботе [2] пpеäëожена хаpактеpистика
ка÷ества äанноãо эвpисти÷ескоãо аëãоpитìа на
äанной коне÷ной ìассовой заäа÷е, интеpпpетиpуе-
ìая как функöия pаспpеäеëения некотоpой сëу-
÷айной веëи÷ины, ÷то позвоëяет сфоpìуëиpоватü
заäа÷у ее статисти÷ескоãо оöенивания и pеøитü
эту заäа÷у на основе pавновеpоятной ãенеpаöии то-
÷ек обëасти паpаìетpи÷ескоãо пpостpанства äан-
ной ìассовой заäа÷и, взаиìно оäнозна÷но соответ-
ствуþщих инäивиäуаëüныì заäа÷аì этой ìассовой
заäа÷и.
Как показывает пpактика, pазpаботка эффектив-

ных ãенеpатоpов заäа÷ зна÷итеëüно ëеã÷е осущест-
вëяется в сëу÷аях, коãäа ìассовая заäа÷а заäается
набоpоì непpеpывных паpаìетpов. Есëи же паpа-
ìетpы ìассовой заäа÷и пpиниìаþт äискpетные зна-
÷ения, то существенные пpобëеìы возникаþт как
на стаäии pазpаботки pавновеpоятноãо ãенеpатоpа,
так и на стаäии еãо испоëüзования всëеäствие боëü-
øих вы÷исëитеëüных затpат на pеаëизаöиþ кажäой
инäивиäуаëüной заäа÷и.

В настоящей pаботе пpеäëожен способ pавновеpо-
ятной ãенеpаöии инäивиäуаëüных заäа÷ öеëо÷ис-
ëенной ìассовой заäа÷и, основанный на поäхоäе [3],
пpеäпоëаãаþщеì испоëüзование pавноìеpноãо ãе-
неpатоpа äëя непpеpывноãо анаëоãа öеëо÷исëен-
ной ìассовой заäа÷и с посëеäуþщиì пpиìенениеì
ìетоäа отбоpа-отказа, котоpый впеpвые быë пpеä-
ëожен фон Нейìаноì [4] и pазвит в боëее позäних
pаботах [5—8].

1. Постановка задачи и алгоpитм pешения

Пустü ìассовая заäа÷а Π опpеäеëена вектоpоì
öеëо÷исëенных паpаìетpов x = (x1, ..., xn) с обëа-

стüþ возìожных зна÷ений D = {x1, ..., xN}, N — на-

туpаëüное ÷исëо. Пустü x ′ = { , ..., ) — вектоp

äействитеëüных паpаìетpов с обëастüþ возìожных
зна÷ений

D ′ = x ′ = ( , ..., ):  –  m  + , ...,

...,  –  m  <  + . (1)

О÷евиäно, D ⊂ D ′, и ìножество öеëо÷исëенных
то÷ек D ′ совпаäает с D.
Напpиìеp, äëя ìассовой заäа÷и Π, опpеäеëен-

ной вектоpоì öеëо÷исëенных паpаìетpов x = (x1, x2)
с обëастüþ возìожных зна÷ений D = {x1 = (1, 1),
x2 = (3, 2), x3 = (4, 2), x4 = (3, 3), x5 = (5, 2)}, обëастü

Пpедложен способ pавновеpоятной генеpации индивидуальных задач целочисленной массовой задачи, основанный на
использовании pавномеpного генеpатоpа для непpеpывного аналога этой задачи в сочетании с методом отбоpа-отказа.
Опpеделен кpитеpий эффективности пpедложенного способа, сфоpмулиpованы условия, пpи выполнении котоpых пpи-
менение данного способа целесообpазно. Пpиведен пpимеp пpименения пpедложенного способа для pавновеpоятной гене-
pации индивидуальных задач целочисленной массовой задачи линейного pаскpоя-упаковки.
Ключевые слова: случайная pавновеpоятная генеpация, непpеpывный аналог, метод отбоpа-отказа, кpитеpий эф-

фективности, целочисленная задача линейного pаскpоя-упаковки

МОДЕЛИPОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ
MODELING AND OPTIMIZATION 

x1′ xn′

xi∈D ⎩
⎨
⎧

x1′ xn′ x1
i 1

2
-- x1′

1
2
--

xn
i 1

2
-- xn′ xn

i 1
2
--
⎭
⎬
⎫



484 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 7, 2015

D′ пpеäставëена на pис. 1 в виäе объеäинения кваä-
pатов со стоpоной 1, выäеëенных сеpыì öветоì.
Дëя пpоизвоëüноãо äействитеëüноãо ÷исëа а оп-

pеäеëиì веëи÷ину 〈a〉 = [a + 0,5] — окpуãëение a äо
бëижайøеãо öеëоãо ÷исëа.
Иìеет ìесто сëеäуþщее.
Утвеpждение 1. Пустü X ′ = ( , ..., ) — сис-

теìа непpеpывных сëу÷айных веëи÷ин, поä÷иненная
pавноìеpноìу в D′ закону pаспpеäеëения. Тоãäа сис-
теìа äискpетных сëу÷айных веëи÷ин X = (X1, ..., Xn),
Xj = 〈 〉, j = 1, ..., n, pавновеpоятно pаспpеäеëена в D. 

Доказательство. Опpеäеëиì обëастü  =

= x′ = ( , ..., ):  –  m  <  + , ...,  – m

m  <  + , и пустü  — объеì обëасти ,

а V ′ — объеì обëасти D ′. Из опpеäеëения обëастей
, D′ иìееì  = 1 äëя i = 1, ..., N, а V ′ = N. Так как

события {X ′ ∈ }, {X = х i} эквиваëентны в сиëу

опpеäеëения систеìы X, то их веpоятности pавны,

т. е. P{X = х i} = P{X ′ ∈ } =  =  äëя всех

i = 1, ..., N всëеäствие тоãо, ÷то систеìа X ′ поä÷и-
няется pавноìеpноìу в D ′ закону pаспpеäеëения.
Утвеpжäение äоказано.
Такиì обpазоì, иìея способ ãенеpаöии pеаëи-

заöий x ′ = ( , ..., ) pавноìеpно pаспpеäеëенной
в D ′ систеìы непpеpывных сëу÷айных веëи÷ин X ′,
ìожно поëу÷итü pеаëизаöии x = (〈 〉, ..., 〈 〉) сис-
теìы äискpетных сëу÷айных веëи÷ин X, pавнове-
pоятно pаспpеäеëенной в D.
Пустü Dc — такая обëастü паpаìетpи÷ескоãо

пpостpанства, ÷то D ′ ⊂ Dc. Пустü Y = (Y1, ..., Yn) —
систеìа непpеpывных сëу÷айных веëи÷ин, pавно-
ìеpно pаспpеäеëенных в Dc, с заäанныì способоì
ãенеpаöии ее pеаëизаöий.

Pассìотpиì сëеäуþщий аëãоpитì ãенеpаöии
öеëо÷исëенных то÷ек обëасти D.

Алгоpитм RNDM(D)

Шаг 1. Испоëüзуя заäанный способ pавноìеpной
ãенеpаöии pеаëизаöий систеìы сëу÷айных веëи÷ин Y
в обëасти Dc, поëу÷итü pеаëизаöиþ y = (y1, ..., yn)
этой систеìы.
Шаг 2. Поëожитü  = (〈y1〉, ..., 〈yk〉).
Шаг 3. Есëи  ∉ D, то пеpейти к øаãу 1, ина÷е

поëожитü x0 = ; конеö pаботы аëãоpитìа.
Утвеpждение 2. Pезуëüтат pаботы аëãоpитìа

RNDM(D) — x0 — естü pеаëизаöия систеìы äискpет-
ных сëу÷айных веëи÷ин X, pавновеpоятно pаспpе-
äеëенной в обëасти D. 
Доказательство. Пустü X = (X1, ..., Xn) — систеìа

äискpетных сëу÷айных веëи÷ин с обëастüþ воз-
ìожных зна÷ений D — буäущий pезуëüтат pаботы
аëãоpитìа RNDM(D).
Пустü x0 ∈ D и

d0 = x = (x1, ..., xn):  –  m x1 m  + , ...,

...,  –  m xn m  +  —

ãипеpкуб еäини÷ноãо объеìа с öентpоì в то÷ке x0.
Пустü Y i — буäущая pеаëизаöия систеìы сëу÷ай-

ных веëи÷ин Y на i-й итеpаöии аëãоpитìа RNDM(D)
(i = 1, 2, ...). Заìетиì, ÷то Y i (i = 1, 2, ...) — неза-
висиìые систеìы сëу÷айных веëи÷ин, кажäая из
котоpых поä÷иняется тоìу же закону pаспpеäеëе-
ния, ÷то и систеìа Y.
Ввеäеì в pассìотpение сëеäуþщие события:

A = {X = x0}; 

B1 = {Y 1 ∈ d 0};

Bi = {Y j ∉ d0} ∩ {Y i ∈ d0}, i = 2, 3, ... .

Отìетиì, ÷то все события Bi, i = 1, 2, ..., несо-

вìестны, A = Bi, поэтоìу

P(X = x0) = P(A) = P(Bi) = P{Y 1 ∈ d0} +

+ P (Y j ∉ d0) ∩ (Y i ∈ d 0) . (2)

Поëожиì p = = . Тоãäа, так как

P{Y j ∈ d0}= , j = 1, 2, ..., то P(Y j ∉ d0)= =

= 1 – p, j = 1, 2, ... .

Pис. 1. Пpимеp опpеделения области D ¢ 
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Так как все Y j, j = 1, 2, ..., независиìы, то (2)
ìожно записатü в виäе

P(X = x0) =  + (1 – p)i – 1

иëи

P(X = x0) = (1 – p)i. (3)

Даëее, так как (1 – p)i естü суììа бесконе÷-

ной ãеоìетpи÷еской пpоãpессии со знаìенатеëеì
(1 – p), то поëу÷иì

(1 – p)i =  =  = . (4)

Поäставëяя выpажение (4) в (3), иìееì

P(X = x0) = .

Так как x0 — пpоизвоëüная то÷ка обëасти D, то

P(X = x) =  äëя ëþбоãо x ∈ D, т. е. X — систеìа

äискpетных сëу÷айных веëи÷ин, pавновеpоятно
pаспpеäеëенная в обëасти D.

2. Оценка эффективности алгоpитма RNDM(D)

Дëя оöенки эффективности аëãоpитìа RNDM(D)
ввеäеì в pассìотpение сëу÷айнуþ веëи÷ину K —
÷исëо итеpаöий аëãоpитìа RNDM(D), необхоäиìое
äëя поëу÷ения оäной pеаëизаöии систеìы сëу÷ай-
ных веëи÷ин X, — поä÷иняþщуþся закону pаспpе-
äеëения

P(K = k) = p(1 – p)k – 1, k = 1, 2, ... . 

Матеìати÷еское ожиäание этой сëу÷айной ве-
ëи÷ины

M[K ] = kp(1 – p)k – 1 (5)

пpиìеì в ка÷естве кpитеpия эффективности аëãо-
pитìа RNDM(D). 
Так как (5) ìожно пpеäставитü в виäе

M[K ] = p k(1 – p)k – 1, (6)

и кpоìе тоãо,

k(1 – p)k – 1 = (1 – p)k ,

то с у÷етоì (4) поëу÷иì

k(1 – p)k – 1 =

=  =  = . (7)

Поäстановка фоpìуëы (7) в (6) äает

M[K ] = ,

иëи, пpиниìая во вниìание опpеäеëение веëи÷ины p,

M[K ] = . (8)

Из соотноøения (8) сëеäует, ÷то эффективностü
аëãоpитìа RNDM(D) теì выøе, ÷еì "бëиже" Dc к D′
(и сëеäоватеëüно, к D). Такиì обpазоì, наибоëее
эффективныì (с то÷ки зpения pассìатpиваеìоãо
кpитеpия) явëяется выбоp "наиìенüøей" обëасти Dc,
"поäобной" D, пpи усëовии, ÷то Dc ⊃ D ′ и наëи÷ии
способа pавноìеpной ãенеpаöии то÷ек обëасти Dc.
Так как объеì обëасти D ′ естü N, а отыскание

веëи÷ины N, как пpавиëо, затpуäнитеëüно, то пpи
наëи÷ии обëасти D ′′ ⊂ Dc с ëеãко опpеäеëяеìой ве-
ëи÷иной |D ′′|, соäеpжащей все то÷ки D и "бëизкой"
к D, ìожно, в сиëу "бëизости" D ′ к D, испоëüзоватü
сëеäуþщуþ оöенку äëя M[K ]:

M[K ] ≈ . (9)

Пустü, напpиìеp, D — ìножество то÷ек с öеëо-
÷исëенныìи кооpäинатаìи, ëежащиìи внутpи
кpуãа pаäиуса R с öентpоì в на÷аëе кооpäинат.
Пустü обëастü D ′ опpеäеëена в соответствии с (1)
äëя n = 2, a Dc — кpуã pаäиуса (R + 1) с öентpоì в
на÷аëе кооpäинат (pис. 2).
Покажеì, ÷то D′ ⊂ Dc. Пустü x′ = ( , ) — пpо-

извоëüная то÷ка D′, тоãäа из выpажения (1) поëу÷иì

, (10)

1
Dc
-------

i 2=

∞

∑
1
Dc
-------

1
Dc
-------

i 0=

∞

∑

i 0=

∞

∑

i 0=

∞

∑
1

1 1 p–( )–
------------------- 1

p
--

Dc

N
-------

1
N
----

1
N
----

k 1=

∞

∑

k 1=

∞

∑

k 1=

∞

∑
k 0=

∞

∑
⎝
⎜
⎛

⎠
⎟
⎞ ′

1 p–( )

k 1=

∞

∑

1
1 1 p–( )–
--------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

1 p–( )

′ 1

1 1 p–( )–( )2
------------------------- 1

p2
----

1
p
--

Dc

D′
-------

Dc

D″
-------

x1′ x2′

|  – x1| m 

|  – x2| m 

x1′
1
2
--

x2′
1
2
--



486 ÈÍÔÎÐÌÀÖÈÎÍÍÛÅ ÒÅÕÍÎËÎÃÈÈ, Òîì 21, ¹ 7, 2015

ãäе x = (x1, x2) — пpоизвоëüная то÷ка D. Так как (10)

ëеãко пpеобpазуется в

,

то поëу÷иì

 +  m  +  =

=  +  + |x1| + |x2| + .

Так как x ∈ D, то

,

поэтоìу

 +  m R2 + 2R +  < R2 + 2R + 1 = (R + 1)2,

т. е. x ′ ∈ Dc. Так как x ′ — пpоизвоëüная то÷ка D ′,
то закëþ÷аеì, ÷то D ′ ⊂ Dc.

Pавноìеpная ãенеpаöия то÷ек в кpуãе äанноãо
pаäиуса ëеãко пpовоäится с испоëüзованиеì по-
ëяpных кооpäинат [9]. Поэтоìу возìожно пpиìе-
нение аëãоpитìа RNDM(D) (äëя n = 2 и äанной об-
ëасти D с испоëüзованиеì "поäобной" обëасти Dc)
äëя pавновеpоятной ãенеpаöии öеëо÷исëенных то-
÷ек обëасти D. Выбеpеì в ка÷естве D′′ кpуã pаäиуса R

с öентpоì в на÷аëе кооpäинат. Тоãäа в соответст-
вии с оöенкой (9) эффективностü аëãоpитìа в äан-
ноì сëу÷ае оöенивается веëи÷иной

 =  = ,

котоpая стpеìится к 1 пpи увеëи÷ении R.

3. Пpименение данного способа для генеpации 
индивидуальных задач целочисленной 

массовой задачи линейного pаскpоя-упаковки

Массовуþ öеëо÷исëеннуþ заäа÷у оäноìеpноãо
pаскpоя-упаковки pассìотpиì в сëеäуþщей по-
становке.
Иìеþтся оäинаковые заãотовки (отpезки) äëи-

ны L (L — натуpаëüное ÷исëо), в котоpые нужно
упаковатü без пеpекpытия набоp отpезков öеëо÷ис-
ëенной äëины x1, ..., xn (1 m xi m L; i = 1, ..., n) так,
÷тобы коëи÷ество испоëüзованных заãотовок ока-
заëосü наиìенüøиì.
Пpи заäанных L, n инäивиäуаëüная заäа÷а оп-

pеäеëяется заäаниеì äëин отpезков xi, i = 1, ..., n.
Так как ëþбая пеpестановка ÷исеë x1, ..., xn со-

ответствует оäной и той же инäивиäуаëüной заäа÷е,
то ìножество всех инäивиäуаëüных заäа÷ pассìатpи-
ваеìой ìассовой заäа÷и ставится во взаиìно оäно-
зна÷ное соответствие то÷каì обëасти D, опpеäе-
ëяеìой сëеäуþщей систеìой оãpани÷ений: 

D = {x = (x1, ..., xn): xi = 1, 2, ...; i = 1, ..., n;

1 m x1 m ... m xn m L}. (11)

Такиì обpазоì, заäа÷а своäится к pавновеpоят-
ной ãенеpаöии то÷ек обëасти D.
Опpеäеëиì обëастü D ′ в соответствии с выpаже-

ниеì (1); пpи этоì ìножество öеëо÷исëенных то-
÷ек обëасти D ′ совпаäает с D. Опpеäеëиì äаëее об-
ëастü Dc äействитеëüных то÷ек y = (y1, ..., yn) как

Dc = {y:0 m y1 m y2 + 1 m ... m yn + (n – 1) m L + n},(12)

и покажеì, ÷то D ′ ⊂ Dc.

Пустü x ′ = ( , ..., ) — пpоизвоëüная то÷ка об-

ëасти D ′, котоpуþ пpеäставиì в виäе

x ′ = (x1 + ε1, ..., xn + εn), (13)

ãäе x = (x1, ..., xn) ∈ D, |εi | m 1/2, i = 1, ..., n. Так как

1 m x1 m ... m xn m L, 1 – εi – 1 + εi l 0 äëя i = 2, ..., n, то

1 + ε1 m x1 + ε1 m ... m xn + ε1 m L + ε1,

 m 

 m 

x1
2′ x1  + 1

2
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x2
2′ x2  + 1

2
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x1
2′ x2

2′ x1  + 1
2
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x2  + 1
2
---

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x1
2 x2

2 1
2
--

Pис. 2. Пpимеp опpеделения области Dc

 +  m R2

|x1| m R
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2 x2
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2′ x2

2′ 1
2
--
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πR2
------------------ 1 1

R
----+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2

x1′ xn′
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откуäа

0 m x1 + ε1 m ... m xn + ε1 m L + ε1;

0 m x1 + ε1 m x2 + ε1 + (1 – ε1 + ε2) m ...

... m xn + ε1 + (1 – ε1 + ε2) m L + ε1 + (1 – ε1 + ε2),

откуäа

0 m x1 + ε1 m x2 + ε2 + 1 m ...

... m xn + ε2 + 1 m L + ε2 + 1.

Пpоäоëжая анаëоãи÷ные пpеобpазования äаëее,
поëу÷иì

0 m x1 + ε1 m x2 + ε2 + 1 m ...

... m xn + εn + (n – 1) m L + εn + (n – 1), 

а так как εn m 1/2, то окон÷атеëüно запиøеì

0 m x1 + ε1 m x2 + ε2 + 1 m ...

... m xn + εn + (n – 1) m L + n,

иëи, в сиëу (13),

0 m  m  + 1 m ... m  + (n – 1) m L + n, 

т. е. x ′ ∈ Dc.

Такиì обpазоì, D′ ⊂ Dc. Поэтоìу, опpеäеëив äëя
ëþбоãо äействитеëüноãо а

〈a〉 = 

äëя pавновеpоятной ãенеpаöии то÷ек обëасти D
ìожно испоëüзоватü аëãоpитì RNDM(D).
Дëя pаботы аëãоpитìа необхоäиìо иìетü спо-

соб поëу÷ения pеаëизаöий систеìы сëу÷айных ве-
ëи÷ин Y = (Y1, ..., Yn), pавноìеpно pаспpеäеëенной
в Dc. Pеøение этой заäа÷и пpивеäено в pаботе [10].
Таì же показано, ÷то

|Dc| = ,

а в pаботе [11] показано, ÷то ÷исëо öеëо÷исëенных
то÷ек D ′

N = .

Поэтоìу äëя pассìатpиваеìой заäа÷и поëу÷аеì

M[K ] = .

Поëу÷енное выpажение äëя кpитеpия эффек-
тивности пpеäëоженноãо способа показывает, ÷то
эффективностü способа теì выøе, ÷еì боëüøе L и
÷еì ìенüøе n, и стpеìится к 1 пpи L → ∞ и фикси-
pованноì зна÷ении ÷исëа упаковываеìых отpезков n.

Заключение

Пpеäëоженный способ позвоëяет осуществитü
эффективнуþ pавновеpоятнуþ ãенеpаöиþ öеëо÷ис-
ëенных то÷ек заäанной обëасти D, пpеäставëяþ-
щуþ исхоäнуþ ìассовуþ заäа÷у, пpи сëеäуþщих
усëовиях:
есëи возìожно опpеäеëитü обëастü Dc, покpы-
ваþщуþ обëастü D ′, поëу÷еннуþ из D в соответ-
ствии с пpеäëаãаеìыì ìетоäоì и такуþ, ÷то Dc
и D ′ бëизки äpуã äpуãу;
иìеется способ pавноìеpной ãенеpаöии то÷ек
обëасти Dc.
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Эффективная pаскpаска гpафа с помощью битовых опеpаций*

Введение

Заäа÷а о pаскpаске ãpафа явëяется известной за-
äа÷ей коìбинатоpной оптиìизаöии. Это оäна из äваä-

öати оäной NP-поëной заäа÷и Pи÷аpäа Каpпа [1].
Данный кëасс заäа÷ известен теì, ÷то неëüзя найти
то÷ноãо pеøения за pазуìное вpеìя, так как пpо-
стpанство поиска pеøений увеëи÷ивается в экспо-
ненöиаëüной зависиìости от вхоäных äанных.

We suggest a method of equiprobable generation of instances for an integer-valued problem. The method is based on the uniform
generator for the continuous analog of the problem in combination with the acceptance-rejection method. The efficiency criterion
of the method is defined. The conditions of the method being worth while are stated. We also give an example of applying the method
to equiprobable generation of instances for an integer cutting-packing problem.

Keywords: random equiprobable generation, continuous analog, acceptance-rejection method, efficiency criterion, integer cut-
ting-packing problem 

Пpедставлен новый эффективный эвpистический алгоpитм для pешения задачи о pаскpаске гpафа. Пpедложенный
алгоpитм стpоит ту же pаскpаску гpафа, что и шиpоко используемый жадный последовательный алгоpитм pаскpаски,
в котоpом на каждом шаге текущая веpшина кpасится в минимальный допустимый цвет. Вычислительные экспеpи-
менты показывают, что пpедставленный алгоpитм выполняет pаскpаску гpафа гоpаздо быстpее чем стандаpтный
жадный алгоpитм. Ускоpение для гpафов библиотеки DIMACS достигает 5,6 pаз. 
Ключевые слова: pаскpаска гpафа, эвpистика, битовые опеpации, жадный алгоpитм, последовательная pаскpаска
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