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Нечеткие уpавнения в частных пpоизводных в задачах упpавления

Введение

В инженеpно-иссëеäоватеëüских pаботах ÷асто
возникает заäа÷а pеøения уpавнений в ÷астных
пpоизвоäных пеpвоãо и втоpоãо поpяäков. Пpиìе-
нитеëüно к теоpии упpавëения уpавнения пеpвоãо
поpяäка появëяþтся пpи pеøении заäа÷ оптиìаëü-
ноãо упpавëения и анаëити÷ескоãо констpуиpова-
ния оптиìаëüных pеãуëятоpов с испоëüзованиеì
ìетоäа äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования (ìетоä
Беëëìана) [1, 2], а также пpи ìатеìати÷ескоì кон-
стpуиpовании (синтезе) оптиìаëüных по кpитеpиþ
обобщенной pаботы ëинейных pеãуëятоpов, пpеäëо-
женноìу А. А. Кpасовскиì [3]. Уpавнения втоpоãо
поpяäка pазëи÷ных типов появëяþтся, как пpавиëо,
пpи pеøении pазнообpазных заäа÷ ìатеìати÷еской
физики [4]. Сpеäи ìножества этих заäа÷ выäеëиì
так называеìые эëеìентаpные уpавнения втоpоãо
поpяäка [5], pеøения котоpых не выpажаþтся в виäе
pяäов pазëи÷ных типов: Фуpüе, Бессеëя, Лежанäpа
и т. ä. К äpуãиì типаì уpавнений отнесеì те из них,
pеøения котоpых пpеäставëяþтся в фоpìе pазëи÷-
ных функöионаëüных pяäов [6]. Такое pазäеëение
уpавнений обусëовëено неpеøенностüþ в настоя-
щее вpеìя пpеäставëения pяäов в не÷еткой фоpìе.
Напpиìеp, неясно, какиì обpазоì опpеäеëяется
функöия пpинаäëежности сиìвоëа "∞" пpи иссëе-
äовании pасхоäиìости pяäов.
Четкие уpавнения иìеþт pазëи÷ные коэффиöи-

енты, опpеäеëяеìые экспеpиìентаëüныì путеì, и
кpаевые усëовия (на÷аëüные и ãpани÷ные усëовия),
котоpые обы÷но изìеpяþтся äат÷икаìи. О÷евиäно,
÷то экспеpиìентаëüные äанные и изìеpитеëüная
инфоpìаöия хаpактеpизуþтся pазëи÷ноãо pоäа воз-
ìущенияìи, котоpые вносят неопpеäеëенностü в
ìатеìати÷еские ìоäеëи пpоöессов, ÷то ìожет пpи-

вести к зна÷итеëüныì оøибкаì в пpинятии pеøе-
ний по этиì ìоäеëяì.
В настоящее вpеìя теоpия не÷етких ìножеств

нахоäит øиpокое пpиìенение в pазëи÷ных обëастях
науки и техники [7—9], ÷то ÷асто пpивоäит к зна÷и-
теëüноìу эконоìи÷ескоìу эффекту. В связи с этиì
оäниì из путей у÷ета неопpеäеëенностей в уpавне-
ниях в ÷астных пpоизвоäных явëяется пpеäставëение
экспеpиìентаëüной и изìеpитеëüной инфоpìаöии
в не÷етких теpìинах. Такая тpактовка возìущений
пpивоäит к не÷еткиì уpавненияì в ÷астных пpо-
извоäных, pеøениþ котоpых посвящена настоя-
щая статüя.

Базовые опpеделения и обозначения

К ниì относятся понятия: функöия пpинаäëеж-
ностей; не÷еткое тpеуãоëüное ÷исëо; не÷еткая функ-
öия; не÷еткие пpоизвоäные; не÷еткая на÷аëüная
заäа÷а.
Функция пpинадлежностей. В теоpии не÷етких

ìножеств оäниì из базовых понятий явëяется пpи-
наäëежностü эëеìента х некотоpоìу ìножеству
X(x ∈ X ⊂ R1). В зависиìости от типа ìножества
(÷еткое иëи не÷еткое) обозна÷ение x ∈ X фоpìаëи-
зуется с поìощüþ:
хаpактеpисти÷еской функöии r *(x), x ∈ X ⊂ R1,
r ∈ {0; 1} äëя ÷еткоãо эëеìента x; 
функöии пpинаäëежностей r(x), x = xн ∈ X,
r ∈ [0; 1] äëя не÷еткоãо эëеìента xн.
Они опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì:

r *(x) = 

r(х) = 

Pассматpиваются нечеткие уpавнения в частных пpоизводных пеpвого и втоpого поpядков и алгоpитм получения для
них соответствующих нечетких pешений S (Seikkala) и BF (Buckley-Feuring) типов. Синтезиpованы нечеткие опти-
мальные pегулятоpы S и BF типов.
Ключевые слова: нечеткие уpавнения в частных пpоизводных, S (Seikkala) pешение, BF (Buckley-Feuring) pешение
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1, x ∈ X;
0, x ∉ X; 

r(x) ∈ [0; 1];
(x) ∈ [0; 1], r
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ãäе r(x) — ìноãозна÷ная функöия с r(x), (x) —
"ëевой" и "пpавой" оäнозна÷ныìи функöияìи (вет-
вяìи) соответственно относитеëüно r(x = xн) = 1.
В уpовневой фоpìе с пpиìенениеì обpатноãо ото-
бpажения r–1(x) испоëüзуется пpеäставëение

xн = r–1(x) = x(r) = (x(r), (r)/r ∈ [0; 1]).

В сиìвоëи÷еской фоpìе иìееì:

x ∈ X ⊂ R1 

Совокупностü не÷етких эëеìентов {xн} заäаþт
не÷еткое ìножество Xн. Дëя обозна÷ения пpиняты
пpеäставëения

xн ⇔ r(x), r ∈ [0; 1] ⇔

⇔ (r(x), (x), r ∈ [0; 1]) ⇔ (x(r), (r)/r ∈ [0; 1]), 

ãäе x(•), (•) — обpатные отобpажения соответст-
венно äëя r(x), (x).
Нечеткое тpеугольное число. Оно опpеäеëяется

посpеäствоì тpех ÷исеë a1 < a2 < a3, ai ∈ R1, i = .
Гpафик r(x) äëя xн в кооpäинатной пëоскости (x, r)
иìеет фоpìу тpеуãоëüника с основаниеì (support)
supp xн = [a1, a3], а высота еãо исхоäит из то÷ки
с кооpäинатаìи (x = a2, r = 0). Поëаãаþт ÷то есëи
a1 l 0, то xн l 0; есëи a3 m 0, то xн m 0. Аpифìети-
÷еские опеpаöии +, –, Ѕ, : (буäеì обозна÷атü *) äëя
x1н = (a11|a12|a13) и x2н = (a21|a22|a23) заäаþтся в виäе 

xн = x1н * x2н = (a11 * a21|a12 * a22|a13 * a23).

Нечеткая функция (отобpажение). Это отобpа-
жение не÷еткой обëасти (ìножество) X в не÷еткуþ
обëастü (ìножество) зна÷ений Y с функöией пpи-

наäëежностей ry(x), т. е. X ∈ x  y ∈ Y, ãäе в об-
щеì сëу÷ае x, y — вектоpы. 
Нечеткие пpоизводные. Пустü äëя пpостоты

иìееì не÷еткуþ функöиþ оäноãо пеpеìенноãо
yн(x) ≡ y(x, r), x, y ∈ R1, r ∈ [0, 1], т. е. yн(x) = (y(x, r),

(x, r)/r ∈ [0, 1]), котоpая пpи ëþбоì х ∈ I ⊂ R1 оп-
pеäеëяет не÷еткое тpеуãоëüное ÷исëо.
Соãëасно общеìу поäхоäу пpи опpеäеëении пpо-

извоäной от некотоpой функöии в заäанноì пpо-
стpанстве необхоäиìо в неì заäатü опеpаöии "–"
(вы÷итание иëи существование обpатноãо эëеìента),
"Ѕ" (уìножение) на константу и "lim" (пpеäеëüный
пеpехоä относитеëüно заäанной ìетpики). Пpиìе-
нение этоãо общеãо поäхоäа к pазëи÷ныì ìетpи-
÷ескиì пpостpанстваì пpивоäит к pазнообpазныì
не÷еткиì пpоизвоäныì [5]. В ÷астности, в теоpии
не÷етких äиффеpенöиаëüных уpавнений обы÷но
pассìатpиваþтся сëеäуþщие типы не÷етких пpо-
извоäных:

(i) пpоизвоäная Готøеëа—Воксìана (Goestshel—

Voxman) — (x);

(ii) пpоизвоäная Сейккаëы (Sеikkala) — (х);
(iii) пpоизвоäная Дубоиса—Пpаäе (Dubois—

Prade) — (x);
(iv) пpоизвоäная Пуpи—Pаëеску (Puri—Ralescu) —

(x);

(v) пpоизвоäная Кэнäеëа—Фpиäìана—Минãа
(Kandel—Friedman—Ming) — (x).
В pаботе [5] äоказывается, ÷то все пеpе÷исëен-

ные пpоизвоäные pавны ìежäу собой.
Нечеткая начальная задача. Она pассìатpива-

ется äëя пpоизвоäных (x), (x), (x), а äëя

пpоизвоäных (x), (x), как пpавиëо, не pас-

сìатpивается. Это обусëовëено теì, ÷то в посëеäних
äвух сëу÷аях возìожна ситуаöия, коãäа эти пpоиз-
воäные äëя какоãо-то x = x* не выpажаþтся не÷ет-
киìи тpеуãоëüныìи ÷исëаìи, т. е. оäин из уãëов их
функöий пpинаäëежностей относитеëüно основания
боëüøе 90°, и тоãäа эти пpоизвоäные не существу-
þт. В тpех пpеäыäущих сëу÷аях эти пpоизвоäные
всеãäа существуþт, так как в сëу÷ае, отìе÷енноì
pанее, испоëüзуþтся не÷еткие "сëабые" ÷исëа [10].
Пустü иìееì ÷еткуþ на÷аëüнуþ заäа÷у

 = f (x, y, k), y(x = 0) = c, (1)

ãäе k = (k1, ..., kn) — вектоp констант; x ∈ I ⊂ R1.
Поëаãается, ÷то f (•) уäовëетвоpяет усëовияì су-
ществования и еäинственности pеøения ÷еткой
заäа÷и (1), котоpуþ обозна÷иì как y = g(x, k, с),
c = const: c ∈ R1.
Константы ki, c, i = , всеãäа явëяþтся нето÷-

но заäанныìи (неопpеäеëенныìи) и ìоäеëиpуþтся
не÷еткиìи тpеуãоëüныìи ÷исëаìи. Тоãäа пpово-
äиì заìену ki → kiн, c → cн, ãäе инäекс "н" — сиì-
воë не÷еткости. В pезуëüтате поëу÷иì не÷еткуþ
на÷аëüнуþ заäа÷у:

(x) = f (x, yн, kн), yн(x = 0) = cн, (2)

ãäе (х) — некотоpое опpеäеëение пpоизвоäной
äëя не÷еткой функöии yн(х). Зäесü необхоäиìо по-
ëу÷итü pеøение (2) yн = g(x, kн, cн), котоpое äëя
ëþбоãо х явëяется не÷еткиì ÷исëоì.

Типы pешений

В соответствии с [5] иìеþт ìесто äва типа pе-
øений äëя не÷еткой на÷аëüной заäа÷и (2):

BFS (Buckley—Feuring solution) — (x);

SS (Seikkala solution) — (x).

Межäу ниìи иìеется сëеäуþщая взаиìосвязü:

 ⇒ ∃BFS  ∃SS,

r

x

r *(x) = {0; 1} пpи х — 
÷еткий эëеìент X;
r(x) = [0; 1] пpи x — 
не÷еткий эëеìент X.

r x

x
r

1 3,

ry(x)

y

y·н
GV

y·н
S

y·н
DP

y·н
PR

y·н
KFM

y·н
PR

y·н
S

y·н
KFM

y·н
GV

y·н
DP

y·x

1 n,

y·н

y·н

yн
BFS

yн
SS

∃BFS ⇒ ∃SS
∃SS ⇒ ∃BFS

⇔
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поэтоìу пеpвона÷аëüно ищется BFS и, есëи оно не
существует, то ищется SS. Достато÷ныì усëовиеì
существованиеì BFS явëяется öепо÷ка соотноøений:

 > 0,  > 0; ( )( ) > 0, i = , (3)

котоpые фоpìаëизуþт усëовия оäновpеìенноãо
возpастания (убывания) g(•), f (•) относитеëüно
паpаìетpов ki, с не÷еткой на÷аëüной заäа÷и (2).

Алгоpитм pешения
нечеткого диффеpенциального уpавнения

Пеpвона÷аëüно pеøается ÷еткое äиффеpенöи-
аëüное уpавнение (1) и нахоäится g(x, k, c). Дëя
g(•), f (•) пpовеpяþтся усëовия (3). Есëи они вы-
поëняþтся, то посëе фаззификаöии путеì заìены
÷етких паpаìетpов (1) на не÷еткие фоpìуëиpуется
заäа÷а (2) и äëя нее нахоäится BFS. Есëи хотя бы
оäно из усëовий (3) не выпоëняется, то BFS не су-
ществует и ищется SS, котоpое существует всеãäа,
есëи существует pеøение (1).

Нечеткие уpавнения в частных пpоизводных

Дëя уpавнений пеpвоãо поpяäка аëãоpитì pеøе-
ния, изëоженный в [10], основан на pеøении ÷ет-
ких уpавнений [6], т. е. исхоäное ÷еткое уpавнение
в ÷астных пpоизвоäных ìоäифиöиpуется в ÷еткие
обыкновенные äиффеpенöиаëüные уpавнения.
Уpавнения пеpвого поpядка. Пустü иìееì

ϕ(Dx)U(x) = B(x, k) ⇔ ai(x) (x) = B(x, k) ⇔

⇔ a1(x)  + ... + an(x)  = B(x, k), (4)

ãäе ϕ(•) = ai(•)  — äиффеpенöиаëüный опеpа-

тоp поëиноìиаëüноãо типа;  = ; k = (k1, ..., kn) —

вектоp ÷етких констант; x = (x1, ..., xn); U — неко-
тоpая функöия.

Pеøаеì уpавнение (4) ìетоäоì Лаãpанжа [11]. Дëя
этоãо составëяется вспоìоãатеëüная систеìа ÷етких
обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений

(•)dxi = b–1(x)dU,

из котоpой нахоäятся n независиìых интеãpаëов

Ψi(x, k1, ..., kn) = ci, i = , 

ãäе ci — ÷еткие константы интеãpиpования. Общее
pеøение (4) в неявноì виäе pавно:

F(Ψ1, ..., Ψn, k, c),

ãäе F(•) — некотоpая äиффеpенöиpуеìая функöия.
В ÷астности, есëи U вхоäит тоëüко в оäин из пеp-
вых интеãpаëов, то общее pеøение ìожет бытü за-
писано в виäе

Ψn(x1, ..., xn, U) = f (Ψ1, ..., Ψn – 1, k, c),

ãäе f — пpоизвоëüная äиффеpенöиpуеìая функöия.
Pазpеøив посëеäнее уpавнение относитеëüно U,
поëу÷иì общее pеøение исхоäноãо уpавнения в
явноì виäе U(x, k, c), ãäе c нахоäится из заäанных
усëовий,

U(x1, ..., xn, k, c).

Усëовие (3) опpеäеëяþт существование BFS
иëи SS. BFS нахоäится из обыкновенных äиффе-
pенöиаëüных уpавнений, а SS — из соответствуþ-
щей систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений с фаз-
зификаöией pеøений.
Уpавнения втоpого поpядка элементаpного типа.

Дëя пpостоты пустü иìееì вектоp пеpеìенных
x = (x1, x2) и

(i) уpавнение ϕ( , )U(x1, x2) = F(x1, x2, k),
k = (k1, ..., kn) — вектоp констант ki ∈ Ii ⊂ R1, i = ;

(ii) ãpани÷ные усëовия ìоãут бытü в pазëи÷ных
фоpìах:

U(x1 = 0, x2) = c1;
U(x1, x2 = 0) = c2;
U(x1 = M, x2) = c3;
U(x1 = 0, x2) = g(x1, c4);
U(x1, x2 = 0) = f1(x1, c5);
..., (x1, x2 = 0) = f2(x1, c6);

(x1 = 0, x2) = g2(x2, c7, c8), ... .
Тоãäа пpи наëи÷ии (i), (ii) иìееì ÷еткое pеøение

U(x1, x2) = G(x1, x2, k, c),

ãäе k, c — ÷еткие вектоpы констант. Так же, как и
в уpавнениях пеpвоãо поpяäка, пpовеpяþтся усëо-
вия (3) и äаëее äëя соответствуþщеãо не÷еткоãо
уpавнения нахоäятся BFS иëи SS.

Пpимеpы

1. Уpавнение пеpвого поpядка. Иссëеäоватü тип
не÷еткоãо pеøения äëя уpавнения

 +  = k1x1 + k2

пpи усëовиях x2 = λ1x1; U = λ2 , ãäе ki, λi — const,

i = 1, 2.
В канони÷еской фоpìе иìееì уpавнение

a1  + a2  = b, a1 = a2 = 1; b = k1x1 + k2,

f·y g·c f·ki
g·ki

1 n,

i 1=

n

∑ Uxi

U∂
x1∂

------ U∂
xn∂

------

i
∑ Dxi

Dxi

∂
xi∂

-----

i 1=

n

∑ ai
1–

1 n,

Dx1
Dx2

1 n,

Ux1
Ux2

U∂
x1∂

------ U∂
x2∂

------

x1
2

U∂
x1∂

------ U∂
x2∂

------
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поэтоìу в соответствии с ìетоäоì Лаãpанжа äëя
исхоäноãо ëинейноãо уpавнения иìееì вспоìоãа-
теëüнуþ систеìу

 =  =  ⇔

⇔  =  = .

Из пеpвых äвух уpавнений систеìы иìееì пеp-
вый интеãpаë 

 =  ⇒ x1 = x2 + c1,

c1 — константа интеãpиpования.

Из пеpвоãо и посëеäнеãо уpавнений систеìы
иìееì втоpой интеãpаë

 =  ⇒ (k1x1 + k2)dx1 = dU ⇒

⇒ 0,5k1x
2 + k2x1 = U + c2 ⇒ 0,5k1  + k2x1 – c2,

ãäе с2 — константа интеãpиpования. Общее pеøе-
ние pавно

 ⇒ 

иëи в явной фоpìе

U = 0,5k1x
2 + k2x1 –  =

= 0,5k1(x2 + c1)
2 + k2(x2 + c1) – c2. 

Нахоäиì c1, c2 из заäанных усëовий, котоpые в
паpаìетpи÷еской фоpìе иìеþт виä

x1 = t, x2 = λ1t, U = λ2t
2. 

Поäставëяеì их в пеpвый и втоpой интеãpаëы

x1 –  = c1 ⇒ t – λ1t = c1 ⇒ t = ci(1 – λ1)
–1;

0,5k1(x2 + c1)
2 + k2(x2 + c1) –  = c2 ⇒ 

⇒ 0,5k1(λ1t + c1)
2 + k2(λ1t + c1) – λ2t

2 = c2.

Искëþ÷аеì t из посëеäних äвух соотноøений,
тоãäа в неявной фоpìе поëу÷иì:

F(x1, x2, U, k1, k2, λ1, λ2) = 0 ⇔

⇔ 0,5k1[λ1(1 – λ1)
–1(x1 – x2) + 0,5k1  +

+ k2x1 + U]2 + k2[λ1(1 – λ1)
–1(x1 – x2) +

+ (0,5k1  + k2x1 + U)] – λ2(1 – λ1)
–2(x1 – x2)

2 –

– 0,5k1  – k2x1 + U = 0, λ1 ≠ 1, λ2 ≠ 1.

Дëя äаëüнейøеãо анаëиза упpостиì поëу÷енное
выpажение, поëожив k1 = 0, λ1, λ2 = 0,5, тоãäа
поëу÷иì:

U(x1, x2) = 0,5(1 – k2)
–1(x1 – x2)

2 –

– k2(1 – k2)
–1(x1 – x2) + k2x1, k2 ≠ 1. (5)

Пpиìенитеëüно к не÷еткиì уpавненияì в ÷аст-
ных пpоизвоäных усëовие (3) существования BFS
иìеет виä:

 > 0.

Pас÷еты äаþт:

Ψ(Dxi)U(x1, x2) = F(x1, x2, k2) = k2 > 0 ⇒

⇒  = 1 > 0;

 = [a(1 – k2)
–1 + bk2(1 – k2)

–1 + ck2] =

= a(1 – k2)
–2 – b(1 – k2)

–2 + c,

a = 0,5(x1 – x2)
2; b = (x1 – x2); c = x1, поэтоìу, 

есëи b = x1 – x2 > 0 ⇔ x1 > x2;

 ⇔ x1 > 0, то  > 0.

Такиì обpазоì,  > 0, зна÷ит, BFS суще-
ствует, в пpотивноì сëу÷ае SS существует. Нахо-
äиì BFS. Дëя этоãо в исхоäноì уpавнении пpово-
äится фаззификаöия путеì заìены k2 → k2н, U → Uн,
ãäе поëаãается, ÷то k2н = (k2(r), (r) /r ∈ [0; 1]).
BFS сëеäует из фоpìуëы (5):

(x1, x2) = 

= ( U(x1, x2, k2н), U(x1, x2, k2н)), U(•) =

= 0,5(1 – (r))–1(x1 – x2)
2 –

– (r)(1 – (r))–1(x1 – x2) + k2(r)x1;

U(•) = 0,5(1 – k2(r))
–1(x1 – x2)

2 –

– k2(r)(1 – k2(r))
–1(x1 – x2) + (r)x1;

SS сëеäует из уpавнений:
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0,5k1x
2 + k2x1 – U = c2
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откуäа оно пpи λi(•) = (•) = 0,5, i = 1, 2, поëу-
÷ается из (5) путеì заìены k2 соответственно на
k2(r), (r):

U(x1, x2, k2) = (U(x1, x2, k2(r), (r)),

(x1, x2, k2(r), (r))/r ∈ [0; 1]).

2. Элементаpное уpавнение втоpого поpядка [10].
Иссëеäоватü тип не÷еткоãо pеøения äëя уpавнения

Нахоäиì ÷еткое pеøение:

 = k1 ⇒  = k1x2 + a ⇒  = c2  ⇒

⇒ k1•1 + a = c2  ⇒ a = c2  – k1 ⇒

⇒  = k1x2 + ⇒ =k1(x2–1)+ c2 ⇒

⇒ U(x1, x2) = k1x1(x2 – 1) + 3–1c2  + b ⇒

⇒  = b ⇒ b = c1sinx2 ⇒

⇒ U(x1, x2) = k1x1(x2 – 1) + 3–1c2  + c1sinx2.

Посëе фаззификаöии (k1 → k1н; c1 → c1н; c2 → c2н;
U(•) → Uн(•)) поëу÷иì не÷еткое pеøение

Uн(x1, x2) = k1нx1(x2 – 1) + 3–1c2н  + c1нsinx2, (6)

ãäе k1н, c1н, c2н — не÷еткие поëожитеëüные тpеуãоëü-
ные константы:

k1н = (k1(r), (r)/r ∈ [0; 1]); c1н = (c1(r), (r)/r ∈ 

∈ [0; 1]); c2н = (c2(r), (r)/r ∈ [0; 1]).

Иссëеäуеì типы pеøений. Пустü 0 m x2 < 1, тоãäа

 = 1•x1(x2 – 1) < 0, но  = 1 > 0,

поэтоìу (6) не явëяется BFS, но явëяется SS. Есëи
тепеpü

1 < x2 m π, тоãäа  = 1•x1(x2 – 1) > 0,  > 0, 

поэтоìу (6) явëяется BFS.

Пpи 0 m x2 < 1 SS нахоäится из уpавнений:

 

В pезуëüтате из (6) поëу÷иì SS:

Uн(x1, x2) = 

= (U(x1, x2, k1н, c1н, c2н), (x1, x2, k1н, c1н, c2н)),

ãäе k1н, ciн, i = 1, 2, — не÷еткие константы, котоpые
быëи опpеäеëены pанее.

Синтез нечеткого оптимального pегулятоpа

Пpи pеøении пpобëеìы оптиìаëüноãо упpавëе-
ния пpиìенитеëüно к заäа÷е синтеза не÷етких опти-
ìаëüных ëинейных pеãуëятоpов появëяþтся не÷ет-
кие неëинейные иëи ëинейные уpавнения в ÷астных
пpоизвоäных пеpвоãо поpяäка. Как известно [12],
оптиìаëüный pеãуëятоp в заäа÷е

 = Ax + By, x(0) = x0,

I = 0,5 [xтSx + yтQy]dt + 0,5xт(t1)Λx(t1) → min

опpеäеëяется из уpавнения Беëëìана

{  + ( [Ax + By] – 0,5[xтSx + yтQy])} = 0;

u(t1, x) = 0,5xтΛx,

откуäа

y(t, x) = arg ( By – 0,5yтQy),

ãäе A, B — ìатpиöы с dimA = (n Ѕ n), dimB = (n Ѕ q);
S, Λ — неотpиöатеëüно опpеäеëенные сиììетpи÷-
ные ìатpиöы с dimS = dimΛ = (n Ѕ n); Q — поëо-
житеëüно опpеäеëенная сиììетpи÷ная ìатpиöа с
dimQ = (q Ѕ q).
Это пpивоäит к сëеäуþщей стpуктуpе оптиìаëü-

ноãо упpавëения:

yопт = Q–1B т ,

ãäе ϕ(t, x) = 0,5xтKx, K — неизвестная сиììетpи÷ная
ìатpиöа с dimK = (n Ѕ n), котоpая нахоäится из ìат-
pи÷ноãо äиффеpенöиаëüноãо уpавнения Pиккати

 = –AтK – KА – KBQ–1B тK, K(t = t1) = –Λ. (7)

Не÷еткая заäа÷а синтеза оптиìаëüноãо pеãуëя-
тоpа появëяется, коãäа A, B, S, Q, Λ явëяþтся не-
÷еткиìи паpаìетpаìи, возникаþщиìи пpи неопpе-

λi

k2

k2

U k2

 = k1, k1 ∈ j1 = [0; M3], M3 > 0;

I1 = [0; M1], M1 > 0; I2 = [0; j1], (x, y) ∈ I1 Ѕ I2;
U(x1 = 0, x2) = c1sinx2, c1 ∈ L1 = [0; M4], M4 > 0;

U(x1, x2 = 1) = c2 , c2 ∈ L2 = [0; M5], M5 > 0.
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äеëенности в их заäании и пpивоäящие к не÷еткоìу
äиффеpенöиаëüноìу уpавнениþ в ÷астных пpоиз-
воäных. Опpеäеëиì тип не÷еткоãо оптиìаëüноãо
pеãуëятоpа (типа S иëи BF) в пpостейøеì сëу÷ае.
Пустü иìееì не÷еткуþ ìоäеëü эëектpопpивоäа

Tн  = –x + y, x(t = 0) = x0

и функöионаë I = 0,5 y2(t)dt + 0,5x2(t1 = 1).

Зäесü Tн — не÷еткая эëектpоìехани÷еская посто-
янная вpеìени с функöией пpинаäëежностей тpе-
уãоëüной фоpìы. Необхоäиìо найти оптиìаëüное
упpавëение yопт, обеспе÷иваþщее I.

Из не÷еткоãо уpавнения Pиккати, котоpое по-
явëяется в pезуëüтате pеøения не÷еткоãо неëиней-
ноãо äиффеpенöиаëüноãо уpавнения в ÷астных
пpоизвоäных пpи

A = – ; B = ; Q = 1; S = 0; Λ = λн, 

иìееì из фоpìуëы (7)

 = f(t, k, Tн, λн) = 2 K – K2, K(t1 = 1) = –λн.(8)

Опpеäеëиì тип pеøения поëу÷енной не÷еткой
на÷аëüной заäа÷и. Дëя этоãо нахоäиì pеøение со-
ответствуþщей ÷еткой на÷аëüной заäа÷и

 = 2T –1K – K2, K(1) = –λ ⇒

⇒ –∫(K2 – 2T–1K)–1dt∫dt ⇒ K = 2T–1(1 – c )–1,

ãäе c — константа интеãpиpования, опpеäеëяеìая
из на÷аëüных усëовий:

–λ = 2T –1(1 – c )–1 ⇒

⇒ c =  + 2T –1λ–1 .

В pезуëüтате поëу÷иì:

K = g(t, T, λ) =

= 2T –1 .

Дëя иссëеäования типов pеøений (8) необхоäи-
ìо опpеäеëение знаков сëеäуþщих функöий [11]:

(t, K, T, λ); (t, T, λ). Вы÷исëения äаþт:

= (2T–1K – K2) = 

 = ab > 0,

ãäе a = –2T–1(1 – c(λ) )–2, b = –2T–1 λ–2. 

В pезуëüтате иìееì сëеäуþщие ваpианты суще-
ствования не÷етких pеøений (8): 
ваpиант 1, коãäа K(t) l T–1, тоãäа  > 0,  > 0
и существует BF pеøение (8);
ваpиант 2, коãäа K(t) < T–1, тоãäа  m 0,  > 0
и не существует BF pеøение (8), но существует
еãо SS.
Пустü K(t) < T –1, тоãäа иìееì:

(t) = ( K(t, r), K(t, r)| r ∈ [0; 1]). 

Не÷еткое BF оптиìаëüное упpавëение буäет pавно:

(t, х) = Q–1•B т• (t)  =

= ( u(t, r), u(t, r)|r ∈ [0; 1]).

Пpи K(t) l T –1 иìееì:

 ⇔

⇔

ãäе Tн = (T(r)|T | (r)); λн = (λ(r)|λ| (r)), r ∈ [0; 1] —
не÷еткие тpеуãоëüные ÷исëа. Из pеøения систеìы

поëу÷иì K, , поэтоìу (t) буäет pавно

(t) = (K(t, r), |r ∈ [0; 1])

и не÷еткое S оптиìаëüное упpавëение буäет pавно

(t, x) = Q–1•B т• (t)  =

= (u(t, r), (t, r)|r ∈ [0; 1]).

Заключение

Не÷еткие уpавнения втоpоãо поpяäка эëëипти-
÷ескоãо, ãипеpбоëи÷ескоãо, паpабоëи÷ескоãо типов
pеøаþтся ÷исëенныìи ìетоäаìи [13, 14]. В этоì
сëу÷ае уäается избежатü пpеäставëения не÷етких
pеøений в виäе pазëи÷ных типов pяäов, ÷то в ÷ис-
ëенной фоpìе эквиваëентно пpеäставëениþ их ко-
не÷ныìи не÷еткиìи суììаìи.
Даþтся базовые опpеäеëения теоpии не÷етких

ìножеств: функöия пpинаäëежностей; не÷еткое
тpеуãоëüное ÷исëо; не÷еткое отобpажение; не÷еткие
пpоизвоäные; не÷еткая на÷аëüная заäа÷а.

Pассìатpиваþтся не÷еткие уpавнения в ÷астных
пpоизвоäных пеpвоãо и втоpоãо поpяäков. В пеpвоì
сëу÷ае испоëüзуется ìетоä Лаãpанжа, котоpый, как
известно, эквиваëентен pеøениþ не÷етких обык-
новенных уpавнений, ÷то пpивоäит к поëу÷ениþ
BFS (Buckley-Feuring solution) и SS(Seikkala solution)
äëя уpавнений в ÷астных пpоизвоäных пеpвоãо по-
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pяäка. Дëя втоpоãо сëу÷ая pассìатpиваþтся эëеìен-
таpные уpавнения, äëя котоpых поëу÷аþт BFS и SS.
Пpивоäятся пpостейøие пpиìеpы поëу÷ения

BFS и SS äëя не÷етких уpавнений в ÷астных пpо-
извоäных пеpвоãо и втоpоãо поpяäков.

Pассìотpена заäа÷а синтеза не÷еткоãо опти-
ìаëüноãо pеãуëятоpа в виäе BF и S типов. 
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Provides an overview on the use of partial differential equations in optimal control problems, it is noted that they are used in the me-
thods of Bellman and Krasovsky Second-order equations are presented in the form of two classes: Elementary and equations whose so-
lutions are represented as different functional series. These equations have different coefficients, which are represented as fuzzy variables.
In this connection, is formed and solved one-point boundary value problem on the synthesis of fuzzy optimal control method Bellman.

Next article provides basic definitions and notation of the theory of fuzzy sets, which are used for solving the fuzzy-point problem.
These include the notions of membership functions; types of fuzzy numbers; fuzzy function; types of fuzzy derivatives; types of fuzzy
initial value problems and algorithms for their solution.

Solved fuzzy partial differential equations of the first order and second-order elementary, then we solve the problem of synthesis
of fuzzy optimal linear regulator. In accordance with the types of solutions of the initial problem of fuzzy controllers are synthesized
BF (Buckley-Feuring) and S (Seikkala) types.

It is noted that the fuzzy equation of elliptic, hyperbolic and parabolic types are solved by numerical methods. This avoids making
the fuzzy representation in the form of various types of rows.

The article ends with conclusions. A reference contains 15 sources. 4 of them are foreign-source.
Keywords: fuzzy systems, fuzzy partial differential equations, fuzzy regulators BF (Buckley-Feuring), fuzzy regulator S (Seikkala)


