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Сравнительный анализ комбинаций метода ветвей и границ 
с метаэвристическими алгоритмами для решения

асимметричной задачи коммивояжера1

Алгоритм, реализующий метод ветвей и границ, для решения задачи коммивояжера — один из востребован-
ных точных алгоритмов ее решения. Метаэвристические алгоритмы решения этой задачи не гарантируют по-
лучения точного решения, но работают "быстро". Для сокращения числа вершин порожденного дерева решений 
в методе ветвей и границ можно использовать решение, полученное метаэвристическим алгоритмом. За счет 
выбора метаэвристического алгоритма и его комбинации с методом ветвей и границ можно получить выигрыш 
во времени получения точного решения. Такой выбор необходимо подтверждать экспериментальными данными 
о временной эффективности программной реализации такого комбинированного алгоритма. В данной статье 
рассматриваются некоторые метаэвристические алгоритмы и комбинация таких алгоритмов с классической 
реализацией метода ветвей и границ для решения асимметричной задачи коммивояжера. Приводятся данные 
экспериментального исследования среднего времени получения точного решения для диапазона размерности за-
дачи от 30 до 45 и даются рекомендации по выбору метаэвристического алгоритма.

Ключевые слова: задача коммивояжера, метод ветвей и границ, предвычисленный тур, сложность индиви-
дуальной задачи, комбинированные алгоритмы, метаэвристические алгоритмы

Введение

В  современном мире промедление в секун-
ду или даже долю секунды может стоить мил-
лионы рублей. Заинтересованному лицу важно 
получить точный ответ на вопрос в кратчай-
шие сроки. Но, к сожалению, даже при ны-
нешних вычислительных мощностях многие 
задачи не могут быть решены точно за при-
емлемое время.

1Работа выполнена при поддержке гранта
РФФИ 18-07-00656.

Задача коммивояжера является одной из та-
ких задач. Целый ряд практических постано-
вок в области бизнеса и логистики сводится 
к классической задаче коммивояжера. Она за-
ключается в поиске гамильтонова цикла с ми-
нимальной стоимостью в полном асимметрич-
ном графе. Одним из самых известных точных 
алгоритмов решения задачи коммивояжера яв-
ляется алгоритм метода ветвей и границ, пред-
ложенный Дж. Литл, К. Мурти, Д. Суини и
К. Кэрол в 1963 г. [1]. Однако данный алгоритм 
имеет экспоненциальную временную слож-
ность по размерности задачи (числу вершин 
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в графе), и, как результат, ряд прикладных за-
дач большой размерности не может быть точно 
решен этим методом за время, приемлемое для 
лица, принимающего решение.

Вместе с тем существует ряд алгоритмов, ко-
торые не гарантируют нахождение оптимально-
го решения, но позволяют находить достаточно 
"хорошие" решения за приемлемое с практи-
ческой точки зрения время. Такие алгоритмы 
принято называть "метаэвристическими алго-
ритмами". В данной статье представлено срав-
нение типичных представителей различных ка-
тегорий метаэвристических алгоритмов. Кроме 
того, наличие метаэвристических алгоритмов 
решения задачи коммивояжера не означает от-
каза от возможности получения точных реше-
ний этой задачи. Различные идеи, например, 
использование дополнительной памяти [2], по-
зволяют сократить время решения задачи, но 
этого явно недостаточно. В данной статье ис-
следуется подход, при котором для сокращения 
времени решения задачи коммивояжера пред-
лагается сократить поисковое дерево решений 
с помощью тура коммивояжера (назовем этот 
тур предвычисленным), полученного до нача-
ла работы метода ветвей и границ некоторым 
метаэвристическим алгоритмом. Отметим, что 
есть смысл использовать только такой метаэв-
ристический алгоритм, который обеспечит не 
только существенное сокращение поискового 
дерева решений, а следовательно, и сокраще-
ние времени работы метода ветвей и границ, но 
и сокращение суммарного времени решения, 
включающего в себя и время выполнения про-
граммной реализации самого метаэвристиче-
ского алгоритма.

Задача коммивояжера.
Терминология и обозначения

Для однозначности понимания изложения 
приведем используемую далее терминологию и 
обозначения, связанные с задачей коммивоя-
жера. Асимметричная задача коммивояжера — 
это задача нахождения гамильтонова цикла 
минимального веса в полном взвешенном ори-
ентированном графе без собственных петель.

Полный взвешенный ориентированный 
граф с n вершинами задается взвешенной ма-
трицей смежности A размерности n, элементы 
которой определяют веса дуг между вершина-
ми полного графа. Собственные петли запре-
щаются специальными значениями на главной 
диагонали матрицы.

В данной работе будет использоваться тер-
минология, принятая для задачи коммивояже-
ра. Гамильтонов цикл в полном графе называ-
ется туром, тогда задача коммивояжера заклю-
чается в нахождении тура минимального веса. 
Матрица смежности A называется матрицей 
стоимостей, поскольку в содержательной по-
становке задачи коммивояжера веса дуг интер-
претируются как стоимости проезда между го-
родами. Число вершин графа n, определяющее 
размерность матрицы стоимостей, называется 
размерностью задачи коммивояжера. В статье 
далее рассматривается асимметричная задача 
коммивояжера, которая представляет собой 
наиболее общую и вычислительно трудную 
постановку задачи.

Очевидно, что начальная вершина тура мо-
жет быть выбрана произвольно. Таким обра-
зом, множество всех возможных туров опре-
деляется всеми возможными перестановками 
остальных вершин и имеет мощность (n – 1)!.

Под термином индивидуальная задача будем 
понимать конкретный экземпляр задачи ком-
мивояжера — это задача, заданная конкретной 
матрицей стоимостей A размерности n.

Одним из точных алгоритмов решения за-
дачи коммивояжера является классический 
алгоритм [1], реализующий метод ветвей и 
границ. Идея метода ветвей и границ состо-
ит в том, чтобы разделить текущее множество 
туров на два множества: одно, которое, весьма 
вероятно, содержит оптимальный тур, и дру-
гое, которое, вероятно, этого тура не содержит.

Опираясь на работу Д. Э. Кнута [3], под 
сложностью индивидуальной задачи коммиво-
яжера, заданной матрицей A, будем понимать 
c(A) — число порожденных алгоритмом ветвей 
и границ вершин поискового дерева решений. 
Исследование сложности индивидуальной за-
дачи коммивояжера позволяет абстрагировать-
ся от конкретной реализации алгоритма мето-
да ветвей и границ и программно-аппаратных 
особенностей компьютера, на котором экспе-
риментально исследуются задача коммивояже-
ра и алгоритмы ее решения.

Постановка задачи

В классическом методе ветвей и границ для 
решения задачи коммивояжера предполагает-
ся, что невозможно начать отсекать поддеревья 
поискового дерева решений до тех пор, пока 
мы не найдем какой-либо тур. Ввиду особен-
ности задачи дерево решений может серьезно 
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разрастись, пока первый тур не будет найден. 
Использование предвычисленного (метаэври-
стическим алгоритмом) тура (известного до 
начала работы метода ветвей и границ) может 
сократить размеры дерева решений, т. е. слож-
ность индивидуальной задачи. Такой комби-
нированный подход может при хороших зна-
чениях предвычисленного тура:
 � уменьшить время расчета оптимального 

тура, потому что отсекается необходимость 
создавать неперспективные узлы дерева ре-
шений и посещать их;

 � уменьшить объем выделенной памяти, по-
скольку пропадает необходимость хранить 
неперспективные узлы дерева.
Таким образом, данный подход направлен 

на сокращение и времени расчета и объема 
требуемой памяти. Однако при его реализации 
возникают несколько вопросов. Очевидно, что 
чем ближе стоимость предвычисленного тура 
к точному решению, тем меньше времени по-
требуется для нахождения оптимального ре-
шения. Вместе с тем, предвычисленный тур 
должен быть найден достаточно быстро. Это 
значит, что время, затраченное на работу клас-
сического метода ветвей и границ, по крайней 
мере, должно быть не больше, чем суммарное 
время работы метаэвристического алгоритма и 
алгоритма метода ветвей и границ с предвы-
численным туром. Другими словами, исполь-
зование предвычисленного тура должно быть 
оправданным и рациональным.

На основе этих рассуждений сформулируем 
постановку задачи экспериментального иссле-
дования: определить, оправдано ли использо-
вание различных метаэвристических алгорит-
мов для расчета предвычисленного тура.

Эвристические алгоритмы получения 
предвычисленного тура

Эвристические алгоритмы — это алгорит-
мы, которые не гарантируют нахождение точ-
ного решения, однако решения, найденные 
этими алгоритмами, в определенной мере 
близки к оптимальным и при этом работают за 
"приемлемое" время [15]. В отличие от точных 
алгоритмов эвристические алгоритмы обычно 
достаточно просты в реализации и работают 
быстрее. Все множество эвристических алго-
ритмов можно разделить на три типа:
 � жадные [4];
 � роевые [5—7];
 � улучшающие решения [8, 9].

Кроме того, существует множество различ-
ных алгоритмов, которые предназначены для 
решения частных случаев задачи (например, 
для решения метрической задачи коммивоя-
жера [10]).

Жадный алгоритм является одним из самых 
простых в реализации и понимании принци-
па работы. Он основывается на выборе самого 
дешевого перехода между городами последова-
тельно для каждого города, начиная с первого 
и заканчивая n-м, запрещая возможные под-
циклы. Нет никаких сомнений, что этот ал-
горитм не гарантирует точное решение задачи 
коммивояжера, более того, тур, полученный 
с помощью жадного алгоритма, может быть 
очень далек от оптимального. В то же время 
он работает достаточно быстро (O(n2) в худшем 
случае).

Классическим представителем роевых алго-
ритмов является муравьиный алгоритм. Мура-
вьиный алгоритм для задачи коммивоя жера был 
предложен коллективом авторов во главе с Мар-
ко Дориго в 1991 г. [5]. Он заключается в эмуля-
ции поведения муравьиной колонии. Его точ-
ность зависит от следующих параметров:
 � время жизни колонии;
 � число муравьев;
 � начальное расположение муравьев;
 � начальное количество феромона;
 � объем выделенного феромона;
 � коэффициент испарения;
 � число элитных муравьев.

С детальным описанием алгоритма можно 
ознакомиться в работе [11], общая схема рабо-
ты представлена ниже:

1. Ввод матрицы расстояний D.
2. Инициализация параметров алгоритма — 

α, β, e, Q.
3. Инициализация ребер — присвоение види-

мости ηij и начальной концентрации феромона.
4. Размещение муравьев в случайно выбран-

ные города без совпадений.
5. Выбор начального кратчайшего маршрута.
6. Цикл по времени жизни колонии max1, .t t=
Что касается алгоритмов, улучшающих 

решения, то в 1973 г. Ш. Лин и Б. Керниган 
представили эффективный эвристический ал-
горитм для задачи коммивояжера (алгоритм 
Лина—Кернигана) [12]. Он основан на идее 
итерационного улучшения случайно получен-
ного тура. Как показали экспериментальные 
результаты, этот алгоритм достаточно часто 
находит даже глобально оптимальные реше-
ния. В то же время сложность алгоритма со-
ставляет приблизительно O(n2,2) [12].
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Позднее, в 2000 г. К. Хелсгаун предложил 
модифицированную реализацию упомянутого 
алгоритма (алгоритм Лина—Кернигана—Хел-
сгауна) [13]. Этот алгоритм достаточно часто 
находит оптимальное решение за приемлемое 
время даже для задач большой размерности.

Рассмотренные алгоритмы спроектирова-
ны для решения симметричной задачи ком-
мивояжера. Однако с использованием метода 
трансформации, предложенного в работе [14], 
любая несимметричная задача коммивояже-
ра (размерности n) может быть преобразована 
в симметричную задачу коммивояжера (раз-
мерности 2n). К сожалению, эта трансформа-
ция также влияет на время решения несим-
метричной задачи коммивояжера алгоритмом 
Лина—Кернигана—Хелсгауна.

Основная идея алгоритма Лина—Кернига-
на—Хелсгауна заключается в том, чтобы най-
ти некоторое допустимое решение, после чего 
выделить два множества дуг, таких что если 
все дуги первого множества удалить из най-
денного тура и заменить их дугами из второго 
множества, то результатом будет тур, который 
лучше (дешевле) предыдущего. Процесс пере-
носа дуг повторяется до тех пор, пока не ста-
нет невозможно сформировать такие два мно-
жества дуг. Все ограничения на множества дуг 
и особенности их выбора подробно описаны 
в работе [13].

Эффективность алгоритма Лина—Кернига-
на—Хелсгауна достигается, в первую очередь, 
за счет эффективной стратегии поиска мно-
жеств дуг, описанных выше. Поиск построен 
на основе ограничения перемещений, которые 
определяются множеством возможных канди-
датов [13].

Автором работы [15] предпринята попытка 
разработать алгоритм, который будет нахо-
дить оптимальные или очень близкие к опти-
мальным решения достаточно быстро. Однако 
при этом не уделено внимание вопросу слож-
ности реализации, в результате чего послед-
няя программная реализация, представлен-
ная автором, занимает порядка 10 000 строк 
исходного кода [15].

Экспериментальный анализ

Эксперименты проводили на стационарном 
компьютере со следующими характеристиками:
 � процессор: Intel i7 3770K 3800 MHz;
 � оперативная память: Kingston KHX1600C9D3P1 

16 Гбайт;

 � материнская плата: ASRock Fatal1ty Z370 
Gaming K6;

 � операционная система: GIGABYTE
GA-Z77X-D3H.
Для минимизации шумов операционной си-

стемы фоновые процессы, которые не нужны 
для исследования, были отключены, а также 
отсутствовал графический пользовательский 
интерфейс, а управление операционной систе-
мой осуществлялось посредством командной 
строки.

Алгоритмы реализованы на языке С++ и 
скомпилированы в исполняемый файл с по-
мощью компилятора: gcc 4.8.5 20150623.

Для экспериментального анализа были сге-
нерированы несимметричные задачи комми-
вояжера для размерностей от 30 до 45. Объ-
ем выборки для каждой размерности составил 
100 000 индивидуальных задач. Веса дуг асим-
метричных матриц сгенерированы равномер-
ным случайным генератором случайных чисел 
в диапазоне [1, 106).

В таблице представлено усредненное по экс-
периментальной выборке время работы алго-
ритмов в микросекундах. В таблице приняты 
следующие обозначения:
 � ARS — классический алгоритм, реализую-

щий метод ветвей и границ;
 � ARSgreedy — алгоритм, реализующий метод 

ветвей и границ с расчетом предвычислен-
ного тура с помощью жадного алгоритма;

 � ARSant_k — алгоритм, реализующий метод 
ветвей и границ с расчетом предвычислен-
ного тура с помощью муравьиного алгорит-
ма, параметр k — время жизни колонии, 
были исследованы три варианта со време-
нем жизни колонии 2n, n, n/2, где n — раз-
мерность задачи;

 � ARSLKH — алгоритм, реализующий метод 
ветвей и границ с расчетом предвычислен-
ного тура с помощью алгоритма Лина—Кер-
нигана—Хелсгауна.
На основе полученных экспериментальных 

результатов можно прийти к заключению, 
что предвычисленный тур, полученный с по-
мощью жадного алгоритма, не оказывает су-
щественного влияния на время работы клас-
сического алгоритма. Использование мура-
вьиного алгоритма в качестве алгоритма для 
расчета предвычисленного тура является не-
рациональным выбором для всех исследован-
ных размерностей задачи. С ростом размера
задачи алгоритм Лина—Кернигана—Хелс-
гауна демонстрирует увеличение влияния 
предвычисленного тура на сокращение сум-
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марного времени точного решения задачи 
коммивояжера.

Заключение

Таким образом, на основании полученных 
экспериментальных результатов можно сде-
лать следующие выводы:
 � предвычисленные туры, полученные с по-

мощью жадного алгоритма и муравьиного 
эвристического алгоритма, не представляют 
в рамках изучаемой задачи практической 
ценности, поскольку суммарное время ра-
боты метода ветвей и границ и таких эв-
ристических алгоритмов больше, чем время 
работы "чистого" метода ветвей и границ;

 � по полученным экспериментальным данным, 
начиная c n = 43, комбинация алгоритма ме-
тода ветвей и границ с алгоритмом Лина—
Кернигана—Хелсгауна работает быстрее, чем 
классический алгоритм метода ветвей и гра-
ниц для асимметричной задачи коммивояже-
ра, по крайней мере, по оценке в среднем.
Авторы видят дальнейшее развитие иссле-

дования в более детальном анализе распреде-
ления значений времени работ программных 
реализаций исследованных алгоритмов.
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The algorithm that implements the Branch and Bound method for solving the Traveling Salesman Problem is one of the 
common exact algorithms for solving it. Metaheuristic algorithms for solving this problem do not guarantee obtaining an exact 
solution, however they work "quickly". In order to reduce the nodes number of the generated decision tree in the Branch and 
Bo und method, you can use the solution obtained by the metaheuristic algorithm. By choosing a metaheuristic algorithm and 
its combination with the Branch and Bound method, it is possible to gain time for obtaining an exact solution. Such a choice 
must be confirmed by experimental data on the time efficiency of the software implementation of such a combined algorithm. 
This article discusses some metaheuristic algorithms and a combination of such algorithms with the classical implementation 
of the Branch and Bound method for solving the asymmetric Traveling Salesman Problem. The data of an experimental study 
of the average time of obtaining an exact solution for the range of the dimension of the problem from 30 to 45 are given, and 
recommendations are given on the choice of a metaheuristic algorithm.

Keywords: asymmetric Traveling Salesman Problem, branch and bound method, precomputed tour, complexity of the 
individual problem, combined algorithm, metaheuristic algorithm


