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МОДЕЛИРОВАНИЕМОДЕЛИРОВАНИЕ
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УДК 681.5.09 DOI: 10.17587/it.25.195-204

В. И. Левин, д-р техн. наук, проф., e-mail: vilevin@mail.ru,
Пензенский государственный технологический университет

Непрерывная логика и анализ надежности сложных систем. 
Математический аппарат

ные модели и методы позволяют анализиро-
вать надежность в принципе любых систем 
в аналитической форме, что имеет большое 
теоретическое и практическое значение. Затем 
эти модели и методы были усовершенствова-
ны в работах [10, 11]. Но попытки непосред-
ственного применения предложенного подхо-
да к сложным системам, у которых логические 
схемы-модели сложны, а их входные процес-
сы имеют большое число последовательных 
изменений сигнала (что является следствием 
многоразового восстановления блоков систе-
мы), наталкиваются на очень большие трудно-
сти. Эти трудности обусловлены необозримо-
стью получаемых аналитических выражений и 
большой сложностью их вычисления. В связи 
с этим в настоящей работе предложен другой 
подход к анализу надежности сложных систем, 

Введение

Имеется огромное число публикаций по 
классической вероятностной теории надежно-
сти [1—4] и значительно меньше — по пост-
классической, детерминистской теории на-
дежности. Начало последней было положено 
работами автора [5—7], в которых была откры-
та возможность моделирования надежностных 
процессов автоматно-логическими методами. 
Затем последовали различные реализации 
этой возможности.

В работах [8, 9] были предложены автомат-
но-логические модели и методы анализа на-
дежности технических систем, основанные 
на математическом аппарате двузначной (бу-
левой) и бесконечнозначной (непрерывной) 
логики (НЛ). Было показано, что предложен-

Обсуждается разработка автоматно-логической модели надежности сложных технических систем и соот-
ветствующих логических методов оценки надежности таких систем, которые в отличие от известных исполь-
зуют не традиционные вероятностные показатели надежности, а детерминированные логические показатели. 
Предложено использовать в качестве исходных данных наблюдаемые моменты последовательных отказов и вос-
становлений элементов технической системы, а в качестве характеристик надежности самой системы — мо-
менты последовательных отказов и восстановлений системы. В этом случае задача оценки надежности систе-
мы сводится к построению ее математической модели в виде автоматных логических функций, выражающих 
моменты ее последовательных отказов и восстановлений через аналогичные моменты всех ее элементов. Данная 
статья представляет собой первую часть работы, в которой детально разрабатывается автоматно-логическая 
модель, предназначенная для вычисления логической функции надежности сложных технических систем. Новизна 
работы заключается в построении адекватной логической модели надежности сложной системы, позволяющей 
свести оценку надежности сложной технической системы к вычислению ее логических функций надежности. 
В процессе вычислений впервые используется математический аппарат логических определителей, что и позво-
ляет решить проблему сложности. В статье детально разработаны логическая модель надежности и методы 
ее исследования, позволяющие вводить новые показатели надежности сложных технических систем, не требу-
ющие для своей оценки использования вероятностных методов и исходных статистических данных об отказах 
элементов. На основе разработанной логической модели надежности и методах ее исследования решена задача 
построения автоматной модели надежности систем, которая позволит вести практические расчеты сложных 
технических систем методами теории динамических автоматов с помощью аппарата логических определителей.

Ключевые слова: сложная система, переключательный процесс, надежностный процесс, динамический ав-
томат, двоичный оператор, структура оператора, логическая теория надежности
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основанный на математическом аппарате ло-
гических определителей (ЛО), вводимых как 
числовые характеристики некоторых квазима-
триц, вычисляемые по соответствующим фор-
мулам алгебры НЛ [12, 13]. В целом квазима-
трицы и ЛО в рассматриваемой нами области 
играют ту же роль параметров укрупненного 
(блочного) описания изучаемых, существенно 
нелинейных систем, что и обычные матрицы 
и определители в области линейных систем,
т. е. способствуют лучшей обозримости и вы-
числимости различных характеристик изучае-
мых технических систем. В нашем случае это 
характеристики надежности.

Настоящая работа содержит математиче-
ский аппарат логических определителей и дру-
гие математические заготовки, необходимые 
для исследования надежности сложных систем 
(типовые модели, методы и т. д.). Этот матери-
ал частично публиковался ранее [12, 13]. Для 
настоящей статьи его изложение усовершен-
ствовано. В отдельной статье будет подробно 
изложена собственно методика исследования 
надежности сложных систем с помощью ука-
занной математики. Работа в целом может рас-
сматриваться как минимонография по логиче-
ской теории надежности сложных систем, под-
робно описывающая нетрадиционный подход 
к изучению надежности таких систем.

Предлагаемый в работе подход нацелен на 
исследование надежности сложных систем и 
не имеет аналогов как в классической литера-
туре по надежности, так и в современной ли-
тературе [1—4, 14—24].

1. Порядковая логика и логические определители

1. Рассмотрим множество X = {x1, ..., xn} из n 
элементов xi, xi ∈ [A, B], и расположим элемен-
ты в порядке неубывания:

 x(1) m x(2) m ... m x(n), x(r) ∈ X. (1.1)

Введем над множеством X операцию вы-
деления произвольного порядкового элемента 
x(r) этого множества (r-операцию):

 y ≡ f  (r) (x1, ..., xn) = x(r), r = 1, ..., n. (1.2)

Здесь r называется рангом операции. Лег-
ко видеть, что r-операция обобщает операции 
конъюнкции ∧ = min и дизъюнкции ∨ = max 
непрерывной логики (НЛ), переходя в них соот-
ветственно при r = 1 и r = n. Результатом r-опе-
рации над элементами множества является один
из элементов этого же множества. Назовем 

произвольную функцию, аргументы которой
x1, ..., xn взяты из множества X и которая пред-
ставляется в виде суперпозиции r-операций над 
X с различными значениями ранга r, функцией 
порядковой логики. Простейший пример такой 
функции — сама r-функция (1.2). Более слож-
ный пример — функция y = f  (2)[f  (2)(x1, x2, x3), 
f  (3)(x1, x2, x3, x4)]. Любая функция порядковой 
логики y = f(x1, ..., xn) на любом наборе аргу-
ментов (x1, ..., xn) принимает значение одного из 
аргументов. Это связано с тем, что r-операции, 
суперпозицией которых является выражение y, 
всегда имеют своим результатом одну из пере-
менных, участвующих в операциях.

Задать функцию порядковой логики y =
= f(x1, ..., xn) можно, перечислив все n! вариан-
тов упорядочения аргументов x1, ..., xn и указав 
для каждого варианта аргумент xi, значение 
которого принимает функция. Такое задание 
функции порядковой логики есть частный 
случай первичного задания любой функции 
непрерывной логики. Поэтому от такого пер-
вичного задания функции порядковой логики 
можно перейти к ее аналитическому представ-
лению с помощью суперпозиции операций 
НЛ — конъюнкции и дизъюнкции (отрицание 
здесь не участвует, так как r-операция всегда 
имеет своим результатом значение одной из 
переменных, но не ее отрицания). Методика 
перехода та же, что и для функций НЛ.

Пример 1. Функция порядковой логики
y = f  (2)(x1, x2, x3) — медиана — задана табли-
цей. Требуется найти ее представление с помо-
щью НЛ.

Задание функции-медианы y = f  (2)(x1, x2, x3) 

Упорядочение 
аргументов

Значение 
функции

Упорядочение 
аргументов

Значение 
функции

x1 m x2 m x3 x2 x2 m x3 m x1 x3

x1 m x3 m x2 x3 x3 m x1 m x2 x1

x2 m x1 m x3 x1 x3 m x2 m x1 x2

Согласно таблице искомую функцию мож-
но представить так:

 
1 2 1 3 3 1 2

2 1 2 3 3 2 1

3 1 3 2 2 3 1

при или ;

при или ;

пр

  

и ил

  

 .  и

x x x x x x x

x x x x x x xy

x x x x x x x

⎧
⎪= ⎨
⎪
⎩

m m m m
m m m m

m m m m

Объединим с помощью конъюнкции НЛ 
первую строку при втором условии со второй 
строкой при втором условии, первую строку 
при первом условии с третьей строкой при вто-
ром условии и вторую строку при первом ус-
ловии с третьей строкой при первом условии:
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1 2 1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 3 1 3 2

1 3 1 2 2 3

2 3 2 3 1

2 3 1 2 1 3

 

(т. е. при , )

 

(т. е. при , )

 

(т. е. пр

при 

;

при

и 

 

;

при 

., )

x x x x x

x x x x x x

x x x x x
y

x x x x x x

x x x x x

x x x x x x

⎧
⎪
⎪
⎪⎪= ⎨
⎪
⎪
⎪
⎪⎩

l

l

l

l

l

l

Объединяя теперь три строки в одну с по-
мощью операции дизъюнкции НЛ, получаем 
искомое представление: y = x1x2 ∨ x1x3 ∨ x2x3.

Из сказанного следует, что функции по-
рядковой логики — отдельный класс функций 
НЛ. Поэтому выражения функций порядковой 
логики можно подвергать эквивалентным пре-
образованиям (в целях их упрощения) с помо-
щью законов НЛ. Однако некоторые законы 
присущи лишь порядковой логике:
 � тавтология

 f  (r)(x, ..., x) = x; (1.3)

 � переместительный

 
1

( ) ( )
1( , ..., ) ( , ..., )

n

r r
n i if x x f x x=  (1.4)

(здесь 
1
, ...,

ni ix x  — любая перестановка аргу-
ментов x1, ..., xn);
 � распределительный

 
1 2( ) ( )( )

1 1

( ) ( )
1 1

[ ( , ..., ), ( , ..., ), ...

..., ( , ..., )] ( , ..., )p r

q qr
n n

q q
n n

f x x x x

x x x x

ϕ ϕ

ϕ = ϕ
 (1.5)

(здесь q1 < q2 < ... < qp; 1 m r m p)
и его частные случаи

 

1

1

( )
1 1

1

( )
1 1

1

( , ..., ) ( , ..., );

( , ..., ) ( , ..., ).

n

i
ii

n

i
ii

rn
r

n n
i

rn
r

n n
i

f x x f x x

f x x f x x

=

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

=

∧
=

∨
=

∧

∨
. (1.6)

С помощью этих законов можно преобра-
зовывать представления функций порядковой 
логики, не являющиеся выражениями НЛ.

2. Рассмотрим множество Xq, состоящее из
q непересекающихся подмножеств 1( , ..., ),

ii imx x  
i = 1, ..., q, с элементами xij ∈ [A, B], упорядо-
ченными согласно условию

 1 2 ... ,
ii i imx x xm m m  i = 1, ..., q. (1.7)

Число элементов этого множества 
1

.
q

i
i

n m
=

= ∑  

Множество Xq частично упорядоченное; его 
удобно записывать в виде квазиматрицы q-го 
порядка со строками — упорядоченными под-
множествами

 
11 1

1

...
,

...
i

q

m

q ij
q qm

x x
x

x x
= =X

 i = 1, ..., q; j = 1, ..., mi. (1.8)
Квазиматрица (1.8) отличается от обыч-

ной матрицы неодинаковым числом элементов 
в различных строках и упорядоченностью эле-
ментов в строках согласно (1.7). Рассмотренное 
выше неупорядоченное множество X = (x1, ..., xn)
есть частный случай множества (1.8) при n стро-
ках из одного элемента каждая. Поэтому не-
упорядоченное множество X можно записать 
в следующем виде матрицы-столбца:

 
1

.n
n

x

x
=X  (1.9)

В другом частном случае, когда множество 
Xq полностью упорядочено, оно содержит лишь 
одно упорядоченное подмножество (одну стро-
ку в (1.8)). В этом случае матричная запись 
множества Xq имеет вид матрицы-строки:

 Xn = ||x1, ..., xn||. (1.10)

Для частично упорядоченного множества 
Xq, заданного своей квазиматрицей (1.8), как 
и для упорядоченного множества X, вводится 
r-операция (1.2) в виде функции

 ( ) ( )
11( , ..., ) , 1, ..., ,

q

r r
qmy f x x x r n≡ = =  (1.11)

выделяющей нужный порядковый элемент 
x(r) из Xq. Эта функция называется логическим 
определителем (ЛО) r-го ранга q-го порядка от 
квазиматрицы Xq = ||xij|| и обозначается

 

( )
11 1 ( )

1

...
,

...
i

q

r
m rr

q ij
q qm

x x
X x

x x
= =  r = 1, ..., n. (1.12)

Специально отметим частные случаи — 
определитель-столбец

 
( )

1
,

r
r
n

n

x
X

x
=  r = 1, ..., n, (1.13)

соответствующий матрице-столбцу (1.9) и со-
впадающий с обычной r-функцией вида (1.2), 
и определитель-строку

 ( )
1 1| , ..., | , , 1, ...,r r

n rX x x r nx = ==  (1.14)

соответствующий матрице-строке (1.10). Логи-
ческий определитель r

qX  от квазиматрицы Xq 
является числовой характеристикой этой ква-
зиматрицы, так же как обычный определитель 
(детерминант) есть характеристика квадрат-
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ной матрицы. Формально ЛО — это обобщение
обычной r-функции (1.2) на случай частично 
упорядоченного множества аргументов, сохра-
няющее все основные черты r-функции. Так, 
любой ЛО ( )| |r r

q ijX x=  на любом наборе эле-
ментов 11, ...,

qqmx x  принимает значение одного 
из элементов. Далее, любая функция, аргумен-
ты которой являются элементами 11, ...,

qqmx x  
квазиматрицы Xq и которая представлена в виде 
суперпозиции ЛО r

qX  различных рангов r от 
Xq, есть функция порядковой логики. Так что 
ЛО и суперпозицию ЛО можно задать, указав 
для каждого варианта упорядочения элементов 

11, ...,
qqmx x  элемент xij, значение которого при-

нимает функция. От такого задания ЛО можно 
перейти к их аналитическому представлению 
с помощью операций НЛ (пример 1). Значит, 
ЛО и их суперпозиции образуют специальный 
класс функций НЛ. Их можно подвергать эк-
вивалентным преобразованиям с помощью за-
конов НЛ и порядковой логики (1.3)—(1.6).

2. Свойства логических определителей

Свойство 1. ЛО является монотонно неубы-
вающей функцией ранга

 ,r p
q qX Xl  если r > p. (2.1)

Свойство 2. Перестановка любых двух строк 
ЛО r

qX  не меняет его значения.
Доказательства свойств 1, 2 вытекают из 

определения r
qX .

Свойство 3. Общее для всех элементов опре-
делителя слагаемое можно вынести за знак ЛО:

 |xij + c|(r) = |xij|
(r) + c. (2.2)

Доказательство: прибавление общего сла-
гаемого ко всем элементам xij не меняет их вза-
имной упорядоченности согласно (1.7).

Свойство 4. Общий для всех элементов 
дизъюнктивный (конъюнктивный) член мож-
но вынести за знак ЛО:

 |xij ∨ c|(r) = |xij|
(r) ∨ c; |xij ∧ c|(r) = |xij|

(r) ∧ c. (2.3)

Доказательство следует из того, что введе-
ние общего для всех элементов дизъюнктив-
ного (конъюнктивного) члена c не меняет вза-
имной упорядоченности элементов, а лишь 
приводит к замене на c тех из них, которые 
вначале были меньше (больше) c.

Свойство 5. Общий для всех элементов со-
множитель c можно вынести за знак ЛО с со-
хранением первоначального ранга r, если c > 0,

и с заменой его на дополнительный ранг
n – r + 1 при c < 0:

 

( )
( )

( )1

, 0;

, 0.

r
ijr

ij n r
ij

c c
c

c

x

c
x

x
− +

⎧ >⎪= ⎨
⎪ <⎩

 (2.4)

Доказательство: в случае c > 0 упорядочен-
ность значений xijc и xij (i = 1, ..., q; j = 1, ..., mi) 
одинаковая, а в случае c < 0 — обратная (макси-
мальному xij соответствует минимальное xijc и т. д.).

Свойство 6. Если ( 1, ..., ),
iimc x i q> =  то 

значение ЛО не меняется при добавлении 
к нему справа столбца из элементов c:

 

( )
11 1

1

( )
11 1

1

...

...

...
, 1, ..., ;

...

, 1, ..., .

i

q

i

q

r
m

q qm

r
m

q qm

x x c

x x c

x x
r n

x x

c r n n q

=

⎧
⎪ =⎪= ⎨
⎪
⎪ = + +⎩

 (2.5)

Свойство 7. При добавлении к ЛО столбца 
из c при c < xi1 (i = 1, ..., q) значение ЛО не изме-
нится, если его ранг уменьшить на число строк:

 

( )
11 1

1

( )
11 1

1

...

...

, 1, ..., ;

...
, 1, ..., .

...

i

q

i

q

r
m

q qm

r q
m

q qm

c x x

c x x

c r q

x x
r q q n

x x

−

=

=⎧
⎪⎪= ⎨

= + +⎪
⎪⎩

 (2.6)

Свойство 8. Значение ЛО не меняется при 
исключении элемента ∞ (бесконечность) в кон-
це какой-либо строки:

( )
( ) 11 1

11 1

1
1

...
... , 1, ..., ;

...
...

, 1.

i
i

q
q

r
r m

m

q qm
q qm

x x
x x r n

x x
x x

r n

⎧
∞ ⎪ =⎪= ⎨

⎪
⎪∞ = +⎩

 (2.7)

Свойство 9. Значение ЛО не меняется, если 
из него исключить элемент –∞ в начале какой-
либо строки, а ранг уменьшить на единицу:

 

( )
11 1

1

( 1)
11 1

1

...

...

, 1, ..., ;

...
, 1, ..., .

...

i

q

i

q

r
m

q qm

r
m

q qm

x x

x x

r q

x x
r q q n

x x

−

−∞
=

−∞ =⎧
⎪⎪= ⎨

= + +⎪
⎪⎩

 (2.8)
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Доказательства свойств 6—9 вытекают из 
определения ЛО.

Свойство 10. Значение ЛО не изменится, 
если любую совокупность строк заменить ЛО, 
образованными этой совокупностью и распо-
ложенными в одной строке в порядке возрас-
тания ранга:

 

( )
\ ...

1 2
... ... ...

.
...

r
q i kr

q N
i k i k i k

X
X

X X X
=  (2.9)

Здесь Xq\i...k — квазиматрица, полученная из 
квазиматрицы Xq исключением строк i, ..., k; 

( )

...

p
p
i k

i
X

k
=  — ЛО p-го ранга из строк i, ..., k.

Доказательство: указанная замена означа-
ет совместное упорядочение элементов строк 
i, ..., k и не влияет на значение порядкового 
элемента x(r) множества Xq, а следовательно, и 
на значение r

qX .
Свойство 11. ЛО q-го порядка с двумя оди-

наковыми строками можно представить как 
ЛО (q – 1)-го порядка с различными строками:

 

1

1

1

1

1 1
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11 1

1,1 1,

1,1 1,

( )
11 1

1,1 1,1 1, 1,

...
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q q q m q m

x x

x x

x x

x x

x x x x

−

−

− −

− −

− −

− − − −

=

=

 (2.10)

Доказательство: такая перестановка удов-
летворяет условию упорядоченности элемен-
тов в строках (1.7), т. е. снова дает логический 
определитель, причем не меняет его значения.

Свойство 12. Конечный ЛО можно предста-
вить как бесконечный:

 
1 1

( ) ( )
11 1 11 1

1 1

... ... ...
.

... ... ...
q q

r r
m m

q qm q qm

x x x x

x x x x

∞ ∞
= ∞ ∞  (2.11)

Доказательство данного свойства получает-
ся повторным применением формулы (2.7).

Бесконечности в формуле (2.11) можно за-
менить конечными элементами xik, k > mi, та-
кими чтобы сохранилась упорядоченность (1.7) 
элементов в строках и выполнялись неравен-

ства 
1

, 1, ..., .
i

q

ik im
i

x x i q
=

=∨l

Свойство 13. Значение ЛО r-го ранга не из-
менится, если в любой i-й строке исключить 
элементы xi, r + 1; xi, r + 2...:

 
1 1

( ) ( )
11 1 11 1

1 1

... ...
,

... ...

где .

q q

r r
m r

q qm q qr

i i

x x x x

x x x x

r r m

=

= ∧

 (2.12)

Доказательство: действительно, r-м поряд-
ковым элементом x(r) квазиматрицы Xq может 
быть только один из r первых элементов какой-
либо ее строки.

Свойство 14 (закон тавтологии):

 
( )...

,  1, ..., .
...

rx x
x r n

x x
= =  (2.13)

Доказательство следует из определения ЛО.
Свойство 15 (распределительный закон):
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 (2.14)

Здесь 1 2 ... ,
ii i imp p p< < <  r = 1, 2, ..., n, 

1
.

s

i
i

n m
=

= ∑

Свойство 16 (частный случай распредели-
тельного закона):

 1

1
.

n

i
i i

n pp
q q

i
X X =

∧

=
=∧  (2.15)

Свойство 17 (частный случай распредели-
тельного закона):

 1

1
.

n

i
i i

n pp
q q

i
X X =

∨

=
=∨  (2.16)

Доказательство свойств 15—17 вытекает из 
свойства 1. По нему упорядочение множества 
ЛО Xq

r различных рангов r от одной квазима-
трицы Xq можно заменить упорядочением мно-
жества рангов.

3. Раскрытие логического определителя

Раскрыть ЛО — значит указать аналитиче-
ское представление функции НЛ, выражаю-
щей значение ЛО через значения его элементов. 
В п. 1 был предложен прямой метод раскрытия 
ЛО. Однако этот метод громоздок и не работает 
в случае больших ЛО. Удобнее раскрывать ЛО 
по готовым формулам, дающим аналитическое 
представление функции НЛ, выражающей зна-
чения целого класса ЛО.
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1. ЛО-столбец r-го ранга с n элементами
выражается дизъюнктивной нормальной фор-
мой (ДНФ):
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 (3.1)

или конъюнктивной нормальной формой (КНФ):
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Доказательство (3.1). Пусть x(1), ..., x(n) — 
упорядоченные согласно (1.1) элементы x1, ..., xn.
Каждая конъюнкция состоит из n – r + 1 раз-
личных элементов. Одна конъюнкция вида
b = x(r)x(r + 1)...x(n), остальные вида ( ) ,s

i ib x b′=  
где s < r, т. е. b = x(r), bi m x(r) и правая часть 
выражения (3.1) равна x(r), т.е. левой части.
Формула (3.2) доказывается аналогично.

2. Общий бесконечный ЛО r-го ранга 
q-порядка выражается ДНФ:
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Доказательство. Сначала докажем частный 
случай (3.3) при q = 2:
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2 1 2, 1
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r
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ki

x x
X x x

x x + −
=
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Согласно свойству 13 логический определи-
тель X2

r можно представить как конечный ЛО:
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11 1
2

21 2

...
,

...

r
rr

r

x x
X

x x
=  (3.5)

который, не учитывая упорядоченности эле-
ментов в строках, представим в виде ЛО-
столбца

 

( )
11

1
2

21

2

.

r

rr

r

x

x
X

x

x

=  (3.6)

Раскроем ЛО (3.6) по формуле (3.1). Каждая 
конъюнкция в (3.1) включает r + 1 различных 

элементов. Из этих элементов хотя бы один 
вида x1i и хотя бы один вида x2j. Пусть Bks — s-я 
из конъюнкций, включающих k элементов вида 
x2j и r + 1 – k элементов вида x1i. Тогда согласно 

(3.1) 2
1

.
r

r
ks

k s
X B

=
= ∨∨  При фиксированном k по 

условию (1.7) максимальна та конъюнкция Bks 
(s = 1, 2, ...), в которую входят элементы x1k, ...
..., x1r; x2, r + 1 – k, ..., x2r: она равна x1kx2, r + 1 – k. От-

сюда 1 2, 1 .ks k r k
s

B x x + −=∨  Подставив это в вы-

ражение 2
rX , получим (3.4). Теперь формулу 

(3.3) докажем индукцией по q. При q = 1 (3.3) 
переходит в равенство 

1

( )
1 11 1 1| ... ...| ,r r

i rX x x x= =
(см. (1.14)), а при q = 2 — в доказанное соотно-
шение (3.4). Допустим, что формула (3.3) вер-
на для некоторого q = p. Докажем, что тогда 
она верна и при q = p + 1. Представим 1

r
pX +  

по правилу (2.9) в виде блочного определителя 
2-го порядка:

1
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Раскроем последний по формуле (3.4) 

1 1, 1
1

.
r

r k
p p p r k

k
X X x+ + + −

=
= ∨  Согласно вышеуказан-

ному допущению ЛО k
pX  можно выразить 

в виде (3.3). Отсюда
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В последнем полученном выражении по свой-
ству 13 можно опустить условие 1 m ip + 1 m r,
не изменив значение ЛО. В итоге будет спра-

ведливо равенство 
1 11

1

1 1 1... ,
p

p

s
s

r
p i p i

i r p

X x x
++

=

+ +

= +

=

∑
∨  

что и требовалось доказать.
3. Общий конечный ЛО r-го ранга q-гo по-

рядка выражается ДНФ:
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 (3.7)

Здесь и ниже запись 
1

11

m

ix
�

 означает, что эле-
мент 

kkix  исключается из тех конъюнкций, 
для которых из условия на Σis формально по-
лучается ik > mk.

Доказательство формулы (3.7) получает-
ся, если в соответствии с соотношением (2.11) 
представить конечный ЛО r

qX  как бесконеч-
ный и применить к последнему правило рас-
крытия (3.3), учитывая, что x ∧ ∞ = x.

Пример 2. По формуле (3.1) раскроем ЛО-
столбец

 

( )
1 1 2 3

3 2 1 2 1 3 2 3

3 1 2 3

, 1;

, 2;

, 3.

r

r

x x x x r

X x x x x x x x r

x x x x r
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⎪= = ∨ ∨ =⎨
⎪ ∨ =⎩

Второе из выписанных выражений было по-
лучено более сложным путем — с использова-
нием прямого метода в примере 1.

Пример 3. По формуле (3.7) раскроем общий 
ЛО 2-го порядка:

 

11 21
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11 22 12 2111 12
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21 22 12 22 11 21

12 22
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X
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4. Раскрытие больших логических 
определителей

1. Раскрытие больших ЛО (т. е. ЛО с боль-
шим числом элементов) по явным формулам 
п. 3 слишком трудоемко. В таких случаях це-
лесообразнее применять разложения ЛО на ЛО 
меньших размеров. Простейшее такое разло-
жение — (2.9).

Пример 4. Раскроем ЛО 4-го порядка
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11 12

21 224
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41

.

x x

x x
X

x

x

=

Запишем данный ЛО как блочный ЛО 2-го 
порядка, объединив первую строку со второй 
и третью с четвертой:
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,
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где
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r

r x
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Раскроем теперь ЛО X2
4 по формуле (3.7):

 4 2 3 2 4 1
2 2 2 2 2 2.X B B C B C= ∨ ∨

Остается подставить сюда выражения 2
rB  из 

примера 3 и значение определителя 2
rC :

 31 41
2

31 41

, 1;

, 2.
r x x r

C
x x r

=⎧
= ⎨ ∨ =⎩

Получаем окончательно выражение ЛО, 
сложность которого — 13 двухместных опера-
ций ∨ и ∧ НЛ:
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31 41 12 22 31 41
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( ) ( ) .

X x x x x x x x x

x x x x x x

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∧
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Раскрытие этого ЛО по формуле (3.7) дает 
выражение
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сложность которого — 23 операции.
Более конкретные правила разложения ЛО, 

когда однозначно указываются блоки, на кото-
рые разлагается ЛО, изложены ниже.

2. Назовем логическим дополнением элемента 
xij в ЛО r

qX  ЛО, полученный из r
qX  исключе-

нием элемента xij. Обозначим его \ .r
q ijX x  ЛО-

столбец r-го ранга с n элементами можно раз-
ложить поэлементно по следующей ДНФ:
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X x X x

x =
= = ∨  (4.1)

Доказательство. Раскрыв ЛО \r
n iX x  в пра-

вой части по правилу (3.1), получим раскрытый 
по этому правилу ЛО левой части r

nX .
Общий ЛО r-го ранга q-гo порядка можно 

разложить поэлементно по ДНФ:
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Доказательство. Рассматривая ЛО r
qX  без 

учета упорядоченности элементов в строках (т. е.
как ЛО-столбец), применяем к нему формулу (4.1).

Формулы (4.1), (4.2) задают разложения ЛО 
по элементам.

3. Пусть 
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X

x x
=  — общий беско-

нечный ЛО r-го ранга q-гo порядка, a ,
s
d bX  — 

это блок-ЛО s-го ранга, составленный из строк 
d, d + 1, ..., b ЛО r

qX . Справедливо разложение 
ЛО по блокам:
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Доказательство. Представим r
qX  в блочном 

виде (2.9):
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Рассматривая теперь блоки ,
s
d bX  как эле-

менты ЛО r
qX , раскроем его по формуле (3.3). 

Получим соотношение (4.3).
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=  — общий конечный 

ЛО r-го ранга q-го порядка, a ,
s
d bX  — см. выше. 

Тогда справедливо разложение ЛО по блокам:
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 (4.4)

Здесь Mi — это число элементов в соответ-

ствующем блок-ЛО ,
is

d bX , а запись ,

i
i

M
s
d bX
�

 озна-
чает, что ЛО ,

is
d bX  не входит в те конъюнк-

ции, для которых из условия на Σsi получается
si > Mi. Доказательство повторяет доказатель-
ство разложения (4.3), но с раскрытием ЛО по 
формуле (3.7).

4. Разложения (2.9), (4.1)—(4.4) составляют 
основу иерархических процедур раскрытия ЛО. 
В такой процедуре 1-й шаг — это разложение 
вычисляемого ЛО | |r r

q ij qX X=  по одной из фор-
мул (2.9), (4.1)—(4.4) на блоки-ЛО низшего по-
рядка; 2-й шаг — разложение получившихся 
ЛО на ЛО еще более низкого порядка и т. д., 
пока не придем к выражению исходного ЛО 

через ЛО 1 порядка, т. е. элементы xij. Иерар-
хическая процедура раскрытия ЛО показана 
выше в примере 4.

Трудоемкость такой процедуры и сложность 
получаемого выражения ЛО зависят от форму-
лы разложения ЛО и способа его разделения 
на блоки. Наибольший эффект достигается 
при использовании поблочных разложений 
с делением на каждом шаге имеющихся ЛО на 
два равновеликих. При этом формулы разло-
жения бесконечного (4.3) и конечного (4.4) ЛО 
принимают соответственно вид:

 1,] /2[ ] /2[ 1,
1

;r i j
q q q q

i j r
X X X +

+ = +
= ∨  (4.5)

 
1 2

1,] /2[ ] /2[ 1,
1

M M
r i j
q q q q

i j r
X X X +

+ = +
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 (]a[ — целая часть a). (4.6)

Получаемые по ним выражения ЛО облада-
ют сложностью

 2( 1) 2 1;r
qN r q r= − + −�  (4.7)

 , 2 ( const).r
qN krn k k= =� m  (4.8)

Оценка (4.8) получена в предположении оди-
накового числа элементов m во всех q строках 
ЛО; в ней n — общее число элементов (n = mq). 
Использование дихотомических блочных разло-
жений (4.5), (4.6) обеспечивает раскрытие боль-
ших ЛО с приемлемой сложностью вычислений.

5. При раскрытии особенно больших ЛО по-
лучаемые с помощью разложений (4.5), (4.6) вы-
ражения ЛО могут оказаться недопустимо слож-
ными. В таких случаях целесообразно прибли-
женное раскрытие ЛО, основанное на получении 
двусторонних аналитических оценок значения 
ЛО. Эти оценки имеют следующий вид:

для ЛО-столбца
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 (4.9)

где M1 = ]n/(n – r + 1)[, M2 = ]n/r[;
для общего бесконечного ЛО
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где l = [r/q] и [•] — символ округления до бли-
жайшего большего целого числа;

для общего конечного ЛО

1 1

1 1
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1 1
1

...
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q

q q
q

r
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d qd l ql
q qm
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где
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p pq q
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q r m rm
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∑ ∑

Данные оценки позволяют получать при-
ближенные выражения ЛО со сложностью, 
пропорциональной размерам ЛО, что делает 
возможным вычисление ЛО практически не-
ограниченных размеров.

Пример 5. Оценим ЛО 4
4X  из примера 4. Так, 

d1 = d2 = ]7•2/6[ = 2, d3 = d4 = ]7•1/6[ = 1, l1 =
= l2 = [4•2/6] = 2, l3 = l4 = ]4•1/6] = 1, и иско-
мые оценки имеют вид:

 4
12 22 31 41 4 12 22 31 41.x x x x X x x x x∨ ∨ ∨m m  

Сложность их совместного вычисления — 
в наличии шести операций, а точность зави-
сит от численных значений xij. Например, если 
x12 = x22 = 10, x31 = x41 = 11, то имеем оценки 

4
410 11,Xm m  погрешность которых 10 %.

Заключение

Настоящая работа содержит математическую 
часть выполненных исследований по теории 
надежности систем. В ней описан математиче-
ский аппарат создаваемой автором логической 
теории надежности сложных систем, так на-
зываемые логические определители. Изложена 
также общая методика и конкретные методы 
использования указанного аппарата для вы-
числения характеристик надежности сложных 
систем, сопровождаемые содержательными 
примерами. Далее на основе разработанного 
математического аппарата логической теории 
надежности решены задачи построения анали-
тических формул для вычисления характери-
стик надежности нескольких классов сложных 
систем произвольно высокой размерности.

Данная работа продолжает цикл исследо-
ваний автора, посвященный математическому 
аппарату логической теории надежности. От 
опубликованных ранее работ автора [6—13] ста-
тья существенно отличается использованием 

нового оригинального математического аппа-
рата логических определителей. Это позволило 
принципиально упростить как вычисление ха-
рактеристик надежности сложных систем, так 
и анализ их надежностного поведения, причем 
эти операции оказались применимы в равной 
степени как к низкоразмерным, так и к высо-
коразмерным системам.
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Математическая модель телетрафика на основе системы HE2/M/1

Введение

Настоящая статья посвящена анализу систем 
массового обслуживания (СМО) HE2/M/1 типа 
G/M/1 с произвольными законами распределе-
ний входного потока требований в систему, для 
которых в общем случае не может быть найдено 
решение для главной характеристики — сред-
него времени ожидания требований в очереди. 
Поэтому системы типа G/M/1 могут быть ис-
следованы только при конкретных законах рас-
пределений входного потока [2—5].

В теории телетрафика по среднему време-
ни ожидания, например, оценивают задержки 
пакетов в сетях пакетной коммутации при их 
моделировании с помощью СМО.

В исследовании систем G/G/1 и G/M/1 
важную роль играет метод спектрального раз-
ложения решения интегрального уравнения 
Линдли, и большинство результатов в теории 
массового обслуживания получены именно 
с помощью данного метода. Обозначим 
 � W(y) — функция распределения вероятно-

стей (ФРВ) времени ожидания требования 
в очереди,

 � ( ) ( )C u P u u= <�  — ФРВ случайной величи-
ны u x t= − �� � , где, в свою очередь, x�  — слу-
чайное время обслуживания требования, 
t�  — случайная величина — интервал вре-
мени между поступлениями требований. 

Тогда одна из форм интегрального уравне-
ния Линдли [2—5] имеет вид

 
( ) ( ), 0;

( )

0, 0.

y

W y u dC u y
W y

y
−∞

⎧
−⎪= ⎨

⎪ <⎩

∫ l

В научной литературе нет данных по рассма-
триваемой системе, и, видимо, это связано с до-
статочной сложностью гиперэрланговского за-
кона распределения. К тому же гиперэрлангов-
ский закон распределения порядка R является 
наиболее общим распределением неотрицатель-
ных непрерывных случайных величин, посколь-
ку его коэффициент вариации cτ > 0 [10, 11].

Постановка задачи

Ставится задача определения среднего вре-
мени ожидания в системе HE2/M/1 на основе 
классического метода спектрального разложе-
ния решения интегрального уравнения Линдли 
(ИУЛ) для данной системы в замкнутой форме.

Решение задачи. Для системы HE2/M/1 за-
коны распределения интервалов входного по-
тока и времени обслуживания задаются функ-
циями плотности вида

 ( ) ( )1 22 22 2
1 24 4 1 ;t ta t p t p t− λ − λ= λ + − λe e  (1)

 b(t) = μe–μt. (2)

Статья посвящена исследованию системы массового обслуживания (СМО) HE2/M/1 типа G/M/1 с гиперэр-
ланговским входным распределением второго порядка и экспоненциальным законом времени обслуживания в целях 
получения решения для среднего времени ожидания требований в очереди в случае стационарного режима. Для 
этого использован классический метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли. Для 
практического применения полученных результатов использован метод моментов. Оказывается, что гиперэрлан-
говский закон распределения HE2, как и гиперэкспоненциальный H2, являющийся трехпараметрическим, может 
определяться как двумя первыми моментами, так и тремя первыми моментами. Эту характерную особенность 
гиперэрланговского закона распределения необходимо использовать в теории массового обслуживания. Выбор 
такого закона распределения вероятностей обусловлен тем, что он является наиболее общим распределением не-
отрицательных непрерывных случайных величин, поскольку его коэффициент вариации 1/ 2cτ l  и охватывает 
более широкий диапазон, чем гиперэкспоненциальное распределение, для которого cτ l 1. Определение главной 
характеристики СМО — среднего времени ожидания — является актуальной задачей в теории телетрафика 
при анализе трафика, чувствительного к задержкам. Метод спектрального разложения решения интегрального 
уравнения Линдли для СМО HE2/M/1 позволяет получить решение в замкнутой форме.

Ключевые слова: гиперэрланговский закон распределения, интегральное уравнение Линдли, метод спек-
трального разложения, преобразование Лапласа
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Использование классического метода спек-
трального разложения решения ИУЛ, как это 
показано в работах [1, 6, 7], позволит опреде-
лить не только среднее время ожидания, но и 
моменты высших порядков времени ожидания.

Согласно методу спектрального разложения 
нам для нахождения закона распределения 
времени ожидания необходимо найти следую-
щее спектральное разложение: A*(–s)B*(s) – 1 =
= ψ+(s)/ψ–(s), где ψ+(s) и ψ–(s) — некоторые ра-
циональные функции от s, а A*(s), B*(s) — пре-
образования Лапласа функций плотности (1) и 
(2) соответственно.

Преобразования Лапласа функций (1) и (2) 
имеют следующий вид:
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Тогда спектральное разложение решения 

ИУЛ для системы HE2/M/1 A*(–s)B*(s) – 1 = 
= ψ+(s)/ψ–(s) примет вид
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Выражение, стоящее в квадратных скобках, 
представим в виде
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где промежуточные параметры, введенные 
для сокращения записи, равны 2 2

0 1 216 ,a = λ λ
( )1 1 2 1 216 [ 1 ],a p p= λ λ λ + − λ  ( )2 2

2 1 24[ 1 ].a p p= λ + − λ
Продолжая разложение, получим:
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Окончательно спектральное разложение ре-
шения ИУЛ для системы HE2/M/1 имеет сле-
дующий вид:
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( ) ( ) ( )

1 2 3 4
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Многочлен четвертой степени в числителе 
разложения

 4 3 2
3 2 1 0s c s c s c s c+ + + +  (4)

с коэффициентами

 0 1 1 2 1 2 1 216 [ ( )],c a= μ + λ λ λ λ − μ λ + λ
 2 2

1 1 1 2 2 1 2 1 2 24 ( 4 ) 16 ( ) ,c a= μ λ + λ λ + λ − λ λ λ + λ − μ
 2 2

2 1 2 1 2 1 24( ) 16 4 ( ),c = λ + λ + λ λ − μ λ + λ
 3 1 24( )c = μ − λ + λ

имеет один действительный отрицательный 
корень и три положительных корня (либо 
вместо последних один действительный по-
ложительный и два комплексно сопряжен-
ных с положительной вещественной частью). 
Исследование знака младшего коэффициента 
c0 показывает, что c0 < 0 всегда в случае ста-
бильной системы, когда 0 < ρ < 1. Это также 
подтверждает предположение о наличии таких 
корней многочлена.

Согласно методу спектрального разложения 
функции ψ+(s) и ψ–(s) должны удовлетворять 
следующим условиям [1]:

1) для Re(s) > 0 функция ψ+(s) является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости;

2) для Re(s) < D функция ψ–(s) является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости, 
где D — некоторая положительная константа, 
определяемая из условия:

 
( )

lim .Dtt

a t
−→∞

< ∞
e

 (5)

Кроме того, функции ψ+(s) и ψ–(s) должны 
обладать следующими свойствами:
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( )
( )

( )
,Re 0 ,Re
lim 1; lim 1.

s s s s D

s s

s s
+ −

→∞ > →∞ <

ψ ψ
= = −  (6)

Теперь с учетом условий (5) и (6) строим ра-
циональные функции ψ+(s) и ψ–(s) для рассмат-
риваемого случая:
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 � ψ+(s) = s(s + s1)/(μ + s), так как нули много-
члена (4) s = 0, s = –s1 и полюс s = –μ лежат 
в области Re(s) m 0; 

 �
( ) ( )2 2

1 2

2 3 4

2 2
( ) ,

( )( )( )

s s
s

s s s s s s−
λ − λ −

ψ = −
− − −

 так как ее 

нули и полюсы лежат в области Re(s) < D, 
определенной условием (5). Выполнение ус-
ловий (5) и (6) спектрального разложения 
для построенных функций ψ+(s) и ψ–(s) так-
же подтверждается рисунком.
При построении этих функций удобнее 

нули и полюса отношения ψ+(s)/ψ–(s) отметить 
на комплексной s-плоскости для исключения 
ошибок построения функций ψ+(s) и ψ–(s). 
На рисунке полюсы отмечены крестиками, 
а нули — кружками.

Далее по методике спектрального разложе-
ния найдем константу K:
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где s1 — абсолютное значение отрицательного 
корня –s1. Постоянная K определяет вероят-
ность того, что поступающее в систему требо-
вание застает ее свободной.

Для нахождения преобразования Лапласа 
функции плотности времени ожидания по-
строим функцию

 ( ) ( )
( )
( )

1

1

.
s sK

s
s s s s+

+

+ μ
Φ = =

ψ μ +

Отсюда преобразование Лапласа функции 
плотности времени ожидания W*(s) = sΦ+(s) 
будет равно

 ( ) ( )
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.
s s

W s
s s

+ μ
=

μ +
 (7)

Для нахождения среднего времени ожида-
ния найдем производную от функции (7) W*(s) 
со знаком минус в точке s = 0:
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Окончательно среднее время ожидания для 
системы HE2/M/1 составляет

 11/ 1/ .W s= − μ  (8)

Из выражения (7) также можно определить 
дисперсию времени ожидания. Вторая произво-
дная от преобразования (7) в точке s = 0 дает 
второй начальный момент времени ожидания, 
что позволяет определить дисперсию време-
ни ожидания. Учитывая определение джиттера 
в телекоммуникациях как разброс времени ожи-
дания от среднего значения [8], тем самым по-
лучим возможность его определения через дис-
персию. Это является важным результатом для 
анализа трафика, чувствительного к задержкам.

Для практического применения выражения 
(8) необходимо определить числовые характери-
стики распределения (1) HE2. Для распределе-
ния (2) эти характеристики известны из курса 
теории вероятностей. Для этого воспользуемся 
свойством преобразования Лапласа воспроизве-
дения моментов и запишем начальные моменты 
до второго порядка для распределения (1):

 
1 2

(1 )
;

p p
λ

−
τ = +

λ λ
 (9)

 2
2 2
1 2

3 (1 )
.

2
p p

λ
⎡ ⎤−

τ = +⎢ ⎥
λ λ⎣ ⎦

 (10)

Аппроксимация закона распределения HE2 
с использованием двух первых моментов

Рассматривая равенства (9) и (10) как запись 
метода моментов, найдем неизвестные параме-
тры распределения (1) λ1, λ2, p. Система двух 
уравнений (9), (10) при этом является недо-
определенной, поэтому к ней добавим выраже-
ние для квадрата коэффициента вариации
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c λ λ
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τ − τ
=

τ
 (11)

как связующее условие между (9) и (10). Кроме 
того, коэффициент вариации будем использо-
вать в расчетах в качестве входного параметра 
системы. Исходя из вида уравнения (9) положим

 1 22 / , 2(1 )/p pλ λλ = τ λ = − τ  (12)

и потребуем выполнения условия (11). Подста-
вив выражения (9), (10) и частное решение (12) 
в (11) и решив полученное уравнение четвертой 

степени 2 2 2(1 )[8(1 ) 8(1 ) 3] 0p p c p c pλ λ− + − + + =  
относительно параметра p, выберем одно нуж-
ное значение с учетом условия 0 < p < 1:
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Нули и полюсы функции y+(s)/y–(s) для системы HE2/M/1
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Отсюда следует, что коэффициент вариа-
ции интервалов входного потока 1/ 2.cλ l  
Подставив значение параметра p из (13) в со-
отношение (12), определим значения параме-
тров распределения (1) λ1, λ2. Таким образом, 
получено частное решение недоопределенной 
системы уравнений (9) и (10) методом подбора.

Аппроксимация закона распределения HE2 
с использованием трех первых моментов

Учитывая тот факт, что распределение НE2 
является трехпараметрическим, аппроксима-
цию можно выполнить и на уровне трех пер-
вых моментов. Для этого запишем выражения 
для начального момента 3-го порядка, полу-
ченное через преобразование Лапласа A*(s):

 
( )3

3 3
1 2

3 13
.

pp
λ

−
τ = +

λ λ
 (14)

Присоединив уравнение (14) к уравнениям 
моментов (9), (10) и решив систему трех не-
линейных уравнений с тремя неизвестными 
при заданных значениях начальных моментов 
до третьего порядка включительно, в пакете 
MathСАD находим все три параметра λ1, λ2, p.
Как показано в работе [1] на примере гиперэкспо-
ненциальных входных распределений, аппрок-
симация с использованием двух первых момен-
тов в отличие от трех моментов может занижать 
среднее время ожидания до 10 % в зависимости 
от значений загрузки и третьего момента.

Такой же подход к аппроксимации законов 
распределения гиперэкспоненциальным рас-
пределением применен в работах автора [1, 6, 7].
Таким образом, гиперэрланговский закон рас-
пределения второго порядка может опреде-
ляться полностью двумя первыми моментами и 
перекрывать весь диапазон изменения коэффи-
циента вариации от 1/ 2  до ∞, что шире, чем 
у гиперэкспоненциального распределения (1, ∞).

Величины ,λτ  ,μτ  cλ, cμ будем считать вход-
ными параметрами для расчета среднего вре-
мени ожидания для системы HE2/M/1. Тогда 
алгоритм расчета сведется к последовательно-
му определению параметров распределения (1) 
из выражений (13), (12) и к нахождению нуж-
ного корня многочлена (4), а затем к использо-
ванию расчетного выражения (8).

Результаты экспериментов

В таблице приведены данные расчетов в па-
кете MathСАD для системы HE2/M/1 для слу-

чаев малой, средней и высокой нагрузки ρ =
= 0,1; 0,5; 0,9. Для сравнения в правой колонке 
приведены данные для системы H2/M/1, для 
которой cλ l 1 [1].

Значения среднего времени ожидания в си-
стемах HE2/M/1 и H2/M/1 достаточно близки 
при средней и высокой нагрузках систем, хотя 
начальные моменты распределений (начиная 
со второго) HE2 и H2 разнятся. Заметим, что 
система H2/M/1 справедлива только при cλ l 1
и cμ = 1, потому в таблице для cλ < 1 стоят 
прочерки. Коэффициент загрузки ρ определя-
ется отношением средних интервалов обслу-
живания и поступления требований / .μ λρ = τ τ  
Расчеты, приведенные в таблице, выполнены 
для нормированного времени обслуживания 

1.μτ =  Полученные расчетные данные хорошо 
согласуются с результатами работы [12].

Заключение

В работе получено спектральное разложе-
ние решения интегрального уравнения Линд-
ли для системы HE2/M/1, с помощью которого 
выведено расчетное выражение для среднего 
времени ожидания в очереди для этой системы 
в замкнутой форме. Результаты расчетов срав-
ниваются с результатами аналогичной систе-
мы H2/M/1 с гиперэкспоненциальным распре-
делением 2-го порядка для входного потока.

Полученное расчетное выражение для сред-
него времени ожидания расширяет и дополня-
ет известные формулы теории массового об-
служивания для среднего времени ожидания 
для систем типа G/M/1 и G/G/1 с произволь-

Результаты экспериментов для СМО HE2/M/1
в сравнении с H2/M/1

Входные параметры Среднее время ожидания

ρ cλ
для системы 

НE2/M/1
для системы 

Н2/M/1

0,1

0,71 0,03 –

2 0,08 0,19

4 0,10 0,23

8 0,11 0,25

0,5

0,71 0,62 –

2 2,00 2,16

4 4,62 4,83

8 10,15 10,40

0,9

0,71 6,61 –

2 22,59 22,41

4 77,28 75,79

8 295,96 289,13
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ными законами распределений входного пото-
ка и времени обслуживания. При этом диапа-
зон изменения параметров у системы HE2/M/1 
шире, чем у системы H2/M/1.

Полученный результат с успехом может 
быть применен в современной теории теле-
трафика, где задержки пакетов входящего тра-
фика играют первостепенную роль. Для этого 
необходимо знать числовые характеристики 
интервалов входящего трафика и времени об-
служивания на уровне двух первых моментов, 
что не вызывает трудностей при использова-
нии современных анализаторов трафика [6, 7].

Список литературы

 1. Тарасов В. Н. Исследование систем массового обслужи-
вания с гиперэкспоненциальными входными распределениями 
// Проблемы передачи информации. 2016. № 1. С. 16—26.

 2. Клейнрок Л. Теория массового обслуживания. Пер. 
с англ. М.: Машиностроение, 1979. 432 с.

 3. Brannstrom N. A Queueing Theory analysis of wireless 
radio systems — Appllied to HS-DSCH. Lulea university of tech-
nology, 2004. 79 p.

 4. Whitt W. Approximating a point process by a renewal process: 
two basic methods // Operation Research. 1982. N. 1. P. 125—147.

 5. Бочаров П. П., Печинкин А. В. Теория массового 
обслуживания. М.: Изд-во РУДН, 1995. 529 c.

 6. Тарасов В. Н., Бахарева Н. Ф., Горелов Г. А., Мала-
хов С. В. Анализ входящего трафика на уровне трех момен-
тов распределений временных интервалов // Информацион-
ные технологии. 2014. № 9. С. 54—59.

 7. Тарасов В. Н. Математическая модель трафика с тя-
желохвостным распределением на основе системы массового 
обслуживания Н2/М/1 // Инфокоммуникационные техно-
логии. 2014. № 3. С. 36—41.

 8. URL: https://tools.ietf.org/html/rfc3393. RFC 3393 IP 
Packet Delay Variation Metric for IP Performance Metrics 
(IPPM) (дата обращения: 26.02.2016).

 9. Myskja A. An improved heuristic approximation for the 
GI/GI/1 queue with bursty arrivals // Teletraffic and datatraffic 
in a Period of Change, ITC-13. Elsevier Science Publishers. 1991. 
P. 683—688.

 10. Алиев Т. И. Основы моделирования дискретных си-
стем. СПб.: СПбГУ ИТМО, 2009. 363 с.

 11. Алиев Т. И. Аппроксимация вероятностных распре-
делений в моделях массового обслуживания // Научно-тех-
нический вестник информационных технологий, механики 
и оптики. 2013. № 2 (84). С. 88—93.

 12. Тарасов В. Н., Бахарева Н. Ф. Обобщенная двумеpная 
диффузионная модель массового обслуживания типа GI/G/1 
// Телекоммуникации. 2009. № 7. С. 2—8.

The article is devoted to the study of the HE2/M/1 queuing system type G/M/1 with a second-order hypererlangian 
input distribution and an exponential service time law with the aim of obtaining a solution for the average waiting time in 
queue in the case of a stationary mode. For this, the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley 
integral equation is used. For practical application of the obtained results, the method of moments is used. It turns out that the 
hyperelangian distribution law HE2, like hyperexponential H2, which is three-parameter, can be determined by both the first 
two moments and the first three moments. This characteristic feature of the hypererlangian distribution law must be used in 
the theory of mass service. The choice of such a law of probability distribution is due to the fact that it is the most common 
distribution of non-negative continuous random variables, since its coefficient of variation 1/ 2cτ >  covers a wider range than 
the hyperexponential distribution for which cτ l 1. Determination of the main characteristic of QS — the average waiting time 
is an important task in the theory of teletraffic when analyzing traffic sensitive to delays. The method of spectral decomposition 
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Математическая модель задержки автотранспорта
на регулируемом перекрестке

Проведен сравнительный анализ моделей задержки Бэкманна и Вебстера, выявлены их недостатки для регули-
рования сигналов светофора. Рассмотрена новая модель задержки автотранспорта на регулируемом перекрестке, 
проанализирован физический смысл составляющих модели, определена значимость (вес, количественный вклад) 
параметров в значение задержки транспорта при запрещающем сигнале светофора с образованием очереди.

Ключевые слова: модель задержки проезда, светофор, интенсивность проезда, очередь, перекресток, зна-
чимость параметров

Введение

Для описания задержки автотранспорта 
перед перекрестком при светофорном регу-
лировании движения разработано множество 
математических моделей, которые можно раз-
делить на две группы:
 � "точные" модели, описывающие текущую си-

туацию на дороге в данный момент времени 
(модели М. Дж. Бэкманна, Дж. Н. Дарроча, 
В. Р. МакНейла и др.);

 � "приближенные" модели, описывающие ста-
ционарные условия движения с аппроксима-
цией к реальной ситуации на дороге (модели 
А. Дж. Миллера, Дж. Ф. Ньювелла и др.).
Представляет интерес проведение сравни-

тельного анализа основных моделей задержки 
транспорта, проверка их достоверности в ре-
альных дорожных условиях проезда перекрест-
ка и определение количественных значений 
факторов, влияющих на задержку.

Постановка задачи

Основной задачей исследования является 
анализ, рассмотрение составных частей и эле-
ментов базовых моделей задержки М. Дж. Бэк-
манна и Ф. В. Вебстера, проверка их достоверно-
сти, разработка новой модели времени задержки 
автотранспорта на регулируемом перекрестке, ее 
сравнительный анализ с базовыми моделями, 
а также определение значимости (вклада) каж-
дого параметра в значение задержки.

Методы решения задачи исследования

Анализ основных моделей выполнен на ос-
нове вычисления с их помощью транспортных 
условий реального перекрестка в течение цикла 
работы светофора, достоверность проверялась 
по теории размерности. Количественный вклад 
параметров модели в значение задержки опре-
делен методом относительных погрешностей.
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Прикладная интерпретация и иллюстрация 
результатов исследования

Впервые "точная" модель оценки задержки 
транспортных средств (ТС) при жестком све-
тофорном регулировании была разработана 
М. Дж. Бэкманном [1]. В ней принят биноми-
нальный характер прибытия ТС к перекрестку 
(автомобили прибывают к перекрестку с оди-
наковой вероятностью) и детерминированный 
характер регулирования сигналов светофора:
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где d — средняя задержка одного ТС за цикл, с; 
с — длина цикла регулирования, с; g — эффек-
тивная длительность зеленого сигнала, с; q — ин-
тенсивность прибытия ТС, число автомобилей/с 
(далее — авт/с); s — интенсивность разъезда из 
очереди, число автомобилей/с; q0 — остаточная 
очередь, число автомобилей (далее — авт.).

Модель отвечает теории размерности, так 
как левая и правая части функции (1) имеют 
одинаковые единицы измерения — [секунда]. 
Это означает, что физические процессы, опи-
сываемые моделью, достоверны.

Результаты моделирования для реальных 
условий при с = 120 с, g = 0...120 с, q = 2 авт/с, 
s = 3 авт/c, q0 = 1...11 авт. выявили следующие 
недостатки модели:

1. Для работы модели интенсивность разъ-
езда s всегда должна быть больше интенсивно-
сти прибытия q, иначе задержка d становится 
отрицательной. На практике число прибыва-
ющих автомобилей может быть больше разъ-
езжающихся во время зеленого сигнала.

2. Для модели не существенны интенсивно-
сти прибытия ТС к перекрестку и их разъез-
да, количественные значения q и s не влияют
на d, они могут быть большими (например, 200 
и 300) или маленькими (например, 2 и 3) — за-
держка d почти не меняется, главное — их от-
ношение должно быть меньше 1.

3. Очередь q0 очень слабо влияет на задерж-
ку, например, изменение q0 с 10 до 10 000 ма-
шин, т. е. в 1000 раз, или на 100 000 %, приво-
дит к изменению d с 367,46 с до 358,59 с, т. е. на 
9 с, или на 0,025 = 2,5 %.

Наиболее широко распространенная "при-
ближенная" модель задержки автотранспорта 
перед перекрестком Ф. В. Вебстера [2] осно-
вана на сочетании теоретического анализа и 
численного моделирования:
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где x — степень насыщения движения (уровень 
загрузки подхода), авт.

Модель (2) содержит три составляющих. 
Первая определяет задержку при условии ста-
ционарности прибытия транспортного потока, 
вторая — так называемая "случайная задерж-
ка" — представляет случайную составляющую 
процесса. Она предполагает пуассоновский про-
цесс прибытия ТС и постоянную интенсивность 
их разъезда, соответствующую пропускной спо-
собности перекрестка. Третья составляющая 
корректирует время задержки и составляет око-
ло 2 % от суммы первых двух, поэтому ее можно 
принять за коэффициент, равный 2.

Модель в целом отвечает теории размерно-
сти, поскольку только корректирующая часть 
функции (2), которой можно пренебречь, име-
ет размерность [авт4/3].

Моделирование при реальных параметрах 
работы перекрестка: с = 120 с, g = 0...120 с,
q = 3 авт/с, х = 0,1...0,999 авт. выявило следую-
щие недостатки модели:

1. Вторая и третья составляющие модели 
Вебстера практически не влияют на длитель-
ность задержки автотранспорта перед пере-
крестком, их доля составляет около 1...1,7 % от 
первой составляющей.

2. Варьирование q и х в широких пределах 
практически не изменяет значение d.

Общим недостатком как для точных, так и 
для приближенных моделей, в том числе рас-
смотренных здесь, является тот факт, что они не 
учитывают значимость очереди ТС для задерж-
ки как основного параметра регулирования — он 
либо отсутствует в модели, либо оказывает вто-
ростепенное влияние на управление светофо-
ром. Между тем очередь, которая накапливается 
перед перекрестком, является основной причи-
ной необходимости управления светофором.

Для разработки новой модели задержки и ее 
применения в системе управления рассмотрим 
общие правила регулирования работы пере-
крестка.

Задержка ТС прямо пропорциональна ин-
тенсивности прибытия машин к светофору и 
обратно пропорциональна интенсивности их 
разъезда при зеленом сигнале.

Длительность разрешающего сигнала свето-
фора должна определяться двумя правилами.
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1. Если интенсивность прибытия ТС мень-
ше или равна пропускной способности пере-
крестка, то время разрешающего сигнала так-
же должно соответствовать интенсивности 
прибытия и поддерживаться до конца разъезда 
очереди. При этом пропускная способность 
должна соответствовать интенсивности разъ-
езда очереди, что регулируется допустимой 
скоростью проезда через перекресток.

Согласно работе [3] пропускная способность 
отдельного перекрестка равна

 
V

P Q
Д

= ρ  [авт/ч],

где V — разрешенная скорость движения на 
перекрестке, км/ч; Д — соответствующий этой 
скорости интервал между машинами, м; Q — 
отношение времени разрешенного движения 
в рассматриваемом направлении к полному 
периоду работы перекрестка; ρ — число полос 
движения в одном направлении, шт.

Там же указано, что "при обычном ускорении 
при трогании с места автомобилей а = 1,8 м/с2

для пересечения улицы шириной 40 м необ-
ходимо 6,65 с, что дает на границе улицы ско-
рость V = 1,8•6,65 = 12 м/с = 43 км/ч — ско-
рость, совершенно недопустимая на перекрест-
ке по соображениям безопасности пешеходов. 
Поэтому режим пересечения перекрестков 
должен быть установлен на скорости порядка 
10 км/ч, что соответствует пересечению улицы 
машиной за 14 с.

Типовыми значениями Q для перекрестка 
двух улиц являются [3]:
 � при однополосном движении — 0,40;
 � при двухполосном движении — 0,38;
 � при трехполосном движении — 0,37.

На практике при отсутствии на перекрестке 
препятствий в виде объезда, сужений или сво-
рачивающей машины водитель набирает ско-
рость и проходит дистанцию до конца пересе-
чения и следует далее по маршруту в обычном 
режиме, т. е. стремится быстро набрать разре-
шенную скорость 60 км/ч, не заботясь о пеше-
ходах, поскольку для них в это время действует 
запрещенный сигнал.

Поэтому средняя скорость проезда пере-
крестка зависит только от длины перекрестка 
и составляет 25...40 км/ч.

Тогда интенсивность разъезда очереди s (про-
пускная способность перекрестка P), рассчитан-
ная по формуле (3) для Q = 0,40, Д = 2 и ρ = 2:
 � при V = 10 км/ч составит s = 1,11 авт/с;
 � при V = 30 км/ч составит s = 3,33 авт/с;
 � при V = 60 км/ч составит s = 6,67 авт/с.

2. Если интенсивность прибытия превыша-
ет пропускные возможности дороги, то нужно 
переходить на жесткий режим переключения 
сигналов, т. е. включать сигналы на время, про-
порциональное числу полос движения на пере-
секающихся направлениях, поскольку от по-
лосности дороги зависит число автомобилей на 
ней. Если на некоторых из полос прибытие еще 
не достигло предела пропускания (например, 
полоса с поворотом направо), то время зеленого 
сигнала (зеленая стрелка вправо) регулируется 
(уменьшается) только на направлении этих по-
лос (полосы), а на других полосах, где предел 
превышен, используется жесткий режим.

Очередь возникает, когда пропускная спо-
собность перекрестка становится меньше ин-
тенсивности прибытия транспорта.

Предлагаемая модель задержки ТС основа-
на на физическом смысле процессов при про-
езде перекрестка, отвечает теории размерности 
и имеет вид

 
( ) 0

2
.

c g qq
d

gs

−
=  (3)

Если рассматривать работу перекрестка 
в течение 1 с, то интенсивность (число автомо-
билей в секунду) будет соответствовать просто 
числу машин, например, q машин для прибы-
вающих и s — для отъезжающих.

Тогда составляющая числителя (c – g)q — 
это время красного сигнала светофора, за ко-
торое к перекрестку прибывает q автомобилей 
с интенсивностью q, т. е. время задержки d 
прямо пропорционально времени запрещаю-
щего сигнала и интенсивности прибытия ТС.

Выражение sg в знаменателе отражает разъ-
езд s автомобилей с интенсивностью s за вре-
мя зеленого сигнала g, т. е. задержка d обрат-
но пропорционально интенсивности убытия 
транспорта и времени разрешающего сигнала.

Кроме того, время задержки напрямую за-
висит от длины очереди q0, поэтому дробь q0/s 
отражает число машин в очереди, приведенное 
к интенсивности разъезда s.

Расчеты задержек ТС по моделям (1)—(3) 
для одинаковых условий проезда перекрестка 
при цикле с = 120 с реальными значениями 
s, q и q0 приведены в табл. 1 (для модели Бэк-
манна значения s и q приняты равными 3 и 2 
соответственно).

Из табл. 1 следует, что задержка ТС имеет 
степенной характер, причем задержка резко 
возрастает, когда интенсивность прибытия пре-
вышает пропускную способность перекрестка.
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На рис. 1 приведены графики задержки ТС 
для моделей (3), Вебстера и Бэкманна, постро-
енные согласно данным табл. 1. Кривые пока-
зывают, что все они носят степенной характер, 
но с разными углами наклона, при этом слож-
но отдать предпочтение какой-либо модели, 
так как кривые построены только для задан-
ных в табл. 1, т. е. фиксированных значений 
s, q, q0 и х, а на практике подъезд, разъезд ТС, 
очередь и загрузка подхода (плотность автомо-
билей на полосе) могут варьироваться, при на-
личии очереди интенсивность разъезда может 
быть больше интенсивности подъезда (что для 
модели Бэкманна не приемлемо) и т. п.

Тем не менее для модели (3) характерно зна-
чительное увеличение времени задержки при 
достижении интенсивностью прибытия ТС 
уровня пропускной способности перекрестка. 
Это больше соответствует реальным условиям 

на дороге — интенсивность разъезда уменьша-
ется и образуется очередь ТС.

Для моделей (3) характерно резкое увеличе-
ние времени задержки при достижении очере-
дью критического значения — когда интенсив-
ность прибытия становится больше пропускной 
способности перекрестка, в модели Ф. В. Вебсте-
ра эта закономерность выражена гораздо слабее.

Для более полного определения степени 
влияния аргументов функции d = f(c, g, q, q0) 
на ее значение проведем анализ чувствитель-
ности функции (3) к изменению аргументов — 
параметров c, g, q, q0.

В работе [4] разработан метод определения 
количественного вклада (значимости, ценно-
сти, веса) каждого параметра дифференцируе-
мой функции u = f(x, y, z, ...) в значение функ-
ции u.

Метод основан на связи относительных по-
грешностей функции δu и ее параметров δх, δy, 
δz, ..., которая имеет вид:
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эффициенты влияния (значимости) соответ-
ствующих аргументов х, у, z, ... на функцию u.

При задании всем аргументам х, у, z, ... оди-
наковой единичной погрешности (δi = 1 %) 
можно определить, на сколько процентов из-
менится величина δu при однопроцентном из-
менении каждого параметра.

Таблица 1
Время задержки 

d, с d, с Вебстер d, с Бэкманн с, с g, с s, авт/с q, авт/с q0, авт х, авт

0,00 0,01 0,01 120 120 2 3 1 0,1

0,17 0,74 2,10 120 108 2 3 2 0,2

0,56 3,18 7,80 120 96 2 3 3 0,3

1,29 7,53 17,10 120 84 2 3 4 0,4

2,50 13,75 30,00 120 72 2 3 5 0,5

4,50 21,42 46,50 120 60 2 3 6 0,6

7,88 29,90 66,60 120 48 2 3 7 0,7

14,00 38,51 90,30 120 36 2 3 8 0,8

27,00 47,06 117,60 120 24 2 3 9 0,9

67,50 68,77 148,50 120 12 2 3 10 0,99

189,75 91,47 183,00 120 5 2 3 11 0,995

Рис. 1. Зависимость времени задержки ТС от параметров
модели
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После определения частных производных 
функции d по параметрам c, g, q и q0 вычисля-
ются коэффициенты значимости Ki по каждо-
му параметру в различные моменты времени 
сигнала светофора и процентный вклад каж-
дого параметра в значение задержки d.

Результаты расчетов слагаемых Kiδi уравне-
ния чувствительности (4) для каждого параме-
тра приведены в табл. 2. Из нее следует, что 
по вкладу в значение задержки d параметры 
расположились в следующем порядке:
 � время цикла с — 33,5 %;
 � длительность разрешающего сигнала свето-

фора g — 25,63 %;
 � интенсивность прибытия q — 14,16 %;
 � очередь q0 — 14,13 %;
 � интенсивность разъезда s — 12,58 %.

Полученные значения соответствуют реаль-
ной логике работы перекрестка. Время цикла 

является эквивалентом длительности запре-
щающего сигнала светофора r = с – g, поэтому 
его влияние на задержку ТС — самое значи-
тельное. Длительность зеленого сигнала задает 
разъезд ТС, поэтому его вклад в задержку так-
же существеннен. Это же относится и к другим 
параметрам. Следует отметить, что значимости 
параметров имеют один порядок — от 12 до 26, 
т. е. в принципе являются равнозначными для 
времени задержки ТС на перекрестке.

По данным табл. 2 построены графики 
вклада каждого параметра в задержку (рис. 2), 
который показывает, что с течением времени 
значимости сигналов светофора уменьшают-
ся, а значимости параметров передвижения 
(очередь и интенсивности прибытия/убытия) 
увеличиваются (кривые для интенсивности q 
и очереди q0 практически совпадают, поэтому 
на рис. 2 представлены одной линией q).

Заключение

Проведенное исследование выявило следу-
ющие моменты:

1. Недостатком модели Бэкманна является 
тот факт, что интенсивность разъезда автомо-
билей должна быть больше интенсивности их 
прибытия к стоп-линии, что на практике не 
всегда выполняется.

2. Для моделей Бэкманна и Вебстера коли-
чественные значения интенсивностей подъез-
да, разъезда и очереди (плотности) ТС почти 
не влияют на задержку d.

3. Вторая и третья составляющие модели 
Вебстера практически не влияют на длитель-
ность задержки автотранспорта перед пере-
крестком, их доля составляет около 1...1,7 % от 
первой составляющей.

4. Все модели соответствуют теории раз-
мерности, т. е. достоверно с физической точки 
зрения описывают процессы на перекрестке.

5. Предложена новая модель задержки, 
для которой наиболее значимым параметром 
функции задержки является время цикла 
(длительность запрещающего сигнала свето-
фора), его вклад в задержку составляет 33,5 %, 
на втором месте идет длительность зеленого 
сигнала — 25,63 %, далее идут интенсивность 
прибытия и очередь — 14,16 % и 14,13 %, а так-
же интенсивность разъезда — 12,58 %.

6. Для модели (3) и модели Вебстера характер-
но значительное увеличение функции задержки 
при достижении интенсивностью прибытия ТС 
уровня пропускной способности перекрестка.

Таблица 2

Вклад аргументов c, g, q и q0 в значение функции d 

t, с s, % c, % g, % q, % q0, %

1 0,37 49,59 49,36 0,41 0,26

12 3,98 44,82 42,33 4,48 4,39

24 7,20 40,53 36,02 8,11 8,14

36 9,88 37,06 30,88 11,12 11,06

48 12,12 34,09 26,52 13,64 13,64

60 14,04 31,58 22,81 15,79 15,79

72 15,69 29,41 19,61 17,65 17,65

84 17,13 27,52 16,82 19,27 19,27

96 18,39 25,86 14,37 20,69 20,69

108 19,51 24,39 12,20 21,95 21,95

120 20,11 23,61 11,04 22,62 22,62

Среднее 12,58 33,50 25,63 14,16 14,13

Рис. 2. Значимость параметров модели для задержки ТС
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7. В течение цикла регулирования влияние 
на задержку длительности сигналов светофора 
уменьшается, а влияние очереди и интенсив-
ностей прибытия/разъезда автомобилей уве-
личивается.

8. Новая модель и изменение ее параметров 
в ходе цикла работы светофора соответствуют 
реальным состояниям дорожного движения 
с большей аппроксимацией, чем базовые мо-
дели задержки.
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Исследование эффективности применения кэша для использования 
в самоадаптирующихся контейнерах данных

Введение

Самоадаптирующийся контейнер данных 
[1] — это ассоциативная структура данных, ко-
торая меняет логику своей работы в зависимо-
сти от нагрузки [2—5]. Нагрузка представляет 
собой различные последовательности опера-
ций вставки, выборки и удаления элементов 
из хранилища данных. Самоадаптирующиеся 
контейнеры данных могут быть реализова-
ны путем использования различных структур 
данных в зависимости от нагрузки и условий 
работы контейнера [6—8]. Однако наиболее 
эффективно такие контейнеры могут про явить 
себя в условиях большого объема данных. 
В таком случае часть данных хранится в бо-
лее быстрой памяти, а другая часть — в более 
медленной памяти или на удаленном источни-
ке. Для приложений, где данные статичны или 
число запросов на получение данных намного 
превышает число запросов на добавление эле-
ментов в хранилище данных, наиболее опти-
мальным будет использование кэша [9].

Кэш представляет собой набор записей 
"ключ—значение", расположенный в памяти 
с большей скоростью доступа, предназначен-
ный для ускорения обращения к данным, рас-
положенным в хранилище данных с меньшей 
скоростью доступа. Кэширование применяет-

ся как на аппаратном уровне [9] (в процессо-
рах, жестких дисках), так и на программном 
уровне [9] (в операционных системах, на сете-
вом уровне (в сетях доставки контента (CDN), 
системах DNS, сессиях), интернет-приложени-
ях, базах данных, мобильных приложениях, 
сервисах кэширования в оперативной памяти 
(Redis [10], Memcached [11, 12])). Помимо вы-
игрыша в производительности при чтении 
данных кэш может использоваться и для уско-
рения записи (отложенная запись [13]), однако 
в данной статье рассматривается использова-
ние кэша только для чтения.

Самоадаптирующийся контейнер данных, 
использующий программный кэш, был реа-
лизован с использованием архитектурного ша-
блона "кэш на стороне" (cache-aside) [14]. При 
данной архитектуре кэш располагается в опе-
ративной памяти, а основное хранилище — на 
жестком диске или на удаленном источнике 
(рис. 1), что позволяет программно изменять 
размеры кэша в процессе работы, чтобы обе-
спечить максималь ную эффективность. Кэш и 
основное хранилище являются ассоциативны-
ми структурами данных, которые хранят пары 
"ключ—значение" (<Tkey, Tvalue>).

Важнейшим фактором, который определяет 
нагрузку на контейнер, является набор запра-
шиваемых ключей, который в общем случае 

Проведено исследование зависимости эффективности кэша от среднеквадратичного отклонения (сигмы) и 
соотношения скоростей хранилищ для нормального распределения. Кроме того, выявлены основные закономер-
ности для определения оптимального размера кэша для реализации самоадаптирующихся контейнеров данных. 
Исследование проведено для различных структур данных языка c# (Dictionary, Sorted Dictionary и Sorted List) и 
различных алгоритмов вытеснения кэша (Least Recently Used и Most Recently Used), эффективность оценивалась 
по времени поиска в самоадаптирующемся контейнере данных.
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может быть описан с помощью нормального 
распределения. Таким образом, параметр этого 
распределения — среднеквадратичное откло-
нение (σ) [15] может влиять на размер кэша. 
Также необходимо учитывать такой фактор, 
как соотношение скоростей доступа к кэшу и 
основному хранилищу.

Постановка задачи

В данной статье проведено исследование за-
висимости эффективности кэша от среднеква-
дратичного отклонения и соотношения скоро-
стей хранилищ для нормального распределе-
ния. Целью исследования является выявление 
основных закономерностей, формул и таблич-
ных значений для определения оптимального 
размера кэша в зависимости от перечисленных 
выше параметров, которые могут быть исполь-
зованы для автоматического изменения разме-
ра кэша в процессе работы самоадаптирующе-
гося контейнера данных.

Описание метода решения задачи

Для решения поставленной задачи было 
проведено тестирование. Для этого было ре-
ализовано консольное приложение языка C#, 
которое использует:

1) библиотеку Troschuetz.Random для генера-
ции ключей по закону нормального распреде-
ления;

2) класс Stopwatch [16] языка C# 
для подсчета времени выполнения 
(в тактах процессора) функции по-
иска в контейнере;

3) программу Excel 2013 [17] для 
визуализации полученных числен-
ных результатов.

Тестирование с помощью данно-
го приложения проводили на сле-
дующей программно-аппаратной 
платформе:

1. Processor: Intel Core i7 6500U
@ 2.50 GHz (2 cores).

2. RAM: 16 GB.
3. OS: Windows 10.
4. MS Visual Studio 2015.
В процессе исследования был 

проведен ряд тестов, параметры ко-
торых были заданы следующим об-
разом:

1) элементом кэша и основного 
хранилища является пара "ключ—

значение" (<string, int>), где ключом является 
строка языка C# (string) длиной в 10 символов, 
значением выступает случайное число типа int 
языка C#;

2) основное хранилище содержит 105 элемен-
тов, которые генерируются случайным образом;

3) запрашиваются 107 элементов по ключам, 
которые генерируются следующим образом:

а) для заданного среднеквадратичного от-
клонения σ согласно закону нормального рас-
пределения N(0, σ2) генерируются целые числа;

b) полученные числа трансформируются 
в строки длиной в 10 символов путем добав-
ления нулей слева для недостающих симво-
лов. Например, для целого числа 1256 стро-
ка будет сформирована в виде "0000001256", 
а для числа 965169 — в виде "0000965169".

Таким образом, параметр σ показывает, 
насколько большой имеется разброс значе-
ний в нагрузке, т. е. чем больше σ, тем мень-
ше вероятность повторного запроса ключа, 
чем меньше σ, тем больше вероятность по-
вторного запроса;
4) в ходе эксперимента основное хранили-

ще эмулировалось с помощью ассоциативной 
структуры дан  ных языка C# Dictionary<string, 
int>, расположенной в оперативной памяти. 
Таким образом, соотношение скорости кэша 
и основного хранилища (далее обозначается k) 
для эксперимента равно единице (k = 1);

5) для каждого теста отдельно вычисляется 
время, затраченное на поиск в кэше (tкэш) и по-
иск в основном хранилище (tосн. хранилище).

Рис. 1. Общая схема устройства самоадаптирующегося контейнера данных 
с использованием кэша



218 ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 25, № 4, 2019

Один тест представляет собой комбинацию 
из нескольких параметров:

1. Размер кэша. Рассматривались значения 
10, 9100, 18 190, 27 280, 36 370, 45 460, 54 550,
63 640, 72 730, 81 820, 90 910, 100 000, 500 000,
1 000 000, 2 000 000 элементов в кэше.

2. Среднеквадратичное отклонение набора 
запрашиваемых ключей σ = {10, 50, 100, 500, 
1000, 5000, 10 000, 15 000, 20 000} при мате-
матическом ожидании μ = 0 для нормального 
распределения N(μ, σ2).

3. Используемый алгоритм вытеснения: 
LRU (Least Recently Used) [18, 19] и MRU (Most 
Recently Us ed) [20]. Данное исследование на-
правлено на нахождение общих зависимос тей, 
независимо от конкретных алгоритмов вытес-
нения. Поэтому для тестирования были вы-
браны алгоритмы, имеющие принципиально 
противоположные стратегии вытеснения (LRU 
вытесняет неиспользованный дольше всех эле-
мент, а MRU — последний использованный), 
а результаты тестов были усреднены.

4. Ассоциативная структура данных для 
кэша, реализованная в языке C# (Dic tio nary 
<string, int>, SortedDictionary<string, int> и 
SortedList<string, int>) [21].

Было проведено по 20  тестов для каждой из 
комбинаций параметров и вычислено среднее 
арифметическое время поиска в кэше и ос-
новном хранилище по всем комбинациям и 
таким образом получено среднее время tср. кэш 
и 1

ср. осн. хр
kt =  для всех пар (σ, размер кэша) при

k = 1 (так как во время эксперимента основное 
хранилище расположено в оперативной памя-
ти, а следовательно, соотношение скоростей 
равно единице).

Вычислительный эксперимент и анализ

Используя полученные в результате экспе-
римента данные по среднему времени поиска 
в кэше и в основном хранилище, расположен-
ном в оперативной памяти, можно вычислить 
общее время работы самоадаптирующегося 
контейнера для ситуаций, когда основное хра-
нилище содержит достаточно много элементов 
и располагается на жестком диске или удален-
ном источнике. В этом случае соотношение 
скорости кэша и основного хранилища будет 
больше единицы (k > 1), так как скорость са-
мых современных SSD дисков в разы меньше 
скорости оперативной памяти, а для HDD дис-
ков и удаленных источников достигает сотен 
тысяч раз и более (в зависимости от конфигу-
рации компьютера и скорости доступа к уда-

ленному источнику). Таким образом, среднее 
время поиска в основном хранилище может 
быть вычислено как 1

ср. осн. хр
kkt =  (так как вре-

мя поиска на диске или удаленном источнике
в k раз больше, чем  время поиска в оператив-
ной памяти), а среднее общее время работы 
контейнера для всех пар (σ, размер кэша) мо-
жет быть получено по формуле

 1
ср. общ ср. �кэш ср. осн. хр,

kt t kt == +  (1)

где k — необходимое соотношение скоро-
сти кэша и основного хранилища; tср. кэш — 
среднее время поиска (в тактах процессо-
ра) в кэше, расположенном в оперативной 
памяти; 1

ср. осн. хр
kt =  — среднее время поиска

(в тактах процессора) в основном хранилище, рас-
положенном в оперативной памяти (при k = 1).

С использованием формулы (1) и средств 
Excel были построены графики зависимости 
времени работы контейнера от сигмы и разме-
ра кэша для различных значений k. В резуль-
тате анализа этих графиков было выявлено, 
что при указанных выше условиях и входных 
данных можно выделить три различные по ха-
рактеру графиков группы в зависимости от k:

1) k < 8 (кэш ненамного быстрее основного 
хранилища). В этом случ ае наиболее оптималь-
ным решением будет не использовать кэш вооб-
ще, поскольку время выполнения без него мень-
ше, чем при любых размерах кэша. Это связано 
с тем, что при небольших значениях k время, за-
траченное на поиск в кэше, больше, чем выгода 
от его использования. На рис. 2 и 3 (см. вторую 
сторону облож ки) наглядно показано что для 
любой σ минимальные значения достигаются 
при нулевом размере кэша. В табл. 1 представле-
ны результаты тестов для k = 5;

2) k > 14 (кэш намного быстрее основного 
хранилища). В этом случае оптимальным раз-
мером кэша является примерно 8σ (согласно 
математической статистике в диапазоне (–4σ; 
4σ) располагаются 99,997 % всех значений для 
нормального распределения) [22], т. е. практи-
чески все элементы, участвующие в выборке, 
помещаются в кэш, и затраты на поиск в та-
ком кэше окупаются. Больше этого значения 
увеличение кэша не дает ощутимого прироста 
в производительности. На рис. 4 и 5 (см. вторую 
сторону обложки) можно заметить, что время 
поиска достигает минимума для каждой σ при 
достижении размера кэша примерно 8σ, после 
чего меняется незначительно. В табл. 2 пред-
ставлены результаты эксперимента для k = 20.
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Таблица 1

Время поиска в зависимости от s и размера кэша для k = 5 

Размер 
кэша

σ

10 50 100 500 1000 5000 10000 15000 20000

0 11008775 11717288 12987867 21848120 33667977 61566760 68428464 69680182 70807284

10 26940705 33890779 40835969 68498983 81871135 99303146 102834053 103707956 103845549

9100 23845447 31277860 35182731 51799736 65341135 166050254 184057853 191102304 194483186

18190 23840746 31314295 35246913 51764485 65095889 158558086 189196597 203905118 209896699

27280 23923557 31357142 35175279 51649246 65459080 136677576 187540742 207563583 217477651

36370 23852812 31345004 35122799 51525828 65150845 115482041 186774839 208546705 221866535

45460 23830789 31370141 35141213 51487477 65000654 109702657 172906803 208553253 222735013

54550 23879114 31352730 35219454 51850471 65122474 109123617 159923849 207654561 224457537

63640 23846348 31325336 35178629 51432401 65344654 109195183 147747251 197333128 223470878

72730 23856182 31365298 35156191 51602573 64936630 109068561 129887982 183386692 223257982

81820 23931219 31407959 35134752 51612698 64890774 109982322 129943863 173610780 215949778

90910 23824473 31292224 35211458 51477154 64830806 109140683 129291463 162604933 201759919

100000 23843379 31376769 35201755 51553538 64965822 108824473 129628560 147536611 191798905

500000 23872934 31377701 35154747 51678465 65384576 109447917 128939390 141179342 150550711

1000000 23840667 31339943 35078915 51574599 65066264 109459951 129133388 140370802 149799327

2000000 23836529 31327811 35159711 51846836 64963718 108802369 128970369 140220465 149080165

Таблица 2

Время поиска в зависимости от s и размера кэша для k = 20 

Размер 
кэша

σ

10 50 100 500 1000 5000 10000 15000 20000

0 44035099 46869151 51951467 87392480 134671909 246267041 273713854 278720729 283229134

10 61378441 88280668 115161873 224040782 276603584 345967157 359823183 363293504 364105260

9100 23853405 31312333 35246751 52067457 65825853 367023041 441143427 468451518 481804017

18190 23848658 31348402 35310551 52030195 65582426 268362245 399521701 455330614 479776381

27280 23931456 31391515 35238668 51913748 65941924 184213669 349734798 428521244 468664433

36370 23860900 31379294 35185284 51791098 65633320 120602442 300075423 394017569 448067855

45460 23838958 31404270 35204942 51752677 65486242 111741472 246978712 359526265 422497948

54550 23887135 31386604 35283781 52119815 65607091 111159454 204013413 324071662 397874795

63640 23854226 31359105 35242288 51700179 65836834 111223692 166663594 284596358 369389281

72730 23864142 31399760 35219158 51868719 65421600 111099971 133618742 246133997 342868562

81820 23939240 31441928 35197994 51879990 65371615 112033657 133690887 215972201 312121471

90910 23832615 31325819 35274286 51743793 65314687 111181060 133029939 186473018 277001355

100000 23851499 31410873 35265944 51819655 65451104 110867690 133388158 156539510 249907663

500000 23880920 31411112 35216670 51945440 65872213 111491062 132668858 146516036 157480155
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Таблица 3

Время поиска в зависимости от s и размера кэша для k = 11

Размер 
кэша

σ

10 50 100 500 1000 5000 10000 15000 20000

0 24219304 25778033 28573307 48065864 74069550 135446873 150542620 153296401 155776024

10 40715800 55646735 70566331 130715703 159764115 197968750 205629705 207542175 207949433

9100 23848631 31291649 35208339 51906824 65535022 246439369 286892083 302041989 309411519

18190 23843911 31327938 35272368 51870769 65290504 202479750 273326639 304475316 317848572

27280 23926716 31370891 35200634 51755047 65652218 155692013 252418364 295946648 317952364

36370 23856047 31358720 35147793 51631936 65343835 117530201 232095073 282735051 312347063

45460 23834057 31383792 35166705 51593557 65194889 110518183 202535567 268942458 302640187

54550 23882322 31366279 35245185 51958209 65316321 109937952 177559674 254221401 293824440

63640 23849499 31338844 35204092 51539512 65541526 110006587 155313788 232238420 281838239

72730 23859366 31379083 35181378 51709031 65130618 109881125 131380286 208485614 271102214

81820 23934427 31421546 35160049 51719615 65083111 110802856 131442673 190555348 254418455

90910 23827730 31305662 35236590 51583809 65024358 109956834 130786853 172152167 231856493

100000 23846627 31390410 35227431 51659985 65159935 109641760 131132399 151137771 215042408

500000 23876129 31391065 35179516 51785255 65579630 110265175 130431177 143314019 153322489

1000000 23843821 31353546 35104710 51682270 65259442 110281483 130629389 142494953 152557330

2000000 23839726 31341438 35184410 51954870 65157271 109614881 130472266 142340488 151810443

При увеличении k увеличивается разность 
между временем поиска без использования 
кэша и временем поиска с использованием оп-
тимального размера кэша, т. е. эффективность 
использования увеличивается с ростом k.

Однако не всегда есть возможность создать 
кэш необходимого размера. В этом случае опти-
мальным решением может оказаться не макси-
мально доступный размер кэша, а отказ от его 
использования. Это связано с тем, что затраты 
на поиск в кэше могут быть больше, чем прирост 
производительности от его использования. На 
рис. 6 (см. вторую сторону обложки) изображе-
на зависимость времени поиска от размера кэша 
для различных σ, где наглядно виден рост вре-
мени поиска при использовании недостаточного 
кэша и плавное уменьшение при увеличении до-
ступного размера кэша. На основании проведен-
ных экспериментов можно выделить два случая 
оптимального размера кэша.

1. Если доступный размер кэша больше 
определенного значения (но меньше 8σ) (далее 
xопт), то оптимальный размер кэша равен мак-
симально доступному значению.

2. При доступном размере кэша меньше xопт 
оптимальный размер кэша равен 0.

При этом xопт аппроксимировано может 
быть вычислено для определенного k и σ (или 
близких значений из таблиц) по формуле

 

( )
( )

( )
( )

2 1
0 1 1

2 1
опт

2 1

2 1

� � � � •

,

y y
y y x

x x
x

y y

x x

⎛ ⎞−
− +⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠=
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где y0 — время в тактах при нулевом размере 
кэша; y1, y2 (y2 > y0 > y1) — время в тактах на 
концах отрезка (x1; x2); x1 и x2 — размеры кэша, 
следующие друг за другом в таблице.

3) 14 > k > 8. При данном соотношении 
скоростей оптимальным может оказаться как 
решение из пункта 1, так и из пункта 2 (в за-
висимости от k и σ, табл. 3). На рис. 7 (см. вто-
рую сторону обложки) наглядно показано, что 
оптимальным размером кэша (минимальным 
значением времени поиска) может быть как 
нулевой размер, так и максимально доступный 
размер кэша.
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Заключение

В данной работе представлен результат ис-
следования эффективности применения кэша 
в зависимости от распределения данных (σ) и 
соотношения скорости основного хранили-
ща и кэша. В результате анализа полученных 
данных были выявлены три группы законо-
мерностей в зависимости от соотношения ско-
ростей. В первой группе использование кэша 
не целесообразно, во второй группе оптималь-
ный размер кэша составил 8σ (или может быть 
вычислен по указанным в статье формулам 
в случае недостатка памяти), в третьей группе 
оптимальное решение может быть получено из
таблиц. Полученные закономерности могут 
быть использованы для динамического изме-
нения размера кэша в зависимости от параме-
тров нагрузки при реализации самоадаптиру-
ющегося контейнера данных.
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Cache Efficiency Research for Using in Adaptive Data Storage

There are a lot of applications with a large amount of the static data or data which is using for reading mostly. At this rate 
cache applying improves performance greatly. In this case an adaptive data storage can change cache size during execution to 
achieve maximum efficiency. There are two main factors which affect container performance. The first one is a set of requesting 
data, which in common case can be described as Gaussian distribution. The second is a difference between speed of a main 
container and the cache. This paper provides a research results of a cache efficiency depending on the standard deviation of 
normal distribution and storage speed coefficient. The survey takes into consideration combinations of several parameters. One of
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such parameters is a data structure. The research is carried out for different programming language C# data structures 
(Dictionary, SortedDictionary and SortedList). Another important parameter is a cache replacement policy. Various cache 
algorithms (Least Recently Used and Most Recently Used) are also examined in this research. Adaptive storage performance 
is evaluated as sum of a search time in the main container and a search time in the cache. The research results are analyzed 
in the article and the main patterns for calculating the optimal cache size for using in adaptive data storage are identified.

Keywords: store the data, cache efficiency, optimal data storage, normal distribution, adaptive data container, optimal 
cache size, data structures, container load, cache algorithms, dynamic cache
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Размещение сетевых функций в облачных инфраструктурах

Введение

Компьютерная сеть включает в себя не 
только оборудование для передачи пакетов, но 
и многочисленные компоненты, реализующие 
дополнительную функциональность, связан-
ную с промежуточной обработкой пакетов. 
В качестве примеров такой функциональности 
можно привести трансляцию сетевых адре-
сов — NAT, фильтрацию трафика — Firewall, 
операции инкапсуляции и декапсуляции, 
шифрования и дешифрования, выставления 
счетов, проверки следования (Service Level 
Agreements, SLA) соглашениям на предостав-
ление сервиса и т. д.

Такая функциональность называется сете-
выми функциями. Изначально сеть строилась 
по принципу прозрачности — все пакеты, по-
сланные в сеть, пересылались до адресатов без 
изменений, сетевые функции были интегри-
рованы в приложения и исполнялись на око-
нечных устройствах вместе с ними. По мере 
усложнения сетевых функций они были выне-
сены в сеть, нарушая принцип прозрачности: 
помимо доставки пакетов сеть стала выпол-
нять функции обработки пакетов.

Как только сетевые функции были вынесе-
ны с оконечных устройств, возникла задача их 
размещения и развертывания. Требования по 
производительности для сетевой функции, на-
ходящейся внутри сети, многократно возрас-
тают по сравнению с оконечным устройством 
из-за большего трафика, так как функция об-
служивает множество оконечных устройств 
одновременно.

С течением времени объем сетевого трафи-
ка растет за счет большого числа новых при-
ложений. Это приводит к росту требований 
к пропускной способности и необходимости 
снижения задержек обработки (например, 
в связи с введением стандарта связи 5G). Реа-
лизация сложной функциональности требует 
проектирования с возможностью масштаби-
рования сетевой функции как в рамках од-
ного сервера, так и, если он не справляется, 
в многомашинном окружении. В данной ста-
тье будет предложена схема развертывания 
сетевых функций в облачной инфраструкту-
ре, позволяющая достичь многомашинного 
масштабирования, эффективного управле-
ния, легкости развертывания и поддержания 
отказоустойчивости.

Рассматривается задача выполнения сетевых функций (Network Functions, NF) в облачных инфраструкту-
рах. Предлагается концепция представления сетевых функций в виде микросервисов. Для входа и выхода из 
системы используется граничная функция, преобразующая входящие пакеты к внутреннему представлению и 
распределяющая их по микросервисам. Обсуждается реализация системы, в которой полная цепочка микро-
сервисов для каждого пакета выполняется на одном сервере по принципу "run-to-completion" с использованием 
возможности построения графа обработки пакетов системой NFF-GO.

Ключевые слова: сетевые функции, облачная инфраструктура, микросервисы, виртуализация, контейнери-
зация, NFF-GO
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Существующие подходы

Стандартное (универсальное) оборудование 
и стандартные операционные системы (ОС) не 
подходят для высокопроизводительной обра-
ботки пакетов. Это связано с особенностями 
реализации, включающими большое число ко-
пирований памяти, с задержками, вносимыми 
механизмом прерываний, переключениями 
между пользовательским и системным про-
странством/режимом работы и другими фак-
торами, делающими возможной универсаль-
ную обработку, но снижающими производи-
тельность.

По этой причине хронологически первым 
вариантом размещения сетевых функций яв-
ляется их размещение на специализированном 
оборудовании. Такое оборудование предна-
значено для оптимизированного решения од-
ной конкретной задачи. Под каждую сетевую 
функцию создается отдельное устройство — 
middle-box.

Со временем появилась возможность соз-
дания высокопроизводительных сетевых 
функций на стандартном оборудовании. По-
явились специализированные библиотеки, 
предоставляющие собственные драйверы (на-
пример, DPDK), в ОС были добавлены воз-
можности отображения памяти и запуска 
драйверов в режиме опрашивания, сетевые 
карты начали предоставлять RSS (Receive Side 
Scaling) — масштабирование на стороне при-
ема и offloading — исполнение некоторых са-
мых распространенных операций на сетевой 
карте. Эти и другие изменения сделали воз-
можным второй вариант размещения сетевых 

функций — на стандартном оборудовании со 
специальными библиотеками, драйверами и 
сетевыми картами.

Оба рассмотренных варианта развертывания 
объединяет жесткое закрепление каждой функ-
ции на исполняющем ее оборудовании (отдель-
ном сервере или middle-box), которое связано 
физическим проводом с центральным коммута-
тором системы, — так называемый bump-in-the-
wire подход (рис. 1). В сетях интернет-провай-
деров находятся десятки специализированных 
middle-box или стандартных серверов, последо-
вательно обрабатывающих пакеты.

Bump-in-the-wire подход имеет существен-
ные недостатки. Набор функций тяжело из-
менить, так как необходимо физическое пере-
мещение оборудования. Он тяжело масшта-
бируется, так как резервное оборудование 
простаивает вне пикового времени. Необходи-
мо физически перенастраивать конфигурацию 
оборудования для обработки отказов.

Эти проблемы привели к появлению тре-
тьего варианта развертывания — концеп-
ции виртуализации сетевых функций (NFV, 
Network Function Virtualization) [1, 2]. Основная 
идея NFV — исполнение сетевых функций на 
стандартном оборудовании с использованием 
механизма виртуализации, позволяющего изо-
лировать функции друг от друга. Предполага-
ется, что на одном сервере будут находиться 
несколько виртуальных машин, каждая из ко-
торых будет исполнять одну сетевую функцию 
[3]. Виртуальные машины будут связаны вир-
туальным коммутатором, который будет реа-
лизовывать последовательную обработку каж-
дого пакета всеми необходимыми функциями 
(рис. 2, см. третью сторону обложки).

Похожая схема применяется при четвер-
том варианте размещения — контейнеризации 
[4] — технологии виртуализации, которая, од-
нако, использует ядро физической ОС (рис. 3, 
см. третью сторону обложки). Плюсами кон-
тейнеров является снижение накладных рас-
ходов (память, реализация виртуализации) и 
быстрый старт и удаление функций.

В случае виртуализации функции нахо-
дятся под управлением гипервизора, в случае 
контейнеризации — под управлением одного 
из оркестраторов (например, Docker).

Для снижения накладных расходов, вноси-
мых виртуальным коммутатором и разделяе-
мым между функциями ресурсом — сетевой 
картой, были созданы технологии, повыша-
ющие производительность сервера с вирту-
альными функциями: SR-IOV (Single Root I/O 

Рис. 1. "Bump-in-the-wire" вариант размещения сетевых 
функций, выполняющихся на специализированных устрой-
ствах или стандартных серверах (NF — сетевая функция, 
switch — центральный коммутатор)
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Virtualization) — использование PCI порта од-
новременно несколькими виртуальными ма-
шинами; PCI passthrough — пересылка паке-
та в виртуальную машину напрямую из PCI 
устройства, минуя уровень гипервизора; пол-
ная или частичная реализация виртуального 
коммутатора в сетевой карте — offloading.

Концепция NFV является сложной в реали-
зации. Коммутатор должен знать адреса всех 
сетевых функций, которые задаются ему через 
управляющий протокол (например, OpenFlow). 
Кроме того, он же должен выполнять роль ба-
лансировщика нагрузки, запуская дополни-
тельную виртуальную машину, если какая-то 
виртуальная машина не справляется, и выгру-
жая функциональность на отдельный сервер, 
если текущий сервер полностью перегружен. 
При этих действиях необходима автоматиче-
ская замена сетевых адресов сетевых функций.

Производительность страдает из-за того, 
что виртуальные машины не могут общаться 
напрямую и вынуждены каждый раз переда-
вать пакет в коммутатор при реализации по-
следовательной обработки пакета цепочкой 
функций, что приводит к лишним разборам 
каждого пакета.

Предлагаемое решение

 � Сетевые функции как микросервисы
Одним из популярных шаблонов для созда-

ния облачных приложений является примене-
ние микросервисов [5]. Шаблон подразумевает 
разбиение функциональности приложения на 
небольшие отдельные подзадачи, разворачи-
вающиеся отдельно и поддерживающие связь 
друг с другом с помощью удаленных вызовов 
функций (Remote Procedure Call, RPC).

Преимуществами микросервисного подхо-
да является отсутствие необходимости заново 
развертывать все приложение при изменении 
отдельных частей, высокая обособленность от-
дельных частей, которые могут быть написаны 
на разных языках, разными разработчиками.

Рассмотрим обеспечение необходимой про-
изводительности в микросервисах. Каждый 
сервис может быть масштабирован, т. е. скопи-
рован и запущен на свободных ресурсах. Роль 
доставки пакетов часто выделяется в отдель-
ный сервис, называемый sidecar proxy, в нем 
может проходить предобработка пакетов, ба-
лансировка нагрузки, динамическое определе-
ние маршрута посылки пакета и прочие вспо-
могательные задачи связи сервиса с сетью.

Задача организации приложения, использу-
ющего десятки микросервисов, каждый с де-
сятками клонов, становится достаточно слож-
ной, для ее решения используется специаль-
ный уровень инфраструктуры — service mesh, 
отвечающий за балансировку, отказоустойчи-
вость и другие параметры приложения.

Приложения в основном работают на око-
нечных устройствах и находятся на уровне L7 
сетевого стека. Однако сходную модель можно 
применить и внутри самой сети для организа-
ции сетевых функций. Действительно, как и 
в конечном приложении, в сетевой функции 
пакет должен пройти последовательно через 
различные стадии, которые можно назвать 
микросервисами. Как и в оконечном приложе-
нии, микросервисы можно масштабировать.

Представление сетевой функции или це-
почки сетевых функций в виде микросерви-
сов позволяет изменить семантику передачи 
пакетов между функциями от сетевой адреса-
ции к транспортному уровню, например, RPC 
вызовам или адресации точка-точка, что по-
зволяет исключить виртуальный коммутатор 
и перейти к однократной коммутации. Кроме 
того, становится возможна более эффективная 
реализация передачи пакетов, например, с ис-
пользованием механизмов общей памяти.

Между сетевой функцией, представленной 
в виде микросервисов, и остальной сетью не-
обходимо использовать структуру, аналогич-
ную sidecar proxy для отдельного микросерви-
са. Будем называть такую структуру граничной 
функцией.

 � Граничная функция
Для перехода от сетевого представления пе-

редачи пакетов к микросервисному необходи-
ма некоторая граница, которая бы преобразо-
вывала входящий и исходящий трафик между 
пакетным представлением и внутренним пред-
ставлением системы (рис. 4).

Рис. 4. Предлагаемое размещение сетевых функций: F — раз-
личные сетевые функции; С — клоны сетевых функций, вы-
полняющие ту же функциональность
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Для каждого входящего пакета граничная 
функция должна:

1) классифицировать пакет;
2) в результате классификации определить 

необходимую цепочку микросервисов для об-
работки пакета и дополнительные параметры 
для вызовов микросервисов;

3) выполнить вызовы микросервисов со-
гласно определенной цепочке.

Так как сетевые функции обычно работа-
ют на уровне ниже L7, классификация пакета 
должна проводиться на низких уровнях. На-
пример, это может быть разбиение на сетевые 
потоки по "5-tuple" признакам: двум L3 адре-
сам, типу L4 протокола и двум L4 адресам. По 
"5-tuple" принципу работает, например, hash 
функция RSS сетевой карты. Другими при-
мерами может быть классификация на основе 
MAC-адреса, MPLS-метки, или идентификато-
ра туннеля в GTP. Если входной поток пакетов 
зашифрован, граничная функция может его 
расшифровывать или пересылать дальше как 
единый сетевой поток в зависимости от задачи.

Соответствие пакета и необходимой цепочки 
микросервисов является внешней настройкой 
граничной функции. Пакеты, принадлежащие 
различным сетевым соединениям, могут по-
лучать различные сервисы, отличающиеся как 
последовательностью функций (сервисных це-
почек), так и конфигурацией отдельных микро-
сервисов. Администратор сети должен иметь 
возможность настраивать граничную функцию 
под различные задачи, задавать правила клас-
сификации (например, с помощью протокола 
OpenFlow) и конфигурировать сервисные це-
почки. Предполагается, что сами микросервисы 
для внешней настройки недоступны, они могут 
только получать параметры от граничной функ-
ции, тем самым реализуя принцип отсутствия 
внутреннего состояния (stateless), что является 
основой для масштабирования. Таким обра-
зом, реализуются принципы программно-кон-
фигурируемых сетей (SDN — Software Defined 
Network) [6]. Уровень управления (Control Plane) 
представлен выбором микросервисов в зависи-
мости от классификации пакета. Уровень дан-
ных (Data Plane) представлен микросервисами 
и отделен от управления.

Помимо управления граничная функция 
может осуществлять функцию мониторинга 
созданной системы и предоставлять пользова-
телю различную статистику.

Выполнение найденной цепочки подразу-
мевает несколько действий: инкапсуляцию 
пакета во внутреннее представление системы, 

содержащее контекст для исполнения цепоч-
ки и последующей декапсуляции к обычному 
представлению пакета для дальнейшей от-
правки по сети; передачу инкапсулированного 
пакета на исполнение с помощью транспорта 
конкретной реализации (это могут быть RPC 
вызовы функций, как в канонических микро-
сервисах, либо передача как IP пакет с вну-
тренней адресацией), использование заданных 
каналов и т. д.

После выполнения цепочки сервисов пакет 
должен быть возвращен в граничную функ-
цию, преобразован к обычному сетевому пред-
ставлению и отправлен далее по сети через вы-
ходные порты граничной функции.

 � Реализация как run-to-completion
Ранее мы описали общее представление 

предлагаемой архитектуры, здесь будет пред-
ложена одна из реализаций. Главным недо-
статком микросервисной архитектуры явля-
ются накладные расходы при взаимодействии 
распределенных сервисов. В случае сетевой 
функции это пересылка пакетов между микро-
сервисами внутри цепочки.

В качестве эффективного решения пред-
лагается пересылать пакеты по сети только от 
граничной функции к началу цепочки. Даль-
нейшее перемещение пакета должно осущест-
вляться внутри одного сервера с помощью 
разделяемой памяти. Такая архитектура удов-
летворяет концепции "run-to-completion": когда 
пакет попадает на сервер для выполнения, он 
не выгружается на другие серверы до оконча-
ния процесса.

Для реализации всех микросервисов на 
одном сервере необходим специальный под-
ход к их исполнению. Мы предлагаем исполь-
зовать нашу систему NFF-GO [7]. Основная 
идея NFF-GO заключается в построении сете-
вой функции в виде графа обработки пакетов 
с помощью зацепления предопределенных, но 
конфигурируемых блоков обработки пакета, 
вызываемых для каждого пакета, проходящего 
по графу. Для реализации шаблона микросер-
висов достаточно создать граф в виде цепочек, 
где отдельные микросервисы будут представ-
лены блоками. С помощью нотации загружа-
емых плагинов можно создать динамический 
граф, конфигурируемый перед обработкой, 
а также блоки, загружаемые в граф из сторон-
них компонентов сторонних производителей.

NFF-GO предоставляет возможность авто-
матического масштабирования каждого блока 
в рамках одного сервера на различное число 
ядер процессора.
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Таким образом, общая топология предлагае-
мого решения сводится к граничной функции, 
находящейся на отдельном сервере, и множе-
ству серверов, на которых выполняется граф 
обработки пакетов, созданный с помощью 
NFF-GO. На каждом сервере осуществляет-
ся автоматическое масштабирование в рамках 
сервера. Если свободных ядер процессора не 
остается, это означает невозможность обрабо-
тать на этом сервере входящий поток. В этом 
случае граничная функция берет на себя функ-
ции балансировщика нагрузки, запускает граф 
обработки на свободном сервере и перераспре-
деляет на него часть сетевых соединений.

Мы нигде не оговаривали, как должны раз-
мещаться и администрироваться микросерви-
сы на серверах. В отличие от концепции NFV 
в нашей модели это не имеет принципиально-
го значения. NFF-GO-граф может быть запу-
щен в виде виртуальной машины, контейнера 
или другой сущности, администрировать ко-
торую предлагает провайдер облачной инфра-
структуры. Вопросы запуска, завершения и 
надежности каждого NFF-GO-графа остаются 
в ведении оркестратора средств размещения, 
например, для контейнеров это Kubernetes.

Отметим, что сама граничная функция 
также представляет собой набор последова-
тельных операций, а значит, может быть ре-
ализована с помощью NFF-GO как один из 
микросервисов, предшествующий попаданию 
пакетов в остальную систему. Общая модель 
размещения сетевой функции в облачной ин-
фраструктуре показана на рис. 5 (см. третью 
сторону обложки).

Результаты

Рассмотрим преимущества предложенно-
го подхода. По сравнению с существующими 
способами реализации развертывания сете-
вых функций в многомашинном окружении, 
а именно, NFV, контейнеризацией, bump-in-the-
wire подходом, предлагаемый метод:
 � более простой в управлении, так как име-

ет один объект, с которым осуществляется 
взаимодействие, — граничную функцию и 

однократную коммутацию — требование 
один раз выбрать цепочку сервисов для 
каждого сетевого соединения;

 � более универсальный, так как не оговари-
вает конкретные способы размещения сете-
вых функций на обрабатывающих серверах;

 � более производительный, так как run-to-
completion модель не имеет накладных рас-
ходов на пересылку пакета по сети, а одно-
кратная коммутация не предполагает раз-
бора пакета перед каждым новым сервисом;

 � более отказоустойчивый, так как на всех 
серверах находятся одинаковые графы, по-
этому вычислительные мощности являются 
полностью идентичными;

 � легче масштабируемый, так как в рамках од-
ного сервера масштабирование осуществля-
ется системой NFF-GO, что предполагает 
максимальное использование предоставля-
емых ресурсов, а на уровне многомашинной 
системы масштабирование осуществляет 
граничная функция один раз, а не баланси-
ровщик нагрузки, находящийся перед каж-
дым этапом обработки.
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Использование образцов для выбора маршрутов в сетях передачи данных

Рассмотрена возможность использования образцов для маршрутизации в сетях передачи данных. С этой 
целью разработан образец, построена на GPSSW имитационная модель фрагмента сети передачи данных, 
проведены имитационные эксперименты. Результаты экспериментов позволяют сделать вывод о целесообраз-
ности применения образцов для маршрутизации.
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The article discusses the problem of the deployment of network functions to a cloud infrastructure. We propose network 
function representation as a microservice and introduce a notion of the "Cloud Boundary Node" (CBN) for the boundary 
between functions system and another network. CBN classifies each incoming packet, determines a service chain for it, 
encapsulates packet to internal representation and sends it for processing, taking load balancing into account. Service chains 
are represented as a packet processing graph that should be implemented in a "run-to-completion" methodology — whole 
service chain is done at one server using shared memory technology. Packet processing graph can be built using NFF-GO 
system, which provides efficient automatic intra-node scaling. Graph structure is the same for all the nodes; however, the graph 
can be extended by using plugins, which are determined at the packet classification stage.

As a result, our architecture is easier to manage due to only one single management object — CBN, where the administrator 
can set the required service chains for every packet. Architecture can be better scaled and effectively handle various failures 
because all servers have the same processing graph, and CBN can simply rebalance traffic between them. Great performance is 
achieved by eliminating the costs of data transferring and commutation: only one commutation happens while CBN classification 
stage and only one data transfer happen between CBN and handling server.
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Введение

Разработано много формальных и нефор-
мальных методов принятия решений в си-

стемах различного назначения, технических, 
экономических, социальных и др. Обучение и 
принятие решений по образцам часто исполь-
зуется в живой природе. Автор статьи разра-
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батывает способы использования образцов для 
организации целенаправленного движения по 
ориентированным графам. На текущем этапе 
в качестве объектов для экспериментов ис-
пользуются сети передачи данных (СПД).

В одной из своих последних монографий [1] 
Н. Г. Загоруйко приводит различные методы 
анализа данных и классифицирования объек-
тов. Некоторые методы основаны на исполь-
зовании столпов (эталонов, образцов). В этом 
случае база данных содержит набор классифи-
цируемых объектов. Считается, что нормиро-
ванные параметры объектов являются их ко-
ординатами в n-мерном пространстве. После 
обработки данных статистическими метода-
ми определяются типовые объекты — столпы. 
Классифицирование заключается в приписы-
вании объектов к тем столпам, расстояния до 
которых минимально.

Иначе используются образцы в разрабаты-
ваемом автором статьи способе принятия ре-
шений в сложных системах, например, техни-
ческих, экономических, социальных. Текущая 
ситуация в системе представляется набором 
параметров. Значения некоторых параметров 
случайны, изменяются в процессе функцио-
нирования системы. Поэтому множество ситу-
аций заранее не определено. Образцы задаются 
тем же набором параметров, который исполь-
зуется для описания ситуаций. Значения па-
раметров образцов подбираются эвристически 
и с помощью имитационного моделирования. 
Решение принимается в зависимости от того, 
к какому из образцов ближе текущая ситуация 
в системе.

Первые эксперименты автора статьи по ис-
пользованию образцов были проведены при 
сравнительном анализе алгоритмов управ-
ления потоками автомобилей на перекрестке
[2, 3]. Концептуальная модель отображала че-
тыре пересекающихся потока, 12 направлений, 
четыре светофора. Сравнивались четыре алго-
ритма управления светофорами:
 � светофоры переключаются через заданный 

интервал времени;
 � светофоры могут быть переключены при от-

сутствии автомобилей в открытом для дви-
жения потоке;

 � разрешение для движения получает поток 
с наибольшей очередью автомобилей;

 � используются образцы для принятия реше-
ний о переключении светофоров.
Критерием для сравнения алгоритмов было 

среднее время ожидания автомобилей в очере-
дях перед перекрестком.

Для сравнения использовались имитацион-
ные модели, запрограммированные на GPSSW.

Текущее состояние перекрестка опреде-
лялось вектором S = {Qa, Qc, Qe, Qg}, где Qa, 
Qc, Qe, Qg — суммарные длины очередей ав-
томобилей в направлениях соответствующих 
потоков (a, c, e, g). Каждому потоку перед на-
чалом моделирования задавался образец ST =
= {Qa, Qc, Qe, Qg}, представляющий точку в че-
тырехмерном пространстве. Вычислялись ев-
клидовы расстояния текущего состояния S до 
каждой из четырех точек. Разрешалось движе-
ние тому потоку, для которого расстояние от S 
до ST минимально.

Результаты имитационных экспериментов 
показали, что алгоритмы на основе образцов 
имеют право на существование. Они часто не 
хуже известных алгоритмов управления ав-
томобилями на перекрестке с точки зрения 
временных задержек. Использование образцов 
имеет большие возможности для решения за-
дач распределения ресурса времени между на-
правлениями.

Постановка задачи

Необходимо оценить возможность использо-
вания образцов при выборе маршрутов на гра-
фах, в частности, в СПД. Для этого надо срав-
нить время достижения цели пакетами, управ-
ляемыми в узлах образцами, с известными 
методами маршрутизации. Нужно определить 
набор параметров образца, выбрать фрагмент 
СПД, построить имитационную модель его 
функционирования, провести эксперименты. 
Фрагмент СПД должен быть не очень большим, 
но при этом должен отражать основные про-
блемы маршрутизации в разветвленных сетях.

Теоретико-практические предпосылки

Первые сети ЭВМ использовали для марш-
рутизации протокол X.25. Процедуры X.25 по-
зволяют передавать данные по постоянным 
виртуальным соединениям и в режиме адап-
тивной маршрутизации дейтаграмм. Укрупне-
ние СПД и повышение скорости каналов при-
вели к вытеснению X.25 более эффективными 
протоколами, например, RIP (Routing Informa-
tion Protocol), OSPF (Open Shortest Path First, 
"кратчайший путь первым"). Когда сети были 
небольшими, решение принималось на осно-
ве минимального времени достижения цели. 
После роста сетей стало проще использовать 
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кратчайшие пути с точки зрения числа проме-
жуточных маршрутизаторов. Поэтому, несмо-
тря на большие возможности протоколов RIP 
и OSPF, маршрутизаторам обычно передается 
информация о кратчайших путях с точки зре-
ния числа узлов. В последнее время приобрел 
популярность протокол MPLS (Multiprotocol 
Label switching) [4]. Протокол находится между 
сетевым и канальным уровнями. Сверху обыч-
но IP. Снизу могут быть Frame Relay, ATM, 
PPP, Ethernet. В MPLS могут использоваться 
фиксированные маршруты. Но главное досто-
инство заключается в поддержке технологии 
инжиниринга трафика. MPLS применяется 
как крупными операторами связи, такими, как 
Ростелеком, так и мелкими.

В данной статье описано использование для 
маршрутизации образца со следующими пара-
метрами:

 ST = {Q, V, N, T},

где Q — текущая длина очереди к исходяще-
му из узла каналу связи; V — скорость исхо-
дящего канала (Мбит/c); N — минимальное 
расстояние от узла, принимающего решение 
по направлению передачи пакета, до адресата. 
Метрика — число участков передачи между уз-
лами; T — текущее время передачи от началь-
ного узла до конечного.

При выборе набора параметров образца 
учитывался теоретический и практический 
опыт маршрутизации в СПД.

Для анализа возможности использования 
образцов была построена имитационная мо-
дель фрагмента СПД.

Описание имитационной модели

Имитационная модель разработана в среде 
бесплатно распространяемой версии GPSSW. 
В качестве объекта имитации был выбран 
фрагмент СПД, структура которого приведена 
на рисунке.

Окружностями с номерами обозначены 
узлы СПД (маршрутизаторы, коммутаторы). 
Линии с номерами и стрелками обозначают 
каналы связи.

При принятии решения в узле СПД о на-
правлении передачи пакета выбирается тот ис-
ходящий из узла канал связи, параметры кото-
рого наиболее близки к значениям параметров 
образца.

Минимальные расстояния между узлами 
приведены в табл. 1.

Структура фрагмента СПД

Таблица 1

Минимальные расстояния между узлами 

Номер
начального 

узла

Номер
конечного 

узла

Минималь-
ное рассто-

яние

Номер
исходящего 

канала

1 1 0

1 2 1 1

1 3 1 2

1 4 2 1

1 5 1 3

1 6 2 3

2 1 1 4

2 2 0

2 3 1 5

2 4 1 6

2 5 2 5

2 6 2 6

3 1 1 7

3 2 1 8

3 3 0

3 4 1 9

3 5 1 10

3 6 2 10

4 1 2 12

4 2 1 11

4 3 1 12

4 4 0

4 5 2 12

4 6 1 13

5 1 1 14

5 2 2 15

5 3 1 15

5 4 2 16

5 5 0

5 6 1 16

6 1 2 18

6 2 2 17

6 3 2 18

6 4 1 17

6 5 1 18

6 6 0
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В первом и втором столбцах табл. 1 при-
ведены номера начального и конечного узлов. 
В третьем столбце указано минимальное чис-
ло участков передачи от начального узла до 
конечного. В четвертом столбце содержатся
номера исходящих каналов, с которых начина-
ются кратчайшие пути. Структура СПД, при-
веденная на рисунке, показывает, что между 
некоторыми парами узлов может существовать 
несколько путей с минимальными расстояни-
ями. В модели считается, что кратчайшим яв-
ляется тот путь для передачи пакета, который 
найден первым.

Перед прогоном имитационной модели за-
даются значения параметров образца ST =
= {Q, V, N, T}. Считается, что они являются ко-
ординатами точки, соответствующей образцу, 
в четырехмерном пространстве.

При определении направления передачи па-
кета для каждого исходящего из узла канала 
связи определяются текущие значения пара-
метров S = {Q, V, N, T}, которые тоже зада-
ют точку в четырехмерном пространстве. Для 
каждого исходящего канала вычисляются рас-
стояния от S до ST. Пакет передается по тому 
каналу, для которого расстояние от S до ST 
минимально.

Описание имитационных экспериментов

Перед прогоном имитационной модели за-
давались следующие основные параметры:
 � среднее время между поступлением пакетов 

между каждой парой узлов. Время распреде-
лено экспоненциально;

 � длина пакета 576 байт;
 � скорости каналов связи (приведены в табл. 2);
 � интервал времени работы СПД, имитируе-

мый в прогоне модели.
Набор и значения параметров образца ST = 

= {Q, V, N, T}. В имитационных экспериментах 
использовались разные сочетания параметров 
образца.

Результаты имитационных экспериментов 
приведены в табл. 3.

Значения параметров образцов и интен-
сивностей поступления пакетов выбирались 
эмпирически с последующей проверкой на 
имитационной модели. Критерием эффектив-
ности набора и значений параметров образцов 
было среднее время передачи пакетов по СПД. 
Интенсивности поступления пакетов должны 
были обеспечить максимальную, но приемле-
мую загрузку каналов связи.

Прочерк в описании параметров образца оз-
начает, что параметр при прогоне имитацион-
ной модели не использовался.

В образце в первом эксперименте исполь-
зуется только один параметр, задающий пере-
дачу по маршрутам с минимальным числом 

Таблица 2

Скорости каналов связи 

Номер Узел 1 Узел 2 Скорость канала (Мбит/c)

1 1 2 1

2 1 3 2

3 1 5 1

4 2 1 1

5 2 3 2

6 2 4 1

7 3 1 2

8 3 2 2

9 3 4 2

10 3 5 2

11 4 2 1

12 4 3 2

13 4 6 1

14 5 1 1

15 5 3 2

16 5 6 1

17 6 4 1

18 6 5 1

Таблица 3

Основные данные экспериментов 

Номер Параметры образца Т1ср (мкс) Т2ср (мс)

1 (–, –, 0, –) 300 4,6

2 (0, –, 0, –) 300 3,457

3 (0, 4, 0, –) 300 4,56

4 (0, 3.1, 0, –) 300 3.04

5 (0, 3.0, 0, –) 300 3,46

6 (–, –, 0, 0) 300 3,16

7 (–, –, 0, 1) 300 3,12

8 (–, –, 0, 0) 250 3,77

9 (0, 3.2, 0, 0) 225 3,65

Примечание: Т1ср — среднее время между поступлени-
ем пакетов между каждой парой узлов; Т2ср — среднее вре-
мя передачи пакетов по СПД.
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участков передачи. Фактически это передача 
по фиксированным маршрутам, которые пере-
страиваются только при изменении структуры 
сети. Благодаря простоте и высокой скорости 
обработки пакетов в узле такие методы часто 
используются в протоколах RIP, OSPF, MPLS.

В образец второго эксперимента добав-
лен параметр, учитывающий текущую длину 
очереди пакетов к исходящему из узла кана-
лу. Такой алгоритм можно отнести к классу 
адаптивных. Этот параметр непосредственно 
доступен маршрутизатору и позволяет снизить 
время передачи по сети.

В образцы экспериментов 3, 4, 5 добавлен 
параметр, учитывающий скорость каналов 
связи. Видно, что конкретное значение пара-
метра образца может сильно влиять на время 
передачи пакетов.

В образцах экспериментов 6, 7, 8 использу-
ется параметр, учитывающий время передачи 
пакетов до адресата. Этот критерий позволяет 
снизить время передачи. Его применение тре-
бует дополнительных затрат времени и пере-
дачи служебных сообщений. Поэтому в насто-
ящее время он используется редко.

В образце эксперимента 9 используются 
четыре параметра. Из результатов видно, что 
увеличение числа используемых параметров
не всегда приводит к уменьшению времени 
передачи.

Результаты экспериментов показывают, что 
образцы могут использоваться для маршрути-
зации в СПД.

Заключение

Апробирована идея использования образ-
цов для выбора направлений движения тран-
закций по графу. Апробация проводилась 
на процессах выбора маршрутов в СПД. Для 
этого был выбран набор параметров образца, 
построена на GPSSW имитационная модель 
фрагмента СПД, определены значения пара-
метров образца, проведены имитационные 
эксперименты. Результаты экспериментов по-
казали возможность и целесообразность ис-
пользования образцов для выбора маршрутов.

Образцы могут использоваться для выбора 
маршрутов при целенаправленном движении 
по ориентированным графам в системах раз-
личного назначения: технических, экономиче-
ских, социальных.

В дальнейшем планируется апробация об-
разцов при организации движения в автотран-
спортных сетях.
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Use of Samples for the Choice
of Routes in Networks of Data Transmission

The author of article elaborate methods of use of samples for the organization of purposeful movement on the orientated 
graphs. The first experiments on the use of samples were carried out in a comparative analysis of algorithms for controlling the 
flow of cars at the intersection. The results of simulation showed great possibilities of algorithms based on samples to control 
traffic lights at the intersection. At the current stage, the efficiency of algorithms based on samples when choosing routes in 
data networks is investigated. For this purpose, a set of parameters of the sample was determined, a simulation model of a 
fragment of the data network was built, simulation experiments were conducted. The following set of parameters was selected 
for the sample: ST = {Q, V, N, T}. Parameter description: Q — current queue length to outgoing channel from node; V — 
outgoing channel speed (Mbit/c); N — the minimum number of transmission sections from the current node to the destination; 
T — current transfer time from the current node to the final node. The simulation model is implemented on GPSSW. Before 
running the simulation model, the values of the sample parameters ST = {Q, V, N, T} are set. They are considered to be the 
coordinates of the point corresponding to the sample in four-dimensional space. When determining the direction of transmission 
of the packet for each outgoing communication channel from the node, the current values of the parameters S = {Q, V, N, T} 
are determined, which also specify a point in four-dimensional space. The packet is transmitted through the channel for which
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the distance from S to ST is minimal. The criterion for comparing the algorithms was the average time of packet transmission 
over the data network. Simulation experiments have shown that the average transmission time of data packets can strongly 
depend on the combinations and values of the sample parameters. The article tested the idea of using samples to select the 
direction of purposeful movement of transactions on the oriented graph. Testing was carried out on a simulation model of route 
selection processes in the data network. The results of the experiments showed the possibility and feasibility of using samples for 
routing. Samples can be used to select routes for targeted traffic on oriented graphs in systems for various purposes: technical, 
economic, social. In the future, it is planned to test samples in the organization of traffic in road networks.
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"Гибридный" алгоритм планирования государственных закупок 
товарно-материальных ценностей

Введение

Закупочная деятельность в нашей стране 
регламентируется двумя основными федераль-
ными законами: 44-ФЗ [1] и 223-ФЗ [2]. С уве-
личением объема торгов существенно повыша-
ется трудоемкость работ по подготовке, прове-
дению, учету и контролю проводимых торгов 
и заключаемых контрактов. Для повышения 
эффективности управления госзакупками не-
обходима автоматизация планирования госза-
купок с помощью современных информацион-
ных технологий.

Составление плана закупок товарно-мате-
риальных ценностей вуза начинается со сбо-
ра заявок, которые ежегодно подают все его 
подразделения. Далее заявки делятся на кате-
гории: канцтовары, оргтехника, мебель и др. 
Затем для каждой заявки определяется источ-
ник финансирования: федеральный бюджет, 
студенты-контрактники, программа стратеги-
ческого развития и др. От этого зависит, под 
действие какого федерального закона попада-
ет заявка и каким способом она должна быть 
реа лизована.

Чтобы сформировать план закупок, работ-
нику контрактной службы необходимо сна-
чала проанализировать поданные заявки и 
вручную проставить способы закупок для тех 
заявок, для которых важна закупка каким-то 
определенным способом. Этот момент можно 
пояснить на примерах.

Например, закупая канцтовары на аукци-
оне, университет обязан купить канцтовары 
любой торговой марки у продавца, предложив-
шего минимальную цену. Товары, чьи техни-
ческие характеристики не важны, могут быть 
закуплены любым способом, в том числе и на 
аукционе. Для таких товаров изначально спо-
соб закупки не определен.

Если же технические характеристики то-
вара важны (например, закупка серверов), то 
способ закупки — договор с единственным 
поставщиком. Заметим, что для таких товаров 
способ закупки проставляется вручную, и они 
не попадают в массив исходных данных, кото-
рый формирует предлагаемый алгоритм.

Далее работник отдела выбирает способ за-
купки, сумму, которую необходимо набрать, и 
запускает алгоритм. Вначале алгоритм форми-

Для планирования госзакупок товарно-материальных ценностей предлагается "гибридный" алгоритм набо-
ра заданной суммы из заданных стоимостей заявок (NP-полная задача "Сумма размеров"). Сумма набирается 
полиномиальным алгоритмом до тех пор, пока размер подзадачи не становится пригодным для решения точным 
алгоритмом. Такой "гибридный" алгоритм наследует вычислительную сложность и оценку абсолютной погреш-
ности полиномиального алгоритма. В то же время применение на последнем этапе решения точного алгоритма 
позволяет набирать сумму с большой степенью точности. Данный алгоритм применяется при планировании 
госзакупок Магнитогорского государственного технического университета им. Г. И. Носова.

Ключевые слова: NP-полнота, задача "Сумма размеров", приближенный алгоритм, "гибридный" алгоритм, 
планирование, государственные и муниципальные закупки
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рует рабочий массив заявок, из которых будет 
набираться требуемая сумма. Те заявки, у ко-
торых способ закупки не определен, и стои-
мость не превосходит набираемую сумму, ав-
томатически входят в рабочий массив. Затем 
алгоритм выбирает из рабочего массива заяв-
ки, общая стоимость которых близка к задан-
ной сумме.

Все заявки (слагаемые), участвующие в на-
боре суммы, равноправны и имеют единичные 
"веса", характеризующие степень их важности. 
Как уже было отмечено, наиболее важные за-
купки с единственным поставщиком изна-
чально не попадают в массивы исходных дан-
ных, формируемых алгоритмом.

Для остальных товаров еще при подаче за-
явки указывается, в каком квартале подраз-
деление желает получить товар. Эти сроки 
находятся в базе данных и учитываются ал-
горитмом при формировании исходных мас-
сивов. Товары, не вошедшие в набранную 
сумму, тоже будут закуплены в соответству-
ющем квартале, но другим способом. Для них 
работник контрактной службы должен вы-
брать и вручную проставить другой способ 
закупки. После выбора способа закупки для 
таких товаров также возможно применение 
алгоритма.

Особенностью нашей задачи является ее 
сверхбольшая размерность: сумма в рублях 
имеет порядок 106...107. В то же время число 
заявок сравнительно не велико, порядка не-
скольких сотен.

1. Математическая постановка задачи

Задача о наборе суммы
Условие. Заданы конечное множество A, це-

лые положительные веса всех элементов a ∈ A 
и положительные целые числа Sum0 и D. 

Вопрос. Существует ли такое подмножество 
A′ ⊆ A такое, что суммарный вес его элементов 
Sum удовлетворяет условию Sum0 – Sum m D? 

Заметим, что частным случаем этой задачи 
при D = 0 является модельная NP-полная зада-
ча "Сумма размеров" [3]. Таким образом, наша 
задача является классической NP-полной за-
дачей. В оптимизационной постановке эту 
задачу можно сформулировать следующим 
образом: требуется набрать заданную целую 
положительную сумму из заданных целых по-
ложительных слагаемых так, чтобы не превы-
сить заданную сумму и минимизировать от-
клонение набранной суммы от исходной.

2. Анализ существующих методов решения 
задачи о наборе суммы

Рассмотрим вначале точные методы реше-
ния данной задачи. Наиболее известным ме-
тодом решения этой задачи является метод ди-
намического программирования [4]. Известно, 
что с помощью этого метода задача "Сумма 
размеров" разрешима за псевдополиномиаль-
ное время [3]. Для решения задачи составляет-
ся таблица размера nЅSum, где n — число эле-
ментов множества A, Sum — набираемая сумма, 
затем с помощью алгоритма вычислительной 
сложности O(n•Sum) набирается заданная сум-
ма. Если Sum велико, работа алгоритма не за-
вершится за реальное время.

Еще одним точным алгоритмом решения 
данной задачи является переборный алгоритм 
с возвратом [5], который в худшем случае яв-
ляется алгоритмом экспоненциальной вычис-
лительной сложности и эффективно работает 
только при числе слагаемых n m 20. Так как 
рассматриваемая в данной работе задача может 
иметь сверхбольшую размерность, то для ис-
ходной задачи оба этих метода неприменимы.

Рассмотрим приближенные методы, по-
зволяющие получать решение задачи "Сумма 
размеров" для большой размерности исходных 
данных. В первую очередь, это метод масшта-
бирования для динамического программиро-
вания. Метод заключается в уменьшении всех 
заданных величин в scale раз, где scale — ко-
эффициент масштабирования, и последующем 
округлении до целого путем отбрасывания 
дробной части. Погрешность полученного та-
ким образом решения не превосходит n•scale. 
Применим метод масштабирования к нашей 
задаче. Для того чтобы добиться существенно-
го выигрыша в быстродействии, необходимо 
взять scale порядка 1000, что даст недопустимо 
большую погрешность.

В работе [6] для отгрузки готовой продук-
ции со склада листопрокатного цеха предла-
гается приближенный алгоритм набора сверх-
большой суммы с известной оценкой абсолют-
ной погрешности. Но из-за специфики задачи 
в математической постановке есть дополни-
тельные ограничения, кроме того, слагаемые 
определенным образом сгруппированы.

Таким образом, для задачи набора сверх-
большой суммы из заданных слагаемых с за-
данным допустимым отклонением возникает 
необходимость разработки нового эффектив-
ного приближенного алгоритма, а также оцен-
ка его абсолютной погрешности.
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3. Описание "гибридного" алгоритма
для задачи о наборе суммы

При первом запуске "гибридного" алгоритма 
исходный рабочий массив слагаемых упорядо-
чивается по невозрастанию, при последующих 
запусках — перемешивается случайным об-
разом. Подобные приемы "встряхивания" ча-
сто используются в эвристических алгоритмах 
локального поиска [7], которые имеют тенден-
цию застревать в точках локального оптимума. 
Число запусков ограничено константой, не за-
висящей ни от числа слагаемых, ни от набира-
емой суммы.

При наборе суммы, отклоняющейся от ис-
ходной суммы не более чем на D, алгоритм 
завершает работу. Полученное таким образом 
решение будем называть допустимым.

Без детализации работу алгоритма на одном 
запуске можно описать следующим образом. 
Если число слагаемых не более 20, то сумма 
набирается точным алгоритмом. Иначе запу-
скается "жадный" FF-алгоритм (first fit, первый 
подходящий) [3]. Слагаемые берутся в том по-
рядке, как они расположены в исходном мас-
сиве. Если слагаемое проходит ограничение по 
весу, то оно добавляется к текущему решению, 
иначе отбрасывается. Когда FF-алгоритм за-
канчивает работу, любое не вошедшее в реше-
ние "новое" слагаемое больше остаточной сум-
мы (которую нужно добрать).

Затем оба массива (с набором текущей сум-
мы и с неиспользованными "новыми" слагае-
мыми) сортируются в порядке невозрастания. 
Часть слагаемых в порядке неубывания уда-
ляется из текущего решения и возвращается 
в рабочий массив. Слагаемые возвращаются 
в рабочий массив до тех пор, пока или оста-
точная сумма не станет больше либо равна ми-
нимальному "новому" слагаемому, или из те-
кущего решения будут удалены все слагаемые. 
Затем последнее (максимальное) из переме-
щенных слагаемых безвозвратно удаляется из 
рабочего массива, после чего для набора оста-
точной суммы опять запускается либо точный 
алгоритм, либо FF-алгоритм.

Заметим, что удаление из рабочего массива на 
каждой итерации одного слагаемого, во-первых, 
гарантирует завершение одного запуска "гибрид-
ного" алгоритма не более чем за n итераций; во-
вторых, позволяет получать новые наборы.

Ниже приведены основные шаги данного 
алгоритма.

Шаг 1. //новый запуск алгоритма на исход-
ном массиве

Шаг 2. //вызов либо FF-алгоритма, либо 
точ ного алгоритма

Шаг 3. //FF-алгоритм
Шаг 4. //удаление слагаемых
Шаг 5. //формируем массив без удаленного 

слагаемого
Шаг 6. //точный алгоритм

4. Трассировка одного запуска алгоритма
на модельном примере

Набираем сумму Ves0 = 100 с допустимым 
отклонением D = 0, рабочий массив A = [11(10), 
8 (20), 3, 2(10)] (в скобках указано число слага-
емых данного веса). Ves — текущая набранная 
сумма, Sol — текущий набор Ves, Ost — теку-
щая остаточная сумма, MinA — минимальное 
слагаемое в массиве A.

1. FF-алгоритм (набирает сумму Ost = 100):
Ves = 99; Ost = 1; Sol = [11 (9)]; A = [11, 8 (20), 

3, 2(10)]; MinA > Ost.
2. Возвращаем 11 из решения в массив A:
Ves = 88; Ost = 12; Sol = [11 (8)]; A = [11(2),

8 (20), 3, 2(10)]; MinA < Ost.
Удаляем 11 из массива A: A = [11(1), 8 (20), 

3, 2(10)].
3. FF-алгоритм (набирает сумму Ost = 12):
Ves = 11; Ost = 1; Sol = [11]; A = [8 (20), 3, 

2(10)]; MinA > Ost.
4. Возвращаем 11 из решения в массив A:
Ves = 0; Ost = 12; Sol = []; A = [11, 8 (20), 3, 

2(10)]; MinA < Ost.
Удаляем 11 из массива A: A = [8 (20), 3, 2(10)].
5. FF-алгоритм (набирает сумму Ost = 12):
Ves = 11; Ost = 1; Sol = [8, 3]; A = [8 (19), 

2(10)]; MinA > Ost.
6. Возвращаем 3 из решения в массив A:
Ves = 8; Ost = 4; Sol = [8]; A = [3, 2(10)] (в A 

входят только те слагаемые, которые не пре-
восходят Ost); MinA < Ost.

Удаляем 3 из массива A: A = [2(10)], число 
слагаемых меньше 20.

7. Точный алгоритм (набирает сумму Ost = 4):
Ves = 4; Ost = 0; Sol = [2, 2];
8. OptVes = 100, OptSol = [11(8), 8, 2, 2].

5. Вычислительная сложность
"гибридного" алгоритма

Точный алгоритм с возвратом используется 
для набора суммы только в том случае, если 
число слагаемых не превосходит 20. Время его 
работы не увеличивается с ростом числа сла-
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гаемых n или с увеличением исходной набира-
емой суммы, поэтому это время можно считать 
константой.

Число запусков "гибридного" алгоритма 
также ограничено константой и не зависит от 
размерности исходных данных, поэтому за вы-
числительную сложность примем число шагов 
"гибридного" алгоритма на одном запуске. Так 
как на каждой итерации одного запуска про-
исходит удаление хотя бы одного слагаемого, 
число итераций не превосходит n.

Внутри одной итерации один раз вызывает-
ся FF-алгоритм с вычислительной сложностью 
O(n), один раз сортируются два массива длины 
не более n, один раз происходит копирование 
массива длины не более n. Заметим, что в ре-
альной задаче число слагаемых относительно 
невелико, поэтому сортировка за время O(n2) 
будет работать быстрее бинарной сортиров-
ки. Окончательно получаем вычислительную 
сложность O(n3).

6. Абсолютная и асимптотическая погрешности 
"гибридного" алгоритма

Будем называть решением полученный FF-
алгоритмом набор элементов A′ ⊆ A, а суммой 
Sum решения — сумму стоимостей (весов) вхо-
дящих в него элементов. Обозначим MaxTerm 
максимальный вес элемента a ∈ A индивиду-
альной задачи I. 

Определение. Назовем величину δ абсолют-
ным отклонением набранной приближенным 
алгоритмом суммы от точного решения:

 
0 ,   если  0 ;

0,   если  0 0.

Sum D Sum Sum Sum D

Sum D Sum Sum

− − < −⎧
δ = ⎨ −⎩ m m

Утверждение
1. Для всех индивидуальных задач I о набо-

ре FF-алгоритмом заданной суммы Sum0 с за-
данным допустимым отклонением D и макси-
мальным слагаемым MaxTerm имеет место не-
равенство:

 Sum0 – Sum m δ, где δ m MaxTerm –    D – 1. 

2. Существует беско   нечное число индивиду-
альных задач I, для которых Sum0 сколь угод-
но велико и Sum = Sum0 – MaxTerm + D + 1. 

3. 1FFR∞ = , асимптотическая погрешность 
FF-алгоритма равна 1.

Доказательство пунктов 1—3 с помощью 
техники, описанной в работе [6], приведено 

в работе [8]. Таким образом, абсолютная по-
грешность "гибридного" алгоритма фиксиро-
вана и не увеличивается ни при возрастании 
числа слагаемых, ни при возрастании размера 
набираемой суммы.

7. Пример работы "гибридного" алгоритма
на реальных данных

Для примера возьмем следующие входные 
данные:

1) период — 2016 г.;
2) категория товарно-материальных ценно-

стей (ТМЦ) — строительные материалы;
3) тип финансирования — бюджет;
4) число заявок — 104.
Изначально все заявки имеют способ закуп-

ки "Не определен" (рис. 1). Общая стоимость 
всех заявок по категории — 2 002 986,4 руб.

Выставим сумму, которую требуется на-
брать (999 999 руб) и допустимое отклонение 
100 руб. Алгоритм набирает сумму 999 951,6 руб
(рис. 2), отклонение от заданной суммы равно 
47,4 руб, что составляет 0, 0047 %.

Рассмотрим работу алгоритма более подроб-
но. После запуска формируется рабочий мас-
сив A, в котором содержится информация о за-
явках — идентификационный номер ТМЦ и ее 
стоимость (вес). Для категории "Строительные 
материалы" было отобрано 125 заявок. Рассмо-
трим запуск алгоритма на данных, перемешан-
ных случайным образом. Фрагмент массива 
приведен в табл. 1. Статус заявки "0" означает, 
что она не была включена в набор суммы.

Затем происходи   т набор суммы "жадным" 
алгоритмом. В результате набрана сумма
998 862 руб, в ее набор вошли 72 заявки. Оста-
точная сумма равна 1137 руб. Минимальное не-
использованное слагаемое MinA, которое оста-
лось в исходном рабочем массиве, равно 1500.

Так как остаточная сумма превышает допу-
стимое отклонение в 100 руб, начинаем воз-
вращать в массив A слагаемые из решения до 
тех пор, пока остаточная сумма не превысит 
минимальное слагаемое MinA. Таким образом, 
элементы с весом 160, 168, 175 удаляются из 
набора и возвращаются в рабочий массив A,
в табл. 2 им присвоен статус 1. После возврата 
остаток составляет 1640.

Затем создаем новый массив NewA, в ко-
торый попадут элементы из A, не превыша-
ющие остаточную сумму, которую нужно на-
брать (1640). В массив попадут 8 элементов 
(табл. 2).
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Рис. 1. Входные данные

Рис. 2. Результаты работы программы
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Так как число слагаемых не превышает 20, 
для набора остаточной суммы вызывается точ-
ный алгоритм. Точный алгоритм набирает 
сумму 1592 за счет одного элемента NewA [8]. 
Этот элемент добавляется к решению. Таким 
образом, набрана сумма 999 951 руб., в реше-
ние вошли 70 элементов (заявок).

Для получения различных решений и выбо-
ра наилучшего варианта запустим "гибридный" 
алгоритм 10 раз. Возвращаемая на каждом за-
пуске набранная сумма, число слагаемых в на-
боре и отклонения приведены в табл. 3.

Как видно из табл. 3, на каждом запуске, 
кроме первого, алгоритм набрал сумму, удов-
летворяющую заданному отклонению. Первый 
запуск алгоритма был проведен в массиве, от-
сортированном по невозрастанию, осталь-
ные — на перемешанных случайным образом.

Заключение

В "самом плохом случае" "гибридный" алго-
ритм набора заданной суммы наследует абсо-
лютную погрешность "жадного" FF-алгоритма. 
Но благодаря добору остаточных сумм точным 
алгоритмом данный алгоритм хорошо работает 
на реальных данных. Предложенный алгоритм 
может применяться для решения задач малой, 
средней и большой размерности.
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Таблица 1

Исходный массив А 

Элемент Статус Номер ТМЦ Индекс Вес

A[1] 0 31 604 52 1680

A[2] 0 31 601 120 10 3510

A[3] 0 27 900 54 1890

A[4] 0 32 504 43 1500

A[5] 0 31 873 28 1200

... ... ... ... ...

A[125] 0 32 254 125 316 824

Таблица 2

Массив NewА

Элемент Статус Номер ТМЦ Индекс Вес

NewA[1] 1 31 743 1 160

NewA[2] 1 31 882 2 168

NewA[3] 1 27 886 3 175

NewA[4] 0 32 749 44 1517

NewA[5] 0 28 057 41 1500

NewA[6] 0 31 604 52 1680

NewA[7] 0 27 880 45 1530

NewA[8] 0 32 752 46 1592

Таблица 3

Результаты 10 запусков "гибридного" алгоритма

№ Сумма Число элементов Отклонение

1 938 028 118 61971

2 999 910 65 89

3 999 939 98 60

4 999 934 77 65

5 999 908 75 91

6 999 911 67 88

7 999 927 79 72

8 999 941 91 57

9 999 952 70 47

10 999 950 92 49
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In this work, for planning state procurement of goods-material values, the proposed "hybrid" algorithm sets the given 
amount of of the given values (NP-complete weighted set problem). The sum is collected by a fast "greedy" algorithm until the 
size of the subproblem becomes suitable for solving by an exact algorithm. This "hybrid" algorithm inherits the computational 
complexity and the absolute worst-case performance of the "greedy" algorithm. At the same time the use of the exact algorithm 
at the last stage of the solution allows to gain the sum with a high degree of precision. This algorithm is used in the planning 
of state procurement of MSTU named after G. I. Nosov.
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Методика оценки надежности вычислительной техники
с учетом влияния отказов вспомогательного оборудования

Введение

Развитие современной электроники и ин-
формационных технологий позволило обе-
спечить доступность высокоскоростной вы-
числительной техники практически во всех 
уголках земного шара. Основной целью созда-
ния серверного помещения является удобное и 
эффективное расположение всех компонентов 
в одном месте, чтобы у администратора был 
централизованный, комфортный и быстрый 
доступ ко всем комплектующим оборудования 
для быстрого устранения неполадок в случае 
возникновения проблем. Также важна защита 
оборудования от сбоев питания и неблагопри-
ятных климатических условий. Для обеспече-
ния этих условий используется комплекс вспо-
могательных элементов (ВЭ) [1—3]:

— для поддержания в помещении комфорт-
ных климатических условий используется си-
стема кондиционирования — сплит-система, 
которая при активном функционировании 
серверного оборудования позволяет как ох-
лаждать, так и нагревать воздух до нужной 
температуры;

— для отвода накапливаемого статического 
электричества, которое может привести к сбо-
ям в работе аппаратуры, а также нанести вред 
человеку при прикосновении к ней, использу-
ются комплекты заземлений;

— для освещения в помещении используют-
ся галогенные лампы, благодаря которым сни-
жается нагрузка в сети питания и уменьшают-
ся электрические помехи.

Традиционно при проведении расчета по-
казателей надежности технических средств 
ВЭ принимаются эквивалентными основным 
элементам (ОЭ) [1, 4, 5], таким образом, кри-
терии отказов ВЭ принимаются за отказ всей 
системы, что явно значительно занижает ре-
зультаты расчета [5, 6]. В других случаях ВЭ 
вовсе не учитываются, что, в свою очередь, 
наоборот завышает прогнозируемые показа-
тели [7, 8]. Оба этих подхода могут приводить 
к возрастанию погрешности более чем на 20 % 
[5]. В связи с этим появляется необходимость 
разработки методики, которая позволит учи-
тывать условное (нелинейное) влияние ВЭ на 
функционирование системы с точки зрения 
надежности и значительно уменьшать погреш-
ность расчетов.

Описание методики проведения расчета 
показателей надежности

Сформулируем методику проведения рас-
чета показателей надежности вычислительной 
техники серверного помещения с учетом вли-
яния отказов сервисного оборудования:

Традиционно для учета влияния вспомогательных элементов на функционирование основных элементов объ-
екта используется один из двух подходов: либо отказ вспомогательных элементов приводит к отказу всего 
объекта, либо отказ вспомогательных элементов не учитывается. Первая методика значительно занижает 
показатели надежности, а вторая, соответственно, их завышает. Методика, предложенная в данной статье, 
учитывает влияние, оказываемое отказом вспомогательных элементов на условия функционирования основ-
ных, что позволяет более точно оценить показатели надежности. В качестве объекта исследования выбран 
типовой модуль оборудования серверного помещения среднестатистической организации, на основе рассмотре-
ния состава которого были сформированы критерии отказа и построены структурные схемы надежности, 
демонстрирующие преимущества предложенного подхода.

Ключевые слова: серверное помещение, заземление, вспомогательные элементы, основные элементы, интен-
сивность отказов, критерии отказов, коэффициент готовности, средняя наработка на отказ
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1. Формулировка требований к объекту иссле-
дования (размеры помещения, наличие розеток, 
нагрузка на пол, освещение помещения, темпе-
ратура помещения, давление воздуха и т. д.).

2. Выделение основных компонентов объекта 
исследования (серверное оборудование, сплит-
система, розетка, лампа освещения и т. д.).

3. Описание состава комплектов оборудова-
ния компонентов объекта исследования.

4. Учет основных требований к компонен-
там объекта исследования, критически важ-
ных для функционирования системы (напри-
мер, тепловой мощности), и формирование 
итогового состава оборудования.

5. Определение нормируемых показателей 
надежности, которые задаются для объекта 
исследования (коэффициент готовности, сред-
няя наработка на отказ, среднее время восста-
новления и др.).

6. Формирование окончательных критериев 
отказа системы.

7. Анализ возможных причин отказа систе-
мы и разработка окончательной логической 
схемы функционирования объекта исследова-
ния и RBD-схемы (Reliability Block Diagram) на 
ее основе.

8. Построение структурных схем надежно-
сти для прогнозирования заданных показате-
лей надежности объекта исследования и его 
составных частей.

9. Выбор математических моделей расчета 
показателей надежности.

10. Расчет показателей надежности объекта 
исследования.

Как уже было сказано выше, для повыше-
ния точности расчетов на этапе 7 разрабо-
танной методики следует учитывать условное 
влияние ВЭ на функционирование системы. 
Для этого нами предлагается использовать 
диаграммы Исикавы, что позволит более точ-
но сформировать критерии отказа системы и, 
в итоге, повысить точность расчетов.

Рассмотрим применение данной методики 
на примере типового серверного помещения.

Описание объекта исследования

В качестве объекта исследования рассмо-
трим наиболее распространенный вариант по-
строения серверного помещения. Серверная — 
это помещение специального назначения, 
в котором находится телекоммуникационная 
аппаратура, которое соединяется с магистра-
лями и считается средством обслуживания 

здания. В соответствии со стандартом [1—3, 9] 
серверное помещение должно отвечать следу-
ющим требованиям:

1. Наличие не менее двух электрических 
розеток с заземлением на каждые три погон-
ных метра любой стены. Серверное помеще-
ние имеет размеры 3 Ѕ 4 м (что в соответствии 
со стандартом является минимальными 12 м2, 
минимальная высота потолка 2,44 м) и в соот-
ветствии со стандартом в ней должно иметься 
четыре розетки с заземлением, в нашем при-
мере их 6 шт.

2. Максимальная распределенная нагрузка на 
пол должна составлять 12 кН/м2, максимальная 
сосредоточенная нагрузка — 4,4 кН/м2.

3. При освещении помещения для снижения 
электрических помех рекомендуется использо-
вать галогенные лампы, так как они снижают 
скачки напряжения в электрической сети.

4. Серверное помещение рекомендуется рас-
полагать вдали от источников электромагнит-
ного излучения (в местах, где возможно разме-
стить крупногабаритное оборудование, функ-
циональные передатчики, радиооборудование, 
оборудование для спутниковой связи, теле- и 
радиостанции).

5. Сплит-система должна поддерживать 
температуру окружающей среды в диапазоне 
от +18 до +24 °С и относительной влажности 
30...55 %.

6. Давление воздуха в серверной должно 
превышать давление воздуха в соседних поме-
щениях не менее чем на 14,7 Па, за счет чего 
в комнату не попадает пыль.

На рис. 1 цифрами отмечены следующие 
компоненты серверного помещения:

Рис. 1. Схематическое расположение компонентов в помещении
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1 — телекоммуникационный шкаф; 2 — 
вентиляторный блок в крышу телекоммуни-
кационного шкафа; 3 — серверное оборудо-
вание (подробное описание приведено ниже); 
4 — сплит-система; 5 — двойная розетка; 6 — 
кабель защитного заземления; 7 — люминес-
центная лампа.

С учетом требований стандартов [1—3] те-
лекоммуникационные шкафы подлежат за-
землению как металлические конструкции, 
которые при пробое изоляции токоведущих 
частей могут оказаться под напряжением. Для 
безопасного заземления используется медная 
шина заземления 19" дюймов и комплект про-
водов заземления для телекоммуникационно-
го шкафа.

Состав заземления серверной стойки со-
гласно [2]:

1. Комплект проводов заземления для теле-
коммуникационного шкафа [9], состоящий из 
набора соединительных проводников с крепе-
жом для электрического заземления элементов 
конструкции шкафа. Каждый конструктивный 
элемент шкафа (каркас, боковые панели, дверь) 
имеет специальный заземляющий контакт.

2. Шина заземления предназначена для 
централизованного подключения 19′′ заземля-
ющих проводников оборудования, устанавли-
ваемого в шкафах и стойках. Шина выполнена 
из медной никелированной полосы толщиной 
3,2 мм и шириной 25,4 мм и имеет 11 крепеж-
ных штырей, укомплектованных шайбами, 
гроверами и гайками.

Провод соединяется посредством болто-
вого соединения с существующей в здании 
телекоммуникационной шиной заземления. 
Категорически запрещается соединение не-
скольких шкафов одним заземляющим про-
водником последовательно, так как это чрева-
то разрывом линии заземления и опасно для 
жизни человека.

В качестве примера рассмотрим вариант 
размещения в телекоммуникационном шкафу 
трех одинаковых серверов (рис. 2). Сервер № 1 
используется в качестве веб-сервера, на кото-
ром расположена серверная компонента прило-
жения с веб-интерфейсом, база данных прило-
жения и каталог с файлами, поступившими на 
обработку. Данный сервер имеет два жестких 
диска, объединенных с использованием тех-
нологии RAID 1 для высокой производитель-
ности и надежности, так как в случае утери 
информация, поступающая с многочисленных 
клиентских АРМ, будет трудно восстановима. 
Сервер № 2 является архивным, в него попада-

ет информация, обработанная сервером № 1. 
Он также имеет RAID 1, состоящий из двух 
жестких дисков. Сервер № 3 является сетевым 
хранилищем компании, на нем находятся вир-
туальные стенды, дистрибутивы и документа-
ция компании, серверное веб-приложение для 
управления проектами и задачами, данный 
сервер также защищен RAID 1.

Для защиты серверного оборудования от 
сбоев питания используется источник беспе-
ребойного питания (ИБП) мощностью 3 кВа.

Для организации сети используется управ-
ляемый коммутатор.

Для управления и мониторинга функцио-
нирования компонентов серверной стойки ис-
пользуется выдвижная KVM-консоль в стойку 
19", 2U.

Для поддержания длительной бесперебойной 
работы телекоммуникационного оборудования 
применяются средства обеспечения благопри-
ятных климатических условий. Рекомендуемая 
температура окружающей среды для работы 
компонентов сервера выбирается из диапазо-
на + 20...+ 25 °С. При выборе сплит-системы, 
которая будет обеспечивать подобные условия, 

Рис. 2. Состав серверной стойки
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в первую очередь необходимо учитывать общую 
тепловую нагрузку в серверном помещении.

Тепловую мощность традиционно измеряют 
в ваттах (Вт), но мы будем использовать БТЕ 
(Британская термическая единица), посколь-
ку в паспортах на покупные изделия иностран-
ного производства тепловая мощность указана 
в БТЕ. При приближенном расчете тепловая 
мощность в 1 Вт будет составлять 3,41 БТЕ /ч [9].
Таким образом, чтобы рассчитать общую те-
пловую нагрузку всего серверного помещения, 
необходимо знать тепловую энергию каждой 
составляющей (табл. 1).

Так как используемый телекоммуникацион-
ный шкаф имеет вентиляторный блок (рис. 2), 
то при расчете тепловой нагрузки мощностью 
тепловыделения оборудования в шкафу можно 
пренебречь.

Серверное помещение не имеет окон, на-
ходится на теневой стороне здания на первом 
этаже, поэтому прочей тепловой нагрузкой 
также можно пренебречь. В итоге рассчитан-
ная общая тепловая нагрузка в соответствии 
с составом серверной будет вычисляться по 
формуле

 Pобщ = 3Р1 + Р2 + 5Р3 + 2Р4 =
 = 3•3410 + 46,1714 + 5•341 + 2•300,08 =
 = 12 581,3314 БТЕ,

где Pi — тепловая мощность i-й составляющей 
согласно табл. 1. При пересчете общей тепловой 
мощности в Вт полученное значение составит 
около 3,7 кВт. Рекомендуемая мощность ох-
лаждения сплит-системы при данной нагрузке 
составляет 3,5 кВт. На основании данных ра-
боты [1] идеальная влажность для серверного 
помещения 40...50 % (при низкой влажности 
возникают проблемы с электростатическими 
зарядами, при высокой влажности — окисле-
ние контактов и замыкание). Для регулиро-
вания влажности в серверной сплит-система 
должна иметь функцию осушения воздуха. 
Исходя из полученных показателей рекомен-
дуется использовать сплит-систему, например 
компании "Daikin", которая имеет инвертор, 
что обеспечивает ее надежность, охлаждение 
3,8 кВт, обогрев 4,8 кВт, а также имеется про-
граммная осушка воздуха, что позволяет бо-
роться как с избыточной, так и с недостаточ-
ной влажностью воздуха.

Таким образом, на основании вышеприве-
денного анализа получаем следующий итого-
вый состав оборудования (табл. 2).

Показатели надежности
и критерии отказов объекта

В первую очередь необходимо определить, 
какие из нормируемых показателей надежно-
сти будут задаваться для таких систем. На ос-
новании описаний из нормативной документа-
ции [10—12] регламентируется порядок выбора 
показателей надежности. Исходя из того, что 
оборудование серверного помещения относится 
к изделиям общего назначения, циклического 
применения, восстанавливаемым и обслужива-
емым, задаются следующие показатели:

Таблица 1

Тепловая мощность комплектующих серверного помещения 

№
п/п

Наименование
элемента

Тепловая
мощность, БТЕ

Приме-
чания

1 Сервер 3410 на 1 шт.;

2 Коммутатор 46,1714 на 1 шт.;

3 Лампа галогенная 341 на 1 шт.;

4 Системный
администратор

300,08 на 1 чел.

Таблица 2

Состав типовой стойки серверного помещения 

№ п/п Наименование элемента Количество

1 Розетка электрическая 6 шт.

2 ИБП 3 шт.

3 Коммутатор 1 шт.

4 Вентиляторный блок 1 шт.

5 Материнская плата 3 шт.

6 Процессор 3 шт.

7 Карта памяти 3 шт.

8 Жесткий диск 6 шт.

9 DVD-RW привод 3 шт.

10 ИВЭП* 3 шт.

11 Сетевой кабель ftp5e 5 м

12 Кабель питания 9 м

13 Выдвижная консоль 1 шт.

14 Лампа галогенная 5 шт.

15 Сплит-система 1 шт.

16 Комплект заземления 1 шт.

*ИВЭП — источник вторичного электропитания.
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 � коэффициент готовности (Kг);
 � средняя наработка на отказ (T0) или среднее 

время восстановления (τв).
Рассмотрим три возможных варианта для 

проведения расчета показателей надежности 
(табл. 3):
 � первый случай — традиционный, когда ВЭ 

не учитывается (принимается абсолютно 
надежным);

 � второй случай — традиционный, в котором, 
в отличие от первого случая, ВЭ оказывает 
влияние на показатели надежности всей си-
стемы, как и ОЭ;

 � третий случай — инновационный, при ко-
тором учитывается условное влияние ВЭ на 
функционирование ОЭ.
На основе итогового состава (табл. 2), пол-

ного описания функционирования, а также 
диаграммы Исикавы формируем критерии от-
каза системы, основываясь на работе [14].

К отказу системы приводит отказ ОЭ, в том 
числе: отказ резервной группы (отказ четырех 

и более розеток); отказ любого из ИБП; отказ 
коммутатора; отказ вентиляционного блока; 
отказ любого из серверов; отказ выдвижной 
консоли; отказ любого из кабелей питания.

Критерии отказа сервера: отказ материн-
ской платы; отказ процессора; отказ обоих 
жестких дисков; отказ DVD-RW привода; от-
каз ИВЭП; отказ сетевого кабеля; отказ кабе-
ля питания.

Таким образом, на основании критериев 
отказа формируются общие схемы функцио-
нирования стойки серверного помещения для 
всех трех случаев, описанных выше, где в мо-
мент времени t = τ наступает отказ ВЭ. Пунк-
ты 1 и 2 (табл. 3) иллюстрируют традицион-
ный подход к решению данной задачи. При 
применении описываемой методики ОЭ и ВЭ 
не являются соединенными последовательно, 
и отказ ВЭ не приводит к отказу ОЭ. Однако 
при отказе ВЭ ухудшатся условия эксплуата-
ции ОЭ, что впоследствии приводит к возрас-
танию вероятности его отказа.

Таблица 3 

RBD-схемы, составленные на основе логических моделей

№ Логические модели RBD-схемы

1

2

3

Примечание: RBD-схемы для всех случаев построены на основании работ [11, 15—17]. В логиче-
ских моделях черным цветом отмечены блоки, которые находятся в состоянии отказа, серым цве-
том — в состоянии ухудшения условий эксплуатации (экстремальные условия), белым цветом — в со-
стоянии работоспособности.
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наработка на отказ [10, 12]. В табл. 4 представ-
лены математические модели расчета показа-
телей всего объекта для каждого случая.

Рис. 3. ССН СЧ ОЭ

Рис. 4. ССН СЧ сервера

Рис. 5. ССН СЧ ВЭ

Таблица 4

Математические модели расчета ПН

Номер 
схемы

Математические модели (источник)

Kг Т0

1
г гОЭK K=  [5] 0ОЭ

0
0

t
TT dt

∞ −
= ∫ e  [19]

2
г гОЭ гВЭK K K=  [14, 21] 0ОЭ 0ВЭ

1 1

0
0

t
T ТT dt

⎛ ⎞
− +∞ ⎜ ⎟

⎝ ⎠= ∫ e  [4, 11]

3 0ОЭ
г

0ОЭ вОЭ

T
K

T
=

+ τ
 [7, 16]

0ОЭ2
0ОЭ 0ВЭ 0ВЭ 0ОЭ 0ОЭ2

1 1 1 1 1

0
0ВЭ0 0

t
Tt t

T Т T T TT d dt
T

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
− + −τ + −∞ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎡ ⎤
⎢ ⎥

= + τ⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

∫ ∫
е

e e  [7, 18]

Структурные схемы надежности
серверной стойки

Для прогнозирования заданных показате-
лей надежности вышеприведенного объекта 
необходимо построение структурной схемы 
надежности (ССН). Далее на основании [13] 
формируется ССН всей системы и ее состав-
ных частей (СЧ).

На основании критериев отказа, а также 
итогового состава стойки серверного поме-
щения, приведенного в табл. 2, строится ССН 
ОЭ, приведенная на рис. 3, состоящая из по-
следовательно соединенных группы нагружен-
ного резерва из трех основных и трех резерв-
ных элементов, двух групп, содержащих по три 
последовательно соединенных элемента, одной 
группы из двух последовательно соединенных 
элементов, а также двух нерезервированных 
элементов [11, 15, 17—20].

На рис. 4 подробно представлена ССН сер-
вера, состоящая из последовательно соединен-
ных семи элементов и однократного нагружен-
ного резерва.

На рис. 5 более подробно показана ССН 
ВЭ, в состав которой входят последовательно 
соединенные два элемента, одна группа на-
груженного резерва из одного основного и че-
тырех резервных элементов и одна группа на-
груженного резерва из двух основных и двух 
резервных элементов.

Математические модели расчета
показателей надежности

В качестве требуемых показателей надеж-
ности серверного помещения в нашем случае 
заданы коэффициент готовности и средняя 
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В табл. 4 используются следующие обозна-
чения:

KгОЭ — коэффициент готовности ОЭ;
KгВЭ — коэффициент готовности ВЭ;
Т0ОЭ — средняя наработка на отказ ОЭ при 

tокр = 25 °C;
Т0ВЭ — средняя наработка на отказ ВЭ;
τвОЭ — среднее время восстановления ОЭ;
Т0ОЭ2 — средняя наработка на отказ ОЭ при 

tокр = 50 °C.
Согласно спецификации и ССН оборудова-

ния серверной стойки были идентифицирова-
ны такие параметры надежности элементов, 
как интенсивность отказа (ИО) СЧ ОЭ при
tокр = 25 °C, полученные с сайтов производите-
лей элементов или их аналогов, а также пере-
считаны ИО СЧ ОЭ при tокр = 40 °C по формуле

 

a

окр2 окр1

1 1

50 °C 25 °C ,

E
k t t

⎡ ⎤⎛ ⎞
− −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦λ = λ e

где Ea — энергия активации (эВ);
k — постоянная Больцмана, равная 

8,61733035•10–5 (эВ•К);
tокр1 — температура окружающей среды 

в серверном помещении до отказа ВЭ (25 °C);
tокр2 — температура окружающей сре-

ды в серверном помещении после отказа ВЭ 
(40 °C).

Кроме того, с использованием экспертного 
метода, подробное описание которого приве-
дено в работах [4, 7, 11, 21, 22], было определено 
среднее время восстановления всех СЧ.

Результаты расчета

При использовании исходных данных 
(табл. 5) и математических моделей (см. табл. 4) 
были рассчитаны коэффициент готовности и 
средняя наработка на отказ рассматриваемо-
го объекта для всех случаев трех случаев (см. 

Таблица 5

Значения ИО и времени восстановления СЧ объекта 

№
п/п

Наименование элемента
расчета ССН

λ•106, 1/ч
τв, ч Примечания

tокр1 tокр2

ОЭ

1 Розетка электрическая 5,0 55,0 0,5 на 1 шт.

2 ИБП 12,5 137,5 0,5 на 1 шт.

3 Коммутатор 1,3535682767 14,889251044 0,5 на 1 шт.

4 Вентилятор 19,02587519 209,28462709 0,5 на 1 шт.

5 Материнская плата 9,2082727122 101,290999834 1,0 на 1 шт.

6 Процессор 2,2357735519 24,593509071 0,5 на 1 шт.

7 Карта памяти 0,3234399521 3,557839473 0,5 на 1 шт.

8 Жесткий диск 0,5 5,5 0,5 на 1 шт.

9 DVD-RW привод 28,571428571 314,285714281 0,5 на 1 шт.

10 ИВЭП 10,0 110,0 0,5 на 1 шт.

11 Сетевой кабель 0,7610350076 8,371385084 0,2 на 1 м

12 Кабель питания 38,0 418,0 0,2 на 1,8 м

ВЭ

13 Выдвижная консоль 11,4155251 — 0,5 на 1 шт.

14 Лампа галогенная 500,0 — 0,1 на 1 шт.

15 Сплит-система 100,0 — 1,0 на 1 шт.

18 Комплект заземления 5,96 — 0,5 на 1 шт.

Примечание: τв взято из опыта эксплуатации и ремонта аналогичных изделий.
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табл. 3), а также была проведена оценка отно-
сительной погрешности расчетов (табл. 6).

Заключение

Проанализировав полученные численные 
значения показателей надежности стойки 
серверного помещения (табл. 6), можно сде-
лать вывод о том, что случай, учитывающий 
влияние отказа ВЭ на отказ ОЭ, позволя-
ет наиболее прецизионно подходить к оцен-
ке коэффициента готовности и средней на-
работки на отказ. Причиной этого является, 
во-первых, отсутствие учета влияния ВЭ при 
рассмотрении первого случая (RBD-схема № 1 
(см. табл. 3), относительная погрешность — 
19,802 %), что приводит к сильно завышенному 
значению наработки на отказ, и, во-вторых, 
достаточно грубое предположение, что отказ 
ВЭ ведет к непосредственному отказу всей си-
стемы (RBD-схема № 2 (см. табл. 3), относи-
тельная погрешность — 5,705 %). На деле от-
каз ВЭ приводит только к ухудшению условий 
функционирования ОЭ, что хотя и сокращает 
его наработку, но не является причиной отка-
за. Третий случай (RBD-схема № 3 (табл. 3)) 
позволяет преодолеть недостатки двух преды-
дущих рассмотренных случаев, т. е. показать 
зависимость отказа ОЭ от отказа ВЭ. Прове-
денный расчет наработки на отказ для тре-
тьего случая показал, что ее значение попа-
дет в границы, заданные двумя предыдущими 
случаями: верхней границей является первый 
случай (RBD-схема № 1), а нижней — второй 
(RBD-схема № 2). Причины этого вполне оче-
видны и описаны ранее в статье. Это свиде-
тельствует о том, что предлагаемая методика 
учета влияния отказа ВЭ позволяет дать наи-
более точную оценку заданным показателям 
надежности исследуемого объекта. Оцененные 
погрешности показывают, насколько получен-
ные значения наработки на отказ первых двух 
случаев (RBD-схемы № 1 и № 2) отличаются от 
значения для третьего случая. Исходя из этого 

можно сделать вывод, что необходимо учиты-
вать ВЭ при оценке показателей надежности 
объектов (иначе это приводит к завышенным 
результатам), но излишне прямолинейный 
учет приводит к занижению результатов.
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Математическая модель для построения оптимальной
индивидуальной образовательной траектории обучающегося

при изучении массовых открытых онлайн-курсов

Введение

Электронное образование дает доступ к луч-
шим образовательным курсам и программам 
для тех, кто не имеет возможности учиться 
в лучших школах и университетах (или уни-
верситетах вообще). Вместе с тем необходимо 
учитывать ограничения, вызванные цифровой 
трансформацией процесса обучения. Дистан-
ционное обучение имеет недостатки, связанные 
с отсутствием тьютора и аутодидактичностью 
процесса, что может вызвать разочарование
обучающегося в непонятных ситуациях и при-
вести к отказу от выбранных курсов. Однако 
цифровизация образовательного процесса несет 
и возможность сделать электронное образование 
во многом более привлекательным, чем тради-
ционное. По словам доктора Барбары Оукли, 
автора самого популярного в мире массового от-
крытого онлайн-курса (МООК) "Learning How 
to Learn" [1], "МООК могут быть художествен-
но и технически увлекательными и иметь по-
трясающие педагогические преимущества" [2]. 
Примером такого преимущества может являться 
построение индивидуальной образовательной 
траектории (ИОТ). Действительно, сложно пред-
ставить, чтобы реальная учебная часть планиро-
вала ИОТ для каждого обучающегося с учетом 

его или ее предыдущего опыта и предпочтений. 
Это возможно для частного обучения, но не для 
массового образования. В то же время в процес-
се электронного обучения формирование ИОТ 
может быть автоматизировано с использованием 
математического моделирования и информаци-
онных технологий.

Целью данной статьи является построение 
инструмента для автоматического формирова-
ния оптимальной ИОТ на основе: а) знаний и 
навыков обучающегося; б) информации о том, 
какие знания и навыки он или она желает при-
обрести в ходе обучения; в) информации о том, 
какие знания и навыки требуются для успеш-
ного изучения предлагаемых курсов; г) инфор-
мации о  том, какие знания и навыки обуча-
ющийся может получить в процессе изучения 
предлагаемых курсов.

Представленная модель позволит поставщи-
кам МООК выстраивать свои бизнес-процессы 
в рамках клиентоцентричного подхода, кото-
рый является ключом к зрелости бизнеса со-
гласно концепции Modeling Maturity Levels [3], 
что обусловливает ее актуальность в условиях 
быстрого роста рынка онлайн-образования, где 
зрелость сервиса может являться решающим 
конкурентным преимуществом. Кроме того, 
прозрачность процесса получения желаемой 

Рассматривается задача формирования оптимальной индивидуальной образовательной траектории обуча-
ющегося при обучении на площадках массовых открытых онлайн-курсов на основании имеющихся знаний и на-
выков обучающегося и знаний и навыков, которые он хочет приобрести. Предложена математическая модель и 
сформулированы задачи целочисленного программирования, позволяющие найти оптимальную индивидуальную 
траекторию при различных предпочтениях обучающегося.

Ключевые слова: электронное обучение, математическое моделирование, целочисленное программирование, 
индивидуальная образовательная траектория, оптимизация



251ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 25, № 4, 2019

компетенции очень важна для обучающегося 
как участника рынка труда, где его набор компе-
тенций связан с успешной карьерой и, как след-
ствие, развитием компании-работодателя [4].

Представленный подход опирается на сле-
дующие преимущества, обеспечиваемые циф-
ровой трансформацией процесса обучения:
 � возможность оценки времени, необходимо-

го для успешного освоения курса обучаю-
щимся, за счет анализа исторических дан-
ных о прежнем образовательном опыте обу-
чающихся методами машинного обучения;

 � возможность составления индивидуального 
расписания для каждого обучающегося;

 � доступ к обширной библиотеке курсов.
Предлагаемая модель может стать основой 

для разработки полноценного рекомендатель-
ного сервиса для формирования оптимальных 
ИОТ на основе МООК, агрегированных с раз-
личных платформ, для реальных обучающихся.

Статья организована следующим образом. 
В первом разделе представлен обзор литера-
туры, в котором приведены ссылки и дано 
описание наиболее релевантных работ, как 
относящихся к изучению явления МООК, так 
и связанных с применением математического 
моделирования процессов обучения в общем 
и онлайн-обучения в частности. Во втором 
разделе формулируется математическая мо-
дель задачи формирования оптимальной ИОТ. 
В заключении отражены основные результаты 
работы и описаны направления дальнейшего 
исследования.

Хотя построение ИОТ является очень пер-
спективным направлением исследований, 
на эту тему была опубликована только одна 
значимая зарубежная работа с применением 
математического моделирования [5]. Однако 
авторы в основном сконцентрировались на 
использовании теории очередей (теории мас-
сового обслуживания) для описания процесса 
обслуживания множества учеников одним на-
стоящим тьютором и их взаимодействия в те-
чение одного курса.

Необходимо также отметить работу [6], 
предлагающую алгоритмическое решение для 
задачи Top-N рекомендаций курсов для обуча-
ющихся. Авторы предлагают использовать ал-
горитм Sparse Linear Method (SLIM), эффектив-
ный для работы с разреженными матрицами, 
возникающими в рекомендательных системах.

Наиболее близкой среди отечественных ра-
бот является работа [7], также использующая 
аппарат математического моделирования. Од-
нако моделирование проводится на уровне от-
дельных обучающих модулей (тем) и тестиро-
вания знаний по ним, т. е. на уровне содержа-

ния курса. Отличается также математический 
аппарат: авторы предлагают использовать се-
мантическую сеть в виде И/ИЛИ-графа.

В работе [8] рассматривается применение 
для адаптации контента двух технологий: 
semantic web (семантическая сеть) и intelligent 
agents (умные агенты). Использование онто-
логии с семантическими сервисами позволяет 
быстрее и удобнее подбирать образовательные 
материалы. Умные агенты позволяют предо-
ставлять обучающимся виртуальных персо-
нальных ассистентов для поддержки в образо-
вательном процессе с учетом стиля обучения 
и уровня знаний. В этой статье представлена 
онтология предметной области, которая под-
ходит для адаптивных электронных о бразова-
тельных сред. Онтология описывает объекты 
обучения, которые составляют курс, а также 
учащихся и их стили обучения.

Согласно статье [9] электронное образова-
ние сталкивается не только с ограничениями, 
обусловленными культурными различиями и 
отсутствием живого тьютора, но и с техни-
ческими ограничениями, например, мобиль-
ных устройств. В статье представлен проект 
многоагентной системы для адаптации учеб-
ного контента к компетенциям обучающегося 
в контексте его/ее индивидуальных особенно-
стей и используемого мобильного устройства. 
В статье также подробно описывается прото-
тип, разработанный для тестирования предло-
женного проекта.

Как мы видим, тема моделирования про-
цесса электронного образования активно ис-
следуется, и предлагаются решения, исполь-
зующие самые разные подходы: от семантиче-
ских сетей до многоагентных систем. Однако 
авторам не удалось найти работ, в которых за-
дача формирования оптимальной индивиду-
альной образовательной траектории форму-
лировалась бы в виде задачи математическо-
го программирования. Кроме того, работы, 
связанные с рекомендательными сервисами, 
посвящены только ранжированию доступных 
курсов согласно предпочтениям обучающего-
ся. Таким образом, существует необходимость 
в разработке инструмента формирования оп-
тимальной ИОТ для обучающихся МООК.

1. Математическая модель

Представленная ниже модель позволя-
ет найти оптимальную ИОТ для слушателя 
МООК. Под оптимальной ИОТ понимается 
набор курсов, оптимизирующий одну из целе-
вых функций, рассмотренных далее, который 
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будет предложен слушателю для прохождения. 
Кроме самой ИОТ, модель позволяет получить 
набор компетенций, которыми будет обладать 
обучающийся в результате освоения предло-
женного набора курсов.

Модель описывает набор знаний и навыков 
(в данной работе данные понятия не разделя-
ются и предполагается, что в процессе обуче-
ния обучающийся может получить как знания, 
так и навыки), которыми обладает обучающий-
ся до начала прохождения ИОТ, и набор новых 
знаний и навыков, которые обучающийся хочет 
получить в результате прохождения ИОТ как 
подмножества множества всех знаний и навы-
ков (примером такого множества могут служить 
профессиональные стандарты из Реестра про-
фессиональных стандартов, разработанного 
Министерством труда и социальной защиты 
Российской Федерации1). Также модель вклю-
чает в себя множество курсов, доступных для 
включения в ИОТ. Эти курсы характеризуются: 
а) набором знаний и навыков пререквизитов, 
которыми обучающийся должен обладать для 
успешного освоения курса; б) набором знаний 
и навыков постреквизитов, которые обучаю-
щийся приобретет в результате освоения курса; 
в) временем, которое обучающийся предполо-
жительно должен будет затратить для успеш-
ного освоения курса; г) ценой курса, которую 
обучающийся должен будет заплатить для по-
лучения доступа к курсу. Предполагается, что 
обучающийся может начать изучать курс толь-
ко тогда, когда он обладает всеми знаниями и 
навыками, входящими в набор знаний и навы-
ков пререквизитов данного курса.

Время, необходимое для освоения курса, как 
правило, определяется методистами и авторами 
курсов при публикации на платформах MOOC. 
В дальнейшем планируется предложить метод 
более точного индивидуального прогнозирова-
ния времени, необходимого для освоения курса, 
на основании исторических данных о том, как 
с этим курсом справлялись обучающиеся, об-
ладающие сходным набором знаний и навыков.

Задача определения исходного набора зна-
ний и навыков обучающегося может быть ре-
шена следующими способами: опросом (обу-
чающийся сам помечает знания и навыки как 
имеющиеся), тестированием, анализом данных 
о предыдущем образовательном опыте (прило-
жения к дипломам, сертификаты о прохожде-
нии курсов и т. п.) и т. д.

1http://profstandart.rosmintrud.ru/obshchiy-informatsi-
onnyy-blok/natsionalnyy-reestr-professionalnykh-standartov/
reestr-professionalnykh-standartov/

Рассматривается задача отыскания набора 
курсов, необходимых для получения желаемых 
знаний и навыков.

Пусть
N — число курсов, доступных для изучения;
Z — общее число знаний и навыков;
K — множество номеров знаний и навыков;
S — число знаний и навыков обучающегося 

до начала прохождения ИОТ;
KS — множество номеров знаний и навыков 

обучающегося до начала прохождения ИОТ;
F — число знаний и навыков, которые обу-

чающийся желает получить в результате про-
хождения ИОТ;

KF — множество номеров знаний и навыков, 
которые обучающийся желает получить в ре-
зультате прохождения ИОТ;

Pre
iK  — множество номеров знаний и навы-

ков, необходимых для успешного прохождения 
курса i (пререквизиты курса), i = 1, ..., N;

Post
iK  — множество номеров знаний и навы-

ков, которые обучающийся получит в резуль-
тате успешного прохождения курса i (пострек-
визиты курса), i = 1, ..., N;

Post
jC  — множество номеров курсов, в ко-

торых знание или навык j входит в множество 
постреквизитов, j = 1, ..., Z;

Pi — цена курса с номером i для обучающе-
гося, i = 1, ..., N;

Ti — время, необходимое обучающемуся для 
изучения курса с номером i, i = 1, ..., N;

ci — булева переменная, принимающая зна-
чение 1, если курс с номером i включен в ИОТ, 
и значение 0 иначе, i = 1, ..., N;

kj — булева переменная, принимающая зна-
чение 1, если обучающийся будет обладать 
знанием или навыком с номером j в результате 
прохождения ИОТ, и значение 0 в противном 
случае, j = 1, ..., Z.

Используя представленные обозначения, 
можем записать систему ограничений, опреде-
ляющую множество допустимых ИОТ, следу-
ющим образом:

 kj = 1, ∀j ∈ KS; (1)
 kj = 1, ∀j ∈ KF; (2)

 ,� 1,� , � ;
Pre
i

Pre
i i j

j K

K c k i N
∈

∀ = …∑m  (3)

 ,� \ ;
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j

S
j i

i C

k c j K K
∈

≤ ∀ ∈∑  (4)

 { }0,1 , 1, ;ic i N∈ ∀ ∈  (5)

 kj ∈ {0,1}, ∀j ∈ K, (6)

где |•| — мощность множества.
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Ограничения в данной системе имеют сле-
дующий смысл: (1) — знания и навыки, име-
ющиеся до начала освоения ИОТ, известны; 
(2) — желаемые знания и навыки должны быть 
получены; (3) — курс может быть освоен, толь-
ко если обучающийся обладает всеми знани-
ями и навыками, входящими во множество 
его пререквизитов; (4) — все знания и навы-
ки (кроме имеющихся до начала прохождения 
ИОТ) считаются известными только после 
прохождения хотя бы одного курса, в котором 
данные знания и навыки входят в множество 
постреквизитов; (5) и (6) — ограничения на бу-
левость переменных модели.

Для выбора конкретной ИОТ из множества 
доступных, определенного системой ограниче-
ний (1)—(4), необходимо определить целевую 
функцию.

В качестве целевых функций могут быть 
рассмотрены следующие варианты:
 � минимизация числа курсов в ИОТ
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min;
N

i
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c
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→∑  (7)

 � минимизация общей стоимости обучения
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 � минимизация ожидаемого суммарного вре-
мени прохождения всех курсов
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 � минимизация общей стоимости и ожидае-
мого суммарного времени прохождения всех 
курсов

 ( )( )
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P T c
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+ α →∑  (10)

где α — это коэффициент c размерностью 
деньги
время

, отражающий степень готовности обу-

чающегося платить за сокращение затрат вре-
мени. Данный коэффициент может быть опре-
делен на основании предпочтений обучающе-
гося с использованием методов, описанных 
в работе [10].

Кроме целевой функции (10) могут быть ис-
пользованы и другие линейные комбинации 
целевых функций (7), (8) и (9) с соответствую-
щими коэффициентами.

Для практического применения предложен-
ной выше модели удобнее модифицировать си-
стему ограничений (1)—(6), уменьшив число 
переменных. Так как ограничения (1) и (2) фик-

сируют значения части булевых переменных kj, 
эти переменные могут быть исключены из мо-
дели, а их вхождения заменены на значения из 
ограничений (1) и (2). Тогда модифицированная 
система ограничений будет иметь вид
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где ограничение (11) соответствует ограниче-
нию (3), а ограничения (12) и (13) являются 
частными случаями ограничения (4).

Пусть x = (c, k), а Ax m b описывает систему 
ограничений (11)—(13). Тогда выпуклый мно-
гогранник Π, задаваемый этой системой огра-
ничений, может быть записан как

 Π = {x| Ax m b},

а множество V, задаваемое ограничениями 
(11)—(15), может быть записано как

 ( ),V C K= Π ×∩
где

 {{0,1} };NC =

 { } ( )\0,1 ;
S FK K KK ⎧ ⎫∪= ⎨ ⎬

⎩ ⎭
{0,1}N — единичный куб размерности N.

Если ввести обозначения

 l* = (1N, 0к);
 p* = (p, 0к);
 t* = (t, 0к);
 s* = (p + αt, 0к),

где (•, •) — вектор, состоящий из элементов 
двух векторов; 1N — единичный вектор разме-
ра  N; 0к — нулевой вектор размера |K\(KS ∈ KF)|,
то оптимизационные задачи с целевыми функ-
циями (7), (8), (9), (10) и ограничениями (11)—
(15) могут быть записаны в векторно-матрич-
ной форме как

 *min ;,
x V

l x
∈

 (16)

 *min ;,
x V

p x
∈

 (17)
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 *min ;,
x V

t x
∈

 (18)

 *min ,,
x V

s x
∈

 (19)

где 〈•〉 — скалярное произведение.
Задачи (16)—(19) являются задачами цело-

численного программирования с линейными 
ограничениями, в которых все целочисленные 
переменные — булевы. Таким образом, эта за-
дача является задачей булевого программиро-
вания, а значит, NP-трудной [11]. Такие задачи 
достаточно хорошо решаются стандартными 
пакетами для решения задач оптимизации, на-
пример, CPLEX, Gurobi, CBC и др. Сравнение 
различных пакетов представлено в работе [12].

2. Пример использования различных целевых 
функций для отыскания оптимальной ИОТ

Для тестирования модели и сравнения раз-
личных целевых функций был составлен мо-
дельный пример. Данный пример включает 
пять курсов (N = 5) и шесть компетенций (Z = 6).
Информация о курсах (список пререквизитов 
курса, список постреквизитов курса, стои-
мость курса, время прохождения курса) при-
ведена в табл. 1. Предполагается, что до начала 
обучения обучающийся владеет знанием или 
навыком k1 и хочет овладеть знаниями или на-
выками k5 и k6 в результате обучения.

В векторно-матричной форме данный при-
мер будет иметь вид

 〈a, (c1, c2, c3, c4, c5, k2, k3, k4)
т〉 → min,

1

2

3

4

5

2

3

4

1 0 0 0 0 1 0 0 0

1 0 0 0 0 0 1 0 0

0 1 0 0 0 0 0 1 0

0 0 0 1 1 0 0 0 1

• ,0 1 1 0 1 0 0 0 1

0 1 0 0 0 1 0 0 0

0 0 1 0 0 0 1 0 0

0 0 0 1 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0 0 1 0

c

c

c

c

c

k

k

k

−⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎛ ⎞⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟−
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

− − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− − − −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟−⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟− ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠−⎝ ⎠ ⎝ ⎠

m (20)

 (c1, c2, c3, c4, c5, k2, k3, k4)
т ∈ {0,1}8,

где a — это один из векторов l*, p*, t*, s*, кото-
рые в данном примере принимают вид

 l* = (1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0),
 р* = (10, 20, 15, 5, 25, 0, 0, 0),
 t* = (20, 10, 15, 25, 20, 0, 0, 0),
 s* = (30, 30, 30, 30, 45, 0, 0, 0) при α = 1.

Система неравенств (20) была получена из 
системы ограничений (11), (12) и (13). Первые 
три неравенства системы (20) получены из 
ограничения (12), четвертое и пятое неравен-
ства получены из ограничения (13), оставшие-
ся неравенства с шестого по девятое получены 
из ограничения (11).

Можно заметить, что при фиксированном 
наборе курсов и знаний и навыков упомяну-
тая выше матрица задачи A зависит исключи-
тельно от знаний и навыков обучающегося до 
начала прохождения ИОТ и знаний и навыков, 
которые обучающийся желает получить в ре-
зультате прохождения ИОТ.

Для решения приведенной в качестве при-
мера задачи использовалась функция intlinprog2, 
входящая в пакет MАТLAB. В табл. 2 приведе-
ны оптимальные значения целевых функций 
(7)—(10) и ИОТ, на которых эти оптимальные 
значения достигаются в данном примере.

Из табл. 2 видно, что для различных целе-
вых функций оптимальными могут быть раз-
личные ИОТ. ИОТ, оптимальные для различ-
ных целевых функций, приведены в табл. 3.

Так как предложенная модель является ста-
тической, т. е. в ней отсутствует состояние во 
времени, важным ограничением применимости 
модели является требование отсутствия ситуа-
ций, в которых знания и навыки связаны между 
собой циклически через один или несколько 
курсов, так как такие ситуации могут быть не-
разрешимы: модель не учитывает то, какие зна-

2https://www.mathworks.com/help/optim/ug/mixed-inte-
ger-linear-programming-algorithms.html

Таблица 1

Информация о курсах

Курс 
(ci)

Пререкви-
зиты курса 

( )Pre
iK

Пострекви-
зиты курса 

( )Post
iK

Стоимость 
курса (Pi, $)

Время про-
хождения 

курса (Ti, ч)

c1 {k1} {k2, k3} 10 20

c2 {k1, k2} {k4, k5} 20 10

c3 {k3} {k5} 15 15

c4 {k3, k5} {k6} 5 25

c5 {k4} {k5, k6} 25 20

Таблица 2

Значения целевых функций для оптимальных ИОТ 

Набор 
курсов 
в ИОТ

Число 
курсов 
в ИОТ

Суммарная 
стоимость 

курсов 
в ИОТ ($)

Ожидаемое 
суммарное 
время обу-
чения (ч)

Линейная ком-
бинация стои-

мости и времени 
(α = 1) ($)

c1, c2, c5 3 55 50 105 

c1, c3, c4 3 30 60 95
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ния и навыки будут изучены раньше или поз-
же, и в такой ситуации может предложить такой 
набор курсов, для которого невозможно будет 
построить последовательность изучения курсов 
(в качестве пререквизита будет требоваться зна-
ние или навык, который еще не изучен). Такие 
циклические связи могут быть выявлены при 
анализе ориентированного графа, множество 
вершин которого определено множествами кур-
сов и знаний и навыков, а дуги — отношениями 
"быть пререквизитом" и "быть постреквизитом", 
до решения задачи. Задача определения опти-
мального набора курсов может быть решена, 
а полученное решение проверено на вхождение 
таких связей. В этом случае лицо, принимающее 
решения, может быть извещено о наличии свя-
зей, мешающих решению задачи, чтобы опреде-
лить, какие связи должны быть удалены.

Заключение

Для решения поставленной задачи создания 
инструмента для оптимального выбора курсов 
для ИОТ на основании знаний и навыков обу-
чающегося и его образовательных целей была 
предложена математическая модель, рассма-
тривающая данную задачу как задачу оптими-
зации. Предложенная модель позволяет опти-
мальным образом выбрать курсы из агрегиро-
ванного пула курсов с учетом предпочтений 
обучающегося в отношении времени, стоимо-
сти обучения и числа курсов в ИОТ. Сформу-
лированная задача может быть эффективно ре-
шена с помощью стандартных математических 
пакетов на данных реального размера.

Модель была протестирована на модельных 
данных. Тестирование показало адекватность 
получаемых результатов, а также в ходе тести-
рования был продемонстрирован процесс при-
менения предлагаемого инструмента для фор-

мирования оптимального набора курсов для 
ИОТ обучающегося.

В качестве направлений дальнейшего ис-
следования предполагаются:
 � задача формирования оптимальной после-

довательности курсов из входящего в ИОТ 
набора (расписания слушателя) с учетом 
возможности одновременного изучения за-
данного числа курсов, а также временных 
промежутков, в которые доступны курсы;

 � задача разработки программной системы, ре-
ализующей сбор и анализ данных платформ 
МООК для создания актуальной базы курсов 
и знаний и навыков, и реализации на ее ос-
нове с использованием предложенного в дан-
ной работе подхода полноценной рекоменда-
тельной системы для формирования ИОТ на 
основе МООК, агрегированных с различных 
платформ, для реальных обучающихся.
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Таблица 3

Оптимальные ИОТ для различных целевых функций 

Целевая функция
Оптимальная 
траектория

Минимизация числа курсов, освоение 
которых требуется (7)

c1, c2, c5
и c1, c3, c4

Минимизация стоимости предлагаемых 
курсов (8)

c1, c3, c4

Минимизация ожидаемого времени
обучения (9)

c1, c2, c5

Минимизация линейной комбинации из 
времени и стоимости с единичными коэф-
фициентами

c1, c3, c4

Минимизация линейной комбинации из 
времени, стоимости и числа курсов с еди-
ничными коэффициентами

c1, c3, c4
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Distant learning has weaknesses related to missing tutor and kind of auto didacticism of the process, which may cause 
learner’s frustration in uncertain situations and force him or her to drop the learning course. Inasmuch as it is very important 
to help learner to select a set of needed courses, the article deals with the task of forming the optimal individual educational 
trajectory of a learner when studying massive open online courses on the basis of knowledge and skills of the learner, 
knowledge and skills he or she wants to acquire and prerequisite and postrequisite skills and knowledge of available courses. 
The mathematical model is proposed, and problems of integer programming are formulated, which allow to find the optimal 
individual educational trajectory for different preferences of the learner.

Keywords: e-learning, mathematical modeling, integer programming, individual educational trajectory, optimization

Адрес редакции:
107076, Москва, Стромынский пер., 4

Телефон редакции журнала (499) 269-5510
E-mail: it@novtex.ru

Технический редактор Е. В. Конова.
Корректор Е. В. Комиссарова.

Сдано в набор 08.02.2019. Подписано в печать 26.03.2019. Формат 60Ѕ88 1/8. Бумага офсетная.
Усл. печ. л. 8,86. Заказ IT419. Цена договорная.

Журнал зарегистрирован в Министерстве Российской Федерации по делам печати,
телерадиовещания и средств массовых коммуникаций. 

Свидетельство о регистрации ПИ № 77-15565 от 02 июня 2003 г.
Оригинал-макет ООО "Адвансед солюшнз". Отпечатано в ООО "Адвансед солюшнз".

119071, г. Москва, Ленинский пр-т, д. 19, стр. 1.

D. A. Aldunin, Ph. D. student in Computer Science at Higher School of Economics,
Moscow, Russian Federation, e-mail: daldunin@hse.ru,

G. G. Fedin, Ph. D. student in Computer Science at Higher School of Economics,
Moscow, Russian Federation, e-mail: gfedin@hse.ru

Mathematical Modelling of Building Individual Educational Trajectory
for Studying MOOCs

DOI: 10.17587/it.25.250-256

tion, Procedia Computer Science, 2018, vol. 129, pp. 449—453, doi: 
10.1016/j.procs.2018.03.023

 7. Norenkov I. P., Sokolov N. K. Creation of Individual 
Learning Routes in Ontology Education Systems, Informacionnie 
Tekhnologii, 2009, vol. 3, pp. 74—77 (in Russian).

 8. Dung P. Q., Florea A. M. Adaptation to learners’ learning 
styles in a multi-agent e-learning system, Internet Learning, 2013, 
vol. 1, pp. 11—20.

 9. Garcia-Gabot A. A. proposal of a multi-agent system for 
adapting learning contents to user competencies, context and 
mobile device, Research Papers Faculty of Materials Science and 
Technology Slovak University of Technology, Bratislava, 2013.

 10. Podinovskiy V. V. Teoriya vazhnosti kriteriev v mnogokriteri-
alnyh zadachah prinyatiya reshenij pri neopredelennosti. II. Zadachi 
s kolichestvennoji nformaciej o vazhnosti kriteriev i veroyatnostyah 
znachenijne opredelennogo faktora, Informacionnye tekhnologii mode-
lirovaniya i upravleniya, vol. 2 (74), 2012, pp. 131—137 (in Russian).

 11. Karp R. M. Reducibility Among Combinatorial Problems, 
In R. E. Miller and J. W. Thatcher (editors), Complexity of Com-
puter Computations, New York, Plenum, 1972, pp. 85—103.

 12. Latest Benchmarks of Optimization Software, INFORMS 
Annual Meeting 2017, 23.10.2017, available at: http://plato.asu.edu/
bench.html

References

 1. Markoff J. The Most Popular Online Course Teaches You 
to Learn, New York Times, 29.12.2015, available at: https://bits.
blogs.nytimes.com/2015/12/29/the-most-popular-online-course-
teaches-you-to-learn/

 2. Oakley B. Why Virtual Classes Can Be Better Than Real 
Ones, Nautilus Magazine, 29.10.2015, available at: http://nautil.us/
issue/29/scaling/why-virtual-classes-can-be-better-than-real-ones

 3. The journey toward greater customer centricity, Ernst & 
Young LLP, 2013. available at: http://www.ey.com/Publication/
vwLUAssets/The_journey_toward_greater_customer_centricity_-_
US/$FILE/Customer_Centricity_Paper_29_April_Final_US.pdf

 4. Sandberg J. Understanding of work: the basis for compe-
tence development, International Perspectives on Competence in 
the Workplace, C. R. Veldeed., Springer, Berlin, 2009, pp. 3—20.

 5. Różewski P., Zaikin O. Integrated mathematical model 
of competence-based learning-teaching process, Bulletin of the 
Polish Academy of Sciences: Technical Sciences, 2015, no. 1 (63),
pp. 245—259, doi: 10.1515/bpasts-2015-0029

 6. Jinjiao Lin, Haitao Pu, Yibin Li, Jian Lian. Intelligent 
Recommendation System for Course Selection in Smart Educa-






	obl_IT4_2019-1pl
	obl_IT4_2019-2pl
	it419_web
	obl_IT4_2019-3pl
	obl_IT4_2019-4pl


<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles false
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize false
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Preserve
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile (Color Management Off)
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 150
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.03333
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 150
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 600
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.08333
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.76
    /HSamples [2 1 1 2] /VSamples [2 1 1 2]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 15
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 800
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /FlateEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName (http://www.color.org)
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<
    /JPN <FEFF3053306e8a2d5b9a306f300130d330b830cd30b9658766f8306e8868793a304a3088307353705237306b90693057305f00200050004400460020658766f830924f5c62103059308b3068304d306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103057305f00200050004400460020658766f8306f0020004100630072006f0062006100740020304a30883073002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d30678868793a3067304d307e30593002>
    /DEU <>
    /FRA <>
    /PTB <>
    /DAN <>
    /NLD <>
    /ESP <>
    /SUO <>
    /ITA <>
    /NOR <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create PDF documents suitable for reliable viewing and printing of business documents. The PDF documents can be opened with Acrobat and Reader 5.0 and later.)
  >>
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [637.795 765.354]
>> setpagedevice


