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Статья посвящена исследованию системы массового обслуживания (СМО) HE2/H2/1 типа G/G/1 с гиперэр-
ланговским входным распределением второго порядка и гиперэкспоненциальным законом времени обслуживания 
в целях получения решения для среднего времени ожидания требований в очереди в случае стационарного режима. 
Для этого использован классический метод спектрального разложения решения интегрального уравнения Линдли. 
Для практического применения полученных результатов использован метод моментов. Оказывается, что гипе-
рэрланговский закон распределения HE2, как и гиперэкспоненциальный H2, являющийся трехпараметрическим, 
может определяться как двумя первыми моментами, так и тремя первыми моментами. Выбор таких законов 
распределения вероятностей обусловлен тем, что они являются наиболее общими распределениями неотрица-
тельных непрерывных случайных величин, поскольку коэффициент вариации для распределения HE2 1/ 2cτ l  и 
охватывает более широкий диапазон, чем у гиперэкспоненциального распределения, для которого cτ l 1. Опреде-
ление главной характеристики СМО типа G/G/1 — среднего времени ожидания — является актуальной задачей 
в связи с тем, что для такой СМО не существует решения в общем случае. Метод спектрального разложения 
решения интегрального уравнения Линдли для СМО HE2/H2/1 позволяет получить решение в замкнутой форме.
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Моделирование телетрафика на основе системы HE2/H2/1

ния квадратичной зависимостью, роль послед-
них для среднего времени ожидания значи-
тельна. Второе слагаемое в правой части (1) 
остается неизвестным, и вполне вероятно, что 
оно может зависеть от моментов интервалов 
поступления и времени обслуживания более 
высокого порядка, чем первые два. Поэтому 
при анализе СМО G/G/1 необходимо учиты-
вать не только первые два момента случайных 
интервалов времен поступления и обслужива-
ния, но и моменты более высокого порядка.

В теории телетрафика по среднему време-
ни ожидания, например, оценивают задержки 
пакетов в сетях пакетной коммутации при их 
моделировании с помощью СМО.

В исследовании систем G/G/1 важную роль 
играет метод спектрального разложения ре-
шения интегрального уравнения Линдли, и 
большинство результатов в теории массового 
обслуживания получены именно с помощью 
данного метода. Обозначив:

W(y) — функция распределения вероят-
ностей (ФРВ) времени ожидания требования 
в очереди;

( ) ( )C u P u u= <�  — ФРВ случайной величины 
,u x t= − �� �  где, в свою очередь, x�  — случайное 

время обслуживания требования, t�  — случай-
ная величина — интервал времени между по-
ступлениями требований, приведем одну из 
форм интегрального уравнения Линдли [1—4]:

Введение

Настоящая статья посвящена анализу си-
стем массового обслуживания (СМО) HE2/H2/1
типа G/G/1 с произвольными законами рас-
пределений входного потока требований и 
времени обслуживания, для которых в общем 
случае не может быть найдено решение для 
главной характеристики — среднего време-
ни ожидания требований в очереди. Поэтому 
системы типа G/G/1 могут быть исследованы 
только при конкретных законах распределе-
ний входного потока [1—4].

Как известно, например, из работы [1], для 
системы G/G/1 среднее время ожидания опре-
деляется выражением

 
2 2 2(1 ) /

,
2(1 )/ 2

D D I
W

I
λ μ+ + − ρ λ

= −
− ρ λ

 (1)

где ρ — коэффициент загрузки системы (0 < ρ =
= λ/μ < 1); λ — интенсивность входного потока; 
μ — интенсивность обслуживания; Dλ, Dμ — 
соответственно дисперсии интервалов посту-
пления и времени обслуживания; 2,I I  — со-
ответственно среднее значение и второй на-
чальный момент периода простоя. Так как 
выражение (1) связано с коэффициентами ва-
риаций интервалов поступления и обслужива-
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В научной литературе нет данных по рас-
сматриваемой системе, и, видимо, это связано 
с достаточной сложностью гиперэрланговско-
го закона распределения. Выбор законов рас-
пределений HE2 и H2 можно обосновать не-
сколькими причинами. Во-первых, они явля-
ются наиболее общими распределениями 
неотрицательных непрерывных случайных ве-
личин, поскольку для HER коэффициент вари-

ации cτ > 0 [5, 6], в частности для HE2 1/ 2.cτ l  
Как известно из работы [1], для гиперэкспонен-
циального закона распределения H2 коэффици-
ент вариации cτ l 1. Таким образом, оба рас-
сматриваемых закона HE2 и H2 имеют широкий 
диапазон изменения коэффициентов вариаций. 
Кроме того, законы распределений HE2 и H2, 
начиная со значения коэффициента вариации, 
равного 4, имеют так называемый тяжелый 
хвост [5, 6] и, следовательно, в теории телетра-
фика могут быть использованы для описания 
трафика с "тяжелым" контентом: мультимедиа 
и др. И наконец, их отличительная особенность 
заключается в том, что они однозначно могут 
быть определены с использованием как двух 
первых моментов, так и трех моментов.

Постановка задачи

Ставится задача определения среднего време-
ни ожидания в системе HE2/H2/1 на основе клас-
сического метода спектрального разложения ре-
шения интегрального уравнения Линдли (ИУЛ) 
для данной системы в замкнутой форме и, тем 
самым, дополнения известной формулы (1).

Решение задачи

Для системы HE2/H2/1 законы распределения 
интервалов входного потока и времени обслу-
живания задаются функциями плотности вида

 1 22 22 2
1 2( ) 4 4(1 ) ;t ta t p t p t− λ − λ= λ + − λe e  (2)

 1 2
1 2( ) (1 ) .t tb t q q−μ −μ= μ + − μe e  (3)

Использование классического метода спек-
трального разложения решения ИУЛ, как это 
показано в работах [7—9], позволит определить 
не только среднее время ожидания, но и мо-
менты высших порядков времени ожидания.

Согласно методу спектрального разложе-
ния нам для нахождения закона распреде-
ления времени ожидания необходимо най-
ти следующее спектральное разложение: 

* ( ) * ( ) 1 ( )/ ( ),A s B s s s+ −− − = ψ ψ  где ψ+(s) и ψ–(s) —
некоторые рациональные функции от s, а A*(s), 
B*(s) — преобразования Лапласа функций 
плотности (2) и (3) соответственно.

Преобразования Лапласа функций (2) и (3) 
имеют следующий вид:
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1 2
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Тогда спектральное разложение решения 
ИУЛ для системы HE2/H2/1 *( ) *( ) 1A s B s− − =  

( )/ ( )s s+ −= ψ ψ  примет вид:
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s
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s s s
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s s
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⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞ψ λ λ⎢ ⎥= + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟ψ λ − λ −⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤μ μ
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Выражение, стоящее в первых квадратных 
скобках, представим в виде
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где промежуточные параметры, введенные для 
сокращения записи, равны 2 2

0 1 216 ,a = λ λ  a1 =
 ( )1 2 1 216 [ 1 ],p p= λ λ λ + − λ  ( )2 2

2 1 24[ 1 ].a p p= λ + − λ
Аналогично представим второй сомножитель:

 

( )

( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 2

1 2

1 2 1 2 0 1

1 2 1 2

1

1
,

q q
s s

q q s b b s
s s s s

⎡ ⎤μ μ
+ − =⎢ ⎥μ + μ +⎣ ⎦

μ μ + μ + − μ⎡ ⎤ +⎣ ⎦= =
μ + μ + μ + μ +

где 0 1 2,b = μ μ  ( )1 1 21 .b q q= μ + − μ
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Продолжая разложение, получим:
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Многочлен в числителе в правой части та-
кого разложения, как правило, всегда имеет 
один нуль 0s =  [1]. В данном случае свобод-
ный член разложения также равен 0: 

2 2
0 0 1 2 1 216 0.a b − λ λ μ μ ≡
Окончательно спектральное разложение ре-

шения ИУЛ для системы HE2/H2/1 имеет вид

( ) ( )
1 2 3 4 5

2 2
1 2 1 2

( ) ( )( )( )( )( )
.

( ) 2 2 ( )( )

s s s s s s s s s s s s
s s s s s

+

−

ψ − + + − − −
=

ψ λ − λ − μ + μ +
 (4)

Выпишем многочлен пятой степени в чис-
лителе разложения

 5 4 3 2
4 3 2 1 0.s c s c s c s c s c− − − − −  (5)

Исследование полученного многочлена и на-
хождение его корней является важной частью 
метода спектрального разложения решения ИУЛ 
для любых систем. В нашем случае коэффици-
енты многочлена (5) имеют следующий вид:

 0 0 1 1 0 0 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 16 ( );c a b a b a= − − μ + μ + λ λ μ μ λ + λ
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3 1 2 1 2 1 1 1 2 1 24( )( ) 4( ) 16 ;c = λ + λ μ + μ − λ + λ − λ λ − μ μ

 4 1 2 1 24( ) .c = λ + λ − μ − μ

Эти коэффициенты получены с помощью 
символьных операций пакета MathCAD, так 
как изначально в числителе спектрального 
разложения имеем 42 слагаемых.

Многочлен (5) имеет два действительных от-
рицательных корня и три положительных корня 
(либо вместо последних один действительный 
положительный и два комплексно сопряжен-
ных с положительной вещественной частью). 
Исследование знака младшего коэффициента с0 

показывает, что с0 > 0 всегда в случае стабиль-
ной системы, когда 0 < ρ < 1. С учетом знака 
минус, стоящего перед с0 в многочлене (5), это 
также подтверждает предположение о наличии 
таких корней многочлена.

Согласно методу спектрального разложения 
функции ψ+(s) и ψ–(s) должны удовлетворять 
следующим условиям [1]:

1) для Re(s) > 0 функция ψ+(s) является анали-
тической без нулей в этой полуплоскости;
2) для Re(s) < D функция ψ–(s) является ана-
литической без нулей в этой полуплоскости,
где D — некоторая положительная константа, 

определяемая из условия: 
( )

lim .Dtt

a t
−→∞

< ∞
e

Кроме того, функции ψ+(s) и ψ–(s) должны 
обладать следующими свойствами:

 
,Re( ) 0 ,Re( )

( ) ( )
lim 1; lim 1.

s s s s D

s s
s s
+ −

→∞ > →∞ <

ψ ψ
= = −  (7)

Теперь с учетом условий (6) и (7) строим ра-
циональные функции ψ+(s) и ψ–(s) для рассма-
триваемого случая:

 1 2

1 2

( )( )
( ) ,

( )( )
s s s s s

s
s s+

+ +
ψ =

μ + μ +

так как нули многочлена (5): s = 0, s = –s1,
s = –s2 и полюсы s = –μ1, s = –μ2 лежат в об-
ласти Re(s) m 0;

 
( ) ( )2 2

1 2

3 4 5

2 2
( ) ,

( )( )( )

s s
s

s s s s s s−
λ − λ −

ψ = −
− − −

так как ее нули и полюсы лежат в области
Re(s) < D, определенной условием (6). Выпол-
нение условий (6) и (7) спектрального разло-
жения для построенных функций ψ+(s) и ψ–(s) 
также подтверждается рис. 1.

При построении этих функций удобнее 
нули и полюсы отношения ψ+(s)/ψ–(s) отметить 
на комплексной s-плоскости для исключения 
ошибок построения функций ψ+(s) и ψ–(s).

(6)

Рис. 1. Нули и полюсы функции y+(s)/y–(s) для системы 
HE2/H2/1
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На рис. 1 полюсы отмечены крестиками, 
а нули — кружками.

Далее по методике спектрального разложе-
ния найдем константу K:

 1 2

0 1 2

( )
lim ,
s

s s s
K

s
+

→

ψ
= =

μ μ

где s1, s2 — абсолютные значения отрицатель-
ных корней –s1, –s2. Постоянная K определяет 
вероятность того, что поступающее в систему 
требование застает ее свободной.

Для нахождения преобразования Лапласа 
функции плотности времени ожидания по-
строим функцию
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1 2 1 2

1 2 1 2

( ) .
( )

s s s sK
s

s s s s s s+
+

+ μ + μ
Φ = =

ψ μ μ + +

Отсюда преобразование Лапласа функции 
плотности времени ожидания *( ) ( )W s s s+= Φ  
будет равно

 
( ) ( )
( ) ( )

* 1 2 1 2

1 2 1 2

( ) .
s s s s

W s
s s s s

+ μ + μ
=
μ μ + +

 (8)

Для нахождения среднего времени ожида-
ния найдем производную от функции (8) 

*( )W s  со знаком минус в точке s = 0:

 
1 2 1 20

*( ) 1 1 1 1
.

s

dW s
W

ds s s=
= − = + − −

μ μ

Окончательно среднее время ожидания для 
системы HE2/H2/1 составляет

 
1 2 1 2

1 1 1 1
.W

s s
= + − −

μ μ
 (9)

Из выражения (8) также можно определить 
дисперсию времени ожидания. Вторая произ-
водная от преобразования (8) в точке s = 0 дает 
второй начальный момент времени ожидания, 
что позволяет определить дисперсию времени 
ожидания. Учитывая определение джиттера 
в телекоммуникациях как разброс времени 
ожидания от среднего значения [10], тем са-
мым получим возможность его определения 
через дисперсию. Это является важным ре-
зультатом для анализа трафика, чувствитель-
ного к задержкам.

Для практического применения выражения 
(9) необходимо определить числовые характе-
ристики распределений (2) HE2 и (3) H2. Для 
этого воспользуемся свойством преобразова-
ния Лапласа воспроизведения моментов и за-

пишем начальные моменты до второго поряд-
ка для распределения (2):
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−
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λ λ
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13
.
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Аппроксимация законов распределений HE2 и H2
с использованием двух первых моментов

Рассматривая равенства (10) и (11) как за-
пись метода моментов, найдем неизвестные 
параметры распределения (2) λ1, λ2, p. Система 
двух уравнений (10), (11) при этом является не-
доопределенной, поэтому к ней добавим выра-
жение для квадрата коэффициента вариации
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как связующее условие между (10) и (11). Кроме 
того, коэффициент вариации будем использовать 
в расчетах в качестве входного параметра систе-
мы. Исходя из вида уравнения (10) положим

 1 22 / ; 2(1 )/p pλ λλ = τ λ = − τ  (13)

и потребуем выполнения условия (12). Под-
ставим выражения (10), (11) и частное реше-
ние (13) в выражение (12) и получим уравне-
ние четвертой степени 2 2(1 )[8(1 )p p c pλ− + −

28(1 ) 3] 0c pλ− + + =  относительно параметра p. 
С учетом условия 0 < p < 1 имеем квадратное 
уравнение 2 2 28(1 ) 8(1 ) 3 0.c p c pλ λ+ − + + =  Решив 
его, получим
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и можем выбрать для однозначности, напри-
мер, наибольшее значение p.

Отсюда следует, что коэффициент вариации 
интервалов входного потока 1/ 2.cλ l  Подста-
вив значение параметра p из (14) в соотноше-
ние (13), определим значения параметров рас-
пределения (2) λ1, λ2. Таким образом, получено 
частное решение недоопределенной системы 
уравнений (10) и (11) методом подбора.

Аналогично поступим с распределением (3). 
В этом случае два первых начальных момента 
будут равны
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Рассуждая аналогично, положив

 1 22 / ; 2(1 )/ ,q qμ μμ = τ μ = − τ  (15)

для параметра q получим выражение [7]
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Подставив значение параметра q из выраже-
ния (16) в соотношение (15), определим значе-
ния параметров распределения (3) μ1, μ2.

Аппроксимация законов распределений HE2 и H2 
с использованием трех первых моментов

Учитывая тот факт, что распределения НE2 
и Н2 являются трехпараметрическими, аппрок-
симацию можно выполнить и на уровне трех 
первых моментов. Для этого запишем выраже-
ния для начального момента 3-го порядка, по-
лученное через преобразование Лапласа A*(s):
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Присоединив уравнение (17) к уравнениям 
моментов (10), (11) и решив систему трех нели-
нейных уравнений с тремя неизвестными при 
заданных значениях начальных моментов до 
третьего порядка включительно, в пакете 
MathCAD находим все три параметра λ1, λ2, p. 
Аналогично, присоединив уравнение для тре-
тьего начального момента распределения (3) 
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 к двум предыдущим уравне-

ниям для первых двух начальных моментов и 
решив систему трех уравнений в пакете 
MathCAD, находим все три параметра μ1, μ2, q.

Такой подход к аппроксимации законов рас-
пределения гиперэкспоненциальным распре-
делением H2 применен в работах автора [7—9], 
кроме того, в работе [8] подробно на графике 
продемонстрирована разница между аппрокси-
мацией на уровне двух первых моментов и на 
уровне трех первых моментов для распределе-
ния H2. Как показано в работе [7] на приме-
ре гиперэкспоненциальных входных распреде-
лений, аппроксимация с использованием двух 
первых моментов в отличие от трех моментов 
может занижать среднее время ожидания до 
10 % в зависимости от значений загрузки и 3-го 
момента.

Необходимым и достаточным условием су-
ществования решения для этой системы трех 

нелинейных уравнений (следовательно, для 
аппроксимации распределения H2 на уровне 
трех первых моментов) будет выполнение не-
равенства [11]

 3 21,5 .λ λ λτ τ τl  (18)

Теперь сравним начальные моменты для 
распределений НE2 и H2. Выражения для на-
чальных моментов первого порядка у них со-
впадают, моментов второго порядка для рас-
пределения НE2 меньше в 4/3 раза, а моментов 
третьего порядка меньше в 2 раза. С учетом 
этого факта можно получить условие, анало-
гичное (18) для аппроксимации распределения 
НE2 на уровне трех первых моментов:

 3 2.λ λ λτ τ τl  (19)

Таким образом, гиперэрланговский закон 
распределения второго порядка, так же как и 
гиперэкспоненциальный, может однозначно 
определяться полностью как двумя первыми 
моментами, так и тремя моментами и перекры-
вать весь диапазон изменения коэффициента 

вариации от 1/ 2  до ∞, что шире, чем у гипе-
рэкспоненциального распределения (1, ∞).

Рассмотрим пример аппроксимации входно-
го потока гиперэкспоненциальным распределе-
нием (аналогичным будет и вариант с гиперэр-
ланговским законом распределения). Пусть 
средний интервал между поступлениями 

10/9λτ =  (единиц времени), а коэффициент ва-
риации случайной величины — интервала вре-
мени между поступлениями — cλ = 4. Тогда вто-
рой начальный момент 2 217•(10/9) .λτ =  Ап-
проксимация с использованием двух первых 
моментов дает: p ≈ 0,9697, λ1 ≈ 1,7454, λ2 ≈ 0,0546.

Для аппроксимации с использованием трех 
первых моментов введем в качестве третьего 
момента коэффициент асимметрии ASλ и для 
определенности положим ASλ = 7. Тогда необ-
ходимое и достаточное условие аппроксима-
ции (18) будет выполнено. Как известно, для 
пуассоновского потока параметры cλ = 1 и
ASλ = 2. Тогда третий начальный момент будет 

равен 3 3497•(10/9)λτ =  и решение системы трех 
уравнений метода моментов даст p ≈ 0,9111,
λ1 ≈ 6,2291, λ2 ≈ 0,0922. Графики функции плот-
ности H2 с полученными параметрами приве-
дены на рис. 2.

Величины ,λτ  ,μτ  cλ, cμ будем считать вход-
ными параметрами для расчета среднего вре-
мени ожидания для системы HE2/H2/1. Тогда 
алгоритм расчета сведется:
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 � к последовательному определению параметров 
распределений (2) λ1, λ2, p и (3) μ1, μ2, q через 
значения входных параметров ,λτ  ,μτ  cλ, cμ;

 � к нахождению нужных корней многочлена 
(5) –s1, –s2, а затем к использованию рас-
четного выражения (8).

Результаты экспериментов

В таблице приведены данные расчетов в па-
кете MathCAD для системы HE2/H2/1 для слу-
чаев малой, средней и высокой нагрузки ρ = 
0,1; 0,5; 0,9. Для сравнения в правой колонке 

приведены данные для системы Н2/Н2/1, для 
которой cλ, cμ l 1 [7]. Коэффициент загрузки 
ρ в обеих таблицах определяется отношением 
средних интервалов обслуживания и посту-
пления требований /μ λρ = τ τ . Расчеты, при-
веденные в таблице, выполнены для нормиро-
ванного времени обслуживания 1.μτ =  Заме-
тим, что система Н2/Н2/1 применима только 
при cλ l 1 и cμ l 1, поэтому в таблице для 
случая cλ < 1 стоят прочерки.

Значения среднего времени ожидания в си-
стемах HE2/H2/1 и Н2/Н2/1 достаточно близки 
при средней и высокой нагрузках систем, хотя 
начальные моменты распределений (начиная со 
второго) HE2 и H2 разнятся. Полученные рас-
четные данные хорошо согласуются с результа-
тами работы [12] в той области параметров, при 
которых определена система HE2/H2/1.

Заключение

В работе получено спектральное разложе-
ние решения интегрального уравнения Линд-
ли для системы HE2/H2/1, с помощью которого 
выведено расчетное выражение для среднего 
времени ожидания в очереди для этой систе-
мы в замкнутой форме. Результаты расчетов 
сравниваются с результатами аналогичной си-
стемы H2/H2/1 с гиперэкспоненциальным рас-
пределением 2-го порядка для входного потока 
и времени обслуживания.

Полученное расчетное выражение для сред-
него времени ожидания расширяет и дополня-
ет известную формулу теории массового об-
служивания для среднего времени ожидания 
для систем типа G/G/1 с произвольными зако-
нами распределений входного потока и време-
ни обслуживания. При этом диапазон измене-
ния параметров у системы HE2/H2/1 шире, чем 
у системы H2/H2/1.

Полученный результат с успехом может быть 
применен в современной теории телетрафика, 
где задержки пакетов входящего трафика игра-
ют первостепенную роль. Для этого необходи-
мо знать числовые характеристики интервалов 
входящего трафика и времени обслуживания 
на уровне двух или трех первых моментов, что 
не вызывает трудностей при использовании 
современных анализаторов трафика [7].

Заметим, что реальные системы передачи 
данных имеют ограниченную емкость буфе-
ра, поэтому полученные результаты по СМО 
с бесконечной очередью могут служить лишь 
первым приближением телетрафика.

Рис. 2. Графики функции плотности H2:
1 — аппроксимация закона распределения H2 на уровне 
двух моментов; 2 — на уровне трех моментов

Результаты экспериментов для СМО HE2/H2/1
в сравнении с H2/H2/1

Входные параметры Среднее время ожидания

ρ (cλ, cμ)
для системы 

НE2/Н2/1
для системы 

H2/H2/1

0,1 (0,71;1) 0,030 —

(2,2) 0,335 0,445

(4,4) 1,666 1,779

(8,8) 7,10 7,112

0,5 (0,71;1) 0,620 —

(2,2) 3,974 4,044

(4,4) 16,392 16,129

(8,8) 65,967 64,178

0,9 (0,71;1) 6,607 —

(2,2) 36,271 36,20

(4,4) 145,465 144,833

(8,8) 580,822 577,861
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The article is devoted to the study of the G/G/1 type HE2/H2/1 queuing system with a second-order hypererlangian input distri-
bution and a hyperexponential service time law with the aim of obtaining a solution for the average waiting time in queue in the case 
of stationary mode. For this, the classical method of spectral decomposition of the solution of the Lindley integral equation is used. 
For practical application of the obtained results, the method of moments is used. It turns out that the hyperelangian distribution law 
HE2, like the hyperexponential H2, which is three-parameter, can be determined by both the first two moments and the first three 
moments. The choice of such probability distribution laws is due to the fact that they are the most common distributions of non-nega-
tive continuous random variables, since the coefficient of variation for the HE2 1/ 2cτ l  distribution covers a wider range than the 
hyperexponential distribution for which 1cτ l . Determination of the principal characteristic of QS G/G/1 — of the average waiting 
time in queue an important task due to the fact that for such a QS there is no solution in the general case. The method of spectral 
decomposition of the solution of the Lindley integral equation for the QS HE2/H2/1 allows one to obtain a solution in closed form.
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