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Основным критерием оптимизации при синтезе комбинационных схем из библиотечных логических элемен-
тов является число литералов в алгебраических представлениях булевых функций. Предлагается метод логиче-
ской оптимизации на основе поиска алгебраических представлений подфункций (кофакторов) одного уровня BDD 
в виде дизъюнкции либо конъюнкции других подфункций данного уровня BDD. Метод позволяет уменьшать число 
литералов путем замены формул разложения Шеннона более простыми формулами дизъюнкции либо конъюнкции.

Ключевые слова: система булевых функций, дизъюнктивная нормальная форма (ДНФ), Binary Decision 
Diagram (BDD), разложение Шеннона, синтез логической схемы, VHDL, СБИС
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Минимизация BDD-представлений систем
полностью определенных булевых функций

с использованием алгебраических разложений кофакторов

теки синтеза [13]. При этом осуществляется 
оптимизация логической схемы по таким кри-
териям, как площадь кристалла (суммарное 
число транзисторов во всех элементах схемы), 
быстродействие (временная задержка), энер-
гопотребление. Это объясняет появление ра-
бот, в которых логическая BDD-оптимизация 
выполняется с ориентацией на последующее 
решение задач второго этапа, когда, напри-
мер, при логической оптимизации начинают 
учитывать сокращение энергопотребления ло-
гической схемы [14]. Уже давно было установ-
лен [15] и использован в практике построения 
систем автоматизированного проектирования 
комбинационных логических схем тот факт, 
что сложность нерегулярных логических схем 
из библиотечных элементов связана с чис-
лом литералов в формульных алгебраических 
представлениях реализуемых систем булевых 
функций: чем меньше суммарное число лите-
ралов булевых переменных в логических фор-
мулах, тем меньше площадь схемы. Поэтому 
в работах [16, 17] предлагаются различные при-
емы дополнительной логической оптимизации 
формульных представлений, полученных при 
минимизации сложности графа BDD. В ра-
боте [17] используется аппарат булевых сетей, 
оптимизируемых по числу литералов, в рабо-
те [16] — поиск представлений булевых функ-

Введение

Математический аппарат Binary Decision 
Diagram (BDD) в настоящее время использу-
ется в различных областях науки [1, 2], в по-
следнее время он эффективно сочетается 
с проблематикой решения SAT-проблем [3]. 
В системах проектирования цифровых сверх-
больших интегральных схем (СБИС) графовый 
аппарат BDD применяется при их верифика-
ции [4], а также при технологически незави-
симой оптимизации, выполняемой как первый 
этап синтеза логических схем в различных 
технологических базисах [5]. BDD представля-
ет собой ациклический граф, задающий буле-
ву функцию либо систему булевых функций, 
каждой вершине этого графа соответствует 
полная либо редуцированная формула раз-
ложения Шеннона. Поэтому при построении 
BDD стремятся сократить число вершин BDD, 
так как это уменьшает сложность функцио-
нальных описаний булевых функций в виде 
взаимосвязанных формул разложений Шен-
нона [5—12]. На втором этапе синтеза — эта-
пе технологического отображения (technology 
mapping) — происходит покрытие логических 
формул разложения Шеннона, соответствую-
щих вершинам графа BDD, функциональны-
ми описаниями элементов целевой библио-
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ций в виде так называемой би-декомпозиции, 
представляющей собой разложение на две под-
функции с алгебраической выходной функци-
ей. В системе BDS [16] данный вид оптимиза-
ции был дополнен также факторизацией — по-
иском одинаковых логических подвыражений 
и поиском подфункций, допускающих простое 
(с одной промежуточной булевой переменной) 
функциональное разложение (декомпозицию).

В данной работе дополнительную логическую 
минимизацию BDD-представлений предлагается 
осуществлять на основе поиска таких пар под-
функций (кофакторов), соответствующих одно-
му уровню графа BDD, дизъюнкция либо конъ-
юнкция которых может заменить формулу раз-
ложения Шеннона. Такой вид дополнительной 
логической оптимизации сокращает число ли-
тералов в формулах, может выполняться как для 
уже построенной BDD, так и в процессе постро-
ения BDD по матричным ДНФ-представлениям 
исходной системы функций. При этом значи-
тельно сокращается перебор по сравнению с би-
декомпозицией, при которой для поиска требуе-
мого представления кофактора нужно проверять 
нетривиальные свойства соответствующего под-
графа BDD. В предложенном подходе при поис-
ке алгебраических дизъюнктивных либо конъ-
юнктивных представлений кофакторов можно 
учитывать как прямую (безынверсную), так и 
инверсную форму кофакторов.

1. Основные определения

Булевыми называются двоичные (0, 1) функ-
ции f(x) = f(x1, x2, ..., xn) двоичных (булевых) 
переменных x1, x2, ..., xn. Пусть V  x — булево 
пространство, построенное над переменными 
булева вектора x = (x1, x2, ..., xn). Элементами 
этого пространства являются n-компонентные 
наборы (векторы) x* нулей и единиц. Булева 
функция, значения 0 и 1 которой определены 
на всех элементах x* ∈ V  x, называется полно-
стью определенной. Булева функция принимает 
единичное значение на элементах x* подмно-
жества 1

fM  булева пространства V  x и нулевое 
значение на элементах подмножества 0 .fM  
Очевидно, что ∩ = ∅1 0 ,f fM M  = ∪0 1 .x

f fV M M
Булевы функции f1(x) и f2(x) равны, если и 
только если =

1 2

1 1 ,f fM M  =
1 2

0 0 .f fM M  Будем на-
зывать булевы функции f1(x) и f2(x) взаимно ин-
версными ( =2 1,f f  =1 2f f ), если и только если 

=
1 2

1 0 ,f fM M  =
1 2

0 1 .f fM M  Под векторной буле-
вой функцией f(x) будем понимать упорядо-
ченную систему булевых функций f(x) = ( f1(x), 

..., fm(x)), значениями векторных функций на 
элементах x* булева пространства являются 
m-компонентные двоичные векторы f(x*).

Разложением Шеннона полностью опреде-
ленной булевой функции f = f(x), x = (x1, x2, ..., xn), 
по переменной xi называется представление

 − +

− +

= = ∨

∨
0 1 1 1

1 1 1 1

( ) ( ,..., ,0, ,..., )

( ,..., ,1, ,..., ).
i i i n

i i i n

f f x f x x x x

x f x x x x

x
 (1)

Функции − +=0 0 1 1 1( ,..., ,0, ,... ),i i nf f x x x x  f1 =
= − +1 1 1 1( ,..., ,1, ,... )i i nf x x x x  называются кофак-
торами (cofactors) разложения по переменной 
xi либо подфункциями. Они получаются из 
функции = 1( ,..., )nf f x x  подстановкой вместо 
переменной xi константы 0 и 1 соответственно. 
Каждая из подфункций f0 и f1 может быть раз-
ложена по одной из переменных из множества 

− +1 1 1{ ,..., , ,... }.i i nx x x x  Процесс разложения под-
функций заканчивается, когда все n перемен-
ных будут использованы для разложения, либо 
когда все подфункции выродятся до констант 
0, 1. На каждом шаге разложения выполняется 
сравнение на равенство полученных подфунк-
ций и оставляется одна из нескольких попарно 
равных подфункций.

Под BDD-представлением полностью опре-
деленной векторной булевой функции f(x) =
= ( f1(x), ..., fm(x)) понимается ориентированный 
ациклический граф, задающий последователь-
ные разложения Шеннона всех компонентных 
функций fi(x), i = 1,...m, по всем ее переменным 
x1, ..., xn при одном и том же заданном порядке 
(перестановке) переменных, по которым про-
водятся разложения [5]. Для упрощения графа 
листовые вершины 0, 1 обычно дублируются, 
а ориентация дуг на рисунках графов BDD не 
показывается, так как всегда принимается, что 
дуги ориентированы сверху вниз.

Наиболее близкими к графам BDD для век-
торных функций являются широко известные 
в литературе сокращенные упорядоченные 
BDD (англ. Reduced Ordered BDD, ROBDD) для 
одной полностью определенной булевой функ-
ции, в которых каждой функциональной вер-
шине соответствует одна функция (подфунк-
ция разложения Шеннона), при этом функ-
циональные вершины лишь подразумеваются 
(отождествляются с вершинами-переменны-
ми). Подробное описание OBDD (упорядочен-
ных BDD) дано в работах [11, 12], ROBDD — 
в работе [1]. Далее под BDD будут пониматься 
ROBDD для систем функций (векторных функ-
ций). Будем изображать на рисунках графы BDD, 
содержащие три вида вершин: функциональ-
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ные вершины, соответствующие разлагаемым 
функциям; вершины-переменные; листовые 
вершины, соответствующие константам 0, 1
[5, с. 16]. BDD-представлению соответствуют 
формулы разложения Шеннона, каждой функ-
циональной вершине соответствует своя фор-
мула, по BDD-представлению можно найти за-
дание каждой из компонентных функций fi(x) 
в виде двух ортогонализованных ДНФ: одна из 
таких ДНФ задает область 1

if
M  единичных зна-

чений компонентной функции, другая ДНФ — 
область 0

if
M  нулевых значений компонентной 

функции fi(x). BDD является более компактной 
формой по сравнению с ортогонализованной 
формой представления булевых функций (та-
кие формы будут рассмотрены далее), так как 
BDD — это граф, а ортогонализованная форма 
задает все пути из корневых вершин в листовые 
в этом графе [5]. Задание графа более компак-
тно, чем перечисление всех путей в нем. По-
этому BDD и нашли очень широкое примене-
ние не только при проектировании логических 
схем, но и в информатике в целом [1], [2, с. 295].

Замечание. Рисунки и структуры данных 
классических BDD не содержат функцио-
нальных вершин. Функциональные вершины 
обычно показываются на рисунках для удоб-
ства изложения методов минимизации BDD 
и иллюстрации зависимостей переменных 
в формулах разложений Шеннона, в компью-
терных структурах данных функциональные 
вершины не указываются [5, с. 177].

2. Условия существования алгебраических 
представлений функций (кофакторов)

Далее будут рассматриваться условия, ко-
торым должны удовлетворять булевы функ-
ции f1(x), f2(x), чтобы получить дизъюнктивное
ϕ(x) = f1(x) # f2(x) либо конъюнктивное ϕ(x) =
= f1(x) & f2(x) представление третьей заданной 
булевой функции ϕ(x). Булевы операторы #, & 
для такого вида представлений будем называть 
выходными функциями. Такие представления, 
далее называемые алгебраическими, могут быть 
легко обобщены для других выходных булевых 
функций, существенно зависящих от двух пе-
ременных, например, для представлений вида 
ϕ = f1 á f1.

Кофактор (булева функция) ϕ(x) не может 
быть представлен в виде дизъюнктивного раз-
ложения ϕ(x) = f1(x) # f2(x) кофакторов f1(x), 
f2(x) тогда и только тогда, когда выполняется 
хотя бы одно из следующих условий:

 ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

0 0 1( ) ;f fM M M  (2)

 ϕ∩ ≠ ∅
1

1 0 ;fM M  (3)

 ϕ∩ ≠ ∅
2

1 0 ;fM M  (4)

 ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

1 1 0( ) .f fM M M  (5)

При задании областей значений функций 
в виде ДНФ данные условия переписывают-
ся в виде ϕ ≠1 2

0 0 1( & ) & 0;f fD D D  ϕ ≠1

1 0& 0;fD D  

ϕ ≠2

1 0& 0;fD D  ϕ ≠1 2

1 1 0( & ) & 0.f fD D D
Кофактор ϕ(x) не может быть представлен 

в виде конъюнктивного разложения ϕ(x) =
= f1(x) & f2(x) кофакторов f1(x), f2(x) тогда и 
только тогда, когда выполняется хотя бы одно 
из следующих условий:

 ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

0 0 1( ) ;f fM M M  (6)

 ϕ∩ ≠ ∅
1

0 1 ;fM M  (7)

 ϕ∩ ≠ ∅
2

0 1 ;fM M  (8)

 ϕ∩ ∩ ≠ ∅
1 2

1 1 0( ) .f fM M M  (9)

Заметим, что условие (6) полностью совпа-
дает с ранее приведенным условием (2), а усло-
вие (5) — с условием (9). При задании областей 
значений функций в виде ДНФ данные условия 
переписываются в виде ϕ ≠1 2

0 0 1( & ) & 0;f fD D D  

ϕ ≠1

0 1& 0;fD D  ϕ ≠2

0 1& 0;fD D  ϕ ≠1 2

1 1 0( & ) & 0.f fD D D  
Формулы (2)—(5) иллюстрирует табл. 1, фор-
мулы (6)—(9) — табл. 2.

Таблица 1
Иллюстрация условий, не позволяющих провести 

дизъюнктивное представление функции j(x)

Значение 
функции f1(x)

Значение 
функции f2(x)

Значение 
функции ϕ(x)

Условия 
(2)—(5)

0 0 1 Условие (2)

1 0 либо 1 0 Условие (3)

0 либо 1 1 0 Условие (4)

1 1 0 Условие (5)

Таблица 2
Иллюстрация условий, не позволяющих провести 

конъюнктивное представление функции j(x)

Значение 
функции f1(x)

Значение 
функции f2(x)

Значение 
функции ϕ(x)

Условия 
(6)—(9)

0 0 1 Условие (6)

0 0 либо 1 1 Условие (7)

0 либо 1 0 1 Условие (8)

1 1 0 Условие (9)
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3. BDD векторной булевой функции

Рассмотрим векторную булеву функцию, 
задаваемую таблицей истинности (табл. 3). 
Эта функция может быть представлена BDD 
(рис. 1), построенной по перестановке пере-
менных <x1, x2, x4, x5, x3>. Функциональным 
вершинам этой BDD соответствуют следую-
щие формулы разложения Шеннона:

= ∨1 1 1 1 2;f x h x h  = ∨2 1 2 1 3;f x h x h  = ∨3 1 4 1 5;f x h x h
= ∨4 1 4 1 6;f x h x h  = ∨5 1 1 76 ;f x h x h

= ∨1 2 1 2 3;h x g x g  = ∨2 2 2 2 8;h x g x g  

= ∨3 2 5 2 6;h x g x g  = ∨4 2 2 76 ;h x g x g  

= ∨5 2 2 106 ;h x g x g  = ∨2 4 2 96 ;h x g x g

 = ∨7 2 8 2 10;h x g x g  (10)

= ∨1 4 2 4 3;g x s x s  = ∨2 4 5 4 1;g x x x s  

= ∨3 4 0 4 1;g x s x s  = ∨4 4 5 4 2;g x x x s  

= ∨5 4 0 4 5;g x s x x  = ∨4 5 46 6;g x s x s  

= ∨7 4 5 4 5;g x x x x  = ∨8 4 3 4 4;g x s x s  

= ∨9 4 2 4 5;g x s x x  = ∨10 4 3 4 5;g x x x x

=0 5 3;s x x  =1 5 3;s x x  =2 5 3;s x x  =3 5 3;s x x  
= ∨4 5 5 3;s x x x  = ∨5 5 3 5;s x x x  = ∨5 3 5 36 .s x x x x

Корневыми вершинами BDD (рис. 1) явля-
ются f1, ..., f5; листовыми — 0, 1. На первом 
уровне BDD располагаются два неконстантных 
кофактора x3, 3x  и два кофактора, равные кон-
стантам 0, 1. На втором уровне BDD располага-
ются кофакторы s0, ..., s6, x5, 5,x  x3; на третьем 
уровне — кофакторы g1, ..., g10; на четвертом — 
кофакторы h1, ..., h7. Уравнения кофакторов мо-
гут содержать различное число литералов, на-
пример, кофактор s6 содержит четыре литерала, 
кофактор s5 — три, кофактор s3 — два литерала.

4. Метод нахождения алгебраических 
представлений кофакторов

Исходными данными для предлагаемого 
метода нахождения алгебраических представ-
лений кофакторов являются граф BDD, пред-
ставляющий исходную векторную полностью 
определенную булеву функцию, и логические 
уравнения (формулы разложения Шеннона), 
соответствующие функциональным вершинам 
BDD и задающие многоуровневое описание 
компонентных функций. Данные уравнения 
легко могут быть записаны по графу BDD.

Предлагаемый метод включает этапы, вы-
полняемые для кофакторов каждого уровня 
BDD, за исключением корневого, листового и 

первого. На первом уров-
не BDD располагаются 
кофакторы, получаемые 
в результате разложения 
по последней переменной 
в заданной перестанов-
ке переменных, по кото-
рым ведется разложение 
Шеннона. Кофакторы 
первого уровня BDD за-
висят от одной перемен-
ной, кофакторы второго 
уровня зависят от не бо-
лее, чем двух перемен-
ных, и т. д.

В методе уровни BDD 
рассматриваются "сверху 
вниз", т. е. от кофакто-
ров, получаемых при 
разложении по первой 
переменной, и заканчи-
вая кофакторами второ-
го уровня BDD. Метод 
ориентирован на замену 
наибольшего числа фор-
мул разложения Шенно-

Таблица 3

Таблица истинности 
векторной булевой функции

x1 x2 x3 x4 x5 f1 f2 f3 f4 f5

0 0 0 0 0 
0 0 0 0 1 
0 0 0 1 0 
0 0 0 1 1 
0 0 1 0 0 
0 0 1 0 1 
0 0 1 1 0 
0 0 1 1 1 
0 1 0 0 0 
0 1 0 0 1 
0 1 0 1 0 
0 1 0 1 1 
0 1 1 0 0 
0 1 1 0 1 
0 1 1 1 0 
0 1 1 1 1 
1 0 0 0 0 
1 0 0 0 1 
1 0 0 1 0 
1 0 0 1 1 
1 0 1 0 0 
1 0 1 0 1 
1 0 1 1 0 
1 0 1 1 1 
1 1 0 0 0 
1 1 0 0 1 
1 1 0 1 0 
1 1 0 1 1 
1 1 1 0 0 
1 1 1 0 1 
1 1 1 1 0 
1 1 1 1 1 

1 1 1 1 0 
0 0 1 1 1 
0 0 1 1 1 
0 1 0 0 0 
0 1 0 0 0 
0 0 1 1 1 
0 0 0 0 0 
1 0 1 1 0 
0 0 1 1 1 
0 0 0 0 0 
0 1 0 0 1 
1 0 1 1 0 
1 0 1 1 0 
0 1 0 0 0 
0 1 0 0 1 
0 1 1 1 0 
1 0 1 0 0 
0 0 1 1 0 
0 0 1 1 1 
1 1 0 0 0 
1 1 0 0 0 
0 0 1 1 1 
0 0 0 0 1 
0 1 1 0 1 
0 1 0 1 0 
0 1 0 0 0 
1 1 0 1 0 
0 0 1 0 1 
0 0 1 0 1 
1 1 1 0 1 
1 0 0 1 0 
1 1 1 0 1 Рис. 1. BDD для векторной булевой функции (табл. 3)
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на формулами дизъюнкции либо конъюнкции, 
что позволяет сокращать общее число литера-
лов в многоуровневом задании векторной бу-
левой функции. Для рассматриваемого уровня 
BDD решается задача нахождения наибольше-
го числа кофакторов, которые представимы 
в виде дизъюнкции либо конъюнкции других 
кофакторов данного уровня (ранее такие пред-
ставления были названы алгебраическими). 
Решение этой задачи сводится к выполнению 
следующих четырех этапов.

Этап 1. Выбор формы
представления кофакторов

Выбирается форма представления кофакто-
ров рассматриваемого уровня BDD (таблица ис-
тинности; пара ДНФ, задающая области опре-
деления кофактора; подграф BDD) и находятся 
кофакторы в требуемой форме.

Этап 2. Нахождение всех вариантов 
алгебраических представлений кофакторов

Среди всех кофакторов рассматриваемого 
уровня находятся пары взаимно инверсных 
кофакторов, один из них исключается для рас-
смотрения на этом этапе. После этого находит-
ся множество уравнений, задающих всевозмож-
ные алгебраические представления кофакто-
ров, т. е. кофакторы этого уровня, содержащие 
более двух литералов, выражаются в виде дизъ-
юнкции либо конъюнкции других кофакто-
ров этого же уровня BDD и называются далее 
представимыми. Один и тот же кофактор может 
быть представлен различными уравнениями.

Этап 3. Нахождение множества
реализуемых кофакторов

Из множества представимых кофакторов 
выделяется максимальное по мощности мно-
жество реализуемых кофакторов, для этого из 
множества уравнений алгебраического пред-
ставления одного и того же кофактора выби-
рается одно уравнение, либо уравнение не вы-
бирается. Этот выбор определяется решением 
задачи 1, которая сформулирована в терминах 
теории графов.

Этап 4. Корректировка многоуровневого
BDD-представления векторной функции

Исходное множество формул разложений 
Шеннона, задающих BDD-представление (т. е. 
векторную булеву функцию), корректируется: 
формулы разложения Шеннона реализуемых 
кофакторов заменяются формулами дизъюнк-

ции либо конъюнкции. Используются опера-
ции инверсии для записи формул одного из ко-
факторов, составляющих пару взаимно инверс-
ных кофакторов. Находится новая (лучшая) 
перестановка переменных, по которой строится 
BDD-представление для нереализуемых (в виде 
двухоперандных уравнений) кофакторов.

Замечание. Алгоритмы, реализующие пред-
лагаемый метод, могут начинать работу с про-
извольно выбранного нами уровня BDD.

5. Пример применения метода нахождения 
алгебраических представлений кофакторов

Проиллюстрируем на примере BDD (рис. 1) 
предложенный метод, начиная с третьего уров-
ня BDD, кофакторы g1, ..., g10 которого зависят 
от трех переменных x3, x4, x5.

5.1. Нахождение алгебраических представлений 
кофакторов на третьем уровне BDD

Этап 1. Выбор формы
представления кофакторов

Рассмотрим кофакторы третьего уровня и 
опишем способы их построения в различных 
формах.
 � Способ 1. Построение кофакторов по фор-

мулам разложений Шеннона.
В первом способе сначала осуществляется 

элиминация (устранение) промежуточных пе-
ременных в формулах разложения Шеннона, 
получение представлений кофакторов данно-
го уровня BDD в виде ДНФ, затем в виде со-
вершенных ДНФ, от которых осуществляется 
тривиальный переход к таблицам истинности.

Рассмотрим пример получения таблиц истин-
ности для трех кофакторов g1, g7, g6, заданных 
следующими формулами, содержащимися в (10):

 = ∨1 4 2 4 3;g x s x s  =2 5 3;s x x  =3 5 3;s x x
 = ∨7 4 5 4 5;g x x x x  = ∨4 5 46 6;g x s x s
 = ∨5 5 3 5;s x x x  = ∨5 3 5 36 .s x x x x

Требуется элиминировать промежуточные 
переменные s2, s3, s5, s6, которые входят в фор-
мулы, представляющие данные кофакторы, и 
получить представления кофакторов в виде 
ДНФ, затем в виде совершенных ДНФ:

 = ∨ = ∨1 4 3 5 4 3 5 3 4 5 3 4 5( ) ( ) ;g x x x x x x x x x x x x

 
= ∨ =

= ∨ ∨ ∨
7 4 5 4 5

3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 5;

g x x x x

x x x x x x x x x x x x
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= ∨ ∨ =

= ∨ ∨
4 3 5 4 3 5 3 56

3 4 5 3 4 5 3 4 5

( ) ( )

.

g x x x x x x x x

x x x x x x x x x

Легко проверить, что

= ∨ ∨ ∨

∨ ∨ = ∨ =
7 3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 56

3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 5 3 4 5 1

& ( ) &

&( ) .

g g x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x g

Кофактор g1 может быть выражен в виде 
конъюнкции g1 = g7 & g6.

Очевидно, что по совершенным ДНФ либо 
таблицам истинности легко проверить возмож-
ность представления заданного кофактора в виде 
дизъюнкции либо конъюнкции двух других ко-
факторов, представленных в таких же формах.
 � Способ 2. Нахождение ортогонализованных 

ДНФ, задающих области определения ко-
факторов.
Из BDD можно получить области опреде-

ления как исходных функций, так и любого 
из кофакторов, это подробно описано в работе 
[5]. Каждому пути из корневой вершины BDD, 
помеченной функцией fj, к листовой вершине 1
соответствует элементарная конъюнкция, 
включающая дуги (литералы) ,i ix x  на этом 
пути. При этом дуге, помеченной символом 0,
соответствует отрицательный литерал ;ix  
дуге, помеченной символом 1, — положитель-
ный литерал xi, а всем путям между указан-
ными вершинами — дизъюнкция получаемых 
элементарных конъюнкций, образующая орто-
гонализованную ДНФ 1 .

jfD  Пути из корневой 
вершины fj к листовой вершине 0 задают ор-
тогонализованную ДНФ 0 .

jfD  При построении 
ДНФ, описывающих области определения ко-
фактора, вместо корневой вершины BDD рас-
сматривается функциональная вершина дан-
ного кофактора.

Например, области нулевых и единичных 
значений кофакторов g1, g7, g6, полученные из 
графа BDD (рис. 1), задаются следующими ор-
тогонализованными ДНФ:
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Данные ДНФ в матричном виде даны в 
табл. 4. Обратим внимание на то, что троич-
ные векторы, задающие элементарные конъ-
юнкции в областях определения каждой из 

функций (либо каждого из кофакторов), яв-
ляются попарно ортогональными. Это обеспе-
чивает эффективность логических операций 
над BDD. От табл. 4 можно легко перейти к 
табл. 5, выписав все различные элементарные 
конъюнкции, входящие в ДНФ, задающие об-
ласти определения компонентных функций
g1, g7, g6 векторной функции g = (g1, g7, g6).
Ортогонализованная форма кофакторов дана в 
табл. 5. Единицы в матрице T g (табл. 5) задают 
вхождения элементарных конъюнкций в соот-
ветствующую ДНФ. Чтобы получить ортого-
нализованную форму, требуется обеспечить 
попарную ортогональность каждой пары эле-
ментарных конъюнкций в матрице T x. В орто-

Таблица 4

Исходное задание областей значений
кофакторов g1, g7, g6 в виде ДНФ

Компонентная 
функция

x3 x4 x5 Значение
Область
значений

g1

– 0 1
– 1 0
0 1 1
1 0 0

0
0
0
0

1

0
gM

0 0 0
1 1 1

1
1

1
gM

g7

– 0 1
– 1 0

0
0 7

0
gM

– 0 0
– 1 1

1
1 7

1
gM

g6

1 0 0
0 1 1
1 1 0

0
0
0 6

0
gM

0 0 0
– 0 1
1 1 1
0 1 0

1
1
1
1

6

1
gM

Таблица 5

Система ДНФ компонент векторной функции g = (g1, g7, g6)

T x T g

x3 x4 x5 g1 g7 g6

– 0 1
– 1 0
0 1 1
1 0 0
0 0 0
1 1 1
– 0 0
– 1 1
1 1 0
0 1 0

0 0 1
0 0 0
0 0 0
0 0 0
1 0 1
1 0 1
0 1 0
0 1 0
0 0 0
0 0 1
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гонализованной системе функций (табл. 6) эле-
менты матрицы T g будут представлять значения 
функций на соответствующих троичных векто-
рах — интервалах булева пространства [18].

По последней таблице (табл. 6) видно, что 
кофактор g1 может быть выражен в виде конъ-
юнкции: g1 = g7 & g6.

Утверждение. Приведенные в таблицах 1 и 2 
условия для проверки условий существования 
(либо не существования) представлений ϕ(x) = 
f1(x) # f2(x), ϕ(x) = f1(x) & f2(x) справедливы для 
задания функций как таблицами истинности, 
так и ортогонализованными формами.

Для удобства дальнейшего изложения приме-
ра перейдем от ДНФ 

1

0
gD  к совершенной ДНФ:

= ∨ ∨ ∨ =

= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨ =
= ∨ ∨ ∨ ∨ ∨

1

0
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.

gD x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x

x x x x x x x x x x x x x x x x x x

Заметим, что ДНФ 
1

1
1 2 3 1 2 3gD x x x x x x= ∨  со-

держит две полные элементарные конъюнк-
ции и уже является совершенной ДНФ. По 
двум совершенным ДНФ, задающим области 
нулевых и единичных значений кофактора g1, 
легко строится таблица истинности (табл. 7) 
для g1. Аналогично могут быть рассмотрены 
остальные кофакторы. Все кофакторы g1, ..., g9,
зависящие от переменных x3, x4, x5, даны в 
табл. 7, являющейся таблицей истинности для 
кофакторов третьего уровня BDD. Легко ви-
деть, что в табл. 7 нет пар взаимно инверсных 
кофакторов третьего уровня BDD.
 � Способ 3. Использование операций над BDD.

Проверка возможности алгебраического 
представления заданного кофактора gr в виде 
дизъюнкции либо конъюнкции двух других 
кофакторов gi, gj может быть сведена к логи-
ческой операции над соответствующими BDD. 
Как показано в работе [1], сначала выполня-

ется операция слияния BDD, реализующих gi, 
gj, после чего над листовыми вершинами по-
лученной BDD выполняется выбранная логи-
ческая операция, затем выполняется операция 
сокращения BDD. Примеры выполнения ло-
гических операций над BDD приведены также 
в работе [5, с. 87]. Полученная сокращенная 
BDD cравнивается с BDD, реализующей ко-
фактор gr. Если эти BDD эти равны, то кофак-
тор gr может быть представлен в виде дизъюнк-
ции (либо конъюнкции, если над парой BDD 
выполнялась конъюнкция) кофакторов gi, gj.

Этап 2. Построение всех вариантов 
алгебраических представлений кофакторов

В рассматриваемом примере все возможные 
представления кофакторов в виде девяти урав-
нений заданы в табл. 8. Для этого для каждого 
кофактора gi (i = 1, ..., 10) перебираются пары gj 
gp ( j, p = 1, ..., 10, j ≠ i, p ≠ i) и проверяется, вы-
полняется равенство gi = gj & gp либо равенство 
gi = gj # gp.

Таблица 6

Ортогонализованная форма системы ДНФ компонент 
векторной функции g = (g1, g7, g6)

T x T g

x3 x4 x5 g1 g7 g6

– 0 1
– 1 0
0 1 1
1 0 0
1 1 1
0 0 0

0 0 1
0 0 0
0 1 0
0 1 0
1 1 1
1 1 1

Таблица 8

Варианты алгебраического представления кофакторов

Номер уравнения Уравнение

1 g1 = g7 & g6

2 g3 = g2 & g5

3 g3 = g2 & g10

4 g5 = g7 & g10

5 g6 = g1 # g4

6 g7 = g3 # g1

7 g7 = g5 # g1

8 g7 = g2 # g1

9 g7 = g2 # g5

Таблица 7

Кофакторы третьего уровня BDD (рис. 1)

x3 x4 x5 g1 g2 g3 g4 g5 g6 g7 g8 g9 g10

0 0 0
0 0 1
0 1 0
0 1 1
1 0 0
1 0 1
1 1 0
1 1 1

1
0
0
0
0
0
0
1

1
0
0
1
1
0
0
0

0
0
0
1
1
0
0
0

0
1
1
0
0
1
0
0

0
0
0
1
1
0
0
1

1
1
1
0
0
1
0
1

1
0
0
1
1
0
0
1

0
0
1
0
0
1
1
1

1
0
1
0
0
0
1
0

0
0
0
1
1
1
0
1
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Этап 3. Нахождение множества
реализуемых кофакторов

Построим ориентированный граф G, задаю-
щий формулы алгебраических представлений 
кофакторов (будем называть их логическими 
уравнениями, либо просто уравнениям). Вер-
шинам графа G соответствуют кофакторы, 
которые упоминаются в уравнениях, обозна-
чим это множество кофакторов KY, а KZ обо-
значим множество кофакторов, не участвую-
щих в уравнениях. Граф для найденных девяти 
уравнений изображен на рис. 2, KY = {g1, g2, 
g3, g4, g5, g6, g7, g10}. Всех кофакторов десять, 
однако в уравнениях (табл. 8) кофакторы g8, 
g9 не упоминаются, поэтому в графе для них 
нет соответствующих вершин, KZ = {g8, g9}. 
Дуги, соответствующие операндам алгебраи-
чески представленного кофактора (результа-
ту логической операции), помечены одним и 
тем же числом — номером уравнения. Каждое 
уравнение задается подграфом с тремя верши-
нами и двумя помеченными дугами: вершина, 
соответствующая представимому кофактору, 
имеет две заходящие дуги (с одной и той же 
пометкой — номером уравнения). Вершины, 
соответствующие операндам уравнения, ин-
цидентны исходящим дугам. Например, пято-
му уравнению g6 = g1 # g4 соответствует под-
граф с тремя вершинами g1, g4, g6: в вершину g6 
заходят из вершин g1, g4 дуги, помеченные чис-
лом 5 — номером уравнения. Если кофактор 
в уравнении разложения Шеннона содержит 
один либо два литерала, то для него на этапе 2
не строятся алгебраические представления, 
поэтому соответствующая данному кофактору 
вершина в графе G не имеет заходящих дуг.

Введем понятие кластера (подмножества 
вершин графа G). В кластер входят вершины, 
соответствующие уравнениям с одним и тем 
же кофактором в левой части. Именем оди-

наковых кофакторов и обозначается кластер. 
В рассматриваемом примере графа G кластера-
ми являются g3, g7.

Граф G, построенный для найденных девя-
ти уравнений, дан на рис. 2. Заметим, что каж-
дой из вершин графа соответствует кофактор, 
уравнение которого содержит четыре литерала 
(см. формулы (10)).

С использованием графа G задача нахожде-
ния наибольшего числа уравнений сводится 
к следующей задаче.

Задача 1. В графе G требуется оставить 
в каждом кластере только одну вершину (ус-
ловие А) и удалить из графа G такое подмно-
жество пар одинаково помеченных дуг, чтобы 
граф G стал ациклическим (условие B) и содер-
жал наибольшее число неизолированных вер-
шин, в каждую из которых заходит только одна 
пара одинаково помеченных дуг (условие С).

Смысл оставления в кластере одной верши-
ны (условие А) очевиден — кофактор при схем-
ной реализации достаточно представить только 
одним уравнением. Требование ацикличности 
(условие В) продемонстрируем на примере двух 
уравнений g6 = g1 # g4; g1 = g6 & g7 из рассмат-
риваемого примера. Данные уравнения в гра-
фе G создают цикл, т. е. логическое противоре-
чие в требовании алгебраического (и схемного) 
представления кофакторов: чтобы выразить g6 
в виде конъюнкции g6 = g1 # g4, требуется ко-
фактор g1; однако, чтобы получить g1 в виде 
g1 = g6 & g7, требуется схема, реализующая g6. 
Условие С требует, чтобы возможно большее 
число кофакторов было представлено в виде 
конъюнкции либо дизъюнкции.

После решения задачи 1 множество KY вер-
шин графа G разбивается на три попарно непе-
ресекающихся подмножества. Вершины, не име-
ющие заходящих дуг, но имеющие исходящую 
дугу, соответствуют нереализуемым кофакто-
рам. Вершины, имеющие одну пару заходящих 
дуг (с одной и той же пометкой), соответству-
ют реализуемым кофакторам. Вершины, ко-
торые оказались изолированными, например, 
при удалении дуг для удовлетворения условия 
B, не будут участвовать в уравнениях и зачис-
ляются в множество KZ также нереализуемых 
кофакторов. Реализуемый кофактор будет за-
писан в виде уравнения (двухоперандной дизъ-
юнкции либо конъюнкции) в результирующее 
многоуровневое представление системы буле-
вых функций, а затем при логическом синтезе 
будет схемно реализован.

Для решения задачи 1 предлагается исполь-
зовать следующий эвристический алгоритм.Рис. 2. Граф G зависимости кофакторов
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Шаг 1. Сокращение числа вершин в кластерах.

Целью шага 1 является удаление вершин 
в кластерах и оставление в каждом кластере 
только одной вершины.

Шаг 1.1. Упорядочить кластеры по воз-
растанию (неубыванию) числа содержащих-
ся в них вершин и рассматривать кластеры 
в этом порядке.

Шаг 1.2. Удаление вершин в кластере.
Положить пустым текущее множество T 

вершин: T = ∅. Каждая оставленная вершина 
gr в кластере, в которую заходят одноименно 
помеченные дуги, инцидентные вершинам gi, 
gj, пополняет множество T элементами gi, gj, gr  .

Для выбора оставляемой в первом кластере 
вершины применяется эвристика 1.

Эвристика 1. Каждая вершина gr кластера, име-
ющая заходящие дуги из вершин gi, gj, оценивается 
суммарным числом Wqr исходящих дуг из вершин 
gi, gj. Оставляется в кластере та вершина gs, кото-
рой соответствует максимальное значение Wqr .

Вершины, которые не остались в класте-
ре, удаляются из графа вместе с заходящими 
в них дугами. В множество T заносятся три 
вершины — это вершина gs и две вершины, 
инцидентные заходящим в вершину gs дугам.

Для следующих рассматриваемых кластеров 
используется эвристика 2.

Эвристика 2. В кластере оставляется та вер-
шина, которая имеет две заходящие дуги из 
вершин множества T; если такой вершины нет, 
то оставляется та вершина, которая имеет одну 
заходящую дугу из вершин множества T. Если 
нет вершин, для которых эвристика 2 выполня-
ется, то для оставления вершины в кластере ис-
пользуется эвристика 1. Вершины, которые не 
остались в кластере, удаляются из графа вместе 
с заходящими в них дугами.

Шаг 1.2 (и шаг 1) считается выполненным, 
когда в каждом кластере останется по одной 
вершине.

Шаг 2. Удаление пар одинаково помеченных дуг 
для получения ациклического графа G.

Шаг 2 выполняется, если граф G содержит 
циклы, т. е. не является ациклическим. Для 
графа G, содержащего циклы, выполняются 
следующие шаги 2.1, 2.2. 2.3, до тех пор, пока 
граф не станет ациклическим.

Шаг 2.1. Находятся все циклы графа G.
Шаг 2.2. Каждая пара дуг с одинаковой по-

меткой (номером) p оценивается числом Cp ци-
клов, которые могут быть разорваны при уда-
лении из графа данной пары дуг.

Шаг 2.3. Удаляется пара дуга с пометкой p, 
которой соответствует максимальное значение 
числа Cp. Переход на шаг 2.1.

Проиллюстрируем алгоритм на примере 
графа G (рис. 2).

Шаг 1. Порядок рассмотрения кластеров 
<g3, g7>.

По эвристике 1 на шаге 1.2 в кластере g3 
оставляем вершину с заходящими дугами g2, 
g5, так как суммарное число Wq3 исходящих дуг 
для нее равно семи. Полагаем T = {g2, g5, g3}. 
Для кластера g7 выбираем вершину с заходя-
щими дугами g2, g5 (эвристика 2), так как в этом 
случае в множестве T = {g2, g5, g3} и имеются две 
общие вершины g2, g5, после чего после шага 1 
граф G имеет вид, представленный на рис. 3, а.

Шаг 2. Чтобы разорвать два цикла (первый 
цикл — {g1, g6}, второй цикл — {g5, g7}), удаля-
ем пары дуг с пометками 1 и 4, результирую-
щий граф, в вершины g3, g7, g6 которого заходит 
по паре дуг с одинаковыми пометками, соответ-
ствует выбранным трем уравнениям: g3 = g2 & g5,
g7 = g2 # g5, g6 = g1 # g4.

Полученное решение означает, что три 
представимых кофактора g3, g7, g6 могут быть 
представлены в виде дизъюнкции либо конъ-
юнкции четырех кофакторов g2, g5, g1, g4.

Покажем, что применяемые эвристики по-
зволяют получать приближенное решение за-
дачи 1. Если на шаге 1 в первом рассматри-
ваемом кластере g3 будет оставлена вершина, 
имеющая заходящие дуги из вершин g2, g10, то 
можно получить четыре алгебраически пред-
ставимых кофактора.

Шаг 1. Порядок рассмотрения кластеров
<g3, g7>. Оставляем вершину кластера g3, имею-
щую заходящие дуги из вершин g2, g10, полагаем 
T = {g2, g10, g3}. Для второго кластера g7 выбира-
ем вершину с дугами, имеющими пометку 8 и 

Рис. 3. Граф G после выполнения шага 1:
а — по эвристике 1; б — другой вариант
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инцидентными вершинам g1, g2, так как g2 ∈ T, 
где T = {g2, g10, g3} (по эвристике 1 имеется одна 
вершина, входящая в множество T). Например, 
для вершины из кластера g7 с дугами, имеющими 
пометку 6 и инцидентными вершинам g1, g7, лег-
ко видеть, что g1 ∉ T, g7 ∉ T, и эвристика 1 непри-
менима. В результате выполнения первого шага 
граф G имеет вид, представленный на рис. 3, б.

Шаг 2. В графе (рис. 3, б) имеются два цикла 
{g1 g6}, {g1 g7}. Удаление пары дуг с пометкой 1 
разрывает оба цикла. Результирующий ацикли-
ческий граф, полученный в результате эвристи-
ческого алгоритма, показан на рис. 4. Данному 
графу (рис. 4) соответствуют четыре уравнения: 
g3 = g2 & g10; g5 = g7 & g10; g6 = g1 # g4; g7 =
= g1 # g2. Логическая схема, реализующая дан-
ные уравнения, показана на рис. 5, на котором 
видно, что четыре кофактора g2, g10, g1, g4 по-
зволяют получить алгебраические представле-
ния четырех кофакторов g3, g5, g6, g7. В резуль-
тате решения задачи 1 в графе G не оказалось 
изолированных вершин, поэтому в множество
KZ = {g8, g9} другие кофакторы не добавились.

Эвристика 1 ориентирована на то, чтобы 
при выборе вершины, оставляемой в класте-
ре, в графе остались те вершины, из которых 
исходит возможно больше дуг, чтобы можно 
было позже использовать эти дуги в качестве 
заходящих для других вершин графа (т. е. эв-
ристика 1 косвенным образом ориентирова-
на на реализацию возможно большего числа 
кофакторов). Эвристика 2 ориентирована на 
минимизацию числа кофакторов, входящих 
в множество уравнений для реализуемых ко-
факторов, с учетом того, что если таких кофак-
торов будет меньше, то менее сложным будет 
функциональное описание, которое представ-
ляется в виде нижних уровней BDD. Здесь ну-
жен определенный компромисс, так как уве-
личение числа таких кофакторов может увели-
чить число реализуемых кофакторов.

Если осуществить перебор всех вариантов 
оставления в кластерах по одной вершине и 
перебор вариантов удаления подмножеств вер-
шин для получения ациклического графа G, 
то можно получить точное решение задачи 1 
для выбранного уровня BDD. Однако следует 
принять во внимание то обстоятельство, что 
при таком подходе не учитывается сложность 
BDD, реализующей оставшиеся (не являющи-
еся реализуемыми) кофакторы, и, тем более, 
сложность схемной реализации полученного 
функционального описания как по старой, так 
и по новой перестановке переменных, которая 
ищется на этапе 4. Приведенные в разд. 6.2 
данной статьи результаты эксперимента сви-
детельствуют о том, что для задач практиче-
ской размерности число кофакторов (вершин 
графа G) на одном уровне BDD может дости-
гать сотен и тысяч, а число уравнений (дуг 
графа G) — десятков тысяч. Такая размерность 
графа G обусловливает необходимость разра-
ботки эффективных эвристических алгорит-
мов решения задачи 1. Основу таких алгорит-
мов могут составлять процедура проверки гра-
фа на ацикличность (с предъявлением цикла, 
если граф не является ациклическим) и про-
цедура разрыва предъявленного цикла путем 
удаления дуг.

Этап 4. Корректировка многоуровневого
BDD-представления векторной функции

Удалив из совокупности формул (10) логи-
ческие уравнения, относящиеся только к ко-
факторам g3, g5, g6, g7, и заменив их уравнени-
ями g3 = g2 & g10; g5 = g7 & g10; g6 = g1 # g4; g7 = 
g1 # g2, получим совокупность формул:

Рис. 5. Логическая схема, реализующая алгебраические 
представления кофакторов

Рис. 4. Ациклический граф G после выполнения шага 2
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 = ∨1 1 1 1 2;f x h x h  = ∨2 1 2 1 3;f x h x h  = ∨3 1 4 1 5;f x h x h
 = ∨4 1 4 1 6;f x h x h  = ∨5 1 1 76 ;f x h x h
 = ∨1 2 1 2 3;h x g x g  = ∨2 2 2 2 8;h x g x g
 = ∨3 2 5 2 6;h x g x g  = ∨4 2 2 76 ;h x g x g
 = ∨5 2 2 106 ;h x g x g  = ∨2 4 2 96 ;h x g x g
 = ∨7 2 8 2 10;h x g x g  (11)
 g3 = g2 & g10; g5 = g7 & g10;
 g6 = g1 # g4; g7 = g1 # g2;
 g1 = ∨4 2 4 3x s x s ; 2g  = ∨4 5 4 1x x x s ;
 g4 = ∨4 5 4 2x x x s ; = ∨8 4 3 4 4;g x s x s
 = ∨9 4 2 4 5;g x s x x  = ∨10 4 3 4 5;g x x x x
 =0 5 3;s x x  =1 5 3;s x x  =2 5 3;s x x
 =3 5 3;s x x  = ∨4 5 5 3.s x x x

На рис. 6 показано результирующее BDD-
представление кофакторов g1, g2, g4, g8, g9, g10 
(на рис. 6 они не отмечены кружками) после 
нахождения новой перестановки <x4, x3, x5>. 
Многоуровневому представлению векторной 
функции из табл. 3, полученному после рас-
смотрения третьего уровня BDD, соответству-
ет совокупность формул:

 = ∨1 1 1 1 2;f x h x h  = ∨2 1 2 1 3;f x h x h  = ∨3 1 4 1 5;f x h x h
 = ∨4 1 4 1 6;f x h x h  = ∨5 1 1 76 ;f x h x h
 = ∨1 2 1 2 3;h x g x g  = ∨2 2 2 2 8;h x g x g
 = ∨3 2 5 2 6;h x g x g  = ∨4 2 2 76 ;h x g x g
 = ∨5 2 2 106 ;h x g x g  = ∨2 4 2 96 ;h x g x g
 = ∨7 2 8 2 10;h x g x g  (12)
 g3 = g2 & g10; g5 = g7 & g10;
 g6 = g1 # g4; g7 = g1 # g2;
 = ∨4 0 4 21 ;x w x wg  = ∨4 5 4 12 ;x x x wg
 = ∨4 5 4 04 ;x x x wg  = ∨4 2 4 38 ;x w x wg
 = ∨4 0 4 59 ;x w x xg  = ∨4 3 50 41 ;x x x xg
 =0 5 3;w x x  =1 5 3;w x x  =2 5 3;w x x  = ∨3 3 5 3.w x x x

5.2. Нахождение алгебраических представлений 
кофакторов на втором уровне BDD

На втором уровне BDD (рис. 6) имеются ко-
факторы w0, w1, ..., w7, w8 (табл. 9). Кофакторы w1, 
w3 являются взаимно инверсными ( =3 1w w ).

Для кофакторов, равных переменным либо их 
инверсиям (w4 = x3, w6 = w7 = x5, w5 = w8 = 5x ), 
нет смысла искать их алгебраические представ-
ления в виде дизъюнкции либо конъюнкции. 
Для кофакторов w0, w1, w2 на этапе 2 не нахо-
дятся алгебраические представления. Этапы 3 
и 4 не выполняются, формулы (12) являются 
результирующими для предложенного метода 
дополнительной минимизации BDD-пред став-
лений векторных булевых функций.

6. Экспериментальные исследования

6.1. Оценки сложности функциональных 
описаний и логических схем

В табл. 10 для различных способов логиче-
ской оптимизации одной и той же векторной 
булевой функции (см. табл. 3) даны оценки 
сложности функциональных и схемных реали-
заций (логических схем). Для получения ми-
нимизированной системы ДНФ использова-
лась программа из работы [19], минимизация 
BDD-представлений осуществлялась во всех 
случаях программой из работы [20].

Все полученные представления вектор-
ной функции были записаны на языке VHDL 
[21], затем по данным пяти VHDL-описаниям 
были синтезированы логические схемы в од-
ной и той же библиотеке логических эле-

Рис. 6. Алгебраические представления кофакторов третьего 
уровня BDD по перестановке <x4, x3, x5>

Таблица 9

Кофакторы второго уровня BDD (рис. 6)

x3 x5 w0 w1 w2 w3 w4 w5 w6 w7 w8

0 0
0 1
1 0
1 1

1
0
0
0

0
1
0
0

0
0
0
1

1
0
1
1

0
0
1
1

1
0
1
0

0
1
0
1

0
1
0
1

1
0
1
0
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ментов и при одинаковых установках опций, 
управляющих процессом синтеза в синтезато-
ре LeonardoSpectrum [22]. В табл. 10 исполь-
зуются следующие обозначения: α — число 
внутренних переменных в функциональном 
описании; d — число двухоперандных опера-
ций дизъюнкции; k — число двухоперандных 
операций конъюнкции; P — число литералов 
в функциональном описании. Площадь схе-
мы — суммарная площадь всех элементов — 
подсчитывалась в условных единицах.

Результаты эксперимента позволяют сде-
лать вывод о том, что для рассмотренного 
в статье примера получения многоуровневых 
BDD-представлений, в которых затем осу-
ществляется дополнительная логическая оп-
тимизация — поиск алгебраических представ-
лений кофакторов, она позволяет находить 
как более простые функциональные описа-
ния, так и менее сложные логические схемы, 
получаемые по этим описаниям в результате 
логического синтеза. Заметим, что синтеза-
тор LeonardoSpectrum имеет собственные про-
граммно реализованные алгоритмы оптимиза-
ции, которые для различных функциональных 
описаний цифровых устройств малой размер-
ности дают одинаковые результаты. Этим 
объясняются одинаковые результаты синтеза 
в последних двух строках табл. 10, хотя слож-
ность описаний по числу логических операций 
и литералов различна.

6.2. Нахождение алгебраических 
представлений кофакторов для потока 

промышленных примеров

Для потока [23] промышленных примеров 
(систем ДНФ булевых функций) с помощью про-
граммы из работы [20] были построены графы 
BDD, для каждого из которых на каждом уровне 
BDD (исключая корневой и первый уровень — 
разложение по последней переменной) находи-
лись кофакторы. Для каждого из кофакторов 
находились все возможные различные алгебра-
ические представления (уравнения) и решалась 
задача 1 нахождения наибольшего числа реали-
зуемых кофакторов. Результаты эксперимента 
представлены в табл. 11, в которой использу-

Таблица 10

Сравнение способов логической оптимизации

Функциональное описание

Сложность функцио-
нального описания

Сложность логической схемы
из библиотечных элементов

α d k P Площадь
Число логиче-
ских элементов

Задержка 
схемы, нс

Минимизированная система ДНФ (табл. 9) 0 39 142 186 18531 54 3,23

BDD по перестановке <x1, x2, x4, x3, x5> 24 25 52 106 16634 49 3,15

Исходная BDD по перестановке <x1, x2, x4, x5, x3>, 
формулы (10)

25 26 54 109 15713 46 3,78

Алгебраическое представление кофакторов третьего 
уровня BDD, формулы (11), реализация кофакторов 
по перестановке <x4, x5, x3>

22 21 43 91 14486 43 3,72

Алгебраическое представление кофакторов третьего 
уровня BDD, формулы (12), реализация кофакторов 
по перестановке <x4, x3, x5>

21 21 42 89 14486 43 3,70

Таблица 11

Результаты эксперимента для промышленных примеров

Имя примера n m K Y R

Add6 12 7 352 904 25

Addm4 9 8 214 606 56

Alu1 12 8 8 0 0

B9 16 5 236 48 9

Br1 12 8 125 106 35

In0 15 11 582 1308 161

Life 9 1 38 16 12

Intb 15 7 675 3245 303

Log8mod 8 5 57 24 7

Mlp4 8 8 139 191 31

P82 5 14 39 51 11

Root 8 5 68 21 8

Tial 14 8 584 1124 158

Tsm 8 16 118 200 27

Z9sym 9 1 30 0 0
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ются следующие обозначения: n — число пере-
менных; m — число функций в системе ДНФ; 
K — число кофакторов на всех уровнях BDD
(т. е. число вершин BDD за исключением корне-
вых, листовых и вершин первого уровня); Y — 
число всех уравнений для алгебраически пред-
ставимых кофакторов; R — число найденных 
реализуемых кофакторов (число уравнений раз-
ложения Шеннона, замененных двухоперанд-
ными дизъюнкциями либо конъюнкциями).

Результаты эксперимента свидетельствуют 
о том, что для рассмотренного потока приме-
ров систем булевых функций большинство из 
примеров содержат в многоуровневых BDD-
представлениях до 40 % кофакторов, которые 
имеют алгебраические представления, и вари-
антов таких представлений (уравнений) для од-
ного кофактора может быть достаточно много.

Заключение

Предложенный в статье метод позволяет до-
полнительно упрощать многоуровневые BDD-
представления систем полностью определен-
ных функций, используя алгебраические дизъ-
юнктивные и конъюнктивные представления 
подфункций, находящихся на одном уровне 
BDD. Метод легко обобщается на другие ал-
гебраические представления, использующие 
булевы функции, существенно зависящие от 
двух аргументов. Такая дополнительная оп-
тимизация по числу литералов в логических 
уравнениях, соответствующих BDD, приводит 
к более простым функциональным описани-
ям, по которым осуществляется синтез комби-
национных логических схем в различных тех-
нологических базисах.
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ЦИФРОВАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ И ИЗОБРАЖЕНИЙЦИФРОВАЯ ОБРАБОТКА СИГНАЛОВ И ИЗОБРАЖЕНИЙ
DIGITAL PROCESSING OF SIGNALS AND IMAGESDIGITAL PROCESSING OF SIGNALS AND IMAGES

Рассматривается задача сопровождения множества объектов на видеоизображениях при допущении ли-
нейности и независимости движения. Сопровождение осуществляется путем решения подзадач оценки па-
раметров объектов вдоль траекторий и назначения им измерений. Вводится добавка к матрице стоимости 
назначения на основе ре-идентификации кандидата путем сравнения дескрипторов изображения объектов по 
истории вдоль траектории c их предфильтрацией на основе показателя «качества». Вычислительный экспе-
римент показал эффективность предложенных методов и увеличение устойчивости слежения на открытых 
базах изображений пешеходов MOT20-01 и MOT20-02.

Ключевые слова: слежение за множеством объектов, ре-идентификация, отбор объектов для ре-
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Реидентификация с предфильтрацией по качеству изображений 
в задаче слежения за множеством объектов*

Введение

Проблема  сопровождения объектов являет-
ся очень актуальной в области компьютерного 
зрения в связи с широким распространением 
и использованием систем видеонаблюдения. 
Задачи слежения возникают как в системах 
безопасности, автоматизации контроля и уче-
та, так и области беспилотных транспортных 
средств, робототехнике. Оперативная обработ-
ка поступающих данных в режиме реального 
времени позволяет снизить вычислительную 
нагрузку на систему и обрабатывать поступаю-
щие данные локально, независимо от наличия 
соединения с удаленным сервером.

Задача сопровождения объектов связана с их 
обнаружением на видеопоследовательности ка-
дров, является составной частью задачи, решае-
мой системами идентификации и верификации 
объектов, оценки их пространственного поло-
жения. Для грубой локализации объектов на 
изображении применяются специально разра-
ботанные детекторы, которые, однако, требуют 
значительных вычислительных ресурсов [1—3]. 

*Работа поддержана грантом РФФИ № 19-07-01231.

В условиях наблюдения за множеством объек-
тов на изображении использование моделей сле-
жения помогает уточнять их координаты путем 
определения отдельной траектории движения 
каждого объекта по измерениям его положения 
на каждом кадре, предсказывать перемещение 
в будущие моменты времени. Предсказанное по-
ложение объекта дает возможность значительно 
уменьшить площадь областей для последующего 
анализа изображения, увеличить вычислитель-
ную эффективность системы в целом. Полу-
чение множества изображений одного объекта 
в разные моменты времени, на разных кадрах 
с помощью системы слежения позволяет значи-
тельно увеличить точность его идентификации 
на основе подходов накопления вероятности 
распознавания и агрегации признаков.

Задача слежения может быть решена путем 
восстановления траекторий объектов в видео-
потоке изображений на основе обнаружения 
объектов на каждом кадре, при этом предпо-
лагается, что число объектов заранее неизвест-
но. Особый интерес представляет задача сле-
жения, включающая дополнительное ограни-
чение работы в онлайн-режиме (online mode), 
накладываемое практическими приложения-
ми. В этом режиме в каждый момент времени 
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доступна информация, полученная лишь из 
предыдущих по времени кадрах.

Как правило, задача сопровождения объек-
тов в онлайн-режиме допускает представление 
в виде нескольких подзадач: инициализация 
траекторий объектов, обнаружение объекта на 
кадре и сопоставление его положения с оцени-
ваемой траекторией, предсказание траектории 
на следующий кадр, определение конца траек-
тории. Данные подзадачи решаются последо-
вательно для каждого кадра видеопоследова-
тельности.

Методы сопровождения объектов исполь-
зуются во множестве приложений, на которые 
накладываются дополнительные ограничения. 
Они должны быть вычислительно эффектив-
ны, работать в режиме реального времени, т. е. 
частота обработки кадра алгоритмом должна 
быть не меньше частоты кадров в видеопотоке. 
Часто данное ограничение приводит к упро-
щению используемых методов в каждой подза-
даче, в частности, для подзадачи предсказания 
траектории на следующий кадр используют 
линейную модель движения объектов, если это 
допускается геометрией сцены наблюдения [4].

Подзадача обнаружения и локализации объ-
екта в кадре решается с помощью различных 
систем детектирования, обученных на целевой 
класс изображений объектов. Наиболее эффек-
тивными на текущий момент являются нейро-
сетевые детекторы, основанные на популярных 
архитекторах SSD [1], YOLO [2], RetinaNet [3]. 
Они показывают допустимую точность и от-
носительно приемлемую скорость для боль-
шинства практических приложений, в которых 
возможно использование специализированных 
матричных процессоров. Однако нестабиль-
ность работы детекторов, ложные обнаружения 
и пропуски в условиях большой плотности объ-
ектов в кадре, невозможность быстрой иденти-
фикации каждого вновь найденного объекта 
приводит к необходимости сопоставления най-
денного объекта с уникальной траекторией для 
его реидентификации, уточнения положения и 
предсказания движения.

Подзадача сопоставления обнаруженного 
детектором объекта с его траекторией сводится 
к линейной задаче о назначениях с некоторой 
функцией стоимости, которая эффективно ре-
шается существующими методами [5, 6]. Есть 
различные подходы к выбору функции стои-
мости. Метод [4], предполагающий линейную 
модель движения объекта, положение которого 
не претерпевает существенного изменения на 
последовательных кадрах, использует отноше-

ние площади пересечения к площади объеди-
нения областей предсказания и обнаружения 
объекта, меру сходства IoU (Intersection over 
Union) в качестве функции стоимости в зада-
че о назначениях. Этот подход показывает до-
статочную стабильность работы для простых 
сценариев в задачах сопровождения. В то же 
время в данных работах отмечается, что в ряде 
случаев возникают проблемы с разрывами 
траекторий объектов, которые были пропуще-
ны детектором в видеопотоке на протяжении 
некоторого числа кадров. Эта проблема связы-
вается со сложным движением подобных объ-
ектов, не соответствующим линейной модели.

Для решения проблемы с разрывами тра-
екторий предлагается использовать реиден-
ти фикацию временно пропадавших из кадра 
объектов [7]. Для этого строят признаковое 
описание изображения объекта (дескриптор), 
позволяющее сравнивать области объекта на 
изображении, проводить их повторное обна-
ружение и привязку к существующей траекто-
рии. Для получения дескриптора объекта ис-
пользуется сверточная нейронная сеть, выходы 
ее последнего полносвязного слоя формируют 
признаковое векторное пространство описания 
изображения целевого объекта. В данном про-
странстве вводится косинусная мера близости 
векторов признаков для сопоставления области 
объекта, предсказанной по траектории, и новых 
областей обнаружения объектов. Использова-
ние нейронной сети приводит к уменьшению 
числа неверных реидентификаций объектов 
в видеопотоке, но ценой увеличения вычисли-
тельной сложности алгоритма слежения.

В данной работе рассматривается задача 
сопровождения лиц людей по видеопоследо-
вательности кадров и развивается подход ис-
пользования реидентификации для привязки 
обнаруженного объекта на кадре к существую-
щей траектории. В работе формулируется об-
щая задача слежения за множеством объектов 
на основе декомпозиции апостериорного рас-
пределения параметров объектов при допуще-
нии линейности и независимости движения. 
Решение сводится к фильтру Калмана и под-
задаче о назначениях измерений найденного 
объекта и существующих траекторий с ма-
трицей стоимости, характеризующей расстоя-
ния этих измерений от предсказанных оценок 
фильтром Калмана. Для увеличения устойчи-
вости назначений вводятся поправки к коэф-
фициентам матрицы стоимости, отражающие 
схожесть дескрипторов областей изображения 
обнаруженных объектов с ранее полученны-
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ми дескрипторами вдоль траекторий. Пред-
лагается сравнивать дескрипторы с использо-
ванием процедуры предварительного отбора 
кандидатов на основе оценки показателя их 
"качества". Показатель "качества" определяет-
ся мерой полезности изображения объекта для 
задачи распознавания, который предлагается 
оценивать на основе уверенности детектора 
или специально разработанных алгоритмов 
оценки биометрических показателей качества 
изображения. Предлагаемый подход позволя-
ет увеличить эффективность процедуры ре-
идентификации, уменьшить вероятность раз-
рывов траекторий и некорректных привязок.

1. Постановка задачи

Дана последовательность изображений видео-
потока с фиксированным шагом дискретизации 
по времени =1,{ }Tt tI  где T — длина видеоряда, 

× ×∈ ⊂ ,C H W
tI I R  где C, H, W — число цвето-

вых каналов, высота и ширина изображения 
соответственно. Задано множество объектов 
= ∈{ | 1, },O j j N  N — число объектов в видео-

ряде =1.{ }Tt tI
Пусть …,1 ,, ,j j Ty y  — измеренные наблюда-

емые характеристики объекта j в каждый мо-
мент времени t; …,1 ,, ,j j Tx x  — скрытые харак-
теристики объекта в каждый момент времени t, 
подлежащие оцениванию. Для кадра t опреде-
лим измеренные характеристики …1, ,, ,

tt M tz z  
неизвестных объектов, где Mt — число обнару-
женных в кадре неизвестных объектов. Задача 
сопровождения множества объектов в онлайн-
режиме состоит в нахождении совместных 
оценок характеристик = = …,{ , | 1, , }t j tX j Nx  
всех объектов N на основе всех измерений 
данных объектов на предыдущих кадрах 

−= … = …,1 , 1{ , , , | 1, , }t j j tY j Ny y  и измеренных 
характеристик = …1, ,{ , , }

tt t M tZ z z  неизвестных 
объектов на данном кадре t.

Предполагается, что изменения характери-
стик каждого объекта j обладают свойством мар-
ковского процесса, т. е. состояние xj, t зависит 
только от состояния объекта xj, t–1 в предыду-
щий момент времени, причем наблюдаемые ха-
рактеристики yj, t определяются исключительно 
скрытыми параметрами объекта xj, t. Используя 
допущение о том, что изменение характеристик 
объекта xj, t подчиняется линейной зависимости, 
можно сказать, что данный процесс для каждого 
объекта j описывается моделью линейной дина-
мической системы (ЛДС), и все распределения 
в задаче задаются гауссовской моделью:

 

, , 1 , 1

, , ,

,1 ,0 ,0

( | ) ( , );
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( ) ( , ),
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p N

p N

p N

− −=

=

= μ

x x A x

y x Bx

x

G

S

G

 (1)

где N(m, G) — закон нормального распределе-
ния с математическим ожиданием m и ковари-
ационной матрицей G; −, , 1( | )j t j tp x x  описывает 
изменение состояния объекта и с матрицей Aj 
определяет его линейный закон движения и 
изменения параметров со случайным шумом 
с ковариационной матрицей Gj; , ,( | )j t j tp y x  
описывает закон измерения, линейную связь 
между состоянием объекта и его измерениями 
с помощью матрицы преобразования B с до-
бавлением нормального случайного шума с ко-
вариационной матрицей Sj; p(xj,1) — априорное 
нормальное распределение скрытых параме-
тров в начальный момент времени со средни-
ми значениями mj,0 и шумом с ковариационной 
матрицей Gj,0.

Задача оценивания параметров объектов ре-
шается путем максимизации совместной апо-
стериорной плотности вероятности их скры-
тых характеристик Xt при известных прошлых 
наблюдениях Yt и измеренных характеристи-
ках Zt неизвестных объектов, обнаруженных 
на данном кадре:

 max� ( | , ).
t

t t t
X

p X Y Z  (2)

Для определения модели объекта зададим 
его скрытые характеристики или состояние 
вектором ( )т, ,, , , , ,u v s a u v s=x � � �  где u и v соот-
ветствуют горизонтальной и вертикальной ко-
ординатам точки центра объекта; s и a пред-
ставляют площадь и соотношение сторон 
прямоугольника, ограничивающего объект, 
соответственно; � � �, ,u v s  — скорости изменения 
соответствующих параметров.

В работе ставится задача сопровождения 
множества объектов в онлайн-режиме, нахож-
дения оценок характеристик Xt для всех объек-
тов N путем решения задачи (2) с введенными 
допущениями.

2. Декомпозиция слежения
на задачи фильтрации и назначения

Примем допущения, что наблюдаемые объ-
екты не взаимодействуют друг с другом и дви-
гаются независимо, будем также предполагать 
независимость состояний, скрытых характери-
стик объектов друг от друга и независимость 
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состояния объекта от измеренных ранее ха-
рактеристик других объектов. Таким образом, 
совместную апостериорную плотность вероят-
ности скрытых характеристик Xt можно запи-
сать в факторизованном по объектам виде:
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Введем реалистичное допущение, что состо-
яние объекта xj,t статистически связано только 
с параметрами одного обнаруженного в кадре 
объекта, но заранее неизвестного, причем от 
характеристик данного объекта не зависят со-
стояния других объектов xj,t, i ≠ j. Тогда, с уче-
том этого допущения выражение (3) может 
быть переписано в следующем виде:
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при условиях:
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где
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ay z  (6)

— выбранное измерение для объекта j. Условия 
(5) определяют соответствие одного измерения 
zi,t одному состоянию xj,t, т. е. значение коэф-
фициента ai,j = 1, если xj,t зависит от наблюде-
ния zi,t, иначе ai,j = 0. Таким образом, коэффи-
циенты ai,j определяют выбор апостериорной 
плотности вероятности состояния объекта, 
с которой связано измерение zi,t.

Для оценивания состояния объектов Xt оп-
тимальный выбор измерений yj,t для каждого 
объекта j среди всех zi,t может быть реализован 
путем максимизации функции правдоподобия 

апостериорного распределения (4). Пусть для 
текущего кадра t имеется некоторая оценка со-
стояния = �, , ,j t j tx x  которая может быть полу-
чена на основе состояния xj,t–1 c предыдущего 
кадра с использованием модели ЛДС (1). Тогда 
для объекта j в соответствии с соотношением 
(4) определим функцию правдоподобия � ,

:
j t

Lx
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Выражение для максимизации функции 
правдоподобия � ,j t

Lx  объекта j по измерениям 
zi,t с учетом (6) имеет вид
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при ограничениях (5).
Для нахождения совместных назначений 

измерений Zt всем объектам Xt необходимо оп-
тимизировать функцию правдоподобия со-
вместного апостериорного распределения (4). 
Используя выражение (8) из соотношения (4), 
получаем для оценок на кадре = �t tX X :
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при ограничениях (5). Преобразуем задачу (9) 
к следующему виду:
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с ограничениями (5), где = − � ,, � log�
j ti j L ЅxC

−…,1 , 1 ,( , ,Ѕ , )j j t i ty y z  — матрица стоимости на-
значения объекту j наблюдения i c измеренны-
ми параметрами zi,t; ai,j — матрица назначения 
наблюдения i объекту j.
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С учетом решения задачи (10) в виде (6) и 
выражения (4) задача оценивания (2) примет 
следующий вид:
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Отсюда следует, что на основе решения за-
дачи о назначениях (10) задача совместного оце-
нивания (2) состояний множества Xt объектов 
приводит к подзадачам индивидуальной оцен-
ки скрытых характеристик каждого объекта j:

−= …
,

*
, , ,1 , 1 ,arg max� log� ( | , , , ),

j t
j t j t j j t j tp

x
x x y y y  (11)

где *
,j tx  — оценка состояния и скрытых харак-

теристик объекта j на текущем кадре t.
Такими образом, исходная задача (2) со-

вместного оценивания скрытых характеристик 
множества объектов сводится к трем последо-
вательным задачам: задаче получения первона-
чальной оценки = �, ,j t j tx x  для текущего кадра 
t по предыдущему на основе модели ЛДС (1), 
задаче (10) о назначениях между множеством 
наблюдений Zt на данном кадре и множеством 
объектов с характеристиками � tX  и задаче (11) 
уточнения оценки состояния объекта *

,j tx  по 
сопоставленному измерению (6), найденному 
на предыдущем этапе (10).

Решение задач получения первой оценки 
характеристик � ,j tx  для текущего кадра t по 
предыдущему (прогноз) и ее уточнение *

,j tx  
путем максимизации логарифма апостериор-
ного распределения (11) для каждого объекта j 
при принятых условиях (1) задается линейным 
фильтром Калмана [8, 9] и состоит из двух ша-
гов. На первом шаге осуществляется прогноз 
распределения характеристик xj,t исходя из 
истории:
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На втором шаге происходит коррекция про-
гноза с учетом новой информации:
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где yj,t определяется выражением (6) и решени-
ем задачи о назначениях (10).

3. Модификация матрицы стоимости в задаче 
о назначениях с помощью реидентификации 
с предфильтрацией дескрипторов по качеству

После обнаружения и локализации объек-
тов на кадре требуется их сопоставить с ранее 
найденными объектами вдоль соответствую-
щих траекторий путем решения задачи о на-
значениях (10), чтобы для каждой из траек-
торий объекта j провести уточнение прогноза 
(14) на основе сопоставленного наблюдения. 
Уточненные прогнозы сохраняются в состоя-
нии объекта на траектории, после чего анали-
зируется следующий кадр.

Задача о назначениях может быть эффек-
тивно решена с использованием существую-
щих алгоритмов [5, 6]. В соответствии с (10) 
элементы матрицы стоимости Ci,j определя-
ются на основе логарифма функции правдо-
подобия апостериорного распределения (13). 
В качестве оценки состояния � ,j tx  объекта на 
текущем кадре для функции правдоподобия 
будем использовать прогноз фильтра Калмана 
(12) с предыдущего кадра , , .j t j t=x� �m  В таком 
случае из (10) и (13) следует выражение для ма-
трицы стоимости Ci,j:
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 (15)

где m — размерность вектора x. Таким обра-
зом, элементы матрицы стоимости назначений 
определяются мерой расстояния, близостью ха-
рактеристик измерения неизвестного объекта и 
скрытых параметров объекта на траектории.

В сложных условиях наблюдения, таких 
как пересечение траекторий разных объектов 
в случае их плотного скопления или срыв сле-
жения из-за пропусков детектора объектов на 
промежуточных кадрах, критерий (15) рабо-
тает не достаточно надежно. Для увеличения 
устойчивости назначений в методе Deep-SORT 
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[7] для определения элемента матрицы стои-
мости используются сравнения дескрипторов 
изображений, которые описывают характер-
ные признаки целевых объектов. Для выделе-
ния таких признаков определяется отображе-
ние пространства изображений, содержащих 
объект исследуемого класса, в пространство 
дескрипторов — векторное пространство фик-
сированной размерности, на котором опреде-
лена операция скалярного произведения:

 = ( | ),i id h I q

где di — дескриптор изображения Ii объекта i;
q — параметры функции отображения. В ка-
честве отображения ( | )ih I q  будем использо-
вать сверточную нейронную сеть архитектуры 
ResNet18 [10] с L2-нормализованным выходом 
и обучаемыми весами q. Обучение нейросете-
вой модели ( | )ih I q  проводится путем реше-
ния задачи классификации целевых объектов 
с использованием специальной функции по-
терь Cosine Softmax Cross-Entropy [11]. Подоб-
ный выбор модели и метода обучения позво-
ляет сравнивать дескрипторы изображений на 
основе косинусной меры схожести:

 ( ) =
,

, .i j
i j

i j

c
d d

d d
d d

Для минимизации ошибки назначения из-
мерений в сложных условиях наблюдения бу-
дем использовать подход реидентификации и 
определим критерий отнесения неизвестного 
объекта к существующим траекториям путем 
сравнений дескриптора его изображения с де-
скрипторами изображений ранее найденных 
объектов вдоль соответствующих траекторий. 
Дескрипторы изображения объекта от кадра 
к кадру подвержены нелинейным искажениям, 
модель которых неизвестна, поэтому в каче-
стве модели объекта для реидентификации бу-
дем использовать все множество дескрипторов, 
полученных по всем предыдущим оценкам по-
ложений объекта вдоль траектории. Таким об-
разом, определим меру расстояния дескрипто-
ра неизвестного объекта i до траектории j на 
основе выбора наиболее похожего дескриптора 
из истории в виде следующего выражения:

−= − …, , ,1 , , 11 max{ ( , ), , ( , )}[ ,]i j i t j i t j tc cd d d dl  (16)

где ,i jl  — матрица, составленная из соответ-
ствующих мер расстояний объекта i до траек-
тории j; =, ,( | ),i t i td h I q  Ii,t — изображение об-
ласти объекта i на кадре t.

Модифицируем матрицу стоимости для за-
дачи назначений путем добавления меры рас-
стояния дескриптора объекта i до траектории j 
к выражению (15):

 , , , ,i j i j i jr= +C C l�  (17)

где r — масштабный коэффициент. Таким об-
разом, модифицированная матрица стоимости 
учитывает не только близость новых измере-
ний к характеристикам объекта, полученных 
фильтром Калмана, но и близость дескриптора 
области изображений нового объекта к ранее 
накопленным вдоль траектории дескрипторам 
изображений известного объекта.

Для получения модифицированной ма-
трицы стоимости (17), как и в подходе Deep-
SORT [7], необходимо провести сравнения (16) 
со всеми дескрипторами из соответствующей 
траектории. Для преодоления этого недостатка 
предлагается ограничить число дескрипторов-
кандидатов из траектории, используемых для 
сравнения. Это позволит уменьшить вычисли-
тельную сложность получения матрицы � ,i jC  и 
ограничить зависимость сложности алгоритма 
от длины траектории.

Поскольку не все накопленные в траекто-
рии дескрипторы одинаково информативны, 
предлагается выполнять их отбор через взве-
шивание. Для этого определим показатель "ка-
чества" как функцию τ τ=, ,( )j jq q I , которая по 
изображению τ τ = … −, , 1, , 1j tI , области объек-
та j, полученного из наблюдений yj,τ, оценива-
ет информативность данной области для по-
следующей задачи идентификации объекта. 
Пусть qj,(k) — k-я порядковая статистика вы-
борки −…,1 , 1{ , , }j j tq q , найденная путем сорти-
ровки показателей "качества" в порядке убыва-
ния для объекта j вдоль траектории. Опреде-
лим вес wj,τ для каждого из наблюдений τ:

 τ τ= Θ −, ,( ) ,( ),j j k jw q q  (18)

где Θ — функция Хевисайда. Таким образом, 
выражение для реидентификации (16) будет 
иметь вид

, , ,1 ,1 , , 1 , 1[1 max{ ( , ) , , ( , ) }].i j i t j j i t j t j tc w c w− −= − …l d d d d

Описанный подход основан на отборе обла-
стей изображения, полученных по измерениям 
вдоль траектории, которые бы были наиболее 
близки к данным, на котором обучалась ней-
ронная сеть h(I|q), используемая для получе-
ния дескрипторов. Иными словами, проводит-
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ся отбор фиксированного числа k кандидатов, 
наиболее близких к изображениям целевых 
объектов, что позволяет исключить сопостав-
ления с неинформативными дескрипторами, 
построенными на изображениях, не принад-
лежащих объектам.

Существуют различные подходы к постро-
ению функции оценки качества q(I). Они хо-
рошо известны в биометрии и, в частности, 
в области распознавания лиц. Под качеством 
в биометрии понимается ожидаемая точность 
распознавания объекта по данному изобра-
жению, т. е. величина, коррелирующая с по-
лезностью изображения данного объекта для 
задачи распознавания [12]. В работе [12] для 
решения задачи оценки качества изображения 
предлагается использовать частные показате-
ли на основе контрастности, яркости, фоку-
сировки, резкости и освещенности, для кото-
рых оценивается плотность вероятности путем 
максимизации правдоподобия в классе гаус-
совских распределений. Основным недостат-
ком данного метода является использование 
гауссовского приближения, что не всегда яв-
ляется корректным допущением на практике.

В работе [13] предложен метод оценки каче-
ства, не опирающийся на предположения нор-
мальности распределения частных показателей. 
Оценка качества сводится к обучению с учи-
телем в задаче регрессии, где ответы получены 
в результате асессорской разметки данных, и 
в качестве алгоритма машинного обучения ис-
пользуется метод опорных векторов [14]. Предва-
рительно по изображениям обучающей выборки 
строятся признаковые представления с исполь-
зованием сверточной нейронной сети, предо-
бученной для решения задачи классификации 
множества объектов исследуемого класса.

Наряду со стандартным подходом к оценке 
биометрического качества предложим альтер-
нативу, не требующую дополнительных вы-
числений. Мера соответствия объекта данным, 
на которых обучался алгоритм выделения де-
скрипторов h(I|q), коррелирует с вероятностью 
наличия объекта исследуемого класса в дан-
ной области. Таким образом, в качестве про-
стой оценки показателя "качества" изображе-
ния объекта предлагается использовать степень 
уверенность (confidence) детектора, обнаружив-
шего объект в соответствующей области изо-
бражения. Допущение наличия между данны-
ми величинами связи позволяет отбирать для 
реидентификации объекты, соответствующие 
областям с наибольшим значением уверенно-
сти детектора.

Для решения задачи о назначениях (10) c 
модифицированной матрицей стоимости (15) 
используется алгоритм Джонкера—Волгенан-
та [6]. Для контроля корректности назначений 
вводятся пороги на компоненты ,i jC  и ,i jl .
Превышение порога исключает назначение. 
Если в течение заданного временного интер-
вала не происходит нового назначения изме-
рения для известного объекта, его траектория 
считается законченной.

4. Вычислительный эксперимент

Для экспериментов и проверки предлагаемых 
методов в качестве тестовых данных использова-
лись две выборки видеоизображений пешеходов 
MOT20-01 и MOT20-02 [15], которые представ-
ляют собой последовательность кадров, сня-
тых камерой видеонаблюдения в людном месте 
с двух разных ракурсов. Большинство объектов 
двигаются по направлению к камере, либо по-
перек кадра. Описание выборок дано в табл. 1.

Для обнаружения и грубой локализации 
объектов были использованы две различные 
предобученные на изображениях лиц нейросе-
тевые модели детекторов SSD и RetinaNet [1, 3]. 
Модели существенно отличаются по сложно-
сти: число обучаемых параметров для детекто-
ров SSD и RetinaNet составляет 4 и 45 миллио-
нов соответственно.

Для сравнения дескрипторов в процедуре 
реидентификации рассматривались два мето-
да отбора на основе оценки "качества". Пер-
вый метод для оценки "качества" использовал 
уверенность (confidence) детектора, такой под-
ход обозначим Deep-Conf-SORT. Второй метод 
соответствовал алгоритму оценки "качества", 
предложенному в работе [13], данный подход 
обозначим Deep-QA-SORT.

Целью экспериментов являлось сравнение 
предложенного метода слежения за множе-
ством объектов с реидентификацией и пред-
фильтрацией объектов с базовым подходом 
Deep-SORT [7] с одинаковыми гиперпараме-

Таблица 1

Описание выборок

Выборка
Частота 
кадров, 

Гц

Среднее число 
объектов
на кадр

Число 
кадров

Число 
траекто-

рий

MOT20-01 25 42.1 429 90

MOT20-02 25 72.7 2782 296
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трами. В качестве критериев работы системы 
слежения использовался набор стандартных 

мер качества [16—18]: =
+

TP
Precision

TP FP
 — 

точность, где FP — число ошибок I рода (лож-
ная тревога), TP — число верно наблюдаемых 

объектов; =
+
TP

Recall
TP FN

 — полнота, где 

FN — число ошибок II рода (пропуск цели), 
TP — число верно наблюдаемых объектов; 
IDS — общее число некорректных перескоков 
объектов с одной траектории на другую в про-
цессе их оценки; скорость обработки в кадрах 
в секунду (Гц), не включающая работу алго-
ритма оценки "качества", поскольку она встро-
ена в систему распознавания лиц и доступна 
для каждого измерения в истории без допол-
нительных вычислений.

Для оценки оптимального числа дескрип-
торов, отбираемых для сравнения в процеду-
ре реидентификации по формуле (18), были 
построены экспериментальные зависимости 
показателя IDS от параметра k для всех рас-
сматриваемых методов и тестовых выборок. Из 
рисунка видно, что функция показателя IDS 
для всех исследуемых методов имеет минимум 
в окрестности точки k = 5. Таким образом, для 
дальнейших экспериментов было использова-
но это значение, которое является характер-
ным для геометрии сцены в использованных 
тестовых выборках.

Результаты вычислительных экспериментов 
представлены в табл. 2 и табл. 3. Из получен-
ных результатов видно, что оба предложенных 
метода отбора дескрипторов приводят к бо-
лее эффективной работе системы слежения 
по сравнению с базовым подходом при том же 
уровне показателей Precision и Recall, а также 
уменьшают число некорректных перескоков 
объектов между траекториями (IDS). Относи-
тельный прирост показателя IDS выше в случае 

использования детектора SSD по сравнению 
с RetinaNet. Данное наблюдение может быть 
объяснено тем, что модель SSD имеет меньшую 
сложность с точки зрения числа параметров, 
она менее точна, что приводит к большему чис-
лу обнаружений ложных объектов, которые от-
сеиваются предложенными методами оценки 
"качества" в процедуре реидентификации.

Заключение

Исходная задача слежения за множеством 
объектов в видеопотоке сведена к совокуп-
ности подзадач линейной фильтрации харак-
теристик независимо для каждого объекта и 
назначений новых измерений оцениваемым 
объектам с матрицей стоимости, определяемой 
расстоянием новых измерений до фильтрован-Зависимость отношения IDS метода к IDS базового метода 

от числа отобранных кандидатов

Таблица 2

Результаты для выборки MOT20-01

Детектор
Метод

слежения
Precision Recall IDS

Скорость 
обработ-
ки, Гц

SSD Deep-SORT 0,847 0,895 203 39,2

Deep-
Conf-SORT

0,850 0,890 202 44,7

Deep-
QA-SORT

0,848 0,892 195 44,7

RetinaNet Deep-SORT 0,871 0,922 168 40,9

Deep-
Conf-SORT

0,875 0,919 166 46,0

Deep-
QA-SORT

0,873 0,921 162 46,0

Таблица 3

Результаты для выборки MOT20-02

Детектор
Метод сле-

жения
Precision Recall IDS

Скорость 
обработ-
ки, Гц

SSD Deep-SORT 0,851 0,910 828 22,6

Deep-
Conf-SORT

0,860 0,904 778 31,8

Deep-
QA-SORT

0,855 0,907 751 31,8

RetinaNet Deep-SORT 0,887 0,945 543 22,4

Deep-
Conf-SORT

0,891 0,941 533 31,4

Deep-
QA-SORT

0,896 0,939 526 31,4
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ных параметров. В подзадаче назначения рас-
смотрена модификация матрицы стоимости 
с помощью добавки, полученной на основе ре-
идентификации кандидатов путем сравнения 
дескрипторов изображения объектов вдоль 
траектории. Предложено обобщение базового 
метода Deep-SORT [7], заключающееся в пред-
фильтрации дескрипторов объектов вдоль 
траектории на основе оценки показателя "ка-
чества" для отбора наиболее информативных 
дескрипторов по истории наблюдений. Для 
оценки показателя "качества" предложено ис-
пользовать уверенность детектора. Проведен-
ные вычислительные эксперименты показали 
эффективность предложенных методов, увели-
чение скорости работы системы слежения до 
1,4 раза и уменьшение перескоков между тра-
екториями по сравнению с базовым подходом 
при том же уровне ошибок.
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Re-Identification with Pre-Filtering by Image Quality
for Multiple Objects Tracking

The paper considers multiple object tracking. Existing methods tend to be either resource-intensive or prone to high object 
densities errors failing to provide competitive performance at high frame rates without significant tracking disruptions and error 
accumulation. We formulate the multiple object tracking problem under the assumption of linearity and independence of the 
movement of objects. The factorization of the posterior distribution of objects’ parameters provides proof of the equivalence of 
the initial problem and the tracking procedure containing two subtasks: track prediction and assignment of measurements and 
objects. A modification of the assignment cost is introduced to achieve the stability of assignments in challenging scenarios of 
tracking, such as multiple objects occlusions and missing detections. We consider adding a term that states to re-identification 
of the candidate by comparing its descriptor with descriptors from the track history. Given that track measurements are not 
equal in terms of usefulness for re-identification, we introduce the technique of track descriptor pre-filtering based on quality 
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ИНФОРМАЦИОННО-ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ ИНФОРМАЦИОННО-ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ 
ТЕХНОЛОГИИТЕХНОЛОГИИ

INFORMATION AND TELECOMMUNICATIONSINFORMATION AND TELECOMMUNICATIONS
TECHNOLOGIESTECHNOLOGIES

Проанализировано качество функционирования мультисервисных телекоммуникационных сетей (МТС) на 
базе архитектурной концепции Next Generation Network (NGN) и Future Networks (FN) при использовании совре-
менных инновационных технологий. На основе проведенных исследований предложен новый подход к построе-
нию модели оценки показателей производительности МТС на базе технологий SDN (Software Defined Networking) 
с учетом свойства самоподобия трафика. На базе предложенного подхода исследованы комплексные показа-
тели МТС c учетом требований QoS (Quality of Service) и QoE (Quality of Experience). Приведены математи-
ческий аппарат и результаты исследования пропускных способностей программно-аппаратных комплексов, 
вероятностно-временных характеристик сети и управления физическими ресурсами при оказании мультиме-
дийных услуг. Исследованы модели и получены аналитические выражения для оценки комплексных показателей 
качества функционирования МТС при оказании мультимедийных услуг с необходимыми параметрами. Прове-
ден численный анализ и построена графическая зависимость максимальной пропускной способности сетей от 
общего числа программно-аппаратных комплексов при заданном коэффициенте загрузки системы.

Ключевые слова: производительность, пропускная способность, Будущие сети, SDN, качество обслужива-
ния, NFV, эффективность, IMS, разнородные ресурсы
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Подходы к анализу показателей производительности
мультисервисных телекоммуникационных сетей на базе технологии SDN

Введение

Развитие инфраструктуры цифровой экономи-
ки и формирование стратегических планов циф-
ровизации требуют применения новых принци-
пов и подходов к построению высокоэффектив-
ных мультисервисных телекоммуникационных 
сетей (МТС) на базе архитектурной концепции 
Будущих сетей FN. В связи с этим ITU-Т (Interna-
tional Telecommunications Union — Telecommunications 
sector) принял первые рекомендации серии Y.3000 
по четвертой концепции цифровизации сетей 
связи — Будущие сети FN [1, 2].

Следует отметить, что в основу Будущих сетей 
FN, как и сетей Next Generation Network (NGN), 
положен принцип "Множество мультимедийных 
услуг—одна сеть", использующий современные 
инновационные технологии [2—4]. К ним отно-
сятся, прежде всего, технологии построения рас-
пределенных сетей связи Software Defined Networ-

king (SDN), Network Functions Virtualization (NFV) 
и Internet Protocol Multimedia Subsystem (IMS).

Предложенные целевые установки для соз-
дания Будущих сетей FN на основе рекомен-
даций ITU-Т, Y.3001 [3, 5, 6] открывают новые 
возможности для оказания широкого спектра 
услуг с учетом требований параметров QoS 
(Quality of Service) и QoE (Quality of Experience). 
Поэтому задачи управления ресурсами и ана-
лиза показателей производительности МТС на 
базе архитектурной концепции NGN&FN яв-
ляются наиболее актуальными.

В качестве показателей производительно-
сти МТС выбраны пропускные способности 
аппаратно-программных комплексов системы, 
коэффициент эффективного использования 
различных ресурсов, а также вероятностно-
временные характеристики сети (ВВХ).

В работах [4—8] проанализированы ВВХ 
и распределение ресурсов в узлах сети для 
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улучшения пропускной способности аппа-
ратно-программных комплексов. Однако за-
дача исследования комплексных показателей 
производительности МТС на базе NGN и FN 
с использованием инновационных технологий 
и наиболее эффективного распределения раз-
нородных ресурсов при оказании широкого 
спектра мультимедийных услуг еще недоста-
точно изучена [1, 7—9].

В данной статье рассматривается решение 
сформулированной выше задачи — исследова-
ние нового подхода к анализу комплексных по-
казателей производительности МТС на базе ар-
хитектурной концепции Будущих сетей FN при 
использовании технологии SDN, NFV и IMS.

1. Общая постановка задачи

Учитывая важность построения МТС на 
базе NGN и FN с коммутацией пакетов (ITU-T,
Y.3000, ..., Y.3499) для параметров QoS и QoE по-
лезного и служебного трафиков [1, 3, 5], порож-
даемых мультимедийными услугами и прило-
жениями, следует обратить особое внимание на 
комплексные показатели производительности. 
Под производительностью сети подразумевает-
ся число передаваемых и обрабатываемых пото-
ков пакетов полезной и служебной информации 
за единицу времени при оказании мультиме-
дийных услуг с учетом многочисленных ком-
плексных требований IntSer и DiffiSer [3, 7, 9].

Исследованиями [2, 4, 10] установлено, что 
передаваемые полезный и служебный трафики 
обладают свойствами самоподобия.

Решение рассматриваемой задачи требует но-
вого подхода при исследовании основных харак-
теристик МТС на базе NGN и FN с использова-
нием технологий SDN, NFV и IMS. Возникает 
важная задача разработки математической мо-
дели (ММ) производительности сети, учитыва-
ющей важные показатели качества функциони-
рования сети, включая параметры QoS и QoE.

Математическая формулировка предложен-
ного подхода для выбора критериев, оценива-

ющих производительность МТС, λпс( , )iП H  
на базе FN при обслуживании i-го потока па-
кетов трафика, описывается следующей функ-
циональной зависимостью:

 
λ =

= λ η λ λ =
пс

эф max

( , )

[ ( , ), ( ), ( , )], 1, ,

i

k
i i i i

П H

F В H C H i n
 (1)

где B(λi) — функция, учитывающая показате-
ли ВВХ сетей с учетом требований параметров 
QoS & QoE и скорости λi поступления входя-
щего потока, а также коэффициента Hi при 
обслуживании i-го потока пакетов трафика 
мультимедийных услуг; λmax( , )iC H  — мак-
симальное значение пропускной способности 
МТС с учетом скорости λi и коэффициента Hi 
при обслуживании i-го потока пакетов трафи-
ка; η λэф( )k

i  — коэффициент эффективного ис-
пользования разнородных ресурсов с учетом 
интенсивности трафика λi, = 1, .i n

Выражение (1) определяет сущность рас-
сматриваемого нового подхода. На нем осно-
вана предлагаемая математическая модель для 
оценки производительности МТС при исполь-
зовании технологии SDN. Кроме того, пред-
лагаемая модель учитывает показатели про-
пускной способности системы, ВВХ сетей и 
эффективность использования разнородных 
ресурсов базовых инновационных SDN тех-
нологий при установлении соединений и при 
оказании мультимедийных услуг.

Для реализации исследуемого подхода на 
рис. 1 представлена модель структуры сети SDN, 
используемой в МТС. Для ее реализации, как 
правило, выделяют независимые протоколы 
Open Networking Foundation (ONF), выполняющие 
следующие функции: управление передачей по-
лезного и служебного трафиков, задание первич-
ных конфигураций терминальных устройств, 
управление виртуализацией и взаимодействие 
с сетевыми приложениями. Схема состоит из 
различных коммутаторов, контроллеров и сер-
веров SDN, NFV и IMS, а также сетевых при-
ложений API. Данная схема предполагает новый 
подход к организации сетевого взаимодействия, 

при котором уровни управле-
ния сетью и устройства пере-
дачи трафика разделяются [1] 
с использованием протоколов 
ONF, SIP, OpenFlow, NB-API. 
При этом функции уровня 
управления реализуются от-
дельным узлом, взаимодей-
ствующим с сетевыми устрой-
ствами.

Рис. 1. Структурная схема функционирования исследуемой модели сети SDN, ис-
пользуемой в МТС
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2. Описание модели и анализ показателей 
производительности сети связи

Для изучения эффективности взаимодей-
ствия сетевых устройств необходимо точное 
описание подхода к построению модели для 
оценки производительности сети связи. По-
мимо этого требуется анализ важных характе-
ристик эффективности сети и выбор адекват-
ной ММ самоподобного случайного процесса. 
Исследования свойств полезного и служебного 
трафиков показали [4, 7], что обрабатываемый 
трафик в МТС является случайным самопо-
добным процессом. Количественной оценкой 
степени самоподобия потока трафика является 
параметр Хэрста — H, лежащий в диапазоне 
0,5 m H < 1.

Рассматриваемые сети связи представляют 
собой систему массового обслуживания обще-
го типа fBM/G/Nk/Nбн c некоторыми допуще-
ниями [4, 11] (принято, что аббревиатура fB 
обозначает схожесть свойств самоподобного 
потока пакетов с фрактальным броуновским 
движением). Допустим, что на буферный на-
копитель коммутатора и контроллера с прото-
колом OpenFlow сети SDN и NFV поступают 
гетерогенные пуассоновские потоки пакетов 
трафика с параметрами λi, = 1, ,i n  создавае-
мые различными типами источников нагрузки 
(полезные λi.п и служебные λi.с нагрузки). Дли-
тельность обслуживания i-го трафика имеет 
произвольную функцию распределения Bi(t) с 
моментами bi. Предполагаем, что при крити-
ческой загрузке ρi m 1, = 1, ,i n  в системе число 
мест для ожидания ограничено Nбн. Здесь бу-
ферный накопитель коммутатора и контролле-
ра сети SDN и NFV с использованием прото-
кола OpenFlow работает в режиме "FIFO".

Стоит отметить, что исследование модели 
производительности МТС при использовании 
SDN, NFV и IMS открывает новые возможно-
сти для анализа качества работы сети, в част-
ности, анализа [2, 8, 12]:
 � управления передачей данных и автомати-

зации телекоммуникационных процессов;
 � доступа к мультимедийным услугам и ин-

жиниринга трафика;
 � эффективности использования ресурсов и 

создания перспективных сетей 5G/IMT-2020.
Учитывая вышеперечисленные задачи и 

требования, можно предложить подход к ана-
лизу показателей производительности МТС на 
базе NGN и FN. Сущность нового подхода при 
управлении разнородными ресурсами и с уче-
том влияния свойства самоподобия трафика 

на ВВХ системы обслуживания заключается 
в том, что необходимо найти векторы
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доставляющие максимум пропускной способ-
ности сети связи
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и принадлежащие области допустимых решений:
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где λсз[ ( , )]iE T H  — среднее значение време-
ни задержки при передаче i-го потока паке-
тов с учетом свойства самоподобия трафика H;
E[μi] — интенсивность обслуживания в сети i-го 
потока пакетов, равная E[μi] = 1/bi, bi — сред-
нее время обслуживания i-го потока пакета; 

λээ
ап ( )iС  — экономическая эффективность ап-

паратно-программных комплексов с интенсив-
ностью входящего потока λi при обслуживании 
i-го потока пакетов трафика мультимедийных 
услуг; pij —переходные вероятности в сети i-го 
узла к j-му узлу, которые задаются неразложи-
мой маршрутной матрицей P = ||pij||, =, 0, ;i j n  

λсз.доп( )iT  — допустимое значение времени 
задержки при передаче i-го потока трафика, 
= 1, ,i n  где для речевого трафика по рекоменда-

циям ITU-T, G.114, Tсз.доп(λi) m 250...300 мс [7, 9].
Выражения (2), (3) и (4) определяют сущ-

ность рассматриваемого нового подхода для 
создания модели МТС на базе NGN и FN при 
оказании множества мультимедийных услуг.

3. Анализ управления ресурсами 
в мультисервисных сетях связи

В работах [2, 5] проанализированы методы 
управления ресурсами в узлах сети для улуч-
шения характеристики производительности 
сети с использованием концепций NGN и FN. 
Исследования показали [6, 9], что для под-
держки QoS и QoE в мультисервисных сетях 
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коэффициент эффективного использования 
аппаратно-программных комплексов с учетом 
свойства самоподобия трафика при оказании 
мультимедийных услуг должен быть меньше 1:

 
=

ρ = λ + λ =∑ .п .с
1
[ ( )/ ] ( ) 1, 1, ,

n

i i i k i
i

b N f H i nm  (5)

где f(Hi) — функция, учитывающая свойство 
самоподобия поступающей нагрузки [4]; H — 
параметр Хэрста, равный H = 1 – 0,5β; β — па-
раметр самоподобия трафика, 0 < β < 1.

Формула (5) также характеризует условие, 
необходимое и достаточное для существования 
стационарного режима системы fBM/G/Nk/Nбн 
общего типа [4, 10, 11].

Оценку и расчет показателя Хэрста можно 
выполнить по формуле, предложенной Ман-
дельбротом [4, 11]:

 = α( / ) ( ) ,HR S N  откуда
 = α[log( / )]/[log( )],H R S N  ∈ (1/2;1),H  (6)

где R — размах накопленного отклонения; N — 
число интервалов наблюдений; α — некоторая 
константа и α > 0; S — среднеквадратичное от-
клонение ряда наблюдений.

Из соотношений (5) и (6) следует, что осо-
бое значение свойство самоподобия приобре-
тает для оценки параметров трафика при пере-
даче по каналам связи в высоконагруженном 
периоде. К ним относятся средняя скорость 
передачи и дисперсия скорости передачи [3, 4]. 
Выборочная средняя скорость передачи само-
подобного трафика определяется по формуле
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где N — число отсчетов на заданном интервале 
времени (0, Т] с разрешением Δt; Δt — размер 
временного интервала, который определяется 
в соответствии с параметрами потока пакетов 
трафика и равен +Δ = −1 .n nt t t

Одним из важнейших направлений разви-
тия и задачей МТС является наиболее эффек-
тивное распределение разнородных ресурсов 
в узлах сети NGN и FN. Распределение ре-
сурсов — ключевой элемент при проектиро-
вании и эксплуатации сети МТС. Особенно 
это важно в сетях NGN и FN, использующих 
технологии SDN&NFV и IMS. Такими ресур-
сами являются канальные ηк(λi), виртуальные 
ηв(λi), информационные ηи(λi) и сетевые ηc(λi) 
ресурсы. Они являются совокупностью разно-

родных физических ресурсов и определяются 
суммой всех r занятых ресурсов:
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Выражение (9) характеризует коэффициен-
ты эффективного использования физических 
разнородных ресурсов аппаратно-программ-
ных комплексов технологий SDN&NFV и IMS.

Выполнение условия (9) позволяет опреде-
лить резервы ресурсов аппаратно-программ-
ных комплексов сети для эффективного оказа-
ния различных дополнительных и интеллек-
туальных услуг с учетом параметров QoS&QoE:

 = − η λ.р эф1 ( , ).k k
i iR H  (9)

Выражения (8) и (9) дают возможность точ-
нее оценить эффективное использование фи-
зических ресурсов сети при использовании 
технологии SDN&NFV и IMS.

4. Исследование и оценка максимального 
значения пропускной способности сети

Одной из ключевых характеристик МТС 
является максимальное значение пропускной 
способности. В условиях допустимой загрузки 
ρi.доп максимальное значение пропускной спо-
собности сети при обслуживании i-го потока 
пакета самоподобного трафика определяется 
следующим выражением:
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где E[Li.п] — средняя длина передаваемого i-го 
потока пакета, = 1, ;i n  ρi.пт, ρi.ст — соответствен-
но, коэффициенты загрузки в узлах сети cвязи 
при обслуживании i-го потока пакета полезно-
го и служебного трафиков, которые равны

 ρ = λ μ ρ =.пт .пт .доп[ /( )] ( ) , 1, ;i i i k i iN f H i nm  (11)

 ρ = λ μ ρ =.ст .ст .доп[ /( )] ( ) , 1, .i i i k i iN f H i nm  (12)

Из соотношения (10) видно, что максималь-
ное значение пропускной способности сети 
в зависимости от параметров E[V ], f(H) и Nk 
при заданном условии коэффициента ρi загруз-
ки ограничено. Это означает, что также заданы 
ограничения на суммарную стоимость иссле-
дуемой сети, поскольку Cmax(λi, H) напрямую 
зависит от λээ

ап ( ).iС
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На рис. 2 приведена графическая зависи-
мость максимальной пропускной способности 
сетей Cmax от общего числа программно-аппа-
ратных комплексов Nk при заданном коэффи-
циенте загрузки ρi системы, значения служеб-
ной нагрузки Yc(λi.c) m 0,40 Эрл и коэффициен-
та Хэрста Hi = (0,65...0,75) для обслуживания 
потока пакетов самоподобного трафика.

Анализ графической зависимости
Cmax(λi, H) = F[ρi, H, Nk] показывает, что уве-
личение общего числа Nk и ρi приводит к по-
вышению Cmax(λi, H) l 560...650 Мбит/с систе-
мы, отвечающей требованиям QoS&QoE для 
различных услуг. Ее заметное изменение начи-
нается со значений Nk l (300...350) при H1 = 0,65, 
ρi l 0,70 и H2 = 0,75.

Одним из важных показателей ВВХ сетей 
является среднее время задержки при передаче 
потоков пакетов i-го трафика в режиме "End to 
end". На основе модели среднее время задерж-
ки потоков пакетов i-го трафика в сети при 
оказании мультимедийных услуг определяется 
следующим образом:

 −

λ = λ +

+ λ ρ + ρ =
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где E[Lo] — средняя длина суммарной очереди 
в системе, которая на основе формулы Литтла 
определяется выражением
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где E[Tп] — среднее время передачи пакета 
мультимедийного трафика.

Выражения (13) и (14) ха-
рактеризуют ВВХ и являют-
ся ключевым показателем 
QoS&QoE сетей на базе NGN 
и FN c использованием техно-
логий SDN&NFV и IMS.

Таким образом, наибольшее 
значение пропускной способ-
ности достигается при исполь-
зовании максимального числа 
программно-аппаратных ком-
плексов, которые оказывают 
существенное влияние на по-
казатели производительно-
сти сети и стоимости системы 
связи и тем самым ухудшают 
надежность сети и системы за-
щиты информации.

Заключение

В результате проведенных исследований 
предложен новый подход к построению модели 
оценки производительности МТС на базе NGN 
и FN с использованием технологий SDN&NFV 
и IMS, учитывающий показатели качества 
функционирования сети и свойства самоподо-
бия трафика, что в максимальной степени удов-
летворяет требованиям концепции IntSer и Dif-
fiSer. На основе исследования модели получены 
аналитические выражения, которые позволяют 
оценить пропускную способность аппаратно-
программных комплексов, ВВХ и резервы ре-
сурсов сети, обеспечивающие гарантированное 
качество услуг QoS и QoE трафика, регламенти-
руемых в рекомендациях по NGN и FN ITU-T, 
в серии Q.1541 и Y.3001 [2, 3, 9].

Приведена графическая зависимость и уста-
новлено, что сильная зависимость Cmax от об-
щего числа Nk является основным недостатком 
сети с использованием технологии SDN&NFV 
и IMS. Это приводит к ухудшению надежно-
сти функционирования сети и защиты от не-
санкционированного доступа по периметру 
абонентской и сетевой линии связи.

Разработанная ММ оценки производитель-
ности МТС при использовании SDN&NFV и 
IMS может быть использована для решения 
широкого класса исследовательских задач.
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ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ 
В БИОМЕДИЦИНСКИХ СИСТЕМАХВ БИОМЕДИЦИНСКИХ СИСТЕМАХ

INFORMATION TECHNOLOGIES IN BIOMEDICAL SYSTEMSINFORMATION TECHNOLOGIES IN BIOMEDICAL SYSTEMS

Выявлена зависимость между точностью квантования коэффициентов фильтров прямого многоуровневого 
дискретного вейвлет-преобразования и качеством обработки цифровых трехмерных изображений. Выведены 
формулы для расчета минимальной точности представления коэффициентов вейвлет-фильтров в памяти вы-
числительных устройств, при использовании которой шум квантования этих коэффициентов не вносит значи-
тельных искажений в результат обработки трехмерных медицинских томографических изображений.

Ключевые слова: трехмерная обработка изображений, медицинская визуализация, шум квантования,
вейвлет-преобразование
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Определение минимальной разрядности коэффициентов
вейвлет-фильтров для трехмерной медицинской визуализации*

Введение

Медицинская  визуализация использует 
множество различных модальностей для полу-
чения двумерных и трехмерных данных о паци-
ентах, в частности, магнитно-резонансные [1],
рентгенологические [2], радионуклидные [3], 
оптические [4], ультразвуковые [5] и другие. 
Современные системы обработки двумерных 
и трехмерных медицинских изображений ис-
пользуют аналого-цифровое преобразование 
данных, приводящее к появлению шумов и ис-
кажению обрабатываемой информации. Шумо-
подавление изображений является важной про-
блемой в современных системах визуализации 
медицинских данных [6, 7]. С развитием циф-
ровых технологий устройства сканирования 
формируют все более качественные изображе-
ния с увеличенным разрешением и повышен-
ной глубиной цветовых каналов, требующие 
существенных ресурсозатрат для хранения на 
дисковом пространстве и обработки современ-
ными вычислительными устройствами. На-
пример, результаты позитронно-эмиссионной 
томографии пациента могут требовать более 
4 ГБ памяти для хранения [8]. Набор изобра-
жений сетчатки глаза, полученных в результа-

*Работа выполнена при финансовой поддержке 
РФФИ, проект №19-07-00130 А.

те оптической когерентной томографии, может 
занимать более 40 ГБ дискового пространства 
[9]. В текущих условиях, когда средняя емкость 
жестких дисков составляет от 1 до 2 ГБ, сжатие 
медицинских визуальных данных также явля-
ется актуальной проблемой современных си-
стем цифровой обработки изображений.

Для шумоподавления и сжатия медицин-
ских визуальных данных применяются в ос-
новном дискретное преобразование Фурье 
(ДПФ) [10] и дискретное вейвлет-преобразо-
вание (ДВП) [11]. В то время как ДПФ позво-
ляет выделить только частотную информацию 
сигнала, используя ДВП, мы можем получить 
частотно-временную информацию, включа-
ющую в себя в том числе и локальные осо-
бенности обрабатываемых изображений. ДВП 
изображений осуществляется с помощью ли-
нейной пространственной фильтрации с на-
бором одномерных высокочастотных и низ-
кочастотных вейвлет-фильтров, позволяющих 
выделять детальную и основную информацию 
из визуальных данных соответственно. Шумо-
подавление и сжатие изображений в методах, 
использующих ДВП, осуществляются путем 
манипуляций над детальной информацией об 
изображениях [6, 11]. Операция фильтрации, 
лежащая в основе этих методов, имеет высо-
кую вычислительную сложность. Аппаратная 
реализация на современных микроэлектрон-
ных устройствах, таких как программируе-
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мые логические интегральные схемы (PLD), 
в частности программируемые пользователем 
вентильные матрицы (FPGA), и специализи-
рованные интегральные схемы (ASIC), работа-
ющих с числами в формате с фиксированной 
точкой, является одним из основных способов 
улучшения характеристик устройств, осущест-
вляющих вейвлет-обработку медицинских 
изображений. В результате представления ко-
эффициентов фильтров ДВП в формате с фик-
сированной точкой возникает погрешность, 
именуемая шумом квантования коэффициен-
тов вейвлет-фильтров, оказывающая влияние 
на обработку визуальных данных [12]. Важным 
вопросом становится определение точности 
квантования этих коэффициентов, эффектив-
ной с точки зрения необходимых на обработку 
данных ресурсозатрат и достаточной для вы-
сококачественной вейвлет-фильтрации меди-
цинских изображений.

Работа [13] посвящена сжатию двумерных 
полутоновых изображений различной цвето-
вой глубины, а именно от 8 до 12 битов, с ис-
пользованием фильтров ДВП. В данной статье 
указано, что для представления коэффициен-
тов вейвлет-фильтра в формате с плавающей 
точкой требуется не менее 32 битов. Авторы 
доказывают возможность уменьшения этой 
разрядности до 16 битов путем преобразования 
коэффициентов вейвлет-фильтра в формат 
с фиксированной точкой. Выдвинуто предпо-
ложение о том, что при дальнейшем снижении 
разрядности фильтров ДВП шум квантования 
коэффициентов может оказать значительное 
влияние на результат обработки данных и при-
вести к возникновению видимых искажений 
на изображениях. В статье [14] описаны аппа-
ратные реализации FPGA-систем, осуществля-
ющих ДВП сигналов с фильтрами, коэффици-
енты которых квантованы 5 и 16 битами. Ана-
лиз результатов показал, что при квантовании 
коэффициентов фильтров ДВП 16 битами шум 
квантования не оказывает заметного влияния 
на результат обработки данных, в то время 
как представление коэффициентов в памяти 
устройств с использованием 5 битов не по-
зволило получить приемлемое качество обра-
ботки сигнала. Авторы работы [15] проанали-
зировали алгоритмы сжатия биомедицинских 
данных на основе ДВП, используя FPGA в ка-
честве производительного и надежного инстру-
мента реализации. На вход системы поступают 
данные размерности 8 битов. На представле-
ние коэффициентов фильтров ДВП в памяти 
устройства выделено по 16 битов. Все результа-

ты обработки имеют высокое качество. Статья 
[16] посвящена повышению производительно-
сти вычислений в DSP-блоках при двухуров-
невой вейвлет-фильтрации сигналов на FPGA. 
Отмечено, что производительность системы 
обработки сигналов зависит от разрядности 
представления коэффициентов ДВП в памяти 
устройств. Для аппаратной реализации выбран 
вейвлет Добеши с четырьмя коэффициентами, 
на которые выделено по 12 битов. В результате 
функционирования разработанной авторами 
FPGA на выходе получен сигнал высокого ка-
чества. Во всех проанализированных работах 
точность квантования коэффициентов ДВП 
определялась экспериментально без какого-
либо анализа. Зависимость качества обработ-
ки изображений от характеристик цифровых 
фильтров, таких как вид фильтра, число и раз-
рядность представления его коэффициентов, 
а также от характеристик самого изображения
(число и глубина цветовых каналов) в системах 
медицинской визуализации не выявлена.

Целью данной работы является минимиза-
ция аппаратных затрат на вейвлет-обработку 
трехмерных медицинских изображений путем 
снижения разрядности представления коэффи-
циентов вейвлет-фильтров в памяти устройств, 
при которой шум квантования этих коэффици-
ентов не вносит значительных искажений в ре-
зультат обработки данных при прямом много-
уровневом ДВП трехмерных томографических 
изображений. В качестве критерия оценки ка-
чества обработки изображений используется 
пиковое отношение сигнала к шуму (PSNR).

ДВП трехмерных изображений

ДВП — преобразование сигнала, представ-
ляющее собой свертку входных данных с на-
бором дискретных вейвлет-фильтров, пере-
водящим их из временного представления 
в частотно-временное. Будем считать, что 
вейвлет-фильтры F состоят из коэффициентов 
fF,i, где i = 0, ..., k – 1 — номер коэффициен-
та, а k — их число. Коэффициенты низкоча-
стотных и высокочастотных вейвлет-фильтров 
анализа (LD, HD) и синтеза (LR, HR) связаны 
соотношениями [11]
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Представим трехмерное цифровое изобра-
жение I из X строк, Y столбцов и Z кадров как 
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функцию I(x, y, z), где 0 m x m X – 1, 0 m y m Y – 
1 и 0 m z m Z – 1 — пространственные коорди-
наты I. Значения вокселей (аналогов двумер-
ных пикселей для трехмерного пространства) 
представляются в виде I(x, y, z). Вейвлет-филь-
трация трехмерного изображения выполняется 
по формулам
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где I′, I′′ и I′′′ — результаты свертки по стро-
кам, столбцам и кадрам соответственно. Одно-
уровневое прямое ДВП трехмерного изображе-
ния осуществляется путем последовательного 
наложения вейвлет-фильтров согласно схеме, 
представленной на рис. 1.

В результате обработки по схеме, представ-
ленной на рис. 1, происходит разложение исход-
ного изображения I на 8 наборов коэффициен-
тов первого уровня LLL1, LLH1, LHL1, LHH1, 
HLL1, HLH1, HHL1, HHH1, которые можно 
разделить на две группы: аппроксимирующие 
(LLL1), которые соответствуют низкочастотной 
части сигнала и содержат основную информа-
цию об изображении; детализирующие (LLH1, 
LHL1, LHH1, HLL1, HLH1, HHL1, HHH1), которые 
соответствуют высокочастотной части сигнала 

и содержат детальную информацию об изобра-
жении. Многоуровневое прямое ДВП осущест-
вляется путем последовательного прямого ДВП 
аппроксимирующих коэффициентов, получен-
ных на предыдущем уровне разложения. По-
средством манипуляций над коэффициента-
ми разложения изображения осуществляются 
очистка от шума и сжатие.

Возникает вопрос о точности представле-
ния коэффициентов fF,i вейвлет-фильтров F, 
эффективного с точки зрения ресурсозатрат 
на обработку современными устройствами 
медицинской визуализации и необходимого 
для достижения высокого качества обработ-
ки трехмерных изображений. Производитель-
ность устройств, осуществляющих вычисле-
ния с использованием чисел в формате с фик-
сированной точкой, существенно выше, чем 
у устройств, оперирующих с числами в форма-
те с плавающей точкой. Квантуем коэффици-
енты вейвлет-фильтров следующим образом: 
умножим на 2n и округлим к большему:

 ⎡ ⎤= ⎢ ⎥
*
, ,2 .n

F i F if f  (3)

В данном случае разрядность r представле-
ния квантованных коэффициентов *

,F if  вы-
числяется по формуле r = n + 1. Коэффициенты 

*
mLLL  m-го уровня обработанного трехмерного 

изображения, полученного в результате мно-
гоуровневого прямого ДВП по схеме на рис. 1 
с использованием коэффициентов, квантован-
ных по формуле (3), преобразуются делением 
на 23mn (по 2n за каждую свертку с вейвлет-
фильтрами) и округлением к меньшему:

 � ⎢ ⎥= ⎣ ⎦
* 3/2 .mn

m mLLL LLL  (4)

В результате выполнения этих действий все 
вычисления проводятся только с использова-
нием целых чисел, представляемых в памяти 
устройств в формате с фиксированной точкой. 
Ошибка квантования коэффициентов фильтров 
ДВП строго избыточна и минимизируется путем 
округления результатов вейвлет-фильтрации 
в противоположную сторону. Коэффициенты 
фильтров известны априори, могут быть предва-
рительно квантованы и храниться в устройстве 
в виде констант. Результат вейвлет-фильтрации 
округляется к меньшему путем отбрасывания 
дробной части чисел, не требующего дополни-
тельных ресурсозатрат для своего выполнения.

Для оценки качества обработки трехмер-
ных медицинских изображений используется 
характеристика "пиковое отношение сигнала 
к шуму" (PSNR). В отличие от других метрик 

Рис. 1. Схема одноуровневого прямого дискретного вейвлет-
преобразования трехмерного изображения
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PSNR позволяет в равной степени наглядно 
интерпретировать как значительную разницу 
в качестве обработки, при которой вносимые 
искажения различимы для глаз человека, так и 
незначительную, когда искажения незаметны. 
Данная характеристика измеряется в дБ и вы-
числяется по формуле [17]

 210 lg( / ),PSNR M MSE=  

где M — максимальное значение яркости вок-
селей изображений; MSE — среднеквадрати-
ческое отклонение значений яркости вокселей 
изображений, вычисляемое по формуле

 
�

1 1 1

0 0 0

2

( ( , , )

( , , )) /( ).

X Y Z

x y z
MSE I x y z

I x y z XYZ

− − −

= = =
= −

−

∑ ∑ ∑
 

Чем лучше качество обработки изображе-
ний, тем выше значение величины PSNR. Ка-
чество считается высоким, если PSNR l Q, где 
Q — порог, описывающий разницу между изо-
бражениями, неразличимую для человеческо-
го глаза. Для 8-битовых изображений Q = 40.
Предлагается обобщить Q на случаи 12- и 16- 
битовых изображений формулой

 ( )= +25 log 1 ,Q M  (5)

согласно которой Q = 60 дБ и Q = 80 дБ для 
12-битовых и 16-битовых изображений соот-
ветственно. В следующем разделе показано, как 
точность квантования коэффициентов вейвлет-
фильтров и цветовая глубина трехмерного ме-
дицинского изображения влияют на качество 
обработки. Также в следующем разделе пока-
зано, как разрядность коэффициентов вейвлет-
фильтров влияет на качество обработки трех-
мерных медицинских изображений.

Анализ максимальной погрешности 
многоуровневого прямого ДВП

трехмерных медицинских изображений

При многоуровневом прямом ДВП трех-
мерных изображений в результате преобразо-
вания коэффициентов fF,i вейвлет-фильтров 
по формуле (3) возникает погрешность (шум 
квантования). Затем она возрастает при сверт-
ках изображения I(x, y, z) с вейвлет-фильтрами 
по формулам (2). Округление после масштаби-
рования значений коэффициентов *

mLLL  m-го 

уровня разложения изображения по формуле 
(4) также оказывает влияние.

Проведем анализ максимальной погрешно-
сти многоуровневого прямого ДВП трехмер-
ных изображений. Учтем, что коэффициенты 
вейвлет-фильтров нормированы и выполня-

ется условие 
−

=
=∑

1

,
0

1.
k

LD i
i

f  Определим абсолют-

ную погрешность округления коэффициентов 
E1 фильтров по формуле
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∑

∑

1
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0

1
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0

( 2 )
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k
n

F i F i
i

k
n n

F i F i
i

E f f

f f
 (6)

применяемой для конкретного вейвлет-филь-
тра. В общем случае необходимо использовать 
предельную абсолютную погрешность (ПАП) 
округления коэффициентов E2, вычисляемую 
по формуле

 E2 < k. (7)

Так как все коэффициенты *
,F if  округлены 

к большему, то их погрешности имеют оди-
наковый знак. В данном случае погрешность 
результатов свертки E3 максимальна при усло-
вии, что максимальны все значения яркости 
изображения. С учетом этого результат сверт-
ки по строкам для каждого пикселя имеет вид 
M(2n + E2), где M — максимальное значение 
яркости вокселей изображения, а 2nM — точ-
ное значение вокселей после свертки по стро-
кам. Результат свертки по строкам, столбцам и 
кадрам, представляющий собой одноуровневое 
прямое ДВП трехмерного изображения, име-
ет вид M(2n + E2)

3, где 23nM — точное значе-
ние яркости вокселей. Результат m-уровневого 
ДВП изображения имеет вид M(2n + E2)

3m, 
где 23mnM — точное значение яркости воксе-
лей. С учетом этого ПАП результатов свертки 
E3 можно определить как разность получен-
ного значения яркости вокселей в результате 
m-уровневого ДВП изображения и его точного 
значения по формуле
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mC m j m j  — биномиальные 

коэффициенты.
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ПАП масштабированных результатов сверт-
ки E4 вычисляется по формуле
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= =
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3 (3 ) 3
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m
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E E M C E

M C E M C E
 (8)

Вычисление результирующей погрешности 
вейвлет-фильтрации, представляющей собой 
погрешность округленных к меньшему мас-
штабированных результатов свертки E5, вы-
полняется по формуле [18]

 4 4
5

4

, 1;

1 , 1.

E E
E

E
⎧
= ⎨ − ε <⎩

l
 (9)

Перепишем формулу (9), используя выраже-
ние (8) и подставляя (7) вместо E2:

3 3
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Характеристика оценки качества обработки 
изображения в данном случае вычисляется со-
гласно формуле

 2 2
5 510 lg( / ) 20 lg( / ).PSNR M E M E= =  (11)

Преобразуем формулу (11), используя выра-
жение (10):
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 (12)

Формула (12) позволяет рассчитать мини-
мальное качество изображения с максималь-
ным значением яркости вокселей M, получен-

ного в результате m-уровневого прямого ДВП 
трехмерного изображения, если коэффициен-
ты fF,i вейвлет-фильтров F неизвестны. Разряд-
ность коэффициентов fF,i в формате с фикси-
рованной точкой после квантования вычис-
ляется по формуле r = n + 1. Максимальное 
значение яркости вокселей M влияет только на 
порог максимального качества обработки изо-
бражений. Таким образом, пока выполняется 
условие первого уравнения системы (12), каче-
ство обработки будет одинаковым независимо 
от глубины цветовых каналов изображений.

При использовании конкретных вейвлет-
фильтров F с известными значениями коэф-
фициентов fF,i мы можем использовать АП 
округления коэффициентов фильтра E1, вы-
числяемую по формуле (6), вместо предельной 
E2 < k, что уменьшит результирующую по-
грешность цифровой фильтрации и позволит 
определить значение PSNR по формуле
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Кроме того, в данном случае мы можем 
учесть, что старшие биты большинства кван-
тованных коэффициентов *

,F if  фильтра F* 
равны нулю, и определить эффективную раз-
рядность rF,i для каждого из этих коэффициен-
тов по формуле

 ( )⎡ ⎤= + +⎢ ⎥⎢ ⎥
*

, 2 ,log 1 1.F i F ir f  (14)

Формула (13) позволяет более точно по срав-
нению с формулой (12) рассчитать минимальное 
качество изображения с максимальным значе-
нием яркости вокселей M, полученного в резуль-
тате m-уровневого прямого ДВП трехмерного 
изображения, если коэффициенты fF,i вейвлет-
фильтров F известны. Разрядность коэффици-
ентов *

,F if  в формате с фиксированной точкой 
после квантования вычисляется по формуле (14).

На основе результатов расчета максималь-
ной погрешности многоуровневого прямого 
ДВП трехмерных изображений по формулам 
(12) и (13) сделаны следующие выводы.

1. Степень масштабирования n и разряд-
ность r коэффициентов вейвлет-фильтров 
fF,i, достаточные для высококачественного
(PSNR l 40 дБ) многоуровневого прямого ДВП 
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трехмерных 8-битовых изображений любым 
вейвлетом, можно вычислить по формулам

 
⎢ ⎥= + − + +⎣ ⎦
⎢ ⎥= + = + − + +⎣ ⎦

9 1 /2 1/5 ,

1 10 1 /2 1/5 ,

n k m

r n k m
 (15)

где k — число коэффициентов вейвлет-филь-
тров, а m — число уровней разложения изо-
бражения.

2. Степень масштабирования n и разрядность 
r коэффициентов вейвлет-фильтров fF,i, доста-
точные для высококачественного (PSNR l 60 дБ) 
многоуровневого прямого ДВП трехмерных 
12-битных изображений любым вейвлетом, 
можно вычислить по формулам

 
⎢ ⎥= + + +⎣ ⎦
⎢ ⎥= + = + + +⎣ ⎦

12 /2 2/5 ,

1 13 /2 2/5 .

n k m

r n k m
 (16)

3. Степень масштабирования n и разряд-
ность r коэффициентов вейвлет-фильтров fF,i, 
достаточные для высококачественного (PSNR 
l 80 дБ) многоуровневого прямого ДВП трех-
мерных 16-битовых изображений любым вейв-
летом, можно вычислить по формулам

 
⎢ ⎥= + + +⎣ ⎦
⎢ ⎥= + = + + +⎣ ⎦

15 /2 4/5 ,

1 16 /2 4/5 .

n k m

r n k m
 (17)

4. Степень масштабирования n и разряд-
ность r коэффициентов вейвлет-фильтров fF,i, 
достаточные для высококачественного (PSNR l
l 40 дБ) многоуровневого прямого ДВП трех-
мерных 8-битовых изображений конкретным 
вейвлетом, можно вычислить по формулам

 ⎢ ⎥= + + =⎣ ⎦ ,
1

10 /2 /3 , max { },F i
i k

n k m r r
m m

 (18)

где rF,i для каждого соответствующего коэффи-
циента fF,i определяются по формуле (14).

5. Степень масштабирования n и разряд-
ность r коэффициентов вейвлет-фильтров fF,i, 
достаточные для высококачественного (PSNR 
l 60 дБ) многоуровневого прямого ДВП трех-
мерных 12-битовых изображений конкретным 
вейвлетом, можно вычислить по формулам

 ⎢ ⎥= + + − =⎣ ⎦ ,
1

12 /2 1/5 , max { }.F i
i k

n k m r r
m m

 (19)

6. Степень масштабирования n и разряд-
ность r коэффициентов вейвлет-фильтров fF,i, 
достаточные для высококачественного (PSNR l
l 80 дБ) многоуровневого прямого ДВП трех-
мерных 16-битовых изображений конкретным 
вейвлетом, можно вычислить по формулам

⎢ ⎥= + + + + =⎣ ⎦ ,
1

14 1 /2 9/10 , max { }.F i
i k

n k m r r
m m

 (20)

В следующем разделе проведено моделиро-
вание многоуровневого прямого ДВП трехмер-
ных томографических изображений с исполь-
зованием выведенных в результате анализа 
формул.

Моделирование ДВП трехмерных 
томографических изображений

Моделирование проведено в программной 
среде MATLAB версии R2019b для трех трех-
мерных полутоновых томографических изо-
бражений: 8-битового "wmri" (рис. 2, а) раз-
мера 128 Ѕ 128 Ѕ 27; 12-битового "Trufi_COR" 

Рис. 2. Трехмерные томографические изображения, использованные для обработки:
а — "wmri", 8 битов; б — "Trufi_COR", 12 битов; в — "Body_1.0", 16 битов
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(рис. 2, б) размера 320 Ѕ 320 Ѕ 30; 16-битового 
"Body_1.0" (рис. 2, в) размера 512 Ѕ 512 Ѕ 507. 
Чем больше цветовая глубина изображения, 
тем ниже его отношение средней яркости вок-
селей к максимально допустимому. В дальней-
шем будет показано влияние этого фактора на 
качество обработки изображений.

Для обработки использованы вейвлеты До-
беши db(k/2) (k = 2, 4, 6, ..., 20). Коэффициенты 
fF,i вейвлет-фильтров получены с помощью 
команды "wfilters" [11], предварительно нормиро-
ваны делением на 2  для выполнения коэф-
фициентами низкочастотных вейвлет-фильт-

ров условия 
=

=∑ ,
1

1
k

F i
i

f  и квантованы по фор-

муле (3), где степень масштабирования n 
изменяется от 1 до 25. С помощью команды 
"wavedec3" [11] согласно формулам (2) осущест-
влено m-уровневое (m = 1, 2, 3, 4, 5) прямое 
ДВП, в результате чего исходные изображения 
разделены на восемь групп коэффициентов 

* ,mLLL  * ,mLLH  * ,mLHL  * ,mLHH  * ,mHLL  * ,mHLH  
* ,mHHL  *

mHHH  разложения изобра-
жения (на втором и третьем уровнях 
в качестве исходного изображения 
использованы низкочастотные ко-
эффициенты −

*
1mLLL  с предшествую-

щего уровня разложения). Низкоча-
стотные коэффициенты разложения 
изображения *

mLLL  m-го уровня пре-
образованы по формуле (4).

Пример коэффициентов � 2LLL  
разложения трехмерного томографи-
ческого 16-битового изображения 
"Body_1.0" второго уровня (57-й кадр), 
полученных в результате двухуровне-
вого прямого ДВП вейвлетом db2 с ис-
пользованием 32-битовых коэффици-
ентов (по умолчанию в MATLAB) 
в формате с плавающей точкой и 
предложенной точностью с исполь-
зованием квантованных коэффици-
ентов в формате с фиксированной 
точкой, представлен на рис. 3. Кадр 
выбран для наиболее наглядной ил-
люстрации влияния погрешности 
на результат обработки изображе-
ния. Из рисунка видно, что при уве-
личении значения степени масшта-
бирования n качество обработки 
изображения "Body_1.0" с использо-
ванием квантованных коэффициен-
тов постепенно улучшается: при n = 2 
изображение сильно засветлено; при 
n = 5 видны небольшие искажения; 

при n = 8 — результат обработки неотличим на 
глаз от изображения, полученного с использо-
ванием 32-битовых коэффициентов в формате 
с плавающей точкой.

В табл. 1—3 представлены значения n степе-
ни масштабирования коэффициентов, при ко-
торых, согласно результатам анализа (выведен-
ным формулам) и моделирования, результаты 
m-уровневого (m = 1, 2, 3) прямого ДВП трех-
мерных полутоновых томографических изобра-
жений "wmri" (8-битное), "Trufi_COR" (12-бит-
ное) и "Body_1.0" (16-битное) вейвлет-фильтра-
ми Добеши db(k/2) с числом коэффициентов k 
(k = 4, 6, 8, ..., 20) достигают высокого качества 
согласно формуле (5) (PSNR l 40 дБ, PSNR l 60 дБ 
и PSNR l 80 дБ соответственно).

Для достижения высокого качества ДВП 
трехмерного медицинского 8-битового изо-
бражения на квантованные коэффициенты 
вейвлет-фильтров потребовалось на 1...4 бита 
меньше, чем того требуют результаты анализа. 
Наличие данной разницы объясняется направ-

Рис. 3. Пример коэффициентов второго уровня � 2LLL  разложения трехмерного 
томографического 16-битного изображения "Body_1.0" (57-й кадр) вейвлетом db2:
а — 32-битные коэффициенты; квантованные коэффициенты: б — n = 2, 
PSNR = 29,36 дБ; в — n = 5, PSNR = 63,50 дБ; г — n = 8, PSNR = 83,5 дБ
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ленностью проведения расчетов на определение 
максимальной погрешности вычислений. Раз-
ница между полученными результатами анали-
за и моделирования значительно увеличивается 
в случае 12-битовых и 16-битовых изображе-
ний. Для достижения 12- и 16-битовыми томо-
графическими изображениями высокого каче-
ства обработки на квантование коэффициентов 
вейвлет-фильтров потребовалось выделять на 
4...7 битов и 7...12 битов меньше соответственно. 
Данный факт объясняется тем, что в случае 12- 
и 16-битовых изображений диапазон значений 
яркости вокселей значительно увеличивается, 
в то время как средняя яркость изображения 
изменяется незначительно, поскольку старшие 
биты вокселей используются редко. Таким об-
разом, отношение средней яркости вокселей 
к максимально допустимому значению умень-
шается с увеличением цветовой глубины изо-
бражений. На практике это приводит к более 
быстрому достижению высокого качества по 
сравнению с результатами анализа при повы-
шении значения степени масштабирования n 
коэффициентов вейвлет-фильтров.

Таблица 2
Значения n, при которых результат m-уровневого прямого 

дискретного вейвлет-преобразования трехмерных 12-битных 
изображений вейвлетами Добеши достигает высокого 

качества (PSNR l 60 дБ)

m Результаты db2 db3 db4 db5 db6 db7 db8 db9 db10

1 Анализ 14 14 15 15 15 16 16 16 16

Модели-
рование

9 10 10 10 10 10 11 11 11

Разница 5 4 5 5 5 6 5 5 5

2 Анализ 14 15 15 15 16 16 16 17 17

Модели-
рование

10 10 10 11 11 11 11 12 12

Разница 4 5 5 4 5 5 5 5 5

3 Анализ 15 15 16 16 16 17 17 17 17

Модели-
рование

10 11 10 11 11 11 11 12 12

Разница 5 4 6 5 5 6 6 5 5

4 Анализ 15 16 16 16 17 17 17 18 18

Модели-
рование

10 11 11 11 11 11 11 12 12

Разница 5 5 5 5 6 6 6 6 6

5 Анализ 16 16 17 17 17 18 18 18 18

Модели-
рование

10 10 10 11 11 11 11 11 11

Разница 6 6 7 6 6 7 7 7 7

Таблица 3
Значения n, при которых результат m-уровневого прямого 

дискретного вейвлет-преобразования трехмерных 16-битных 
изображений вейвлетами Добеши достигает высокого 

качества (PSNR l 80 дБ)

m Результаты db2 db3 db4 db5 db6 db7 db8 db9 db10

1 Анализ 17 18 18 18 19 19 19 19 19

Модели-
рование

7 8 7 8 8 8 8 9 9

Разница 9 9 10 10 10 10 10 10 10

2 Анализ 18 18 18 19 19 19 20 20 20

Модели-
рование

8 8 8 9 9 9 9 9 10

Разница 9 10 10 10 10 10 11 11 10

3 Анализ 18 19 19 19 20 20 20 20 20

Модели-
рование

8 9 9 9 9 9 10 10 10

Разница 10 10 10 10 11 10 10 10 10

4 Анализ 19 19 19 20 20 20 21 21 21

Модели-
рование

8 9 9 9 10 9 10 10 10

Разница 10 10 10 10 10 11 11 11 11

5 Анализ 19 20 20 20 21 21 21 21 21

Модели-
рование

8 9 9 9 9 9 9 9 10

Разница 11 10 10 10 12 11 12 12 11

Таблица 1
Значения n, при которых результат m-уровневого

прямого дискретного вейвлет-преобразования трехмерных 
8-битных изображений вейвлетами Добеши достигает 

высокого качества (PSNR l 40 дБ)

m Результаты db2 db3 db4 db5 db6 db7 db8 db9 db10

1 Анализ 10 10 11 11 11 12 12 12 12

Модели-
рование

8 9 9 10 10 10 10 10 11

Разница 2 1 2 1 1 2 2 2 1

2 Анализ 11 11 12 12 12 13 13 13 13

Модели-
рование

9 10 10 10 11 11 11 11 11

Разница 2 1 2 2 1 2 2 2 2

3 Анализ 11 12 13 13 13 13 13 14 14

Модели-
рование

10 10 10 11 11 11 11 11 11

Разница 1 2 3 2 2 2 2 3 3

4 Анализ 12 12 13 13 13 13 14 14 14

Модели-
рование

10 10 10 10 11 11 11 11 11

Разница 2 2 3 3 2 2 3 3 3

5 Анализ 12 13 13 13 14 14 14 14 14

Модели-
рование

9 10 10 10 10 10 10 10 10

Разница 3 3 3 3 4 4 4 4 4
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Заключение

В статье проведен анализ шума квантова-
ния коэффициентов фильтров прямого много-
уровневого ДВП, по результатам которого вы-
ведены формулы (12) и (13), отображающие за-
висимость между точностью квантования этих 
коэффициентов и качеством обработки циф-
ровых трехмерных изображений. Доказано, 
что выведенные формулы (14)—(20) позволяют 
снизить разрядность коэффициентов вейвлет-
фильтров без существенной потери в качестве 
обработки трехмерных изображений различ-
ной цветовой глубины (8-, 12- и 16-битовые 
изображения достигают качества обработки 
в 40, 60 и 80 дБ соответственно согласно кри-
терию PSNR). Моделирование вейвлет-обра-
ботки трехмерных медицинских томографиче-
ских изображений показало, что уменьшение 
отношения средней яркости вокселей к макси-
мально допустимому значению при увеличе-
нии цветовой глубины изображений приводит 
к более быстрому достижению высокого каче-
ства по сравнению с результатами анализа при 
повышении значения степени масштабирова-
ния n коэффициентов вейвлет-фильтров.

Полученные результаты открывают возмож-
ность для уменьшения вычислительной слож-
ности программной и аппаратной реализации 
вейвлет-обработки трехмерных медицинских 
визуальных данных на современных микро-
электронных устройствах (FPGA, ASIC и др.).
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Предложена математическая модель для стохастической оценки интенсивности инфицирования высокоак-
тивными вирусами в местах с высокой концентрацией населения — закрытых (торговые и спортивные центры) 
или открытых (празднования, митинги) пространствах. С помощью эвристического алгоритма выполняется 
расчет числа зараженных в зависимости от соблюдения или нарушения определенных параметров: безопасных 
расстояний, личного иммунитета и стандартов защиты. Начальные условия содержат общее число индивидов 
в скоплениях, исходное число носителей вирусов и размеры пространства. В модель введены диспозиции, которые 
моделируют динамику смены координат индивидов в скоплениях. Программирование, численные эксперименты и 
графика выполнены в MATLAB. Установлен резкий скачок числа инфицированных при несоблюдении социального 
дистанцирования и частой смене диспозиций. Алгоритм достаточно простыми средствами позволяет быстро 
оценить ситуации, которые относят к плохо предсказуемым, вводит элементы управления в сложную проблему 
развития эпидемии в локальных скоплениях населения. Модель открыта для дополнений и улучшений и может 
быть интересна для поддержки принятия решений здравоохранительными или административными органами.

Ключевые слова: передача вируса, стандарты защиты, социальное дистанцирование, скопления населения, 
стохастическое моделирование
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Стохастическая оценка развития эпидемии
в локальных скоплениях населения*

Введение

Статистика, накопленная во многих стра-
нах, показывает, что развитие эпидемий но-
сит лавинообразный характер. Часто отмечают 
замедленный вначале, но далее переходящий 
в экспоненциальный рост числа заболевших. 
Стабилизацию вспышек связывают с неким 
"плато" (соразмерность числа новых носителей 
вируса с покинувшими клинику), после кото-
рого ожидают заметных улучшений показате-
лей и спада числа заболевших.

Рост числа носителей вируса определяет на-
ложение необозримого множества факторов, 
которые часто трудноизмеримы, носят "плава-
ющий" характер, а вместе просто не поддаются 
научному объяснению.

Внезапность, быстрота смены событий и дли-
тельные сроки разработки надежных средств 
антивирусной защиты приводят к цейтноту, 
в котором выбор и принятие сдерживающих 
решений крайне затруднены, в разных странах 

*Статья повторяет уже существующую публикацию 
на испанском языке и публикуется для ознакомления 
русскоязычного научного сообщества с работой на акту-
альную тему. Статья написана в середине 2020 г.

и регионах они нередко противоположны, а их 
эффективность оценивается только по проше-
ствии значительного времени.

Приводимые в СМИ многочисленные дан-
ные глобальной оперативной статистики [1] 
трудно спроектировать на конкретные ситуа-
ции меньших масштабов, которые постоянно 
возникают на уровнях регионов, городов или 
отдельных объектов.

Из-за нередко кардинальных отличий про-
тиводействие эпидемии "на местах" осложне-
но отсутствием опыта, квалифицированного 
медперсонала или финансовых возможностей. 
Вместе с тем, ситуации в меньших масшта-
бах моделировать проще. Однако даже в таких 
случаях ожидаемые размеры матриц данных 
значительны из-за десятков или сотен тысяч 
участников.

Дистанцию допустимого контакта считают 
одним из главных по опасности, но на практи-
ке наиболее сложным для соблюдения параме-
тром. В Нормативном документе [2] безопасной 
дистанцией между гражданами в обществен-
ных местах и на транспорте определен 1 м. По 
большинству оценок безопасной дистанцией 
при воздушно-капельном переносе считают 
1,5...2 м, но это касается почти неподвижных 
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индивидов. Л. Буруиба (Массачусетский тех-
нологический университет) на основе много-
летних исследований динамики выдоха устано-
вила, что при кашле и чихании газообразное 
облако выдоха достигает 8 м, а скорость ка-
пель — до 30 м/с, на основании чего рекомен-
дует пересмотреть нормативы ВОЗ. При интен-
сивных перемещениях индивидов (например, 
в спорте) дистанции безопасности еще выше. 
Б. Блокен [3] показал, что даже при отсутствии 
встречного ветра поток капель с возможными 
вирусами позади бегуна со скоростью 4 км/ч 
составляет до 5 м, а при скорости 14,4 км/ч — 
уже до 10 м; для велосипедистов зоной риска 
становятся 20 м. П. Поттингер (Медицинская 
школа Вашингтонского университета) отметил, 
что при передаче вируса воздушно-капельным 
путем более важную роль играет не расстояние 
передачи, а размер капель воздуха.

Нередки сообщения СМИ, которые пока-
зывают, что на нарастание численности новых 
носителей помимо дистанции и времени кон-
тактов сильно влияет число начальных (даже 
на единичном уровне) носителей и плотность 
индивидов. Например, Южная Корея сообща-
ет об одном инфицированном (без симптомов), 
который при посещении за ночь пяти ночных 
клубов стал причиной более 80 случаев зара-
жения (Эхо Москвы. 11.05.20). В эпидемиоло-
гии число индивидов, которых может заразить 
вокруг себя носитель вируса, характеризуют 
репродуктивным числом (R0). Уханьский коро-
навирус с R0 = 3,3...5,5 является средним между 
гриппом (R0 = 1...2) и корью (R0 = 12...18).

Эксперты Southeast University, Tsinghua 
University и The University of Hong Kong изучили 
выборку случаев вспышек коронавируса в зави-
симости от концентрации населения. Больше 
всего (79,9 %) заболевших было в домах, в об-
щественном транспорте (34 %). Случаев зара-
жения на открытом воздухе отмечено гораздо 
меньше — всего один человек (по сообщению 
агенства MedRxiv, Эхо Москвы. 13.05.20).

Подобная информация не дает возможности 
качественного прогноза, но свидетельствует 
о роли числа носителей, концентрации и под-
вижности населения, наличия средств защи-
ты в развитии вспышек заражения и должна 
учитываться в логике предлагаемых средств и 
методов.

Построению даже грубых моделей глобаль-
ного распространения вируса мешает неопре-
деленность критически важных данных.

В распространенной модели SEIR населе-
ние делят на группы: уязвимые (S), зараженные 

(I), зараженные в инкубационном периоде (E), 
выздоровевшие (R), и моделируются переходы 
между ними. Для коронавируса такое разделе-
ние проблемно, так как болезнь протекает по-
разному в возрастных группах, из-за нечеткой 
выраженности симптомов и неясностей с массо-
востью тестирования. Итогом является недоучет 
зараженных и невысокая точность прогноза.

В работе [4] в рамках SEIR исследованы ал-
горитмы оптимальных управлений уровнем 
финансирования программ по ограничению 
передачи инфекции в человеческих популя-
циях. Целевой функционал использовал ве-
совые коэффициенты. Делается упрощающее 
предположение о том, что доля зараженных 
переносчиков в популяции, а также сам раз-
мер популяции переносчиков являются посто-
янными величинами. Трудности с описанием 
нелинейной задачи потребовали упрощений и 
сведены к линейной. Достигнуты решения, ко-
торые приводят к улучшающим управлениям, 
но без соответствующей подготовки в качестве 
рабочего инструмента неприменимы.

С. Ильин [5] считает распространение ви-
руса зависящим от плотности, особенностей 
поведения населения, даты начала пандемии 
и действий правительств. Модель предлагает 
цепочку простых вычислений ряда показате-
лей на дату ti: ND(ti) — число выявленных за-
ражений; NT(ti) — общее число заразившихся; 
NA(ti) — число не выявленных заражений.

Динамика расчета опирается на даты t0, t1, 
t2, t3 — начала эпидемии, изменений поведе-
ния населения, ввода и ужесточения каранти-
на, а также коэффициенты трансмиссионности 
(передаваемости) вируса, зависящие от плотно-
сти и поведения населения на этапах эпидемии.

Опорным в методике принят коэффициент 
приведенной трансмиссионности k0 — среднее 
число людей, которое заражает один человек 
в день до его изоляции (при k0 < 1 эпидемия 
затухает, при k0 > 1 растет). Для подавления 
распространения вируса k0 должен быть мень-
ше 0,167. В сопоставлении с развитием панде-
мии в Китае, Италии и США модель показала 
неплохую корреляцию.

В работе [6] описана модель на основе эври-
стики данных, согласно которой рост эпиде-
мии E следует Гауссовой функции
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где A0 — начальное число носителей; AT — ак-
тивные случаи заболевания; p0 — начальная 
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скорость роста; σ — скорость изменения во 
времени темпа роста; T — время.

Делается упрощающее предположение, что 
эпидемия далека от насыщения населения, 
поэтому экспоненциальный рост допустим. 
Организован ввод, подгонка и экстраполяция 
данных онлайн, на основе которых возможен 
десятидневный прогноз.

В работе [7] использовали классификацию 
SEIR с учетом особенностей для Франции. 
В ней объединены категории: ограниченно за-
разные, выздоровевшие и погибшие. В началь-
ной динамике рассмотрен ряд дифференциаль-
ных уравнений с традиционно немалым числом 
условных коэффициентов. Модель включает 
этап резкого вмешательства (карантинные и 
иные меры защиты). Авторы отмечают сильную 
зависимость результатов от частоты контактов 
(подвижности) индивидов, а результаты модели 
являются скорее теоретическими.

Подобные эвристические модели нацелены 
на глобальный прогноз, концептуально доста-
точно сложны, требуют математических про-
цедур, не реагируют на масштабность ситуаций 
или размеры пространства. Проблемой остается 
недоучет зараженных, кроме того, выведен из 
рассмотрения фактор случайности, хотя ясно, 
что для динамики, связанной с массовыми си-
туациями, он становится определяющим.

В данной работе предложена эвристическая, 
компактная модель для стохастической оцен-
ки нарастающей численности носителей виру-
са в зависимости от параметров, напрямую ха-
рактеризующих локальные места повышенной 
концентрации населения. Модель открыта для 
усложнений и доработок и может представить 
интерес в медицинской практике и принятии 
управленческих решений.

Программирование, численные эксперимен-
ты и вывод графики выполнены в MATLAB.

Постановка задачи и алгоритм решения

Причиной передачи вируса, в первую оче-
редь, считаем нарушение безопасной дистанции 
R между его носителем и здоровым индивидом. 
В статической ситуации (когда носители не дви-
гаются) зону поражения от единичного носителя 
определяет круг с радиусом R. В динамической 
ситуации имеют место взаимные перемещения 
носителей и индивидов, длина, активность и 
продолжительность которых непредсказуемы. 
При наложениях возникающих при этом зон по-
ражения и безопасности с новыми координата-

ми следует учитывать иную безопасную дистан-
цию R1, причем R1 . R. Суммарное возрастание 
зон поражения ведет к росту числа инфициро-
ванных, которые, в свою очередь, образуют зоны 
поражения. Если предположить непрерывный 
хаотический характер перемещений, то по серии 
фиксированных снимков скоплений индивидов 
и носителей со случайными координатами мож-
но оценить рост числа носителей вируса.

Модель содержит перечень прямых параме-
тров, очевидно характеризующих место повы-
шенной концентрации индивидов, по которым 
оценивают критерий, — возможное число но-
сителей вируса. Наличие дополнительных па-
раметров уточняет эту связь.

К базовыми параметрам модели отнесены 
размеры области наблюдения, число одновре-
менно присутствующих индивидов и началь-
ное число носителей вируса (все в течение не-
которого периода).

Учтены две схемы передачи вируса: воздуш-
но-капельной и через контактные поверхности, 
которые отличаются разной дистанцией безо-
пасности. Последняя больше для контактного 
заражения.

К вторичным параметрам, которые действу-
ют напрямую либо в составе комплекса устой-
чивости индивидов к поражению, отнесены:
 � показатель личного иммунитета;
 � эффективность индивидуальной защиты 

(маски, перчатки, спреи и пр.);
 � время контакта с другими индивидами.

Вторичные параметры варьируются в допу-
стимых интервалах и уникальны для каждого 
индивида.

Точная паспортизация параметров устой-
чивости каждого индивида вряд ли возможна, 
поэтому для множества индивидов их зада-
вали рандомизацией. За счет задаваемых ис-
ходных диапазонов параметров устойчивости, 
допустимых пределов и математики связи воз-
можно, в какой-то мере, учесть специфику все-
го множества индивидов.

Случайные координаты индивидов и на-
чальных носителей вируса в области определя-
ют начальную диспозицию.

Условием передачи вируса в статике для пер-
вичного набора входных параметров модели яв-
ляется случайное попадание индивида в зоны 
поражения носителей вируса, а также недостаточ-
ный уровень его личных защитных параметров.

Статику модели, в какой-то мере, компен-
сирует рассмотрение цикла диспозиций.

Диспозиции меняют ряд ключевых параме-
тров, в частности, число начальных носителей 
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вируса за счет появления новых, матрицу их 
координат, а также матрицу координат инди-
видов. Тогда серия диспозиций должна моде-
лировать ожидаемые, также случайные, пере-
мещения индивидов и носителей вируса.

Вторичные параметры индивидов при этом 
могут быть сохранены или сохранены частично.

Частота смены диспозиций должна быть со-
размерна ожидаемой интенсивности переме-
щений индивидов, а также превышать крити-
ческое время контакта. Критическим считаем 
время контакта, достаточное для устойчивой 
передачи вируса.

Диспозиции должны выявить рост носите-
лей вируса в зависимости от сформулирован-
ного набора входных параметров модели.

Если предположить, что индивиды будут 
привязаны к постоянным координатам обла-
сти, то результаты единственной (первой) дис-
позиции можно считать конечными.

В модель включены: d — размеры области; 
act — общее число индивидов; nano — число 
начальных носителей вируса; R1 — дистанция 
безопасности при воздушно-капельном пере-
носе; R2 — дистанция безопасности при пере-
носе на контактных поверхностях; dsp — число 
диспозиций; im — показатель иммунитета ин-
дивида; prot — эффективность личных средств 
защиты индивида; tk — время контакта между 
индивидами; it — счетчик диспозиций; s — ко-
ординаты индивидов; sb — координаты началь-
ных носителей вируса; se1 — координаты новых 
на диспозиции носителей при воздушно-капель-
ном переносе; se2 — координаты новых на дис-
позиции носителей при переносе на контактных 
поверхностях; pre1 — допустимый минимум 
комплекса защиты индивида при воздушно-ка-
пельном переносе; pre2 — допустимый минимум 
защиты индивида при передаче через контакт-
ные поверхности. Например, при prot() = [0, 10] и 
min = 8 все индивиды от 0 до 8 пропустят вирус, 
а от 8 до 10 — нет.

На рис. 1 показана схема алгоритма поиска 
новых носителей вируса на диспозициях.

После инициализации входных параметров 
алгоритм объявляет цикл диспозиций, кото-
рые фиксируют случайные размещения инди-
видов, включая начальных носителей вируса. 
За счет появления новых число начальных но-
сителей вируса на диспозициях увеличивается.

Базовым критерием, производным от плот-
ности индивидов в области, является матрица 
r[] удалений всех индивидов от всех носителей. 
В информативной части матрицы число строк 
act, число элементов в строках переменное 
в интервале [1, nano]. В индексированном виде:

 −= −+2 2
, 1, 1, 2, 2,� � ( ) � �( ) ,i j i j i jr s sb s sb

где i = 1, ..., act — индексы множества индиви-
дов; j = 1, ..., nano — индексы носителей вируса.

Для передачи вируса необходимо выполне-
ние условия ri,j m R1 и ri,j m R2. Контакт но-
сителя вируса может быть не только единич-
ным, но также может привести к заражению 
нескольких индивидов. Также в условие вклю-
чены сравнения индивидуальных параметров 
защиты с пределами их эффективности.

Алгоритм содержит два блока сравнения со-
четаний координат индивидов с носителями. 
Выполнение условий проверяется по четырем 
показателям (все в логике ‘and’).

В первом блоке выявляются сочетания, по-
павшие в опасные зоны πR12 носителей вируса, 

Рис. 1. Блок-схема алгоритма
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а также с меньшим допустимого комплексом 
защиты (im, prot, tk), что соответствует воздуш-
но-капельному переносу. Появление новых но-
сителей фиксируется счетчиком new1.

Во втором блоке выявляются сочетания, по-
павшие в опасные зоны πR22 носителей виру-
са, а также с меньшим допустимого параметра 
(prot), что соответствует передаче на контакт-
ных поверхностях. Появление новых носите-
лей фиксируется счетчиком new2.

Новые носители new1 + new2 увеличивают 
число начальных носителей вируса nano в сле-
дующей диспозиции.

Алгоритм открыт для практически неогра-
ниченного увеличения каскадов условий срав-
нения, а также для неограниченного роста 
числа учитываемых параметров (в прямой раз-
мерности или комплексами) и разрешенных 
интервалов их действия.

Сложное условие 1 содержит фильтр по за-
щитному комплексу, в который включены im, 
prot, tk, а условие 2 — только prot. Алгоритм 
допускает любые иные наборы элементов за-
щиты, в том числе более расширенные. Более 
адекватно оценивать число введенных элемен-
тов, интервалы их значений, компоновку на-
боров, а главное — назначать пороги эффек-
тивности, должны специалисты.

Выполнение каждого условия для любой 
пары индивида и носителя означает, что во-
первых, индивид и носитель сблизились на-
столько, что нарушили безопасную дистан-
цию, а во-вторых, у индивида комплекс за-
щиты (иммунитет, эффективность средств 
защиты, время контакта) оказался недостаточ-
ным. Передача вируса считается состоявшейся.

Индивиды с комплексом защиты до допу-
стимого минимума подвергаются инфицирова-
нию. Свыше — они неуязвимы, даже если попа-
дают в зону опасности вокруг носителя вируса.

При появлении нового (новых) носителя ви-
руса определяются его (их) координаты в дан-
ной диспозиции.

В следующую диспозицию поступает новое 
(возросшее) число начальных носителей виру-
са. Итог прохождения всех диспозиций помимо 
количественного выражения роста числа носи-
телей вируса может быть показан в графике.

Наличие контакта еще не означает зараже-
ния, которое носит вероятностный характер 
(и зависит от возраста, личного иммунитета, 
длительности контакта, наличия или эффек-
тивности средств защиты). Все это возможно 
учесть серией личных параметров индивида. 
Правда, такая "паспортизация" индивидов до-

статочно сложна и вынуждает прибегать к слу-
чайным оценкам.

Появляется возможность быстрой оценки и 
просмотра результатов в зависимости от набо-
ров входных параметров модели, а также вы-
явления многих интересующих исследователя 
взаимосвязей, причем все — на стадии плани-
рования таких мероприятий.

Для практики ценность представляют 
именно максимально возможные данные, ко-
торые позволят организовать упреждающие 
мероприятия.

Численный эксперимент и графика

В численных экспериментах базовый набор 
параметров модели составил:

 d = [500, 800], act = 3500, nano = 50,
 R1 = [1, 8], R2 = R1 + 1, dsp = [1, 10],
 im = 0,1 + rand(0,9), prot = 4 + rand(6),
 tk = 3 + rand(3), pre1 = 1,4, pre2 = 7.

Координаты индивидов s, начальных sb и но-
вых sev, sek носителей задавали рандомизацией.

Такую выраженно стохастическую модель 
проверяли на воспроизводимость результата 
(для единичной диспозиции).

Поскольку предусмотрена случайная вы-
борка координат для nano, требующая их окру-
гления, то реальное число nano несколько от-
лично от стартового. Результаты десяти экс-
периментов приведены в табл. 1. Не проводя 
полную статистическую обработку по выясне-
нию выпадающих значений, определению до-
верительных интервалов и пр., авторы модель 
оценивают как приемлемую.

Первоначальной целью экспериментов было 
получение развертки критерия модели в поле 
[R1, dsp], которая показывает его главную зави-
симость от размеров опасных дистанций вокруг 
носителей вируса и интенсивности перемеще-
ний как "чистых" индивидов, так и носителей.

Реализована без повторов серия из восьми 
диспозиций. Плавность изменения и стыковки 
результатов в отдельных диспозициях и серии 

Таблица 1

Пример воспроизводимости результата стохастической модели

Реальное число
начальных носителей 99 99 99 98 97 99 99 99 98 99

Число новых носителей 6 5 4 4 7 7 5 6 7 5
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показывает достаточную для выводов воспро-
изводимость.

На рис. 2 показана сильно неоднородная 
зависимость критерия относительно поля па-
раметров [R1, dsp]. При дистанциях в 2...3 м 
определяющим остается начальное число но-
сителей. При 4 м и более в сочетаниях с пере-
мещениями индивидов число носителей растет 
уже кратно начальному числу. При дистанции 
поражения более 6 м и интенсивных переме-
щениях (времени существования области) на-
ступает взрывной рост числа носителей.

Плавность нарастания критерия показы-
вает преемственность диспозиций, их незави-
симость от случайных координат индивидов 
и носителей (непредсказуемых перемещений) 
и, в целом, допустимую структуру алгоритма. 
Дистанция безопасности и время выдвигаются 
в число главных параметров, что логично и со-
ответствует реальности.

Диспозиции фактически моделируют дли-
ну и интенсивность локальных перемещений 
индивидов. Если эти показатели минимальны, 

то при сохранении дистан-
ции безопасности в пределах 
1,5...2 м роста новых носителей 
практически нет, а будущее 
число носителей сохраняется 
на уровне начального (даже 
если последнее значительно).

Дистанция в 3...4 м стано-
вится опасной одновременно 
начиная со средних и выше 
перемещений индивидов.

Дистанции свыше 4 м плюс 
средние и выше значения 
перемещений соответствуют 
кратным от начального чис-
лам заболевших.

Относительно максимальных 
значений дистанций безопас-
ности и размеров перемещений 
рост инифицированных стано-
вится взрывным и, в такой ситу-
ации, вряд ли управляемым.

Тенденция экспоненциаль-
ного роста пандемии отмече-
на в работах [6, 7].

На рис. 3, а—г (см. вторую 
сторону обложки) показана 
серия карт передачи вируса, 
сосредоточенных по диагона-
ли поля (дистанции — диспо-
зиции). Остальные параметры 
входа одинаковы. Голубым 

цветом показаны координаты индивидов, си-
ним — координаты начальных носителей, 
красным — новых пораженных индивидов.

На карте рис. 3, a значения дистанций R1 = 3, 
R2 = 4 близки к допустимым, а число диспозиций 
dsp = 3 еще не велико. Зафиксированы единич-
ные случаи передачи вируса, что незначительно 
увеличило общее число носителей (∼ до 70).

На карте рис. 3, б рост числа носителей уже 
заметен, так как дистанции R1 = 5, R2 = 6 пре-
высили допустимые, число диспозиций до-
стигло среднего. Число новых носителей пре-
высило 200.

На карте рис. 3, в дистанции достигли кри-
тических значений, что кратно изменило чис-
ло новых носителей (∼1000).

Карту рис. 3, г следует признать запредель-
ной. Она одновременно характеризует чрезвы-
чайную и длительную активность индивидов. 
Число исходных и новых носителей (∼2600) уже 
превалирует над индивидами без вируса. Та-
кие ситуации недопустимы. Их должны пред-
варять жесткие запретительные решения.

Рис. 2. Зависимость роста числа носителей вируса от дистанции поражения и 
интенсивности перемещений индивидов



441ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 27, № 8, 2021

Предложенный алгоритм позволяет заранее 
моделировать и избегать подобного развития 
событий.

На всех картах новые носители обязательно 
оказываются вблизи от начальных носителей, 
что проверяет логику алгоритма на близость 
к реальности.

На картах диспозиций индивиды появляют-
ся в случайной относительной близости от су-
ществующих носителей вируса. Если удаления 
индивидов от носителя превышает R1 и R2, 
то передачи вируса не происходит. Заражение 
происходит только при выполнении сложных 
условий, отслеживаемых алгоритмом. Карта 
также показывает, какой конкретно носитель 
стал причиной нового заражения.

Не исключено, что в очередной диспозиции 
какая-либо локальная концентрация индиви-
дов может оказаться особенно высокой. Если 
при этом вблизи окажется носитель, то воз-
можно групповое заражение. На рис. 4, a (см. 
вторую сторону обложки) зафиксирован при-
мер заражения сразу двух индивидов [218, 743], 
[215, 742] от одного носителя [218, 742], который 
оказался в большой группе индивидов. Первое 
поражение произошло воздушно-капельным 
путем, второе — от контакта с поверхностью. 
Также зафиксировано еще одно единичное 
контактное заражение из-за непосредственной 
близости носителя. Два других носителя ока-
зались в явном отдалении от индивидов и ини-
фицирования не произошло. Еще двое остав-
шихся на первый взгляд расположились вблизи 
носителей, однако передачи вируса не было, 
вероятно из-за достаточного иммунитета или 
имеющихся защитных средств. Множественная 
передача вируса возможна и в минимальной по 
численности группе. На рис. 4, б (см. вторую 
сторону обложки) носитель вируса непосред-
ственно контактировал только с двумя индиви-
дами, и оба получили поражение. Контакт этой 
группы произошел в значительном отдалении 
от остальных. Возможность такой детализации 
показывает неплохую логику и работоспособ-
ность включенных в алгоритм процедур.

Проверяли также работоспособность и чув-
ствительность модели к вариациям параме-
тров защиты индивидов, включенным в оба 
каскада. Для одного фиксированного набора 
входов проверяли зависимость критерия от 
изменения только комплекса параметров за-
щиты в интервале im•prot/tk = [0,5—3] (рис. 5). 
Зависимость безусловная и согласуется с логи-
кой комплекса. Граничное значение комплекса 
pre1 = 1,4 означает, что защита для всех инди-

видов с предыдущими значениями комплекса 
параметров защиты будет недостаточна и ведет 
к инфицированию. Очевидно, что может быть 
показана чувствительность модели отдельно 
к параметру im(). В дальнейшем в него может 
быть вложен более глубокий смысл соответ-
ственно современным достижения медицины

Второй контур сравнения (см. рис. 1) содер-
жит проверку prot() m pre2. Чувствительность 
модели к prot()проверяли в интервале pre2 =
= [5, 10] (рис. 6), она также достаточно высока.

Все учтенные в алгоритме параметры защи-
ты влияют на критерий модели одновремен-
но с остальными (act, nano, R1, R2). Перечень 
параметров защиты может быть расширен, де-
тализирован или усовершенствован по форму-
лам расчета.

Модель позволяет отменить защиту части 
или всех индивидов, что сразу покажет рост 
инифицированных.

В табл. 2 приведена серия численных экспе-
риментов с разными наборами входных пара-
метров модели. Определено ожидаемое число 
носителей вируса и его составляющие по ти-
пам заражения. По каждой диспозиции гене-
рировали карты с позиционированием числа 
зараженных. По анализу входов и результатов 
численных экспериментов в любую из ситуа-

Рис. 5. Чувствительность модели к комплексу защитных па-
раметров индивидов

Рис.6. Чувствительность модели к личным средствам защиты 
индивидов
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ций могут быть внесены коррективы для полу-
чения более приемлемых объемов заражения.

Итоговое число носителей вируса в приве-
денных ситуациях определяет только наложе-
ние всех учтенных параметров модели, что при 
таком их разнообразии сделать трудно. Однако 
на уровне трендов некоторые объяснения ре-
зультатов очевидны.

В опыте значительное число начальных но-
сителей и высокая интенсивность их переме-
щений (R1, dsp) определили 1400 итоговых но-
сителей. При этом плотность индивидов была 
достаточно умеренной. Основное число зараже-
ний произошло воздушно-капельным путем.

В опыте 2 исходная плотность индивидов 
резко возросла. Однако соблюдение допусти-
мой дистанции и невысокая интенсивность 
перемещений ограничили рост числа инифи-
цированных коэффициентом 1,5.

В опыте 3 начальное число носителей было 
невелико, глобальные перемещения индивидов 
были также минимальны (dsp), а вот локаль-
ные (R1) уже значительны. Итогом стал более 
чем трехкратный рост носителей.

Опыт 4 привел к четырехкратному росту но-
сителей в первую очередь из-за одновременно 
высоких значений локальной (R1) и глобаль-
ной (dsp) активности индивидов. Защитный 
комплекс пораженных оказался недостаточ-
ным для воздушно-капельных атак носителей.

Интересны итоги опыта 5, в котором ин-
фицирования просто не произошло. Причины 
такого идеального результата моделью вполне 
объяснимы — это наличие в статической си-
туации небольшой дистанции поражения (R1) 
у начальных носителей и практическое от-
сутствие перемещений (dsp). Отсюда следуют 
очевидные рекомендации для массовых мест 
скоплений (рестораны, кинотеатры и пр.) — 

строгое соблюдений дистанций безопасности 
плюс минимизация взаимных перемещений. 
Средства индивидуальной защиты также уси-
лят гарантии нераспространения вируса.

В последнем опыте радиус поражения у на-
чальных носителей уже имел заметное значе-
ние, а динамика перемещений индивидов была 
просто запредельная. Итог в 112 пораженных 
индивидов мог быть гораздо худшим, но число 
начальных носителей оказалось сравнительно 
небольшим.

Количественные оценки разных способов 
передачи вируса в опытах комментировать 
сложно, так как модель задает только фильтры 
отсеивания (pre1, pre2), но конкретные параме-
тры защиты индивидов случайны.

По данным более расширенной серии си-
туаций могут быть построены нелинейные 
полиномы связи критерия с параметрами, 
что позволит обходиться без вычислительных 
средств и сделать применение методики более 
доступным.

В работе реализована попытка связать 
в единой системе координаты индивидов, до-
пустимые дистанции, динамику и фактор слу-
чайности. Модель подтвердила чрезвычайную 
актуальность соблюдения безопасных дистан-
ций и роли защитных средств.

Алгоритм в качестве быстрого инструмен-
та позволяет выявить множество зависимостей 
по разным сочетаниям параметров, а также 
оценить чувствительность этих связей.

К параметрам устойчивости индивидов мо-
гут быть добавлены иные, например, характе-
ризующие возраст, наличие антител или ста-
туса переболевших, сроки последнего тестиро-
вания или др.

Дополнительно можно рассмотреть пере-
менную активность носителя вируса как слу-

Таблица 2

Моделирование разных ситуаций

Опыт
Параметры модели Критерии

d act β nano R1 dsp pre1 pre2 new1 new2 Итого

1 [342, 517] 1740 0,010 148 4 4 2.5 7 205 47 400

2 [202, 600] 4085 0,034 72 1 3 1 5 25 10 107

3 [100, 420] 963 0,023 15 7 1 3 10 32 7 54

4 [350, 680] 1755 0,007 44 5 5 2 8 116 33 193

5 [600, 960] 3002 0,006 17 1 2 1.5 6 0 0 17

6 [100, 1500] 1011 0,007 29 3 10 0.5 9 14 69 112



443ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ, Том 27, № 8, 2021

чайный фактор, и ввести ее в условия зара-
жения. Число условий передачи вируса для 
приближения модели к реальной может быть 
значительно увеличено.

Динамика модели — ступенчатая, но тем не 
менее, дает временные оценки критериев. Дора-
ботка модели должна опираться на значитель-
ный объем практических данных и сравнение 
с результатами других исследователей и методик.

Любая диспозиция определяет число и коор-
динаты новых носителей вируса и остается в про-
шлом. В новой диспозиции координаты всех 
участников будут новыми, т. е. неповторимы, 
что соответствует постоянным и беспорядочным 
перемещениям здоровых индивидов и носителей 
вируса. Поэтому алгоритм не дает рекомендаций 
по координатам с безопасными позициями в оче-
редной или будущих диспозициях.

Алгоритм дает верхнюю (предельно возмож-
ную) оценку развития эпидемии. В реальности 
результаты могут быть ниже из-за индивиду-
ального личного иммунитета отдельных лю-
дей. Их процент может быть численно заложен 
в методику.

Фоновым параметром модели является 
плотность индивидов в области. Алгоритм до-
пускает возможность с помощью параметров d, 
act ввести в модель любую плотность и анали-
зировать ее влияние на критерии.

Модель учитывает важнейшее, но ограни-
ченное число параметров, что для обработки 
является достоинством. Но за пределами моде-
ли остается гораздо большее число иных явле-
ний и факторов, которые скорее всего потре-
буют намного более сложных подходов.

Методика позволяет разделить область на 
зоны с разной вероятностью нарушения без-
опасных дистанций и активностью движений 
(например, раздевалки и остальные рабочие 
зоны в публичных пространствах).

Модель описывает этап нарастания эпиде-
мии. Затухание, по-видимому, будет означать 
обратный рост числа индивидов, уже обладаю-
щих и, возможно, поддерживающих иммуни-
тет. Для данной методики это означает вклю-
чение в описание защитного комплекса соот-
ветствующих дополнений.

Возможно, одновременные хаотические пе-
ремещения всей массы индивидов далеко не 
всегда имеют место, и, скорее всего, они будут 
выборочными и неодинаковыми по расстоя-
нию. Тогда модель прогнозирует возможный 
наихудший результат и рекомендует решения 
с завышенных "запасом прочности", что не-
плохо, так как речь идет о жизнях людей.

Согласно некоторым представлениям ин-
фицирование индивида не делает его немед-
ленно распространителем вируса, способным 
к передаче его окружающим. Необходим вре-
менной лаг (отсрочка), позволяющая достиг-
нуть в организме определенной концентрации 
вируса. Покажем, как трансформируется алго-
ритм с учетом параметра лага.

При наличии лага в модели число началь-
ных носителей вируса через все диспозиции 
пройдет неизменным, но появится некое чис-
ло потенциальных, которые только через 3 дня
(в среднем) превратятся в реальных распро-
странителей. На диспозициях потребуется ис-
ключить случаи вторичного, третичного или 
выше поражений.

Естественно, новая модель сильно понизит 
жесткость оценок. Хорошо ли это — решать ис-
следователю. В технике, материаловедении, стро-
ительстве нередко предусмотрены 2...5-кратные 
запасы прочности. При прямых угрозах жизни 
запасы надежности должны быть значительно 
выше. Получается, исходная модель генерирует 
предельные оценки.

Хотя достигнуты компактность, простота и 
соответствие определенной логике, обсуждать 
адекватность модели и, тем более, считать про-
блему решенной нельзя. Результаты прогноза 
модели приближаются к реальным при гра-
мотном наполнении входов. Алгоритм следует 
рассматривать как основу для дальнейшего со-
вершенствования при обязательном привлече-
нии специалистов из разных областей.

Заключение

Предложена эвристическая модель прогноза 
роста числа носителей вируса в ограниченной 
области при фиксированной численности ин-
дивидов и начальных носителей.

Алгоритм на единичном уровне отслежива-
ет передачу вируса при нарушении безопасных 
дистанций. Случайные диспозиции индиви-
дов в области моделируют динамику переме-
щений индивидов и показывают плавный и 
переходящий в экспоненциальный рост числа 
зараженных.

Модель реагирует на оба введенных конту-
ра, понижающих инфицирование индивидов, 
которые нарушают безопасную дистанцию, но 
обладают достаточным иммунитетом или эф-
фективными средствами личной защиты.

Применение алгоритма вводит элементы 
управления в сложные и плохо предсказуемые 
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ситуации развития эпидемии в локальных 
скоплениях населения, что повышает качество 
упреждающих медицинских мер и админи-
стративных решений.
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функции управления взглядом. Рассматривается разработка интеллектуально-информационной системы для 
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Внедрение функции управления взглядом
в информационно-управляющее поле кабины пилотов

Введение

Современные устройства ввода и управления, 
такие как клавиатура, трекбол и тачпад, проч-
но вошли в информационно-управляющее поле 
(ИУП) кабины пилотов самолетов гражданской 
авиации. Управление с использованием сенсор-
ных дисплеев и пультов также постепенно вхо-
дит в ИУП самолетов деловой авиации и транс-
портной категории [1, 2]. Однако тактильный 
метод — далеко не единственная возможность 
взаимодействия человека с бортовым оборудо-
ванием самолета. К перспективным средствам 
управления относятся: голосовое управление, 
управление взглядом и жестами.

В настоящее время самолетостроителями 
обсуждается возможность сокращения летного 
экипажа самолета транспортной категории до 
одного человека. Это будет возможно только 
при условии существенного снижения нагруз-
ки на пилота. Компаниями—разработчиками 
оборудования ведутся исследования о возмож-
ности применения новых информационных 
технологий управления как одного из путей 
снижения нагрузки пилота, что обусловливает 
актуальность настоящего исследования.

Модуль, использующий технологию распоз-
навания взгляда, отслеживает положение глаз 
пилота и позволяет получать информацию об 
окуломоторной активности пилота, а также ис-
пользовать полученные данные в реальном вре-
мени для взаимодействия с информационными 
кадрами, отображаемыми на бортовых дисплеях. 
Такой метод управления должен помочь пило-
там в выполнении летных процедур и увеличить 

скорость взаимодействия по сравнению с систе-
мами на основе сенсорного экрана и джойстика. 
Тем не менее, следует отметить, что для управ-
ления взглядом пилот должен смотреть на ди-
сплей, с которым он взаимодействует.

Целью данной статьи является разработка 
демонстратора ИУП кабины перспективного 
самолета с функцией управления взглядом и 
разработка интеллектуально-информацион-
ной системы (ИИС), на базе которой будет 
проводиться отработка данного ИУП.

1. Анализ существующих решений

Управление взглядом уже давно использует-
ся для управления персональным компьютером. 
В операционной системе Windows применяется 
технология Eye Control, которая требует наличия 
специальной камеры-контроллера, считывающей 
движение глаз пользователя, например, каме-
ры Eye Tracker 4C компании Tobii [3]. Переведя 
взгляд на специальную панель управления, мож-
но открыть почту, удерживая взгляд на соответ-
ствующем элементе панели. Для управления эле-
ментами Windows малого размера предусмотрено 
всплывающее окно для точной фокусировки.

Что касается внедрения функции управления 
взглядом на воздушном судне (ВС), то необходи-
мо отметить, что на данный момент подобных 
примеров нет, но работы над применением дан-
ной технологи и функции управления голосом 
ведутся многими ведущими разработчиками ави-
оники, такими как Honeywell и Thales [4] (рис. 1).
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В 2018 г. компания Elbit Systems представила 
свой новый комплекс авионики на конферен-
ции Национальной ассоциации деловой ави-
ации (NBAA) [5]. В составе комплекса были 
продемонстрированы очки дополненной реаль-
ности с функцией комбинированного зрения и 
функцией управления системой самолетовож-
дения с помощью взгляда (рис. 2, см. третью 
сторону обложки).

Представленная технология взаимодействия 
с ИУП под названием "Head Up, Head Down" 
объединяет в себе элементы ИУП на пультах 
управления и сенсорных дисплеях, систему 
самолетовождения и очки дополненной реаль-
ности "Skylens" от фирмы Elbit. На выставке 
был выполнен заход на посадку в аэропорту 
Санта-Барбары, во время которого продемон-
стрирована возможность видеть закабинную 
обстановку сквозь обшивку самолета, а также 
выбирать взлетно-посадочную полосу и точку 
захода на посадку с помощью взгляда.

В том же году индийские исследователи про-
вели исследование по выбору целей на бортовом 
дисплее военного самолета с помощью взгляда 
[6], в котором была показана целесообразность 
применения данной технологи в качестве более 
удобного и быстрого средства целеуказания, 
потенциально повышающего эргономическое 
качества кабины военного самолета.

2. Архитектура
интеллектуально-информационной системы 

для отработки функции управления взглядом

Для отработки функции управления взгля-
дом автором была разработана специальная ин-
теллектуально-информационная система (ИИС) 
(рис. 3 см. третью сторону обложки). Данная 
ИИС была зарегистрирована в Роспатенте [7].

Рассмотрим более подробно архитектуру си-
стемы и концепцию управления ИУП с помо-
щью взгляда.

Для отслеживания положения взгляда ис-
пользуется айтрекер Gazepoint GP3, кото-
рый находится в средней ценовой категории 

и имеет достаточную точность для целей де-
монстрации концепции управления взглядом. 
Для применения в реальных условиях на борту 
воздушного судна точности данного айтреке-
ра будет недостаточно, поэтому рекомендуется 
использовать более дорогостоящее оборудова-
ние с улучшенными характеристиками.

Программа EyeTrackCoordConvertor осущест-
вляет взаимодействия с API (программный 
интерфейс приложения) айтрекера, считывая 
положение зрачков в координатах от 0 до 1 по 
высоте и ширине и передавая эти данные на об-
работчик координат, который конвертирует ко-
ординаты в требуемый формат для взаимодей-
ствия с курсором на экране бортового дисплея.

Программа Configuration Panel симулиру-
ет работу пульта управления индикацией и 
реконфигурацией. Данный пульт позволяет 
устанавливать различные режимы управления 
индикацией и реконфигурацией, в том числе 
режим управления с помощью взгляда.

Для включения режима управления взгля-
дом необходимо нажать на кнопку EYE, при 
этом светосигнализатор кнопки должен заго-
реться зеленым цветом.

Управление взглядом может осуществлять-
ся в двух режимах:
 � курсорный режим (при перемещении взгля-

да по дисплею курсор всегда двигается за 
точкой взгляда), который вызывается нажа-
тием на кнопку CURS;

 � режим прыжков (при перемещении взгляда 
по дисплею курсор скачком перемещается на 
ближайший к точке взгляда элемент), кото-
рый вызывается нажатием на кнопку JUMP.
Для активации выбранного с помощью взгля-

да элемента индикации используется кнопка, 
встроенная в кнюппель пульта.

Программа MFD симулирует работу бор-
тового дисплея. Данный дисплей отображает 
меню управления индикацией и реконфигу-
рацией, а также информационные кадры са-
молетных систем, рассчитанных на сенсорное 
управление. Модуль реконфигурации дисплея 
обрабатывает входящие данные от программы 
EyeTrackCoordConvertor и осуществляет нави-
гацию по интерактивным элементам инфор-
мационных кадров и элементам меню.

На программном уровне определение текуще-
го элемента осуществляется следующим образом:
 � строится карта всех видимых и незаблоки-

рованных интерактивных элементов инфор-
мационного кадра и меню (при изменении 
видимости и статуса блокировки карта пере-
страивается);

 � определяется ближайший к текущему по-
ложению взгляда интерактивный элемент 
(чтобы избежать перескакивания фокуса 
в случае, когда взгляд находится на стыке 

Рис. 1. Управление взглядом на демонстраторе THALES
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областей интерактивных элементов, ис-
пользуется гистерезис);

 � определенный элемент подсвечивается как 
элемент, получивший фокус.
Программа IOS Server обеспечивает комму-

никацию между MFD, EyeTrackCoordConvertor 
и Configuration Panel. Для отладки и контроля, 
а также для наглядной демонстрации принципа 
управления взглядом в IOS Server предусмотрена 
специальная панель, на которой отображаются 
все дисплеи ИУП демонстратора перспектив-
ной кабины (рис. 4, см. третью сторону облож-
ки). На одном из дисплеев всегда отображается 
красный квадрат, который соответствует поло-
жению взгляда. В случае необходимости отлад-
ки без айтрекера данная панель может приме-
няться для установки имитируемого положения 
взгляда путем непосредственного перетаскива-
ния красного квадрата мышкой или пальцем.

Для демонстрации функции управления 
взглядом рассмотрим выполнение задачи по пе-
реключению формата индикации. Выполним пе-
реключение навигационного кадра (ND) на кадр 
текстовых сообщений и информации о двигате-
лях (EWD), для этого выполним следующие шаги 
(рис. 5, 6, см. четвертую сторону обложки):

1) после включения режима управления 
взглядом переносим взгляд на кнопку вызова 
главного меню кадра, в результате чего курсор 
окажется на данной кнопке, а кнопка изменит 
цвет заливки;

2) на панели отладки и контроля красный 
квадрат появится в соответствующей зоне;

3) не отрывая взгляда от выбранной кнопки 
вызова, нажмем на кнюппель пульта управле-
ния индикацией и конфигурацией, в результа-
те чего откроется главное меню;

4) перенесем взгляд на кнопку вызова кадра 
EWD, в результате чего курсор окажется на дан-
ной кнопке, а кнопка изменит цвет заливки;

5) на панели отладки и контроля красный 
квадрат появится в соответствующей зоне;

6) нажмем на кнюппель пульта управления 
индикацией и конфигурацией, в результате 
чего появится кадр EWD.

Основная часть ИИС реализована на язы-
ке высокого уровня (c#) и позволяет быстро 
и удобно настраивать конфигурацию ИИС и 
обеспечивать высокую эффективность прото-
типирования ИУП.

3. Демонстратор информационно-
управляющего поля кабины перспективного 
самолета с функцией управления взглядом

Для отработки концепции управления 
взглядом во ФГУП "ГосНИИАС" был разра-
ботан лабораторный стенд с использованием 
ИИС, описанной выше, демонстрирующий ре-

ализуемость перспективных функций управле-
ния взглядом применительно к кабине самоле-
та. Данный стенд позволяет в рамках неболь-
шого рабочего поля отработать функционал по 
управлению ИУП кабины пилотов с помощью 
взгляда (рис. 7, см. четвертую сторону обложки).

В дальнейшем функционал, отработанный 
на базе данного стенда, был интегрирован 
в универсальный стенд прототипирования 
(УСП) кабины пилотов [8] на котором была 
проведена полноценная эргономическая оцен-
ка концепции управления взглядом с участием 
летных экспертов.

В результате оценки были сделаны следую-
щие выводы:
 � функция управления взглядом позволяет 

существенно увеличить скорость ряда типо-
вых операций по сравнению с классически-
ми способами взаимодействия с ИУП каби-
ны пилотов (такими как трекбол и тачпад);

 � в случае использования сенсорных диспле-
ев как основного способа взаимодействия 
с ИУП кабины пилотов функция управле-
ния взглядом может использоваться в ка-
честве резервного контура взаимодействия 
с ИУП на случай турбулентности;

 � при управлении взглядом достигается боль-
шее удобство за счет того, что пилот пре-
бывает в более комфортном положении, чем 
при использовании сенсорных дисплеев.

Заключение

На основе проведенного анализа имеющих-
ся решений в области построения ИУП с ис-
пользованием функции управления взглядом 
был выполнен синтез демонстратора ИУП ка-
бины перспективного самолета в рамках соот-
ветствующего НИР [123]. В основу демонстра-
тора легла специально разработанная ИИС, 
интегрированная в УСП кабины пилотов.

Данный демонстратор ИУП был апробиро-
ван с участием пилотов-экспертов и специали-
стов по сертификации на УСП кабины пилотов 
и получил положительную оценку. Научно-тех-
нический задел, полученный в результате дан-
ной работы, может быть использован при про-
тотипировании ИУП кабины пилотов и в со-
ставе бортовых перспективных комплексов.

Использование функции управления взгля-
дом в кабине перспективных летательных ап-
паратов реализует потенциальные преимуще-
ства для производителей самолетов, авиаком-
паний и пилотов, связанные с оптимизацией 
ИУП кабины, поэтому целесообразно продол-
жать развитие и внедрение функции управле-
ния взглядом в составе перспективных ИУП 
с учетом научно-технического задела, полу-
ченного в рамках данной работы.
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