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Методы анализа 
автоколебательных систем

с двумя упpавляющими 
элементами*

Введение

Pеëейные систеìы с äвуìя упpавëяþщиìи äвух-
позиöионныìи pеëейныìи эëеìентаìи явëяþтся
своеãо pоäа анаëоãоì систеì с тpехпозиöионныì
pеëейныì эëеìентоì. Пpи суììиpовании сиãнаëов
с выхоäов äвух иäенти÷ных äвухпозиöионных pеëей-
ных эëеìентов, есëи они сìещены по фазе, поëу÷а-
ется сиãнаë, котоpый иìеет тот же виä, ÷то и с вы-
хоäа тpехпозиöионноãо pеëейноãо эëеìента. Оäнако
испоëüзование äвух упpавëяþщих äвухпозиöионных
pеëейных эëеìентов наäеëяет систеìу опpеäеëенныì
пpеиìуществоì. В таких систеìах с поìощüþ сäви-
ãаþщих фиëüтpов весüìа пpосто изìенятü скваж-
ностü суììаpноãо сиãнаëа, от котоpой существен-
ныì обpазоì зависит аìпëитуäа автокоëебаний.

Пеpиодические движения

На pис. 1 изобpажена функöионаëüная схеìа
систеìы с äвуìя упpавëяþщиìи pеëейныìи эëе-
ìентаìи (PЭ1 и PЭ2).

В автоноìноì pежиìе (y(t) = 0) äвижение систе-
ìы заäается уpавненияìи

 = f(x, u), (1)

u1 = Φ(N тx, b), u2 = Φ(M тx, b), u = u1 + u2. (2)

Зäесü x = (x1, x2, ..., xn) — вектоp состояния, в ко-
тоpый, наpяäу с фазовыìи пеpеìенныìи объекта
упpавëения, вхоäят также пеpеìенные фазосäви-
ãаþщих звенüев ФЗ1, ФЗ2 (pис. 1); N т, M т и R т —
постоянные ìатpиöы, иìеþщие pазìеpностü 1 Ѕ n;
Φ — функöия, заäаваеìая ãpафикоì äвухпозиöи-
онноãо pеëейноãо эëеìента (pис. 2). Выпоëняется
усëовие сиììетpии: f(–x, –u) = –f(x, u).

В ка÷естве фазосäвиãаþщих звенüев обы÷но ис-
поëüзуþтся ëинейные фиëüтpы. На pис. 3 изобpаже-
ны сäвинутые по фазе выхоäные сиãнаëы с PЭ1 и
PЭ2 и суììаpный сиãнаë u(t).

Сиãнаëы, изобpаженные на pис. 3, соответствуþт
сиììетpи÷ноìу (x(T + t) = –x(t)) пеpиоäи÷ескоìу
äвижениþ (зäесü 2T — пеpиоä). В сиëу отìе÷енноãо
выøе свойства сиììетpии иìенно такоãо виäа авто-
коëебания, как пpавиëо, возникаþт в pеëейной сис-
теìе, изобpаженной на pис. 1. Даëее, äëя опpеäеëен-
ности поëожиì, ÷то в пеpиоäи÷ескоì äвижении
сиãнаë u1(t) опеpежает сиãнаë с выхоäа PЭ2 (pис. 3).

Уpавнение (1) зависит от упpавëения u(t). В пе-
pиоäи÷ескоì äвижении сиãнаë u(t) иìеет виä, изо-
бpаженный на pис. 3. Как и в сëу÷ае тpехпозиöион-
ноãо pеëейноãо эëеìента, он заäается äвуìя паpа-
ìетpаìи T и γ. Дëя опpеäеëения пеpиоäи÷ескоãо

Pассматpиваются системы с двумя упpавляющими иден-
тичными двухпозиционными pелейными элементами и нели-
нейными объектами упpавления. Пpедлагаются методы, по-
зволяющие опpеделить возникающие в таких системах пе-
pиодические движения, оценить их устойчивость, а также
выполнить линеаpизацию системы по полезному сигналу.
Совокупность указанных методов обpазует необходимый
инстpумент для синтеза данного класса систем.

Ключевые слова: нелинейная система, pелейные элемен-
ты, анализ автоколебаний.

 * Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 05-08-33506).
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Pис. 1

Pис. 2
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äвижения ìожно воспоëüзоватüся
фазовыì ãоäоãpафоì pеëейной
систеìы с тpехпозиöионныì pе-
ëейныì эëеìентоì [1], котоpый
заäается вектоp-функöией x*(T, γ).
Зäесü сиìвоëоì x*(T, γ) обозна-
÷ено зна÷ение вектоpа состояния
в пеpиоäи÷ескоì äвижении с па-
pаìетpаìи T и γ (pис. 3) в ìоìент
пеpекëþ÷ения упpавëения u(t)
с нуëя на пëþс.

Способы постpоения фазово-
ãо ãоäоãpафа äëя систеì с тpех-
позиöионныì pеëейныì эëеìентоì pассìотpены
в [1, 2]. Остановиìся кpатко на оäноì из них.

Обозна÷иì 

x(t) = F(x(0), u(t), t)

pеøение уpавнения (1) пpи

u(t) = A•1(t) – A•1(t – γT )

и на÷аëüноì усëовии x(0). Так как в фазовый ãоäо-
ãpаф вхоäят тоëüко сиììетpи÷ные пеpиоäи÷еские
pеøения, то то÷ка x*(T, γ) пpинаäëежит фазовоìу
ãоäоãpафу тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа она уäовëе-
твоpяет уpавнениþ

x*(T, γ) + F(x*(T, γ), u(t), T ) = 0. (3)

Постpоение фазовоãо ãоäоãpафа ìожет бытü свя-
зано с ÷исëенныì pеøениеì уpавнения (3). Хоpоøо
заpекоìенäоваë себя аëãоpитì [1]

yk + 1 = , k = 0, 1, 2, ... (4)

(yk → x* (T, γ) пpи k → ∞). Как показывает еãо пpак-
ти÷еское пpиìенение, он быстpо схоäится и позво-
ëяет сpавнитеëüно несëожно постpоитü фазовый
ãоäоãpаф систеìы.

Дëя опpеäеëения пеpиоäи÷ескоãо äвижения на-
pяäу с фазовыì ãоäоãpафоì x*(T, γ) необхоäиìо
постpоитü также ãоäоãpаф x**(T, γ), котоpый заäает
в пеpиоäи÷ескоì äвижении зна÷ение вектоpа состоя-
ния в ìоìент пеpекëþ÷ения упpавëения u(t) с пëþса
на ноëü. Гоäоãpаф x**(T, γ) ìожно ëеãко найти пу-
теì сäвиãа фазовоãо ãоäоãpафа x*(T, γ) по уpавне-
ниþ äвижения (1) на вpеìя γT. Такиì обpазоì,

x**(T, γ) = F(x*(T, γ), u(t), γT ). (5)

Вектоp-функöиþ x**(T, γ) буäеì называтü сдви-
нутым фазовым годогpафом.

Пеpиоä 2T и паpаìетp γ автокоëебаний, котоpые
возникаþт в автоноìной pеëейной систеìе (1), (2),
опpеäеëяþтся из усëовий

M тx*(T, γ) = b; N тx**(T, γ) = –b; (6)

M т (T, γ) > 0; N т (T, γ) < 0. (7)

Зäесü

(T, γ) = f(x*(T, γ), 0), (T, γ) = f(x**(T, γ), A),

2b — зна÷ение ãистеpезиса. Соотноøения (6), (7)
заäаþт усëовия пеpекëþ÷ения PЭ2 и PЭ1.

Pеøение уpавнений (6) öеëесообpазно выпоëнятü
ãpафи÷ескиì ìетоäоì Цыпкина [3]. Это позвоëит
найти все pеøения систеìы (6), (7). Деëо в тоì, ÷то
систеìа (1), (2) ìожет иìетü не оäно, а нескоëüко
пеpиоäи÷еских äвижений. Наëи÷ие нескоëüких ус-
той÷ивых пеpиоäи÷еских äвижений ìожет отpиöа-
теëüно сказатüся на pаботоспособности pеëейной
систеìы упpавëения. Дëя нахожäения пеpиоäи÷е-
ской тpаектоpии x(t) необхоäиìо пpоинтеãpиpоватü
уpавнение (1) в интеpваëе 0 m t m 2T с на÷аëüныì
усëовиеì x* (T, γ), поëожив

u(t) = A•1(t) – A•1(t – γT ) –
– A•1(t – T ) + A•1(t – (1 + γ)T ).

Устойчивость пеpиодических движений

В pеаëüной физи÷еской систеìе ìоãут набëþ-
äатüся тоëüко устой÷ивые пеpиоäи÷еские äвижения.
Поэтоìу опpеäеëение устой÷ивости автокоëебаний
явëяется важныì этапоì иссëеäования pеëейной
систеìы.

Пустü в автоноìной pеëейной систеìе (1), (2)
иìеет ìесто сиììетpи÷ное пеpиоäи÷еское pеøение
x(t) с паpаìетpаìи T, γ (2T — пеpиоä).

Возìущеннуþ тpаектоpиþ обозна÷иì (t) = x(t) +

+ δx(t), ãäе ваpиаöиþ δx(t) поëаãаеì ìаëой веëи÷и-
ной. Поëожиì в öеëях упpощения, ÷то функöия
f(x, u) явëяется ãëаäкой по x и непpеpывной по u.
Оäнако поëу÷аеìые ниже pезуëüтаты несëожно pас-
пpостpаняþтся на сëу÷ай, коãäа функöия f(x, u) яв-
ëяется pазpывной и äаже коãäа pазpывы иìеет (на-
пpиìеp, из-за уäаpа об упоpы) тpаектоpия x(t).

Поëаãая u(t) фиксиpованной функöией, запиøеì
äëя pассìатpиваеìой систеìы уpавнение в ваpиа-
öиях:

 = δx. (8)

y
k

F y
k

u t( ) T, ,( )–
2

----------------------------------

z– z –~

z– z –~

x~

dδx

dt
-------

∂f x u,( )
∂x

--------------
x x t( )=
u u t( )=

Pис. 3
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Pавенство (8) пpеäставëяет собой ëинейное оäно-
pоäное уpавнение с пеpеìенныìи коэффиöиента-
ìи. В соответствии с pис. 3 буäеì с÷итатü, ÷то в ин-
теpваëе 0 < t m T пеpекëþ÷ение упpавëения u(t) на
тpаектоpии x(t) пpоисхоäит в ìоìенты вpеìени γТ

и T, а на возìущенной тpаектоpии (t) — в бëизкие
ìоìенты вpеìени γТ + δ(γT ), T + δT. 

Обозна÷иì

Δx(γT ) = (γT + δ(γT )) – x(γT ). (9)

Опуская веëи÷ины, иìеþщие поpяäок ìаëости
выøе пеpвоãо, из (9) найäеì

Δx(γT ) = δx–(γT ) + (γT )δ(γT ). (10)

Зäесü и в äаëüнейøеì сиìвоëаìи δx–,  обозна-
÷аþтся пpеäеëы сëева. Ваpиаöия δ(γT ) опpеäеëяется
из усëовия пеpекëþ÷ения PЭ1:

δ(γT ) = – . (11)

Как и в (10), в pавенстве (11) не у÷итываþтся ве-
ëи÷ины, иìеþщие поpяäок ìаëости выøе пеpвоãо.
В äаëüнейøеì pавенства, в котоpых не у÷итываþтся
веëи÷ины, иìеþщие поpяäок ìаëости выøе пеp-
воãо, буäеì записыватü, не оãоваpивая это особо.
Из (10) и (11) сëеäует, ÷то

Δx(γT ) = δx–(γT ) – . (12)

В ìоìент t = T пеpекëþ÷ается PЭ2. По анаëоãии
с pавенствоì (12) найäеì

Δx(T ) = δx–(T ) – . (13)

Обозна÷иì V(t0, t0 + t) ноpìиpованнуþ фунäа-
ìентаëüнуþ ìатpиöу pеøений уpавнения (8). Зäесü
t0 — ìоìент, с котоpоãо pеøается уpавнение (8), так
÷то V(t0, t0) = I, ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа. Из (12)
и (13) сëеäует тоãäа

Δx(γT ) = G1δx(0), Δx(T ) = G2Δx(γT ), (14)

ãäе

G1 = V(0, γT ) – ; (15)

G2 = V(γT, T ) – . (16)

Из (14), в своþ о÷еpеäü, найäеì

Δx(T ) = Gδx(0), (17)

ãäе

G = G2G1.

Пpиниìая во вниìание сиììетpиþ уpавнений
äвижения (1), (2) и пеpиоäи÷ескоãо pеøения x(t)
(x(T + t) = –x(t)), pассìотpенныì выøе способоì
ëеãко установитü, ÷то

Δx(2T ) = GΔx(T ).

Вообще, иìеет ìесто pавенство

Δx((k + 1)T ) = GΔx(kT ), k = 0, 1, 2, ... (18)

О÷евиäно, пеpиоäи÷еское pеøение x(t) явëяется
оpбитаëüно устой÷ивыì, есëи Δx(kТ) → 0 пpи
k → ∞. Из теоpии ëинейных pазностных уpавнений
с постоянныìи коэффиöиентаìи известно, ÷то
pазностное уpавнение (18) устой÷иво, есëи все соб-

ственные ÷исëа λj, j = , ìатpиöы G уäовëетво-

pяþт неpавенству

|λj | < 1, j = . (19)

Такиì обpазоì, если выполняются неpавенства
(19), то пеpиодическое pешение x(t) асимптотически
оpбитально устойчиво.

Линеаpизация системы по полезному сигналу

Важной ка÷ественной хаpактеpистикой pеëейной
систеìы упpавëения, как и вообще ëþбой систеìы
автоìати÷ескоãо упpавëения, явëяется то÷ностü pе-
жиìа сëежения. Пpи синтезе pеëейной систеìы пpи-
хоäится анаëизиpоватü боëüøое ÷исëо ваpиантов.
Поэтоìу важное зна÷ение пpиобpетаþт пpостые пpи-
бëиженные ìетоäы иссëеäования, котоpые позво-
ëяþт сpавнитеëüно пpосто оöенитü то÷ностü pежи-
ìа сëежения. Линеаpизаöия систеìы по поëезноìу
сиãнаëу и явëяется такиì пpибëиженныì ìетоäоì.

Линеаpизаöия по поëезноìу сиãнаëу систеìы
с тpехпозиöионныì pеëейныì эëеìентоì pассìот-
pена в [4]. Оäнако наëи÷ие äвух äвухпозиöионных
pеëейных эëеìентов вносит в пpоöеäуpу ëинеаpи-
заöии опpеäеëеннуþ спеöифику.

Итак, пустü x(t) — пеpиоäи÷еское pеøение авто-
ноìной pеëейной систеìы (1), (2). Поäаäиì на вхоä
систеìы (сì. pис. 1) ìеäëенноìеняþщийся ìаëый
вхоäной сиãнаë y(t). Пеpиоäи÷еское äвижение яв-
ëяется установивøиìся äвижениеì автоноìной
систеìы (1), (2). Pежиì сëежения также пpеäстав-
ëяет собой установивøиеся äвижения неавтоноì-
ной систеìы. Обозна÷иì

(t) = x(t) + δx(t) (20)
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установивøееся äвижение неавтоноìной систеìы.

О÷евиäно, x(t) и (t) — бëизкие тpаектоpии, т. е.

ваpиаöия δx(t) явëяется ìаëой веëи÷иной.

Тpаектоpиþ (t) буäеì называтü возìущенной

вхоäныì сиãнаëоì. Как и выøе, на тpаектоpии

(t) пеpекëþ÷ение упpавëения пpоисхоäит в бëиз-

кие ìоìенты вpеìени γT + δ(γT ), T + ΔT.

Выøе уже отìе÷аëосü, ÷то на пpактике в ка÷ест-
ве фазосäвиãаþщих звенüев испоëüзуþтся ëинейные
фиëüтpы. Поэтоìу ниже, во избежание неопpав-
äанных усëожнений, буäеì с÷итатü, ÷то фазосäви-
ãаþщие фиëüтpы ФЗ1 и ФЗ2 заäаþтся соответст-
венно пеpеäато÷ныìи функöияìи W1(s) и W2(s).

Дëя ëинейных систеì спpавеäëив пpинöип су-
пеpпозиöии. Поэтоìу выхоäной сиãнаë звена ФЗ1
в pежиìе сëежения ìожно пpеäставитü в виäе

y1(t) + N т(x(t) + δx(t)), (21)

а звена ФЗ2 — в виäе

y2(t) + M т(x(t) + δx(t)). (22)

В pавенствах (21) и (22) y1(t) и y2(t) — устано-
вивøиеся pеøения фазосäвиãаþщих звенüев на вхоä-
ной сиãнаë y(t). Пpи заäанноì y(t) pеøения y1(t) и
y2(t) ëеãко нахоäятся по пеpеäато÷ныì функöияì
W1(s) и W2(s). 

Из усëовия непpеpывности тpаектоpий x(t) и
(t) сëеäует, ÷то

δx+(γT ) = δx–(γT ) + ( (γT ) – (γT ))δ(γT ). (23)

Зäесü сиìвоëаìи δx+,  обозна÷ены пpеäеëы
спpава. Ваpиаöия δ(γT ) опpеäеëяется из усëовия пе-
pекëþ÷ения PЭ1:

y1(γТ + δ(γТ)) + N т(x(γТ + δ(γT )) +

+ δx–(γT + δ(γT ))) = –b. (24)

Из (24) сëеäует

δ(γT ) = – . (25)

Пеpеäато÷ные функöии W1(s) и W2(s) выбиpаþт
такиì обpазоì, ÷тобы они не оказываëи сущест-
венноãо вëияния на пpохожäение сиãнаëа y(t). По-
этоìу y1(t) и y2(t) ìожно pассìатpиватü как ìеä-
ëенноìеняþщиеся (по отноøениþ к автокоëеба-
нияì) функöии. Из (25) сëеäует тоãäа, ÷то

δ(γT ) = – . (26)

Поäставëяя (26) в (23), найäеì

δx+(γT ) = δx–(γT ) –

– . (27)

Анаëоãи÷ныì обpазоì нетpуäно установитü, ÷то

δx+(T ) = δx–(T ) –

– . (28)

Из (27) и (28), в своþ о÷еpеäü, сëеäует

δx+(γT ) =

= V(0, γT ) – δx(0) –

– ; (29)

δx+(T ) =

= V(γT, T) – δx+(γT) –

– . (30)

Поäставëяя (29) в (30), поëу÷иì

δx+(T ) = Q2Q1δx(0) + Q2P1y1(γT ) + P2y2(T ). (31)

Зäесü

Q1 = V(0, γT ) – ;

Q2 = V(γT, T ) – ; (32)

P1 = – ; P2 = – .

Пpиниìая во вниìание сиììетpиþ систеìы и
пеpиоäи÷ескоãо pеøения x (t), анаëоãи÷но тоìу, как
это äеëаëосü выøе, найäеì

δx+(2T ) = Q2Q1δx+(T ) +

+ Q2P1y1((1 + γ)T ) + P2y2(2T ). 

Вообще, иìеет ìесто pавенство

δx((k + 1)T ) = Q2Q1δx(kT ) +

+ Q2P1y1((k + γ)T ) + P2y2((k + 1)T ). (33)
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МЕТОДЫ ТЕОРИИ АВТОМАТИЧЕСКОГО УПРАВЛЕНИЯ

Даëее, поскоëüку y1(t) — ìеäëенноìеняþщаяся

функöия, то вìесто (33) ìожно записатü

δx((k + 1)T ) = Q2Q1δx(kT ) + Q2P1y1((k + 1)T ) –

– Q2P1 ((k + 1)T )(1 – γ)T + P2y2((k + 1)T ). (34)

Pавенства (33) и (34) пpеäставëяþт собой ëиней-
ные неоäноpоäные pазностные уpавнения с посто-
янныìи коэффиöиентаìи. Они заäаþт так назы-
ваеìуþ äискpетнуþ ëинеаpизаöиþ по поëезноìу
сиãнаëу [4] изобpаженной на pис. 1 pеëейной сис-
теìы. Эти уpавнения ëеãко pеøаþтся.

Пустü δx(kT ), k = 0, 1, 2, ..., — pеøет÷атая функ-
öия, уäовëетвоpяþщая, напpиìеp, уpавнениþ (34).
Возìущенная вхоäныì сиãнаëоì тpаектоpия (t),
pассìатpиваеìая как pеøет÷атая функöия, заäается
pавенствоì

(kT ) = x(kT ) + δx(kT ). (35)

Зная pеøет÷атуþ функöиþ δx(kТ), с поìощüþ
уpавнения в ваpиаöиях (8) несëожно найти сìещен-
нуþ pеøет÷атуþ функöиþ δx((k + ε)T ), ãäе 0 < ε < 1.

Оäнако на пpактике, как пpавиëо, поëу÷ается хо-
pоøий pезуëüтат, есëи в уpавнении (35) аpãуìент kT
заìенитü на непpеpывное вpеìя t.

Pежиìу сëежения соответствует установивøееся
äвижение неавтоноìной pеëейной систеìы. Авто-
коëебания явëяþтся установивøиìся äвижениеì
автоноìной pеëейной систеìы. Поэтоìу пpи pеøе-
нии уpавнения (33) иëи (34) сëеäует искатü pеøе-
ние, соответствуþщее установивøеìуся пpоöессу.
Это обы÷но нетpуäно сäеëатü, оpиентиpуясü на пpа-
вуþ ÷астü pазностноãо уpавнения (33) иëи (34).

Возìущенная вхоäныì сиãнаëоì тpаектоpия (t)
заäается pавенствоì (20). Оäнако на пpактике ос-
новной интеpес пpеäставëяет ваpиаöия δx(t), так как
она заäает сpеäнее зна÷ение, на котоpое наëожены
автокоëебания.

Иноãäа пpи боëüøой аìпëитуäе автокоëеба-
ний öеëесообpазно уто÷нитü pезуëüтат, выäеëив
сpеäнее зна÷ение ваpиаöии на поëупеpиоäе. Пpи
kT m t m (k + 1)T сpеäнее зна÷ение pавно

δ = V(0, t)dtδx(kT ) +

+ V(γT, γT + t)dt(Q1δx(kT ) + P1y1(kT + γT )) .

Это сpеäнее зна÷ение сëеäует относитü к ìоìен-

ту вpеìени kT + .

Уpавнения (33) и (34) ìожно испоëüзоватü также
äëя кëасси÷еской ëинеаpизаöии, коãäа pеëейная сис-
теìа заìеняется пpостейøей ëинейной систеìой
с непpеpывныì вpеìенеì. Такуþ ëинеаpизаöиþ

ìожно выпоëнитü ëиøü в тоì сëу÷ае, коãäа объект
упpавëения соäеpжит тоëüко стати÷еские неëиней-
ности и звенüя с оãpани÷итеëяìи.

Буäеì пpеäпоëаãатü, ÷то кëасси÷еская ëинеаpи-
заöия возìожна на постоянный вхоäной сиãнаë
(особый сëу÷ай ëинеаpизаöии pассìотpен в [5]).
Pассìотpиì pежиì сëежения pеëейной систеìы за
постоянныì вхоäныì сиãнаëоì y = const. В этоì
сëу÷ае уpавнения (33) и (34) пpиниìаþт виä

δx((k + 1)T ) = Q2Q1δx(kT ) +

+ (Q2P1W1(0) + P2W2(0))y. (36)

Буäеì искатü ÷астное pеøение уpавнения (36),
поëожив

δx(kT ) = L, 

ãäе L — неизвестный постоянный вектоp. Из (36)
сëеäует

L = (I – Q2Q1)
–1(Q2P1W1(0) + P2W2(0))y.

На пpактике pеøет÷атуþ функöиþ δx(kT ) = L
÷асто ìожно заìенитü на функöиþ δx(t) = L. В этоì
сëу÷ае вектоp L заäает зна÷ение постоянной состав-
ëяþщей äëя фазовых пеpеìенных возìущенной
тpаектоpии (t). Дëя уто÷нения pезуëüтата ìожно
воспоëüзоватüся уpавнениеì в ваpиаöиях (8). В сиëу
сиììетpии систеìы и пеpиоäи÷ескоãо pеøения x(t)
постоянная составëяþщая выäеëяется путеì pас-
сìотpения пpоöесса на поëупеpиоäе:

δ  = V(0, t)dtL +

+ V(γT, γT + t)dt(Q1L + P1W1(0)y) . (37)

По вектоpу δ  ëеãко опpеäеëяþтся коэффиöи-
енты пеpеäа÷и по постоянной составëяþщей pе-
ëейноãо эëеìента и стати÷еских неëинейностей
(в звенüях с оãpани÷итеëяìи стати÷еская неëиней-
ностü выäеëяется искусственно) [5].

Постоянная составëяþщая на вхоäе в PЭ1 pавна

W1(0)y + N тδ , а на вхоäе в PЭ2 pавна W2(0)y +

+ M тδ . Даëее, как сëеäует из (26) и (28), постоян-
ные составëяþщие сиãнаëов u1(t) и u2(t) заäаþтся

pавенстваìи:

 = – ;

 = 

= – . (38)
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Пpимеp

На pис. 4 изобpажена стpуктуpная схеìа автоко-
ëебатеëüноãо ãазовоãо pуëевоãо пpивоäа. Пpивоä как
объект упpавëения соäеpжит звено с оãpани÷итеëя-
ìи в фоpìе жестких ìехани÷еских упоpов. Свобоä-
ное äвижение звена заäается уpавненияìи

 = x2;  = [Keu – 2ξTex2 – x1],

а äвижение на упоpе — уpавненияìи

 = 0;  = 0.

Зäесü Ke, Te — коэффиöиент усиëения и посто-
янная вpеìени äанноãо звена.

Пpеäпоëаãается, ÷то уäаp об упоp явëяется аб-
соëþтно неупpуãиì, т. е. есëи t1 — ìоìент вхоäа на
упоp, то

x1(t1 + 0) = x1(t1 – 0); x2(t1 + 0) = 0.

Вpеìя äвижения на упоpе опpеäеëяется знакоì
пpижиìаþщей сиëы [5]. Пpи äвижении на упоpе
äоëжно выпоëнятüся неpавенство

(Keu – x1)sign(x1) l 0.

Ниже пpивоäятся зна÷ения паpаìетpов систе-

ìы: A = 2; b = 0,01; Ke = 1; Te = 4,44•10–4; ξ = 0,6;

D = 0,5; Tg = 0,00145; Ωm = 50,5; Mm = 12; J = 6•10–4;

μ = 0,0024; Km = –18,73; Tf = 0,004; C1 = 0,384; C2 =

= 17,58.
С поìощüþ аëãоpитìов (4) и (5) быëи постpое-

ны основной и сäвинутый фазовые ãоäоãpафы, ко-
тоpые позвоëиëи установитü, ÷то в изобpаженной
на pис. 4 автоноìной систеìе иìеет ìесто пеpио-
äи÷еское äвижение пеpиоäа 2T = 0,02 с с паpаìет-
pоì γ = 0,7. На pис. 5 изобpажен виä (на поëупе-
pиоäе) фазовой пеpеìенной x1(t).

Дëя pассìатpиваеìой систеìы функöия f(x, u)
пpетеpпевает pазpывы. Боëее тоãо, тpаектоpии систе-

ìы также иìеþт pазpывы. Поэтоìу ваpиаöия δx(t)
буäет иìетü äопоëнитеëüный pазpыв в ìоìент t1
(схоä с оãpани÷итеëя совпаäает с ìоìентоì γT ).
Пpеобpазование вектоpа x в ìоìент уäаpа об упоp
заäается pавенствоì [5]

x1(t1 + 0) = Ex1(t1 – 0),

зäесü E = diag[1 0 1 1 1 1].
Пустü свобоäное äвижение систеìы (оãpани÷и-

теëи не äостиãаþтся) заäается уpавнениеì

 = Cx + Bu, (39)

а äвижение на оãpани÷итеëе — уpавнениеì

 = C*x + Bu. (40)

Обозна÷иì V(t) (V(t) = eCt) и W(t) (W(t) = eC*t)
ноpìиpованные фунäаìентаëüные ìатpиöы pеøе-
ний уpавнений (39) и (40).

Запиøеì пpеобpазование возìущенной тpаек-
тоpии в ìоìент t1:

(41)

x·1 x·2
1

Te
2

-----

x·1 x·2

dx

dt
----

dx

dt
----

Pис. 5

x+(t1) + (t1)δt1 + δx+(t1) =

= E(x–(t1) + (t1)δt1 + δx–(t1));

x–(t1) + (t1)δt1 + δx–(t1) = D.

x·
+

x·
–

x·
–

Pис. 4
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Из (41) сëеäует, ÷то

δx+(t1) = Eδx–(t1) – (E (t1) – (t1)) .   (42)

Ваpиаöии Δx(γТ ) и Δx(T ) по-пpежнеìу заäаþтся
pавенстваìи (12) и (13).

Матpиöа G, по собственныì ÷исëаì котоpой
оöенивается устой÷ивостü пеpиоäи÷ескоãо äвиже-
ния, иìеет виä

G = ,

ãäе

 = EV(t1) – ; (43)

ìатpиöы  и  опpеäеëяþтся pавенстваìи (15)

и (16), в котоpых V(0, γT ) сëеäует заìенитü на
W(γT – t1), а V(γT, T ) — на V(T – γT ); ìатpиöа

= (1 0 0 0 0 0).

Вы÷исëения показаëи, ÷то ìатpиöа G иìеет соб-
ственные ÷исëа λ1 = –0,03 + 0,13i; λ2 = –0,03 – 0,13i;
λ3 = –0,0037; λ4 = 0; λ5 = 0; λ6 = 0. Поскоëüку соб-
ственные ÷исëа уäовëетвоpяþт неpавенству (19), то
найäенное пеpиоäи÷еское pеøение асиìптоти÷е-
ски оpбитаëüно устой÷иво.

Pассìатpиваëся кëасси÷еский ваpиант ëинеаpи-
заöии pеëейной систеìы по поëезноìу сиãнаëу. Как
и выøе, пpи поëу÷ении ëинейноãо pазностноãо
уpавнения необхоäиìо у÷итыватü pазpыв ваpиаöии
в ìоìент t1. Уpавнение (36) в этоì сëу÷ае пpини-
ìает виä

δx((k + 1)T ) =

= δx(kT ) + ( P1 + P2W2(0))C2y. (44)

Постоянные составëяþщие выäеëяëисü с испоëü-
зованиеì pавенства 

δ  = V(t)dtL + W(t)dtδx+(t1 ) +

+ V(t)dtδx+(γT ) .

В пpоöессе ëинеаpизаöии pеëейные эëеìенты за-
ìеняþтся коэффиöиентаìи пеpеäа÷и по постоян-
ной составëяþщей äвижения. Быëо установëено,
÷то pеëейный эëеìент PЭ1 заìеняется коэффиöи-
ентоì пеpеäа÷и K1 = 0,504, а pеëейный эëеìент
PЭ2 — коэффиöиентоì K2 = 0,865. Звено с оãpа-

ни÷итеëеì пpеобpазовываëосü такиì обpазоì [5],
÷тобы выäеëитü в неì стати÷ескуþ неëинейностü.
Линеаpизаöия пpивоäит к заìене звена с оãpани-
÷итеëеì на коëебатеëüное звено

 = ,

ãäе K0 = 0,251; T0 = 2,22•10–4; ξ0 = 0,3.

Pассìатpиваëся pежиì сëежения за ãаpìони÷е-
скиì вхоäныì сиãнаëоì y(t) = a sinωt. Аìпëитуä-
ная и фазо÷астотная хаpактеpистики систеìы, по-
ëу÷енные по ëинеаpизованной ìоäеëи, сpавнива-
ëисü с хаpактеpистикаìи, поëу÷енныìи путеì ìо-
äеëиpования pеëейной систеìы на коìпüþтеpе.

Максиìаëüная оøибка по аìпëитуäе и фазе не
пpевыøает 4 %. Дëя систеìы со стати÷ескиì объ-
ектоì упpавëения [4] это хоpоøая то÷ностü.

Заключение

Хотя статüя посвящена анаëизу автокоëебатеëü-
ных систеì с äвуìя упpавëяþщиìи äвухпозиöион-
ныìи pеëейныìи эëеìентаìи, pазpаботанные в ней
ìетоäы оpиентиpованы, пpежäе всеãо, на синтез
систеìы. Фазовый ãоäоãpаф позвоëяет ëеãко фоp-
ìиpоватü законы упpавëения, обеспе÷иваþщие
в систеìе заäанные паpаìетpы автокоëебаний.
Метоä ëинеаpизаöии существенныì обpазоì упpо-
щает иссëеäование pежиìа сëежения и, как пока-
зывает накопëенный опыт, хаpактеpизуется хоpо-
øей то÷ностüþ. Pазpаботанные ìетоäы позвоëяþт
свести синтез pеëейной систеìы к pеøениþ сpав-
нитеëüно несëожной заäа÷и коне÷ноìеpной опти-
ìизаöии по то÷ности pежиìа сëежения.
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1. Метод последовательной паpаметpизации 
упpавляющих воздействий и pедукция

к задачам полубесконечной оптимизации

Эффективный путü пpеоäоëения сеpüезных затpуä-
нений, возникаþщих пpи pеøении сëожных кpае-
вых заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения (ЗОУ) объек-
таìи с pаспpеäеëенныìи паpаìетpаìи (ОPП), со-
стоит в их исхоäной постановке с заäанныì öеëевыì
ìножествоì в бесконе÷ноìеpноì фазовоì пpо-
стpанстве состояний ОPП.

Это ìножество отве÷ает заäанныì веëи÷инаì
оöениваеìых в pавноìеpной ìетpике äопусков ε на
откëонение от "ноìинаëüной" то÷ки, фиксиpуеìой
поëожениеì пpавоãо конöа фазовой тpаектоpии
в кëасси÷еской äвухто÷е÷ной схеìе [1—4].

Пpи такой интеpпpетаöии äопустиìых pезуëüти-
pуþщих состояний ОPП известные усëовия опти-
ìаëüности и äопоëнитеëüная инфоpìаöия о законо-
ìеpностях пpеäìетной обëасти во ìноãих ситуаöиях
позвоëяþт осуществитü констpуктивнуþ пpоöеäу-
pу пpеäваpитеëüной паpаìетpизаöии упpавëяþщих
возäействий и посëеäуþщей то÷ной pеäукöии ЗОУ
ОPП к заäа÷е ìатеìати÷ескоãо пpоãpаììиpования
с pассìатpиваеìыìи паpаìетpаìи в pоëи искоìых
неизвестных. Пpи этоì pазìеpностü заäа÷и оäно-
зна÷но опpеäеëяется указанныìи äопускаìи на от-
кëонение от "ноìинаëüной" то÷ки [1—6]. Соответст-
вуþщие фоpìаëüные постановки своäят ЗОУ ОPП
без каких-ëибо поãpеøностей в pаìках испоëüзуе-
ìых ìоäеëей к спеöиаëüныì заäа÷аì поëубесконе÷-

ной оптиìизаöии (ЗПО) с коне÷ныì ÷исëоì пеpе-
ìенных и бесконе÷ныì ÷исëоì оãpани÷ений. По-
сëеäние обусëовëены тpебованиеì обеспе÷ения äо-
пускаеìой то÷ности ε пpибëижения pезуëüтиpуþщеãо
состояния ОPП к заäанноìу ноìинаëüноìу состоя-
ниþ в пpеäеëах заpанее фиксиpуеìой обëасти изìе-
нения пpостpанственных аpãуìентов упpавëяеìой
веëи÷ины.

Аëãоpитìи÷ески то÷ные pеøения поäобных заäа÷
во ìноãих сëу÷аях ìоãут бытü поëу÷ены аëüтеpнанс-
ныì ìетоäоì [1—4], pаспpостpаняþщиì на ЗПО из-
вестные pезуëüтаты теоpии неëинейных ÷ебыøев-
ских пpибëижений.

Пpи испоëüзовании станäаpтных пpоöеäуp пpин-
öипа ìаксиìуìа äëя оптиìизаöии повеäения бес-
коне÷ноìеpных ìоäеëей ìоäаëüноãо пpеäставëения
ОPП [7] эффективная пpоöеäуpа паpаìетpизаöии
искоìых упpавëений во ìноãих сëу÷аях ìожет бытü
выпоëнена по спеöиаëüноìу аëãоpитìу на ìноже-
стве ãpани÷ных зна÷ений бесконе÷ноãо ÷исëа со-
пpяженных пеpеìенных Ψi(t), i = 1, 2, ..., в конöе

(t = t0) оптиìаëüноãо пpоöесса [5, 6]. На этоì ìно-
жестве фоpìиpуется упоpяäо÷енная опpеäеëенныì
обpазоì посëеäоватеëüностü коне÷ноãо ÷исëа N па-
pаìетpов, котоpые оäнозна÷но хаpактеpизуþт за-
висящуþ от выбоpа N стpуктуpу оптиìаëüноãо
упpавëения. Эта посëеäоватеëüностü обеспе÷ивает
с возpастаниеì N попаäание поä äействиеì äанноãо
упpавëения в öеëевые ìножества, сужаþщиеся к за-
äанной ноìинаëüной то÷ке. Теì саìыì ãаpантиpует-
ся возìожностü äостижения уìенüøаþщихся с pос-
тоì N откëонений ε от тpебуеìоãо в иäеаëе состояния
ОPП. В ка÷естве указанной посëеäоватеëüности вы-

биpается N-ìеpный вектоp Ψ(N) = (Ψi(t
0)), i = ,

коне÷ных зна÷ений пеpвых N сопpяженных функ-
öий, соответствуþщих пеpвыì N ìоäаì упpавëяе-
ìоãо выхоäа ОPП пpи pавных нуëþ остаëüных зна-

÷ениях Ψi(t
0) äëя i > N. Как показано в [5, 6], пpи

этоì, во-пеpвых, ìиниìаëüные в pавноìеpной ìет-

pике откëонения  пpостpанственно-pаспpеäе-

ëенноãо выхоäа ОPП от тpебуеìоãо состояния,
äостижиìые в кëассе упpавëений, оäнозна÷но ха-

pактеpизуеìых вектоpоì Ψ(N), ìонотонно убываþт

с pостоì N. Посëеäоватеëüностü откëонений ,

N = 1, 2, ..., опpеäеëяет сеìейство ìножеств, сужаþ-
щихся к ноìинаëüной то÷ке. Во-втоpых, pазìеp-

ностü N = N0 вектоpа паpаìетpов , хаpактеpи-

зуþщеãо иìенно оптиìаëüное упpавëение пpи за-
äанной веëи÷ине ε, устанавëивается по пpавиëу

N0 = ν äëя всех ε :  m ε < . (1)

Обсуждается констpуктивная пpоцедуpа паpаметpи-
зации упpавляющих воздействий и последующей точной pе-
дукции бесконечномеpной задачи оптимального упpавления
объектами с pаспpеделенными паpаметpами к задаче мате-
матического пpогpаммиpования с pассматpиваемыми паpа-
метpами в pоли искомых неизвестных.

Ключевые слова: система с pаспpеделенными паpаметpа-
ми, конечномеpная аппpоксимация, оптимальное упpавление.

 * Pабота поääеpжана ãpантоì PФФИ (пpоект 06-08-00041).
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Сëеäоватеëüно, N0 совпаäает со своей нижней ãpани-

öей по опpеäеëениþ , фиксиpуя, в зависиìости

от тpебуеìоãо зна÷ения ε, стpуктуpу оптиìаëüных
упpавëяþщих возäействий ìиниìаëüной сëожно-
сти [5, 6].

Известные вы÷исëитеëüные тpуäности связаны
со сëожныì хаpактеpоì зависиìостей упpавëяþщих
возäействий от ãpани÷ных зна÷ений сопpяженных
пеpеìенных [8, 9]. Эти тpуäности ìоãут бытü в зна-
÷итеëüной степени пpеоäоëены путеì пеpехоäа от

Ψ(N) к вектоpу паpаìетpов Δ(N) = (Δi), i = , äpу-

ãой пpиpоäы и, как пpавиëо, той же pазìеpности,
непосpеäственно хаpактеpизуþщеìу упpавëяþщие
возäействия в пpостpанственно-вpеìенной обëасти
их опpеäеëения [1—6]. Иноãäа ìожет бытü пpиìене-
на "сìеøанная" паpаìетpизаöия на ìножестве век-

тоpов  и , N1 + N2 = N. Поäобный пеpе-

хоä осуществëяется на базе известных усëовий опти-
ìаëüности и äопоëнитеëüной инфоpìаöии о базовых
законоìеpностях пpеäìетной обëасти, позвоëяþщих
во ìноãих сëу÷аях опpеäеëитü хаpактеp оптиìаëüных
упpавëяþщих возäействий на у÷астках их непpеpыв-
ноãо изìенения; выявитü, в зависиìости от заäанно-
ãо зна÷ения ε в (1), возìожные ваpианты коìпонов-
ки оптиìаëüных пpоãpаìì из этих у÷астков с коне÷-
ныì ÷исëоì pазpывов в то÷ках их сопpяжения, ко-
тоpые ÷аще всеãо и выступаþт в pоëи паpаìетpов Δi,

и постpоитü искоìые отобpажения Ψ(N) → Δ(N).

Пpи выбоpе Δ(N), поäобно Ψ(N), в виäе упоpяäо-
÷енной опpеäеëенныì обpазоì посëеäоватеëüно-
сти N паpаìетpов Δ1, Δ2, ..., ΔN ìиниìаëüно äости-

жиìые зна÷ения ε =  в кëассе упpавëений, оä-

нозна÷но хаpактеpизуеìых веëи÷иной Δ(N), ìоно-

тонно убываþт с pостоì N поäобно . Пpи этоì

в øиpокоì кëассе заäа÷ Δ(N)-паpаìетpи÷еской оп-
тиìизаöии сохpаняется пpавиëо (1) выбоpа pаз-

ìеpности N0 вектоpа , отве÷аþщеãо опти-

ìаëüноìу упpавëяþщеìу возäействиþ.

2. Точная pедукция к задачам упpавления 
конечномеpными подсистемами 

Описанный ìетоä посëеäоватеëüной паpаìет-
pизаöии упpавëяþщих возäействий на ìножестве
ãpани÷ных зна÷ений Ψi(t

0), i = , пеpвых N со-
пpяженных пеpеìенных пpеäусìатpивает pавенст-
во нуëþ бесконе÷ноãо ÷исëа всех остаëüных веëи-
÷ин Ψi(t

0) äëя i > N в конöе оптиìаëüноãо пpоöесса.
Как показано в [5], в тоì сëу÷ае, коãäа pавенства
нуëþ сохpаняþтся на всеì пpотяжении оптиìаëü-
ноãо пpоöесса, т. е. коãäа Ψi(t) = 0, t ∈ [0, t0] äëя всех

i > N, оптиìаëüное упpавëение коне÷ноìеpной поä-
систеìой N пеpвых ìоä функöии состояния ОPП
в заäа÷ах с заäанныìи их зна÷енияìи в конöе оп-
тиìаëüноãо пpоöесса оäновpеìенно явëяется pе-
øениеì исхоäной ЗОУ то÷ной бесконе÷ноìеpной
ìоäеëüþ объекта с теìи же кpаевыìи усëовияìи
äëя у÷итываеìых ìоäаëüных пеpеìенных, есëи пpи
этоì оптиìизиpуеìый функöионаë ка÷ества заäа-
ется в фоpìе некотоpой явной функöии тоëüко
этих составëяþщих pаспpеäеëенноãо выхоäа ОPП.

Поäобная ситуаöия скëаäывается, в ÷астности,
äëя уpавнений ìоäеëей ОPП, ëинейных по фазо-
выì пеpеìенныì, в типовых заäа÷ах быстpоäейст-
вия, ìиниìизаöии энеpãозатpат и пpиìенитеëüно
к некотоpыì äpуãиì кpитеpияì оптиìаëüности [5].

Возìожностü то÷ной pеäукöии к N-ìеpной ЗОУ
пpинöипиаëüно упpощает исхоäнуþ заäа÷у упpав-
ëения ìоäеëяìи ОPП бесконе÷ной pазìеpности.
Оäнако необхоäиìо у÷естü, ÷то на саìоì äеëе коне÷-
ные зна÷ения N упpавëяеìых ìоäаëüных пеpеìен-
ных связываþтся общиì тpебованиеì попаäания
в заäанное öеëевое ìножество, отве÷аþщее äопусти-
ìоìу зна÷ениþ ε в (1), и апpиоpи остаþтся неизвест-
ныìи. Поэтоìу зависящие от этих зна÷ений кон-
кpетные паpаìетpы оптиìаëüных пpоãpаìì упpав-
ëения в N-ìеpной ЗОУ все pавно äоëжны бытü
найäены по общей схеìе путеì pеäукöии к соответ-
ствуþщей заäа÷е поëубесконе÷ной оптиìизаöии и
ее посëеäуþщеãо pеøения аëüтеpнансныì ìетоäоì.

3. Задача двухканальной оптимизации
пpоцесса индукционного нагpева

В ка÷естве пpеäставëяþщеãо саìостоятеëüный
интеpес конкpетноãо пpиìеpа, иëëþстpиpуþщеãо
возìожности пpеäëаãаеìой ìетоäики, pассìотpиì
заäа÷у оптиìаëüноãо по быстpоäействиþ упpавëения
пpоöессоì инäукöионноãо наãpева ìетаëëи÷еских
поëуфабpикатов пеpеä обpаботкой äавëениеì [2, 4].

В pоëи упpавëяеìой веëи÷ины выступает теìпе-
pатуpное поëе θ(l, ϕ) наãpеваеìоãо изäеëия öиëин-
äpи÷еской фоpìы, изìенение котоpоãо во вpеìени
ϕ ∈ [0, ϕ0] и по pаäиаëüной кооpäинате l ∈ [0, 1]
описывается в относитеëüных еäиниöах неоäноpоä-
ныì оäноìеpныì уpавнениеì тепëопpовоäности
с ãpани÷ныìи усëовияìи втоpоãо pоäа. В пpостpан-
стве ìоäаëüных пеpеìенных zn, n = 1, 2, ... (теìпе-
pатуpных ìоä), пpеäставëяþщих собой коэффиöи-
енты pазëожения в pяä Фуpüе по собственныì
функöияì Бессеëя нуëевоãо поpяäка J0(μnl) соот-
ветствуþщей заäа÷и Штуpìа—Лиувиëëя, объект
упpавëения ìоäеëиpуется бесконе÷ной систеìой
обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений пеp-
воãо поpяäка [2]:

 = – zn + Wn(ξ)η(ξ)ν(ϕ) + J0(μn)q(ϕ),

n = 0, 1, 2, ... (2)

εmin
ν 1–( )~

1 N,

Ψ
N

1
( )

Δ
N

2
( )

εmin
N( )

εmin
N( )~

Δ
N

0
( )

1 N,

dzn

dϕ
------ μn

2
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Зäесü μn — собственные ÷исëа, μ0 = 0, μn > 0,
n = 1, 2, ...; Wn(ξ) — коэффиöиенты pазëожения
в pяä по J0(μnl ) функöии W(ξ, l) pаäиаëüноãо pас-
пpеäеëения внутpенних исто÷ников тепëоты, оп-
pеäеëяеìых известныìи законаìи pаспpостpанения
эëектpоìаãнитной воëны в пpовоäящей сpеäе;
q(ϕ) — поток тепëовых потеpü в пpоöессе наãpева;
η(ξ) — эëектpи÷еский КПД систеìы "инäуктоp—ìе-
таëë". В ка÷естве упpавëяþщих возäействий, на ко-
тоpые наëожены оãpани÷ения

0 m ν(ϕ) m 1, ξmin m ξ(ϕ) m ξmax, (3)

pассìатpиваþтся поëная ìощностü ν, потpебëяеìая
инäукöионной установкой от исто÷ника питания,
и ÷астота питаþщеãо инäуктоp тока, пpеäставëяеìая
в относитеëüных еäиниöах веëи÷иной ξ.

Теìпеpатуpное поëе восстанавëивается по зна÷е-
нияì zn в фоpìе суììы

θ(l, ϕ) = z0(ϕ) + zn(ϕ). (4)

Тpебуется найти оптиìаëüные упpавëения ν*(ϕ),
ξ*(ϕ), пеpевоäящие систеìу (2) за ìиниìаëüно

возìожное вpеìя ϕ0 =  пpи усëовиях (3) из на-

÷аëüноãо состояния θ(l, 0) ≡ θ0 = const в коне÷ное

θ(l, ϕ0) ≡ θ* = const > θ0 с заäанной абсоëþтной то÷-

ностüþ ε:

|θ(l, ϕ0) – θ*| m ε, ε > 0. (5)

Испоëüзуя станäаpтнуþ пpоöеäуpу пpинöипа ìак-
сиìуìа Понтpяãина (ПМП), спpавеäëивоãо пpиìе-
нитеëüно к pассìатpиваеìой бесконе÷ноìеpной за-
äа÷е оптиìизаöии [2], запиøеì функöиþ Гаìиëü-
тона—Понтpяãина:

H(z, Ψ, ν, ξ) = –1 + Ψn(ϕ)[– zn +

+ Wn(ξ)η(ξ)ν(ϕ) + J0(μn)q(ϕ)]. (6)

Зäесü сопpяженные пеpеìенные Ψn(ϕ) с коне÷-
ныìи зна÷енияìи Ψn(ϕ0) явëяþтся pеøенияìи
систеìы уpавнений

 = –  = Ψi, i = 0, 1, 2, ..., (7)

пpиниìаþщиìи сëеäуþщий виä:

Ψi(ϕ) = Ψi(ϕ
0) , i = 0, 1, 2, ... (8)

Выпоëниì пpоöеäуpу паpаìетpизаöии искоìых
упpавëений на ìножестве зна÷ений вектоpа Ψ(N) =
= (Ψi (ϕ

0)), i = , поëаãая

Ψi(ϕ
0) = , i = , Ψi(ϕ

0) = 0, i l N, (9)

ãäе , i = , — некотоpые заpанее неизвест-
ные ÷исëа. Pавенства (9) пpеäставëяþт собой усëо-
вия тpансвеpсаëüности, соответствуþщие кpаевой
заäа÷е оптиìаëüноãо упpавëения объектоì (2), (3)
с фиксиpованныìи коне÷ныìи зна÷енияìи zn(ϕ0),
n = , пеpвых N фазовых кооpäинат в (2) и
свобоäныì пpавыì конöоì тpаектоpии äëя остаëü-
ных составëяþщих zn(ϕ

0) äëя n l N [5, 6]. Соãëасно
(8), (9) все сопpяженные пеpеìенные äëя n l N бу-
äут тожäественно pавны нуëþ:

Ψi(ϕ) ≡ 0, i l N, (10)

и тоãäа вìесто (6), (7) поëу÷иì:

H(z, Ψ, ν, ξ, ϕ) = –1 + Ψn(ϕ)[- zn + 

+ Wn(ξ)η(ξ)ν(ϕ) + J0(μn)q(ϕ)];

 = Ψi, μ0 = 0, μ1 > 0, i = . (11)

Соотноøения (11) вìесте с усëовияìи ìаксиìу-
ìа функöии H в (11)

H(z*(ϕ), Ψ*(ϕ), ν*(ϕ), ξ*(ϕ), ϕ) =

= H(z*(ϕ), Ψ*(ϕ), ν(ϕ), ξ(ϕ), ϕ) (12)

и пеpвыìи N уpавненияìи объекта (2)

 = – zn + Wn(ξ)η(ξ)ν(ϕ) + J0(μn)q(ϕ),

n = , (13)

обpазуþт вìесте с заäанныìи зна÷енияìи zn(ϕ
0),

n = , кpаевуþ заäа÷у ПМП äëя упpавëения
усе÷енной поäсистеìой (13). Pеøение этой заäа÷и
оäновpеìенно явëяется pеøениеì исхоäной ЗОУ бес-
коне÷ноìеpныì объектоì (2) с теìи же фиксиpован-

ныìи зна÷енияìи zn(ϕ
0), n = , и свобоäныìи

зна÷енияìи zn(ϕ
0) äëя всех n l N. Такиì обpазоì,

äостато÷но найти Ψ(N)-паpаìетpизованнуþ стpукту-
pу оптиìаëüных упpавëяþщих возäействий ëиøü
äëя объекта (13) N-ãо поpяäка.

Оãpани÷иìся äаëее хаpактеpныì сëу÷аеì ε = 
в (5), äëя котоpоãо N0 = N = 2 в (9)—(13), соãëасно
пpавиëу (1). Усëовие ìаксиìуìа (12) сpазу опpеäе-
ëяет pеëейный хаpактеp оптиìаëüноãо упpавëения
по ìощности наãpева:

ν*(ϕ) = 1 + sign η(ξ) W0(ξ) +

+ W1(ξ) . (14)

В öеëях отыскания пpостых анаëити÷еских пpи-
бëижений äëя ξ*(ϕ) воспоëüзуеìся непpеpывныìи

n 1=

∞

∑
2J0 μnl( )

J0
2

μn( )
----------------

ϕmin
0

l 0 1,[ ]∈
max

n 0=

∞

∑ μn
2

dΨi

dϕ
------- ∂H

∂zi

------ μi
2

e
μ
i

2
ϕ ϕ

0
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0 N 1–,

Ψi
~ 0 N 1–,
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0 N 1–,
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dΨi
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0 N 1–,
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dzn
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паpабоëи÷ескиìи аппpоксиìаöияìи зависиìостей
η(ξ) и W1(ξ) [2]:

(15)

уäовëетвоpитеëüныìи по то÷ности в pабо÷еì äиапа-
зоне ÷астот пpи выбоpе коэффиöиентов b0, b, m0, m,
α и ξp ìетоäоì наиìенüøих кваäpатов [2].

Анаëиз повеäения функöии Понтpяãина (11) пpи
N = 2 с поäстановкой выpажений (15) пpивоäит по
усëовиþ (12) ìаксиìуìа H по ξ к сëеäуþщеìу аë-
ãоpитìу ÷астотноãо упpавëения [2]:

ξ*(ϕ) = (16)

ãäе ξ0 = ξp, есëи ξmax l ξp, иëи ξ0 = ξmax, есëи ξmax < ξp; 

A = ; B = , (17)

и ìоìенты вpеìени ϕ1, ϕ2, ϕ3 опpеäеëяþтся äопоë-
нитеëüныìи усëовияìи непpеpывности зависиìо-
сти (16) в то÷ках ϕ1, ϕ2 и pавенствоì нуëþ пpи ϕ = ϕ3
составëяþщей функöии Понтpяãина, зависящей
в явной фоpìе от ξ:

A  – B = ; A  – B = ;

A  + W1(ξmin)  = 0. (18)

Выpажения (14), (16), (17) вìесте с pавенстваìи
(18) опpеäеëяþт Ψ(N) = ( , ) — паpаìетpи÷е-
ское пpеäставëение искоìых упpавëяþщих возäей-
ствий, отëи÷аþщихся хаpактеpной неëинейностüþ
типа signΨ в (14). В то же вpеìя ëеãко показатü [2],
÷то pеëейная функöия (14) иìеет не боëее оäноãо
пеpекëþ÷ения в то÷ке ϕ = ϕ3; оптиìаëüная пpоãpаì-

ìа изìенения ìощности наãpева записывается то-
ãäа в фоpìе

ν*(ϕ) = (19)

и соотноøения (18) ìожно pассìатpиватü как пpавиëа
отобpажения Ψ(N) → Δ(N) пpи пеpехоäе к Δ(N) — па-
pаìетpи÷ескоìу пpеäставëениþ аëãоpитìов опти-
ìаëüноãо упpавëения виäа (16), (19) на ìножестве
паpаìетpов Δ(N) = (ϕ3, ϕ

0), непосpеäственно хаpакте-
pизуþщих повеäение ν*(ϕ) и ξ*(ϕ) во вpеìени. Пpи
этоì на основании (18) сëеäует выпоëнитü в (16)
поäстановки:

A = – ; ϕ2 = – ln ;

ϕ1 = – ln . (20)

Даëüнейøая пpобëеìа своäится к опpеäеëениþ
оптиìаëüных зна÷ений ϕ3 и ϕ0 исхоäя из пpеäъявëяе-
ìых к бесконе÷ноìеpной ìоäеëи объекта (4) тpебо-
ваний äостижения за ìиниìаëüно возìожное вpеìя
ϕ0 заäанной то÷ности наãpева в (5) пpи ε = , за-
ìеняþщих фиксаöиþ апpиоpи неизвестных веëи-
÷ин z0(ϕ

0) и z1(ϕ
0).

Аëüтеpнансный ìетоä pеøения этой заäа÷и пpе-
äусìатpивает на пеpвоì этапе pеäукöиþ pассìатpи-
ваеìой ЗОУ к заäа÷е поëубесконе÷ной оптиìизаöии:

ϕ0 → ;

|θ(l, Δ(N)) – θ*| m , Δ(N) = (ϕ3, ϕ
0), (21)

ãäе θ(l, Δ(N)) — pаäиаëüное pаспpеäеëение теìпеpа-
туpы в конöе оптиìаëüноãо по быстpоäействиþ пpо-
öесса упpавëения, поëу÷аеìое интеãpиpованиеì уpав-
нений объекта (2) в фоpìе суììы pяäа (4) пpи паpа-
ìетpизованных, соãëасно (16), (19), (20), упpавëяþщих
возäействиях ν*(ϕ3, ϕ

0, ϕ) и ξ*(ϕ3, ϕ
0, ϕ) в виäе яв-

ной функöии от искоìых паpаìетpов Δ(N) = Δ(2) =
= (ϕ3, ϕ

0) и пpостpанственной кооpäинаты l [2].

Аëüтеpнансные свойства и известный хаpактеp
pаäиаëüноãо pаспpеäеëения теìпеpатуpы θ(l, Δ(N))
[1—4] своäят ЗПО (21) к pеøениþ станäаpтныìи
способаìи сëеäуþщей систеìы ÷етыpех уpавнений:

(22)

η(ξ) = 

W1(ξ) = 

b0 , 0 < ξ < ξp;

ηmax = b0  = const, ξ l ξp;

ξ
m

0

ξp

m
0

–α – bξm, 0 < ξ < ξp;

W1(ξ), ξ l ξp,

Pезультиpующее pадиальное
pаспpеделение темпеpатуpы

q(l, j3, j
0) – q* и оптималь-

ные упpавляющие воздейст-
вия x*(j) и n*(j)

ξ0, 0 m ϕ m ϕ1;

A  – B , ϕ1 m ϕ m ϕ2;

ξmin, ϕ2 m ϕ m ϕ3 m ϕ0,
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в то÷ках с ìиниìаëüно äопустиìой pезуëüтиpуþщей
теìпеpатуpой на оси öиëинäpа (l = 0) и на еãо боковой
повеpхности (l = 1) и в то÷ке теìпеpатуpноãо ìак-
сиìуìа внутpи попеpе÷ноãо се÷ения l = lЭ2 ∈ (0, 1)
(сì. pисунок) относитеëüно искоìых паpаìетpов ϕ3,
ϕ0, неизвестной веëи÷ины  и кооpäинаты l = lЭ2.
Возìожностü попутноãо вы÷исëения ìиниìакса

 пpеäставëяет саìостоятеëüный интеpес.
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Линейно�матpичный метод 
синтеза pегулятоpа
пpи симметpизации

фазовых огpаничений

Введение

Пpи упpавëении äинаìи÷ескиìи объектаìи (в ÷а-
стности, ëетатеëüныìи аппаpатаìи) оäной из акту-
аëüных заäа÷ явëяется обеспе÷ение жеëаеìых (пpо-
ãpаììных) pежиìов äвижения. Пpи pеøении этой
заäа÷и возникаþт pазëи÷ные пpобëеìы, в ÷исëе ко-
тоpых сëеäует отìетитü наëи÷ие тех иëи иных неоп-
pеäеëенностей, не позвоëяþщих иìетü поëнуþ ин-
фоpìаöиþ о ìоäеëи объекта (о пеpеìенных äви-
жения). К ниì ìожно отнести: стpуктуpные и па-
pаìетpи÷еские неопpеäеëенности ìатеìати÷еской
ìоäеëи; внеøние и внутpенние неопpеäеëенности,
опpеäеëяеìые возäействияìи на объект и возìуще-

нияìи в канаëах изìеpитеëей. В общеì сëу÷ае то÷ная
pеаëизаöия жеëаеìоãо äвижения невозìожна, и по-
тоìу pассìатpиваеìуþ заäа÷у öеëесообpазно сфоp-
ìуëиpоватü как заäа÷у обеспе÷ения пpоãpаììных pе-
жиìов äвижения с äопустиìой то÷ностüþ. То÷ностü
pеаëизаöии ìожно pассìатpиватü как обеспе÷ение
некотоpых фазовых оãpани÷ений, котоpыì äоëжны
уäовëетвоpятü пpоãpаììные тpаектоpии äвижения.

Пpобëеìе синтеза пpоãpаììных pежиìов äвиже-
ния посвящены ìноãо÷исëенные pаботы [1—5]. Оä-
нако пpеäëаãаеìые в них поäхоäы, как пpавиëо, пëо-
хо у÷итываþт как пеpе÷исëенные неопpеäеëенности,
так и наëи÷ие pазëи÷ных оãpани÷ений на пеpеìен-
ные äвижения, в тоì ÷исëе и фазовые. В то же вpеìя
иìеþтся pазëи÷ные ìетоäы, котоpые ìожно испоëü-
зоватü äëя pеøения вновü сфоpìуëиpованной заäа-
÷и: пpинöип ìаксиìуìа Понтpяãина; ìетоä äинаìи-
÷ескоãо пpоãpаììиpования; ìетоä функöий Ляпуно-
ва. В pаботах [6—10] pассìатpивается их пpиìенение
к поäобныì заäа÷аì. Оäнако и в этоì сëу÷ае не уäа-
ется поëностüþ pеøитü заäа÷у из-за высокой pазìеp-
ности ìоäеëи, сëожности фоpìиpуеìых соотноøе-
ний, тpуäности у÷ета pазëи÷ных оãpани÷ений. В äан-
ной статüе пpеäëаãается поäхоä, позвоëяþщий не-
посpеäственно у÷итыватü pазëи÷ные оãpани÷ения
на систеìу (в пеpвуþ о÷еpеäü фазовые), анаëизиpо-
ватü pазpеøиìостü (существование) относитеëüно
тpебуеìоãо закона упpавëения и фоpìиpоватü упpав-
ëение по заäанныì фазовыì оãpани÷енияì. 

Постановка задачи

Оãpани÷иìся ëинейныìи ìоäеëяìи (в äостато÷-
но общеì сëу÷ае их ìожно поëу÷итü пpи ëинеаpи-
заöии пpоизвоëüных ìоäеëей относитеëüно пpо-

εmin
2( )

εmin
2( )

Пpедлагается подход к pешению задачи постpоения pе-
гулятоpа (в общем случае pобастного) для динамической сис-
темы из условия обеспечения фазовых огpаничений на основе
линейно-матpичных соотношений. За счет пpеобpазования
огpаничений к симметpичному виду (пpямоугольному паpал-
лелепипеду) удается получить линейное матpичное уpавне-
ние относительно паpаметpов pегулятоpа. Исследуется его
pазpешимость.

Показано, как синтезиpовать pегулятоp. 

Ключевые слова: линейно-матpичный синтез; симметpи-
зация фазовых огpаничений; условия pазpешимости задачи
синтеза. 
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ãpаììных тpаектоpий) в пpостpанстве состояний
виäа:

 = Ax + Bu + Dv, (1)

ãäе x, u, v — (n Ѕ 1)-, (m Ѕ 1)-, (r Ѕ 1)-ìеpные век-
тоpы состояния, упpавëения и возìущения соот-
ветственно; A, В, D — (n Ѕ n)-, (n Ѕ m)-, (n Ѕ r)-ìеp-
ные ìатpиöы соответственно. Вектоpы u, v уäовëе-
твоpяþт оãpани÷енияì

u ∈ U, v ∈ V, (2)

U ∈ Rm, V ⊂ Rr — некотоpые заäанные ìножества
в евкëиäовых пpостpанствах Rm, Rr. Вектоp состоя-
ния х äоëжен уäовëетвоpятü фазовыì оãpани÷енияì
виäа

x = x(t) ∈ Q(t), t l t0, (3)

Q = Q(t) ⊂ Rn — некотоpое заäанное ìножество
в пpостpанстве состояний Rn. 

С÷итаеì, ÷то Q явëяется выпукëыì ìноãоãpан-
никоì в Rn и описывается сëеäуþщиìи соотноøе-
нияìи:

Q = {x ∈ Rn : ψi(x, t) m 0, 1 ∈ ;

ψi(x, t) = (αi, x) – qi(t)}, (4)

qi(t), α
i — заäанные скаëяpная функöия и (n Ѕ 1)-ìеp-

ный вектоp.
В äаëüнейøеì буäеì pассìатpиватü тоëüко ста-

öионаpный сëу÷ай, коãäа (1) явëяется стаöионаpной
систеìой и, кpоìе тоãо,

αi ≡ const, qi(t) = qi ≡ const ∀i ∈ .

Пустü Q явëяется сиììетpи÷ныì относитеëüно
на÷аëа кооpäинат O ∈ Rn ìноãоãpанникоì (pис. 1).
Кpоìе тоãо, буäеì pассìатpиватü тоëüко такие сиì-
ìетpи÷ные ìноãоãpанники, у котоpых общее ÷исëо
ãpаней в Rn pавно 2n.

Тpебуется äëя систеìы (1) выбpатü такой закон
упpавëения

u = Ky, y = Cx, (5)

ãäе y — (l Ѕ 1)-ìеpный вектоp выхоäа; K, C —
(m Ѕ l )-, (l Ѕ n)-ìеpные ìатpиöы pеãуëятоpа и вы-
хоäа (изìеpения) соответственно, ÷тобы с у÷етоì
оãpани÷ений (2) обеспе÷иваëисü фазовые оãpани-
÷ения (3).

Фоpмиpование достаточных условий pазpешимости

Дëя pеøения поставëенной заäа÷и воспоëüзу-
еìся ìетоäоì ваpиаöии фазовых оãpани÷ений
(МВФО), pассìотpенныì в pаботах [11, 12], кото-
pый в общеì сëу÷ае описывается соотноøенияìи
сëеäуþщеãо виäа:

(∇xψi, f(x, u, v)) +  m 0 ∀x ∈ ΓQ  ΓQi, i ∈ , 

t l t0, (6)

ãäе ∇xψi — ãpаäиент функöии ψi(x, y); f(•) = Ax +

+ Bu + Dv; (X, Y) = XiYi — скаëяpное пpоизвеäе-

ние вектоpов X, Y ∈ Rn; ΓQ — ãpаниöа ìноãоãpанника
Q; ΓQi — повеpхностü, обpазуþщая i-þ ãpанü ìно-

ãоãpанника Q(ψi(x, t) = 0, x ∈ Rn). Дëя pассìатpи-

ваеìоãо сëу÷ая фазовых оãpани÷ений с у÷етоì [13]
неpавенства (6) пpивоäятся к виäу (зäесü v ≡ 0)

( αi, ) –  < 0, t l t0, i ∈ , υ ∈ ; (7)

 = A + BKC;  — пpоизвоëüная веpøина i-й ãpа-

ни ΓQ  ΓQi ìноãоãpанника Q; Ni — ÷исëо веpøин

на i-й ãpани.

Есëи в ка÷естве Q испоëüзуется сиììетpи÷ный
относитеëüно O ∈ Rn ìноãоãpанник с 2n ãpаняìи
(тоãäа χ = 2n), то соотноøения (7) эквиваëентны
сëеäуþщиì:

( αi, ) –  < 0, t l t0, i ∈ , υ ∈ , (8)

Ni = N = 2n – 1 ∀ i ∈ , поскоëüку äëя пpотиво-
поëожных ãpаней ìноãоãpанника Q неpавенства
совпаäаþт. Пpи этоì нуìеpаöия ãpаней явëяется
пpоизвоëüной. 

Дëя указанноãо выøе сëу÷ая неpавенства (8) пpи-
ниìаþт виä 

(9)

Поскоëüку нуìеpаöия ãpаней явëяется пpоизвоëü-
ной, то выбеpеì пpоизвоëüнуþ веpøину M ∈ Q,
явëяþщуþся пеpесе÷ениеì n ãpаней, и иìенно эти
ãpани пеpенуìеpуеì от 1 äо n. С у÷етоì этоãо заäа÷у
синтеза сфоpìуëиpуеì сëеäуþщиì обpазоì: äëя
систеìы (1) тpебуется синтезиpоватü такой закон
упpавëения (5), ÷тобы с у÷етоì оãpани÷ений (2)

äëя пpоизвоëüной веpøины M = (ΓQi  ΓQ)

обеспе÷иваëосü выпоëнение неpавенств (9).

x·

1 χ,

1 n,

Pис. 1. Фазовый многогpанник
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Пpиведение задачи к эквивалентному виду

Пpеобpазуеì ìноãоãpанник Q к боëее уäобноìу
виäу — пpяìоуãоëüноìу паpаëëеëепипеäу, ãpани
котоpоãо паpаëëеëüны кооpäинатныì ãипеpпëоско-
стяì пpостpанства Rn. Поäобное пpеобpазование
всеãäа ìожно осуществитü, есëи Q уäовëетвоpяет
пеpе÷исëенныì выøе усëовияì. Дëя этоãо пеpейäеì
в Rn к новоìу базису, в котоpоì ìноãоãpанник Q
иìеет жеëаеìый виä (оси сиììетpии совпаäаþт
с осяìи кооpäинат пpостpанства Rn). Пустü

z = Tx, (10)

z – (n Ѕ 1)-ìеpная новая пеpеìенная, T – (n Ѕ n)-
ìеpная невыpожäенная ìатpиöа пpеобpазования,
с поìощüþ котоpоãо Q пpивоäится к пpяìоуãоëü-
ноìу паpаëëеëепипеäу  (pис. 2).

Есëи, напpиìеp, x i и z i, i ∈ , — оси сиììет-

pии паpаëëеëепипеäов Q и  соответственно, то

T = ZX–1, (11)

X = [x1 x2 ... xn], Z = [z1 z2 ... zn] — (n Ѕ n)-ìеpные
невыpожäенные ìатpиöы.

С у÷етоì (10) уpавнение состояния систеìы (1)
пpивоäится к виäу

(12)

Пpи этоì

u = Ky, у = z,  = CT –1; (13)

 =  + K . (14)

Pассìотpиì соотноøения (9). Дëя i-й ãpани Q
поëу÷иì

(s, ) < 0, υ ∈ . (15)

Кажäое υ-е неpавенство выпоëняется, есëи s ∈ ;

Rn =   ,  = {s ∈ Rn : (s, ) = 0};

,  — поëупpостpанства, ëежащие по pазные

стоpоны от поäпpостpанства (ãипеpпëоскости) .

Тоãäа äëя выпоëнения (15) необхоäиìо и äос-
тато÷но, ÷тобы

s ∈ Ki = , (16)

ãäе Ki — конус с веpøиной в на÷аëе кооpäинат и N

ãpаняìи, пpинаäëежащиìи, соответственно, ãи-

пеpпëоскостяì . О÷евиäно, неpавенства (9) вы-

поëняþтся тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа

αi ∈ Ki, i ∈ . (17)

Пpи этоì Ki — впоëне опpеäеëенный (фиксиpо-

ванный) конус, поскоëüку он заäается с поìощüþ N

фиксиpованных веpøин , υ ∈ , i-й ãpани

ΓQi  ΓQ ìноãоãpанника Q. Нетpуäно поëу÷итü

анаëити÷еские соотноøения, позвоëяþщие заäаватü
конус Ki. Дëя этоãо воспоëüзуеìся еãо пpеäставëе-

ниеì в новой систеìе кооpäинат, в котоpой  яв-

ëяется пpяìоуãоëüныì паpаëëеëепипеäоì.

Дëя пpоизвоëüной веpøины M ∈  спpавеäëиво
выpажение

M = ; mi, i ∈ , — кооpäинаты веpøин.

Есëи M пpинаäëежит i-й ãpани паpаëëеëепипе-
äа , т. е. M ∈ Γ   Γ , то ее в сиëу сиììет-
pи÷ности  ìожно пpеäставитü в виäе 

M = [±m1 ... ±mi – 1mi ± mi + 1 ... ±mn]
т. 

О÷евиäно, по пpоизвоëüной веpøине M ìожно
восстановитü весü паpаëëеëепипеä . Тоãäа äëя i-й
ãpани ìноãоãpанника  с у÷етоì (15) конус Ki за-
äается с поìощüþ сëеäуþщеãо соотноøения:

Ki = x ∈ Rn : mixi + (±mj)xj m 0 , (18)

ãäе i-е кооpäинаты всех j ≠ i веpøин  ∈ Γ   Γ

совпаäаþт и pавны mi, а все остаëüные кооpäинаты

веpøин на ãpани Γ   Γ  ìоãут пpиниìатü зна-

Q

Pис. 2. Пpямоугольный фазовый многогpанник
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÷ения ±mj, j ∈ \i. Дëя опpеäеëенности выбеpеì

веpøину M, у котоpой

mj < 0   ∀i ∈ . (19)

Тоãäа конус Ki (pис. 3) заäается неpавенствоì

xi l (±mj)xj. (20)

Нетpуäно виäетü, ÷то Ki явëяется сиììетpи÷ной
фиãуpой, пpи÷еì осüþ сиììетpии конуса Ki явëя-
ется поëожитеëüная поëуосü Ozi.

Соãëасно свойстваì ãипеpпëоскости (4) в Rn [14]

вектоp αi оpтоãонаëен к ее повеpхности. Сëеäова-

теëüно, αi оpтоãонаëен к повеpхности i-й ãpани

Γ   Γ  пpяìоуãоëüноãо паpаëëеëепипеäа .

Отсþäа, с у÷етоì пpеäпоëожения о выбоpе M (19),

поëу÷иì αi = . Тоãäа

αi = αi = [  ... ]αi = – , i ∈ , (21)

 – i-я (n Ѕ 1)-ìеpная вектоp-стpока ìатpиöы .

С у÷етоì опpеäеëения ìатpиöы  (14) поëу÷иì 

 =  + K
т

, (22)

ãäе ,  — соответственно (n Ѕ 1)-, (m Ѕ 1)-ìеp-

ные i-e вектоp-стpоки ìатpиö , . 
В pезуëüтате с у÷етоì (17) поëу÷иì соотноøение

–(  + K
т

) ∈ Ki, i ∈ , (23)

явëяþщееся äостато÷ныì усëовиеì обеспе÷ения фа-
зовых оãpани÷ений (3). Тоãäа заäа÷а синтеза ìожет
бытü сфоpìуëиpована сëеäуþщиì обpазоì: äëя сис-

теìы (1) тpебуется синтезиpоватü такуþ ìатpиöу pе-
ãуëятоpа K, котоpая обеспе÷иваëа бы выпоëнение
соотноøений (23). 

Pешение задачи синтеза

Пpеäставиì соотноøение (23) в виäе

 ∈  + Ki, i ∈ ;  = –C
т
K

т
. (24)

Пустü  = [  ... ]т, i ∈ . Тоãäа (24) ìож-

но пpеäставитü в виäе 

 ∈  + Ki, i ∈ , (25)

ãäе  — (n Ѕ 1)-ìеpный вектоp-стоëбеö ìатpиöы K т.

Есëи ϕ i ∈ Ki — пpоизвоëüный эëеìент конуса Ki,
то еãо ìожно пpеäставитü в виäе

ϕ i = Pi s
i, (26)

ãäе Pi назовеì опеpатоpоì конуса, а s i — некотоpый

вектоp, кооpäинаты котоpоãо пpиниìаþт пpоизвоëü-
ные поëожитеëüные зна÷ения.

Нетpуäно виäетü, ÷то в ка÷естве опеpатоpа Pi

ìожно испоëüзоватü ìатpиöу, стоëбöы котоpой
обpазованы из вектоpов, явëяþщихся pебpаìи ко-

нуса Ki. Тоãäа Pi = [  ... ] — (n Ѕ N)-ìеpная

ìатpиöа, i ∈ , — pебpа конуса Ki, υ ∈ ,

si = [ ... ] — (n Ѕ N)-ìеpный вектоp,  l 0

∀ i ∈ , υ ∈ .

С у÷етоì (26) соотноøения (25) пpивоäятся
к виäу

 =  + Pi s
i, i ∈ . (27)

Pазpеøиìостü уpавнений (27) относитеëüно 
зависит от выбоpа зна÷ений поëожитеëüных век-
тоpов s i, i ∈ , пpи котоpых обеспе÷ивается pаз-
pеøиìостü систеìы (27) к станäаpтноìу виäу, ко-
ãäа неизвестные пеpеìенные в ëевой ÷асти уpавне-
ния (коэффиöиенты ìатpиöы ) свеäены в оäин
вектоp-стоëбеö.

Пустü  = [  ... ]т, j ∈ . Сфоpìиpуеì

сëеäуþщий (nm Ѕ 1)-ìеpный вектоp:

 = [  ...   ...  ...  ... ]т. (28)

Тоãäа в соответствии с этиì поpяäкоì пеpеìен-
ных систеìа уpавнений (27) пpеобpазуется к виäу

 = a + p(s), (29)

1 n,

1 n,

Pис. 3. Конус Ki с осью симметpии Ozi
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ãäе  — (n2 Ѕ (nm))-ìеpная ìатpиöа, на ãëавной
äиаãонаëи котоpой pаспоëожены n ìатpиö , а ос-
таëüные эëеìенты — нуëевые; a — (n2 Ѕ 1)-ìеpный
вектоp:

 = ; a = [( )т ... ( )т]т,

a i = [  ... ]т — i-й вектоp-стоëбеö ìатpиöы ,

p = p(s) = p(s1, ..., sn) — (n2 Ѕ 1)-ìеpная вектоp-
функöия, ëинейно зависящая от поëожитеëüных

вектоpов s1, s2, ..., sn, коìпонентаìи котоpой явëя-
þтся скаëяpные пpоизвеäения стpок ìатpиö Pi и век-

тоpов s i, т. е. p = [( , s1) ... ( , s1)( , s1) ... ( , sn) ...

... ( , s1) ... ( , sn)]т;  = [  ... ]т — ξ-я век-

тоp-стpока ìатpиöы Pi. Уpавнение (29) pазpеøиìо

тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа выпоëняется усëовие

a + p(s) ∈ L( ), (30)

ãäе L( ) — пpостpанство в , обpазованное век-

тоp-стоëбöаìи ìатpиöы . 

Такиì обpазоì, необхоäиìо пpовеpитü, сущест-
вуþт ëи такие поëожитеëüные вектоpы s1 l 0, s2 l
l 0, ..., sn l 0, äëя котоpых спpавеäëиво (30). 

Усëовие (30) буäет выпоëнятüся тоãäа и тоëüко
тоãäа, коãäа pасстояние ρ(a + p, L) ìежäу вектоpаìи

(a + p(s)) и поäпpостpанствоì L( ) pавно нуëþ, т. е.

ρ(a + p(s), L( )) = 0. (31)

Пеpвый метод pешения

Пустü rank  = . Тоãäа в  ìожно выäеëитü 

ëинейно независиìых стоëбöов b1, ..., , явëяþ-

щихся базисоì поäпpостpанства L( ). Обpазуеì

ìатpиöу  = [ , ..., ]. Pасстояние ρ(•) опpе-

äеëяется как

ρ(•) = ||  – ||, (32)

ãäе  = a + p(s);  — оpтоãонаëüная пpоекöия век-

тоpа  на поäпpостpанство L( ), ||•|| — евкëиäова

ноpìа в . Известно [14], ÷то

 = ( )–1  = F . (33)

С у÷етоì (32) поëу÷иì ρ(•) = ||  – || = ||(E – F) ||,
ãäе E — еäини÷ная ìатpиöа. 

Тоãäа, äëя тоãо ÷тобы обеспе÷итü усëовие (31),
потpебуеì выпоëнения соотноøения

||(E – F)(a + p(s1, ..., sn))||2 = 0, (34)

эквиваëентноãо усëовиþ (31). Соотноøение (34)

выпоëняется пpи поëожитеëüных вектоpах s i l 0,

i ∈ , тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа спpавеäëивы
усëовия (23)—(25).

Заäа÷у ìиниìизаöии кваäpати÷ной функöии
ρ2(•) ìожно свести к систеìе аëãебpаи÷еских уpав-
нений виäа

ρ2(•) = 0, i ∈ , (35)

ãäе ρ2(•) — ãpаäиент функöии ρ2 по вектоpу s i,

äëя котоpой ìоãут испоëüзоватüся известные аëãо-
pитìы кваäpати÷ноãо пpоãpаììиpования. Заìе-
тиì, ÷то заäа÷а синтеза ìожет бытü существенно
упpощена, есëи в выpажении (26) испоëüзоватü не

поëный опеpатоp конуса Pi, а "усе÷енный" , со-

ответствуþщий некотоpоìу "усе÷енноìу конусу" 

боëее пpостоãо виäа, ÷еì Ki, и äëя котоpоãо

ϕ i = s i ∈  ⊂ Ki, i ∈ .

Втоpой метод pешения

Пустü a0 = (  )–1 a = Fa — оpтоãонаëüная

пpоекöия а на L( ).

Сфоpìиpуеì (n2 Ѕ (Nn))-ìеpнуþ ìатpиöу P и
((Nn) Ѕ 1)-ìеpный вектоp S:

P =  = [p1p2 ... ];

S = [(S1)т(S2)т ... (S n)т]т;
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 = N•n; pi — (n2 Ѕ 1)-ìеpный вектоp-стоëбеö;

0 — нуëевой (1 Ѕ N)-ìеpный вектоp. Пpеäставиì P

в виäе P = P0 + , ãäе ìатpиöы P0,  соäеpжат

стоëбöы, соответственно пpинаäëежащие поäпpо-

стpанству L( ) и оpтоãонаëüные L( ).
О÷евиäно, p(s) = Ps.
Тоãäа в соответствии с (29) äëя pазpеøиìости

заäа÷и синтеза тpебуется, ÷тобы

(a – a0) + s = (E – F)a + s = 0, s l 0, (36)

поскоëüку в пpотивноì сëу÷ае уpавнение (29) не pаз-
pеøиìо.

Соãëасно (36) вектоp (F – E)a äоëжен пpинаäëе-
жатü оäноìу из конусов, обpазованных стоëбöаìи
ìатpиöы . Отсþäа сëеäует, ÷то äëя pазpеøиìости
(36) äостато÷но, ÷тобы стоëбöы ìатpиöы  не
пpинаäëежаëи оäноìу поëупpостpанству (pис. 4).

Кpоìе тоãо, ìожно также показатü, ÷то необхо-
äиìыì и äостато÷ныì усëовиеì неpазpеøиìости
(36) явëяется существование ãипеpпëоскости, pаз-
äеëяþщей вектоp (F – E)a и стоëбöы ìатpиöы 
(pис. 4).

Испоëüзуя äанные усëовия, ìожно по заäанныì
оãpани÷енияì äо pеøения заäа÷и синтеза опpеäе-
ëитü, буäет ëи она pазpеøиìа иëи нет.

Заключение

Pассìотpенный в этой pаботе поäхоä позвоëяет
pеøатü заäа÷у синтеза pеãуëятоpа пpи оãpани÷ениях
на тpаектоpиþ äвижения. Оãpани÷ения пpеäстав-
ëяþт собой сиììетpи÷ные фазовые ìноãоãpанни-
ки. В этоì сëу÷ае уäается упpоститü соотноøения,

котоpыì äоëжна уäовëе-
твоpятü систеìа, и сокpа-
титü их ÷исëо. Поëу÷енные
соотноøения устанавëива-
þт связü ìежäу свойстваìи
фазовоãо ìноãоãpанника и
свойстваìи иссëеäуеìой
систеìы, опpеäеëяþщуþ ус-
ëовие pазpеøиìости заäа÷и
синтеза. Данные соотноøе-
ния пpеäставëяþт собой аë-
ãебpаи÷еские уpавнения, pе-
øаеìые известныìи ìето-
äаìи. Pассìотpенный сëу-
÷ай упpавëения по вектоpу
состояния ìожно обобщитü
на сëу÷ай упpавëения по
вхоäу. Поëу÷енные соотно-
øения ìоãут бытü сущест-
венно упpощены пpи ис-
поëüзовании "усе÷енных"

опеpатоpов конуса. Пpеäëоженный ìетоä позвоëя-
ет äостато÷но эффективно pеøатü заäа÷и pобаст-
ноãо упpавëения äинаìи÷ескиìи объектаìи. 
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ИПМИУ ЮГУ

Пpогнозиpование
С�бифуpкационных явлений

в динамике импульсных 
пpеобpазователей по 

геометpическим инваpиантам 
фазовых тpаектоpий

Введение

Функöиониpование иìпуëüсных пpеобpазовате-
ëей (ИП) пpи наëи÷ии øиpокоãо спектpа внеøних
и внутpенних возìущаþщих возäействий (напpиìеp,
ваpиаöии наãpузки и напpяжения питания, äеãpа-
äаöии систеìы во вpеìени, ваpиаöии теìпеpатуpы
окpужаþщей сpеäы и т. ä. [1]) обусëовëивает ìноãо-
ìеpностü и зна÷итеëüный объеì объективно возìож-
ноãо пpостpанства ваpüиpуеìых паpаìетpов. В связи
с этиì äинаìика ИП пpеäставëяется сëожной и ìно-
ãообpазной, поскоëüку поìиìо экспëуатаöионноãо
pежиìа она вкëþ÷ает неëинейные явëения — суб-
ãаpìони÷еские, квазипеpиоäи÷еские и хаоти÷еские
пpоöессы [2, 3], а также состояния систеìы, котоpые
не ìоãут тpактоватüся оäнозна÷но [3, 4].

В тpаäиöионных ìетоäах пpоектиpования ИП на
основе ìаëосиãнаëüноãо анаëиза [5] с испоëüзовани-
еì "усpеäненных" ëинеаpизованных äинаìи÷еских
ìоäеëей неëинейные явëения не pассìатpиваþтся.
Поэтоìу испоëüзование неëинейных ìоäеëей в ìе-
тоäах пpоектиpования ИП, напpиìеp [6], пpеäстав-
ëяется пеpспективныì. Оäнако существенные уп-
pощения в этих ìоäеëях не позвоëяþт у÷естü все воз-
ìожные неëинейные явëения. Оäин из ваpиантов
устpанения äанноãо неäостатка виäится в pазвитии
ìетоäов пpоãнозиpования äинаìики ИП. Пpи этоì
к актуаëüныì заäа÷аì относится пpоãнозиpование
особоãо кëасса субãаpìони÷еских пpоöессов, воз-
никаþщих в pезуëüтате С-бифуpкаöий [7].

Актуаëüностü заäа÷и обусëовëена äвуìя кëþ÷е-
выìи фактоpаìи. Во-пеpвых, пуëüсаöионные и ÷ас-
тотные хаpактеpистики этих пpоöессов в pазы пpе-
выøаþт анаëоãи÷ные хаpактеpистики экспëуатаöи-
онноãо пpоöесса. Во-втоpых, потеpя устой÷ивости

экспëуатаöионноãо пpоöесса в этоì сëу÷ае ìожет
обусëовëиватüся сëу÷айныìи фактоpаìи, котоpые
äействуþт на ИП в те÷ение пеpехоäноãо пpоöесса.
В pезуëüтате сëожностü пpоãнозиpования закëþ÷ает-
ся в необхоäиìости оöенки напpавëения схоäиìости
пеpехоäноãо пpоöесса в pежиìе pеаëüноãо вpеìени
(pазäеë 1). Тpаäиöионные ìетоäы пpоãнозиpова-
ния äинаìики неëинейных нестаöионаpных систеì
[8—10] не пpеäусìатpиваþт такуþ постановку заäа÷и.

Оäин из ваpиантов ее pеøения быë пpеäëожен
в [11] на основе "констpуиpования" спеöиаëüноãо
пpостpанства, в котоpоì обpазы пpоöессов отобpа-
жаþт эвоëþöионные изìенения äинаìики ИП (pаз-
äеë 2). Фоpìиpование обpазов основано на испоëü-
зовании фpактаëüных законоìеpностей, котоpые
пpисутствуþт в ãеоìетpи÷еских стpуктуpах фазовых
тpаектоpий пеpиоäи÷еских и пеpехоäных пpоöессов.
Оäнако пpакти÷еская pеаëизаöия этоãо ваpианта pе-
øения явëяется тpуäоеìкой всëеäствие ÷увствитеëü-
ности этих обpазов к ваpиаöии паpаìетpов. В öеëях
устpанения этоãо неäостатка пpеäëаãается испоëü-
зование сиìвоëи÷еской интеpпpетаöии фpактаëü-
ных законоìеpностей (pазäеë 3) на основе теоpии
инваpиантов [12—13].

1. Математическая модель пpеобpазователя

В статüе pассìатpиваþтся ИП, общий виä ìа-
теìати÷еской ìоäеëи котоpых ìожно пpеäставитü
в фоpìе систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений
с пеpеìенной стpуктуpой:

 = AX + B(KF(ξ)) ëибо

 = B(KF(ξ))X + A,

ãäе A — ìатpиöа постоянных коэффиöиентов; B —
ìатpиöа пеpеìенных коэффиöиентов, котоpые опи-
сываþт у÷астки постоянства стpуктуpы; X — вектоp
пеpеìенных состояния; KF — иìпуëüсная функ-
öия, котоpая фоpìиpуется в соответствии с аëãо-
pитìоì øиpотно-иìпуëüсной ìоäуëяöии (ШИМ)
и пpиниìает зна÷ения "1" иëи "0":

KF = 

ξ(X ) — коìутаöионная функöия вектора X.
Даëее äëя иëëþстpаöии испоëüзуþтся пpиìеpы,

поëу÷енные пpи ìоäеëиpовании äинаìики синхpон-
ноãо иìпуëüсноãо пpеобpазоватеëя напpяжения
DC-DC [11].

Экспëуатаöионный pежиì ИП пpеäставëяет со-
бой устой÷ивый пеpиоäи÷еский пpоöесс на ÷астоте
ШИМ (f1 = 1/T ), i- и KF-äиаãpаììы котоpоãо пpеä-
ставëены на pис. 1, а. Пеpиоäи÷ностü пpоöесса оп-
pеäеëяется кpатностüþ m еãо ÷астоты (fm = 1/mT )
к ÷астоте ШИМ. Дëя опpеäеëения вектоpа состоя-

Pазвивается метод пpогнозиpования динамики импульс-
ных пpеобpазователей на основе символической интеpпpета-
ции геометpических инваpиант фазовых тpаектоpий, обу-
словленных физической сущностью пpоцесса шиpотно-импульс-
ной модуляции и пpоцесса сходимости к пpедельному циклу.

Ключевые слова: импульсные пpеобpазователи, фазовый
поpтpет, точки бифуpкации, геометpические инваpианты.

dX

dt
-----

dX

dt
-----

1, ξ(X ) l 0;
0, ξ(X ) < 0,
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ния X* пеpиоäи÷ескоãо пpоöесса (äаëее — "m-пpо-
öесса") испоëüзуется pеøение ìатеìати÷еской ìо-
äеëи в фоpìе отобpажения Пуанкаpе [2—4]:

 = F (i)( ) = F (m)( ),

ãäе i = 1, 2, ..., m;  — устой÷ивая то÷ка отобpа-
жения; F (i) — i-я итеpаöия отобpажения. Локаëüная
устой÷ивостü m-пpоöесса (в сìысëе Ляпунова) оöе-
нивается исхоäя из выпоëнения усëовия [2—4] 

|ρi | < 1,

ãäе ρi — собственное ÷исëо ìатpиöы Якоби, котоpая
хаpактеpизует äинаìику откëонения вектоpа со-
стояния в окpестности m-pеøения. Каpтину pазìе-
щения в паpаìетpи÷ескоì пpостpанстве обëастей
m-пpоöессов поëу÷аþт на основе бифуpкаöионно-
ãо анаëиза. Зäесü и äаëее названия "m-pеøение" и
"m-пpоöесс" отpажаþт кpатностü m их ÷астот. 

Особенностüþ äинаìики систеì с пеpеìенной
стpуктуpой явëяется наëи÷ие "выpожäенных" m-пpо-
öессов, возникаþщих в pезуëüтате выхоäа отäеëüных
у÷астков фазовой тpаектоpии пеpиоäи÷ескоãо pеøе-
ния из обëастей их опpеäеëения (так называеìой
С-бифуpкаöии [2, 7]). Пpиìеpоì поäобноãо m-пpо-
öесса явëяется 10-пpоöесс, i- и KF-äиаãpаììы ко-
тоpоãо пpеäставëены на pис. 1, б. Поскоëüку обëастü

1-пpоöесса (экспëуатаöионноãо пpоöесса)
ìожет пеpесекатüся с обëастяìи выpожäен-
ных m-пpоöессов (напpиìеp, pис. 1, в), то
в обëасти их пеpесе÷ения ИП ìожет устой-
÷иво функöиониpоватü в оäноì из нескоëü-
ких pежиìов. "Выбоp" pежиìа пpоисхоäит
в те÷ение пеpехоäноãо пpоöесса и зависит от
вëияния сëу÷айных фактоpов. На pис. 1, г, д
пpоиëëþстpиpованы ваpианты pеаëизаöии
пеpехоäных пpоöессов пpи незна÷итеëüноì
ваpüиpовании паpаìетpа наãpузки в обëас-
ти пеpесе÷ения 1- и 10-пpоöессов (вбëизи
то÷ки P*, pис. 1, в). Дëя наãëяäности испоëü-
зуется pеøение пpи нуëевых на÷аëüных зна-
÷ениях пеpеìенных состояния.

Соответственно, пpи ваpüиpовании паpа-
ìетpов ИП в объективно возìожных äиапа-
зонах ìоãут возникатü пеpехоäные пpоöессы,
в напpавëении схоäиìости котоpых пpисут-
ствует неопpеäеëенностü. В pезуëüтате пpеä-
сказание äинаìики ИП связано с оöенкой
напpавëения схоäиìости пеpехоäноãо пpо-
öесса в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.

2. Пpоблема паpаметpической 
неопpеделенности

Неäостаткоì бифуpкаöионной äиаãpаì-
ìы явëяется отсутствие инфоpìаöии о пе-
pехоäных пpоöессах. Спpоеöиpуеì обëасти
m-пpоöессов из паpаìетpи÷ескоãо пpостpан-
ства в фазовое пpостpанство. С этой öеëüþ

кажäоìу зна÷ениþ паpаìетpи÷ескоãо вектоpа сопос-
тавиì соответствуþщуþ фазовуþ тpаектоpиþ m-пpо-
öесса (пpеäеëüный öикë). Напpиìеp, на pис. 2, а
пpеäставëен pезуëüтат пpоеöиpования обëастей 1-,
10-пpоöессов из паpаìетpи÷ескоãо пpостpанства
(pис. 1, в) в фазовое пpостpанство.

Отобpазиì пеpехоäный пpоöесс, пpеäставëенный
на pис. 1, г, в фазовоì пpостpанстве (пунктиpная
спиpаëеобpазная ëиния на pис. 2, б). Тpаектоpия
пеpехоäноãо пpоöесса буäет "пpохоäитü" вбëизи
стpуктуp пpеäеëüных öикëов 1-, 10-пpоöессов
(спëоøные заìкнутые ëинии), соответственно, в pе-
зуëüтате возìущаþщеãо возäействия пеpехоäный
пpоöесс ìожет изìенитü напpавëение схоäиìости.
Напpиìеp, есëи вбëизи стpуктуpы пpеäеëüноãо
öикëа 1-пpоöесса (pис. 2, в) на систеìу буäет ока-
зано возìущаþщее возäействие, то в систеìе вìесто
10-пpоöесса (pис. 2, б) ìожет установитüся 1-пpо-
öесс. Анаëоãи÷ная возìожностü (но уже в напpав-
ëении 10-пpоöесса) пpисутствует в сëу÷ае, pассìот-
pенноì на pис. 1, д. Пpобëеìа pаспознания на-
пpавëения схоäиìости обусëовëена теì, ÷то фазовые
тpаектоpии пеpехоäных пpоöессов ìоãут схоäитüся
к pазëи÷ныì пpеäеëüныì öикëаì в пpеäеëах оäной
и той же обëасти фазовоãо пpостpанства. Пpи этоì,
пpибëижаясü к стpуктуpе соответствуþщеãо пpе-

Xi
* Xm

* Xi
*

Xi
*

Pис. 1. i-, KF-диагpаммы для 1-, 10-пpоцессов (а, б соответственно); об-

ласти 1-, 10-пpоцессов (в); пеpеходные пpоцессы пpи R3 = 27,2, a = 6,6 и

R3 = 27,3, a = 6,6 (г, д соответственно)
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äеëüноãо öикëа, витки кажäой тpаектоpии ìо-
ãут ìноãокpатно пеpесекатü обëасти нескоëü-
ких m-пpоöессов.

Дëя pеøения пpобëеìы в [11] быëо пpеäëо-
жено спеöиаëüное пpостpанство, в котоpое из
паpаìетpи÷ескоãо пpостpанства пpоеöиpуþтся
обëасти m-пpоöессов, а из фазовоãо — фазо-
вые тpаектоpии пеpехоäных пpоöессов. Пpе-
иìущество спpоеöиpованных обëастей закëþ-
÷ается в отсутствии их взаиìных пеpесе÷ений,
в отëи÷ие от паpаìетpи÷ескоãо пpостpанства.
Пpеиìущество спpоеöиpованноãо пеpехоäноãо
пpоöесса закëþ÷ается в тоì, ÷то он пpеäстав-
ëяет собой тpаектоpиþ в фоpìе ëоìаной ëи-
нии, ÷то позвоëяет оöенитü напpавëение ее
схоäиìости: есëи тpаектоpия откëоняется от
обëасти m-пpоöесса, то этот пpоöесс потеpяë
устой÷ивостü, а есëи она напpавëяется к об-
ëасти m-пpоöесса, то этот пpоöесс устанавëи-
вается. Оäнако пpакти÷еская pеаëизаöия этоãо
pеøения оказаëасü äостато÷но тpуäоеìкой.

3. Метод пpогнозиpования динамики 

В pезуëüтате С-бифуpкаöий возникаþт m-пpо-
öессы с оäинаковой пеpиоäи÷ностüþ, но pаз-
ëи÷ныì поpяäкоì изìенения стpуктуpы систе-
ìы, äëя иäентификаöии котоpых äопоëнитеëüно
испоëüзуþтся сиìвоëи÷еские хаpактеpистики.
Посëеäние ìоãут отобpажатü поpяäок пpохож-
äения изобpажаþщей то÷кой поäобëастей оп-
pеäеëения пеpиоäи÷ескоãо pеøения в фазовоì
пpостpанстве, посëеäоватеëüностü зна÷ений иì-
пуëüсной функöии пеpиоäи÷ескоãо pеøения и
т. ä. В статüе пpеäëаãается сиìвоëи÷еская ха-
pактеpистика на основе интеpпpетаöии ãеоìет-
pи÷еских инваpиант фазовых тpаектоpий. Поä
инваpиантаìи äаëее пониìаþтся хаpактеpи-
стики m-пpоöесса, остаþщиеся неизìенныìи
пpи ваpиаöии внутpенних и внеøних паpаìет-
pов ИП. Их ãеоìетpи÷еская интеpпpетаöия осно-
вана на тоì, ÷то фазовая тpаектоpия m-пpоöесса
хаpактеpизуется "pисункоì" изëоìов, котоpый ото-
бpажает посëеäоватеëüностü изìенения стpуктуpы
систеìы.

Изëоì ìожет фоpìиpоватüся ëибо в на÷аëе пе-
pиоäа ШИМ (коãäа KF = функöия изìеняет свое
зна÷ение с "0" на "1"), ëибо в те÷ение пеpиоäа
ШИМ (коãäа KF-функöия изìеняет свое зна÷ение
с "1" на "0") (сì. pис. 1, а, б). Пpи этоì посëе пеpио-
äов ШИМ, в те÷ение котоpых стpуктуpа ìоäеëи не
изìеняëасü и KF-функöия весü пеpиоä быëа pавна
"1", обязатеëüно буäет сëеäоватü хотя бы оäин пе-
pиоä, в те÷ение котоpоãо KF-функöия изìенит
свое зна÷ение с "1" на "0". Эту законоìеpностü из-
ìенения стpуктуpы ìожно отобpазитü сиìвоëи÷е-
ски: "11...μ 00...", ãäе μ = (tn – T(n – 1))/T — отно-

ситеëüная äëитеëüностü еäини÷ноãо иìпуëüса в n-ì
пеpиоäе ШИМ; tn — ìоìент изìенения стpуктуpы
систеìы в n-ì пеpиоäе ШИМ; "1" озна÷ает μ = 1;
"0" озна÷ает μ = 0.

Выäеëиì фpаãìенты фазовой тpаектоpии (äаëее —
"фpаãìенты"), оãpани÷енные сосеäниìи изëоìаìи
в ìоìенты изìенения KF-функöии с "0" на "1"
(pис. 3, а, б). Кëассифиöиpуеì пpеäеëüные öикëы
m-пpоöессов по k-сеìействаì, ãäе k указывает на
÷исëо фpаãìентов, из котоpых состоит стpуктуpа.
Тоãäа, напpиìеp, äëя m-пpоöессов 1-сеìейства сиì-
воëи÷еская хаpактеpистика пpеäставëяется посëе-
äоватеëüностüþ m эëеìентов: "11... μr + 1 00...", ãäе
r — ÷исëо пеpиоäов, в котоpых KF-функöия pавна
"1". Даëее эту хаpактеpистику ìожно заìенитü äву-
ìя öеëыìи ÷исëаìи (m, r), пpеäставëяþщиìи m, r-
обpаз пеpиоäи÷ескоãо пpоöесса. Напpиìеp, сиìво-

Pис. 2. Области 1-, 10-пpоцессов (а); сходимость фазовой тpаектоpии
пеpеходного пpоцесса к стpуктуpе 10-пpоцесса пpи R3 = 27,2W, a = 6,6

(б—в)

Pис. 3. Классификация пpедельных циклов m-пpоцессов по 1- и 2-се-
мействам (а, б соответственно); к фоpмиpованию обpазов пеpеходных
пpоцессов (в), к стpуктуpе пpедельного цикла m, r-пpоцесса
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ëи÷еской хаpактеpистикой 1-пpоöесса (сì. pис. 1, а)
явëяется "μ1" с m, r-обpазоì (1,0); сиìвоëи÷еской
хаpактеpистикой 10-пpоöесса (сì. pис. 1, б) явëя-
ется "1111μ500000" с m, r-обpазоì (10,4).

Анаëоãи÷но буäеì интеpпpетиpоватü кажäый виток
фазовой тpаектоpии пеpехоäноãо пpоöесса (äаëее —
"виток", pис. 3, в). Тоãäа обpаз пеpехоäноãо пpоöес-
са пpеäставëяет собой посëеäоватеëüностü m, r-обpа-
зов пеpиоäи÷еских пpоöессов, фоpìу котоpых пpи-
ниìаþт витки пеpехоäноãо пpоöесса вбëизи стpук-
туp их пpеäеëüных öикëов. Пpи этоì витки вна÷аëе
пpиниìаþт фоpìу стpуктуpы пpеäеëüноãо öикëа,
а затеì пpитяãиваþтся к этой стpуктуpе. Напpиìеp,
на pис. 4, а пpеäставëено pеøение ìоäеëи в фоpìе
синхpонных m, r-вpеìенных pяäов äëя сëу÷ая, пpо-
анаëизиpованноãо pанее на pис. 1, г и pис. 2, б, в.
Гоpизонтаëüные фpаãìенты этих вpеìенных pяäов
указываþт на пpибëижение к стpуктуpе пpеäеëüно-
ãо öикëа m, r-пpоöесса.

Динаìика пpоöесса "пpитяжения" отобpажается
в äинаìике pасстояния ìежäу хаpактеpныìи то÷каìи
на сосеäних витках. В этоì ка÷естве ìожно испоëü-
зоватü pазностü dL ìежäу зна÷енияìи оäной из фа-
зовых пеpеìенных (напpиìеp, пеpеìенной по току)
в ìоìенты изìенения зна÷ения KF-функöии с "0"
на "1" (сì. pис. 3, в). Тоãäа пpоöессу "пpитяжения" со-
ответствует уìенüøение зна÷ений на dL-äиаãpаììе
(pис. 4, б). Есëи dL = 0, то установиëся m, r-пpоöесс
1-сеìейства (сì. pис. 3, а), есëи dL ≠ 0, то в систеìе ус-
тановиëся m-пpоöесс k ≠ 1-сеìейства (сì. pис. 3, б).
Поскоëüку на÷иная с ìоìента "пpинятия фоpìы" äо
ìоìента "пpитяжения" фазовой тpаектоpии пеpехоä-
ноãо пpоöесса к стpуктуpе пpеäеëüноãо öикëа фоp-
ìиpуется ìножество зна÷ений dL, то существует
возìожностü иäентифиöиpоватü напpавëение схо-
äиìости пеpехоäноãо пpоöесса äо еãо завеpøения.

Заключение

В статüе пpеäëожен ìе-
тоä пpоãнозиpования неäе-
теpìиниpованных субãаp-
ìони÷еских пpоöессов, ко-
тоpые возникаþт в äинаìике
ИП в pезуëüтате С-бифуp-
каöий. С этой öеëüþ ис-
поëüзуется сиìвоëи÷еская
интеpпpетаöия ãеоìетpи-
÷еских инваpиант фазовых
тpаектоpий, обусëовëенных
физи÷еской сущностüþ
пpоöесса ШИМ. Динаìика
пеpехоäноãо пpоöесса оöе-
нивается относитеëüно ин-
ваpиант пеpиоäи÷еских
пpоöессов, ÷то обусëовëе-
но физи÷еской сущностüþ
пpоöесса схоäиìости к пpе-

äеëüноìу öикëу. Пpеäставëение инваpиант в сиìво-
ëи÷еской фоpìе позвоëяет испоëüзоватü пpи поëу-
÷ении и обpаботке вpеìенных pяäов саìуþ сëабуþ
изìеpитеëüнуþ øкаëу — øкаëу наиìенований.
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Введение

Конöепöиþ теëесенсоpноãо пpоãpаììиpования
(TSP) и связаннуþ с ней заäа÷но-оpиентиpовануþ
ìетоäику "обу÷ения показоì" äëя öеëей косìи÷еской
pобототехники впеpвые пpеäëожиë G. Herzinger [1].
В pаìках пpоãpаììы ROTEX, выпоëненной в ап-
pеëе 1993 ã. äëя косìи÷еской станöии SPACE LAB,
быë pазpаботан иìитаöионный коìпëекс ìуëüти-
сенсоpной поëуавтоноìной pобототехни÷еской
систеìы с ìощныìи ÷еëовеко-ìаøинныìи интеp-
фейсаìи (ëазеpныìи äаëüноìеpаìи, 3D-стеpеоãpа-
фикой, сиëоìоìентныì отpажениеì усиëий), по-
звоëивøий выпоëнятü на Зеìëе теëепpоãpаììиpо-
вание косìи÷ескоãо pобота-ìанипуëятоpа.

Pеøение пpобëеìы теëеупpавëения в усëовиях
неäетеpìиниpованной заäеpжки в канаëе связи ос-
новано на испоëüзовании TSP с обу÷ениеì показоì
о÷увствëенноãо pобота. Быëи отpаботаны заäа÷и
сбоpки, стыковки pазъеìов и захвата ëетаþщеãо
объекта. Факти÷ески впеpвые быëо pеаëизовано обу-
÷ение ÷еëовекоì уäаëенноãо pобота ìетоäоì пpя-
ìоãо показа äвижения на коìпüþтеpной ìоäеëи
с ìоäеëиpованиеì сенсоpов pобота.

Во всех сëу÷аях пpиìенения техноëоãии пpеä-
ваpитеëüноãо обу÷ения äëя косìи÷еских и ìеäиöин-
ских pоботов поä÷еpкивается эффективностü обу-
÷ения показоì (äеìонстpаöией) как наибоëее ес-
тественноãо способа пеpеäа÷и опыта опеpатоpа äëя
обеспе÷ения автоноìной pаботы pобота-ìанипу-
ëятоpа в сëожной неäетеpìиниpованной сpеäе [2].

Оäнако в указанных pаботах уäаëосü pеаëизоватü
обу÷ение тоëüко с непосpеäственной записüþ кооp-
äинат тpаектоpии äвижения с возìожностüþ коp-
pекöии äвижения по сиãнаëаì сенсоpов pобота. Пpо-
бëеìа пpеäставëения сëожноãо äвижения pобота
как некотоpой стpуктуpы äанных, ëеãко коppекти-
pуеìой ÷еëовекоì иëи "саìостоятеëüно" изìеняе-
ìой автоноìныì pоботоì в зависиìости от изìе-
нения ситуаöии в уäаëенной внеøней сpеäе, не
быëа pеøена.

В äанной статüе пpеäставëена новая инфоpìаöи-
онная техноëоãия обу÷ения показоì естественных
äвижений pуки ÷еëовека-опеpатоpа на основе пpеä-
ставëения äвижений в виäе фpейì-стpуктуpиpо-
ванной ìоäеëи (ФСМ).

Дëя обу÷ения äвиженияì pобота-ìанипуëятоpа
сpеäи объектов внеøней сpеäы (BC) пpеäëожено ис-
поëüзоватü теëекаìеpу, закpепëеннуþ на так назы-
ваеìой о÷увствëенной пеp÷атке. Пpи этоì не тоëüко
pеãистpиpуется поëожение и оpиентаöия pуки в пpо-
стpанстве, но и опpеäеëяþтся кооpäинаты хаpак-
теpных то÷ек ìоäеëей (ìакетов) объектов относи-
теëüно теëекаìеpы на pуке.

Обобщенная модель фоpмы движения

Pазнообpазие типов äвижений pобота в пpостpан-
стве BC, вкëþ÷аþщее ìанипуëяöии с пpеäìетаìи
(объектаìи и инстpуìентоì), а также наибоëüøая
сëожностü и изìен÷ивостü конфиãуpаöий BC ха-
pактеpны äëя косìи÷еских, ìеäиöинских, пpоìыø-
ëенных техноëоãи÷еских и сбоpо÷ных опеpаöий.

Pассìотpиì пpобëеìу обу÷ения äвиженияì pо-
бота-ìанипуëятоpа относитеëüно объектов BC äëя
äвух сëу÷аев: äвижений осìотpа и ìанипуëяöион-
ных äвижений с объектоì. Гëавныì вопpосоì пpи
фоpìиpовании ìоäеëи äвижений, заäаваеìых в äан-
ноì сëу÷ае посpеäствоì äвижений ãоëовы и pуки
опеpатоpа, явëяется способ записи и воспpоизве-
äения тpехìеpных тpаектоpий схвата pобота-ìани-
пуëятоpа относитеëüно объектов BC.

Известная в ãеоинфоpìаöионных систеìах (ГИС)
пpобëеìа совìещения топоëоãии и сеìантики
объектов бëизка к пpобëеìе ìоäеëиpования äви-
жений и пëаниpованиþ ìаpøpута в pобототехнике.

В øтуpìанских заäа÷ах пpокëаäки тpассы с ис-
поëüзованиеì интеëëектуаëüных ГИС pассìатpи-
вается äвижение в пëоскости иëи в нескоëüких
пëоскостях (эøеëонах). Кpоìе тоãо, в боëüøинстве
сëу÷аев äвижущийся объект pассìатpивается как
ìатеìати÷еская то÷ка, не иìеþщая собственной
оpиентаöии в пpостpанстве. Часто не иìеет зна÷ения
фоpìа тpаектоpии свобоäноãо äвижения в пpо-
стpанстве, поэтоìу пpокëаäка ìаpøpута веäется по

Пpедставлена новая технология обучения pоботов ме-
тодом показа движений с использованием интеллектуаль-
ного мультимодального человеко-машинного интеpфейса.
Изложены алгоpитмы обучения методом показа с контpо-
лем pезультатов обучения и воспpоизведения движений pо-
ботом. Пpиведены pезультаты экспеpиментальных иссле-
дований новой технологии обучения движениям обзоpа
внешней сpеды и pабочим движениям pобота.

Ключевые слова: робот, телеуправление, обучение ме-
тодом показа, человеко-машинный интеpфейс.
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кpат÷айøеìу пути, пpи изìенении pеëüефа äвиже-
ние повтоpяет еãо по фоpìе.

Дëя ìоäеëиpования фоpìы объектов и фоpìы
äвижений пpеäëаãается испоëüзоватü общий язык
стpуктуpиpованных описаний, в котоpых с÷итается,
÷то фоpìа объекта опpеäеëяется и описывается фоp-
ìой еãо эëеìентов, а тpаектоpия äвижения описыва-
ется фpейìоì из описаний фоpìы эëеìентаpных
äвижений. Важно отìетитü то, ÷то указанныì эëе-
ìентаpныì äвиженияì (фpаãìентаì) ìожно пpисво-
итü соответствуþщие иìена и с÷итатü их опеpато-
pаìи языка, с поìощüþ котоpоãо äостато÷но коì-
пактно ìожно описыватü äействия pобота.

Пpеäëаãается äëя обу÷ения pобота ìетоäоì пока-
за äвижения испоëüзоватü со÷етание ìоäеëи фоp-
ìы объектов BC (МВС) и ìоäеëи фоpìы äвижения
(МФД). В этоì сëу÷ае обобщенная фpейì-стpук-
туpиpованная ìоäеëü (ФСМ) опpеäеëяется как
способ хpанения инфоpìаöии не тоëüко о фоpìе
объектов BC, но и о фоpìе тpаектоpии äвижений.

Язык описания, испоëüзуеìый в ФСМ, пpеäстав-
ëяет собой ìноãоуpовневуþ иеpаpхи÷ескуþ систеìу
фpейìов, анаëоãи÷ных фpейìаì М. Минскоãо [3],
соäеpжащих описание эëеìентов фоpìы, ìетpи÷е-
ские хаpактеpистики, ìетоäы и пpоöеäуpы pаботы
с äанныìи объектаìи. МФД, как оäна из состав-
ëяþщих ФСМ, хpанит стpуктуpу фоpìы тpаектоpий
äвижения, котоpые в пpоöессе обу÷ения pобота вы-
поëнениþ типовых äвижений показывает ÷еëовек-
опеpатоp [4, 5].

Обобщенная ФСМ уäаëенной BC теëеупpавëяе-
ìоãо pобота вкëþ÷ает в себя:

� ìоäеëи объектов, ìоäеëи топоëоãии (pаспоëо-
жения) объектов в конкpетной BC (МВС);

� ìоäеëи pазëи÷ных типовых äвижений и ìоäеëи
топоëоãий (взаиìосвязи, pаспоëожения) этих äви-
жений в конкpетной BC (МФД).
Также пpеäëаãается хpанитü в МВС кооpäинаты

и изобpажения объектов с позиöий, уäобных как äëя
набëþäения теëекаìеpой (позвоëяþщих наибоëее
то÷но изìеpятü кооpäинаты хаpактеpных пpизна-
ков изобpажений объекта), так и позиöий, уäобных
äëя взятия объектов схватоì pобота-ìанипуëятоpа
(pис. 1) [6].

Обу÷ение äвижениþ ìожет pассìатpиватüся как
пеpеäа÷а знаний о ìотоpных, сенсоpных и повеäен-
÷еских навыках ÷еëовека-опеpатоpа систеìе упpав-
ëения pобота (СУP), котоpая в äанноì сëу÷ае äоëж-
на обëаäатü как ìожно боëее pазвитыì (интеëëек-
туаëüныì) ìуëüтиìоäаëüныì ÷еëовеко-ìаøинныì
интеpфейсоì (ММИ) äëя аäекватноãо и эффектив-
ноãо воспpиятия äействий ÷еëовека. В pезуëüтате
пpеäпоëаãается созäатü на основе ФСМ обобщен-
нуþ ìоäеëü описания знаний pобота о BC, вкëþ÷ая
в нее саìоãо pобота и еãо возìожные (необхоäи-
ìые) äействия в ней.

Ниже пpеäставëены пpеäваpитеëüные pезуëüтаты
иссëеäований аëãоpитìов и техноëоãии обу÷ения
показоì pобота-ìанипуëятоpа с испоëüзованиеì
описания äвижения в виäе МФД.

Алгоpитм обучения pобота показом

Дëя обу÷ения pобота показоì на pуку обу÷аþще-
ãо наäевается спеöиаëüное устpойство, так называе-
ìая о÷увствëенная пеp÷атка, оснащенная теëеви-
зионной каìеpой и pепеpаìи (ìеткаìи) [7].

Это позвоëяет оäновpеìенно выпоëнятü äве
функöии:

Pис. 1. Изобpажения космической станции для двух позиций: "удобных для наблюдения" и "удобных для взятия" объектов виpтуаль-
ным манипулятоpом
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� с поìощüþ теëевизионной каìеpы на пеp÷атке
pеãистpиpоватü изобpажения и опpеäеëятü ко-
оpäинаты хаpактеpных то÷ек объектов, вбëизи
котоpых äвижется pука ÷еëовека-опеpатоpа;

� опpеäеëятü поëожение и оpиентаöиþ pуки в пpо-
стpанстве pабо÷ей сöены по тpеì—÷етыpеì pепе-
pаì (ìеткаì) на пеp÷атке, отсëеживаеìыì äат÷и-
каìи интеëëектуаëüной систеìы ММИ (pис. 2).
Пpи pассìотpении пpоöессов обу÷ения pоботов

эëеìентаpныì опеpаöияì и воспpоизвеäения этих
опеpаöий обнаpуживается важная особенностü. Она
состоит в тоì, ÷то аëãоpитìы обу÷ения и воспpо-
извеäения иìеþт фpаãìенты, котоpые испоëüзуþт-
ся без изìенения иëи с о÷енü ìаëыìи изìенения-
ìи в pазных опеpаöиях, а также ìоãут повтоpятüся
в оäной опеpаöии нескоëüко pаз.

Сpеäи pазнообpазных äвижений pобота-ìани-
пуëятоpа боëüøинство ìожет бытü пpеäставëено как
посëеäоватеëüностü оãpани÷енноãо ÷исëа эëеìен-
таpных äвижений (фpаãìентов äвижения), напpи-
ìеp, таких как: 

1) äвижение пеpеноса схвата по пpоизвоëüной
сëожной тpаектоpии из текущеãо поëожения в не-
котоpое коне÷ное g = g(l);

2) äвижение коppекöии с испоëüзованиеì в ка-
÷естве вхоäной инфоpìаöии посëеäоватеëüности
хаpактеpных то÷ек (XT ) изобpажения объектов BC;

3) äвижение обзоpа, в пpоöессе котоpоãо посëе-
äоватеëüно фоpìиpуþтся: ìатpиöы поëожения
схвата Tb, Tb1, Tb2, вектоpы суставных кооpäинат
gb, gb1, gb2 и ãеоìетpи÷еская тpаектоpия g = g(l );

4) äвижение в позиöиþ, уäобнуþ äëя набëþäения;
5) äвижение в позиöиþ, уäобнуþ äëя взятия;
6) äвижение "наезäа" на объект (сбëижения

с объектоì);
7) äвижение захвата объекта.
В тpаäиöионных систеìах обу÷ения с поìощüþ

тоãо иëи иноãо ìетоäа поëу÷ается посëеäоватеëü-
ностü то÷ек тpаектоpии äвижения схвата pобота,
котоpая ìожет бытü пpеäставëена как функöия не-
котоpоãо паpаìетpа l,
котоpуþ ìожно с÷итатü
пpеäваpитеëüныì pе-
зуëüтатоì обу÷ения pо-
бота фpаãìенту äвиже-
ния схвата из оäноãо
поëожения в äpуãое:

g = g(l ), lb m l m le;

gb = g(lb); ge = g(le),

ãäе lb — параìетр
траектории в на÷аëüной
позиöии; l — параìетр
траектории в текущей
позиöии; lе — параìетр
траектории в коне÷ной
позиöии.

Пpи этоì аëãоpитì обу÷ения äвижениþ обеспе-
÷ивает фоpìиpование ãеоìетpи÷еской тpаектоpии
g(l ) и вкëþ÷ает в себя:
� фоpìиpование посëеäоватеëüности тpоек äвух-

ìеpных вектоpов , , ; , , ;

...; , , , соответствуþщих поëожени-

яì изобpажений тpех pепеpных то÷ек на пеp÷ат-
ке пpи обу÷ении;

� фоpìиpование посëеäоватеëüности Tb, TI, TII, ...,

Tе ìатpиö поëожения пеp÷атки;

� pеøение соответствуþщих систеì уpавнений

 = ( , ) = k(i) X (i), (1)

ãäе k(i) = f/d (i ) – f — пеpеìенный ìасøтаб; d (i) —
pасстояние от то÷ки äо изобpажаþщей пëоскости
теëекаìеpы; f — фокусное pасстояние объектива;

— (2 Ѕ 4)-ìеpная ìатpиöа, составëенная из пеp-

вых äвух стpок ìатpиöы Т = , хаpактеpизуþ-

щей повоpот и сìещение систеìы кооpäинат (СК),
связанной с теëекаìеpой на пеp÷атке относитеëüно
СК объекта, зäесü α — ìатpиöа напpавëяþщих ко-
синусов относитеëüноãо уãëа повоpота СК, Хn —

вектоp сìещения на÷аëа СК; X (i) — äвуìеpные век-
тоpы поëожения изобpажения хаpактеpных то÷ек
объекта в пëоскости изобpажения.

Пpи обу÷ении äвиженияì, напpиìеp осìотpа BC,
в паìяти систеìы упpавëения pоботоì (СУP) пpи-
хоäится запоìинатü äовоëüно зна÷итеëüный объеì
инфоpìаöии, в тоì ÷исëе:
� зна÷ения ìатpиöы α напpавëяþщих косинусов,

хаpактеpизуþщие оpиентаöиþ пеp÷атки в кооp-
äинатной систеìе pабо÷еãо ìеста опеpатоpа, со-
ответствуþщие на÷аëüноìу αb, коне÷ноìу αе и
нескоëüкиì пpоìежуто÷ныì αbi (i = 1, 2, 3, ...)
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Pис. 2. "Очувствленная пеpчатка" с телекамеpой и пpоцесс обучения pобота показом



26 Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2008

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

поëоженияì схвата, котоpые он äоëжен занятü
пpи выпоëнении äвижений;

� нескоëüко изобpажений пpеäìета с теëекаìеpы
пеp÷атки, соответствуþщих pазëи÷ныì поëожени-

яì схвата, äëя контpоëя пpавиëüности обу÷ения;

� хаpактеpные пpизнаки иäентификаöии, XT pаз-
ëи÷ных изобpажений объекта пpи pазëи÷ных
поëожениях пеp÷атки в пpоöессе обу÷ения;

� кооpäинаты XT изобpажений объекта;

� паpаìетpы pаскpытия схвата и äопустиìуþ сиëу
сжатия пpеäìета.

Этих äанных äостато÷но äëя постpоения посëе-
äоватеëüности ìатpиö поëожения схвата Tb, Tb1,
Tb2, ..., Tе пpи обзоpноì äвижении; (3 Ѕ 3)-бëоки
оpиентаöии в этих ìатpиöах явëяþтся ìатpиöаìи
αb, αb1, αb2, ..., αe; (3 Ѕ 1)-бëок поëожения поëþса
схвата соответствует исхоäноìу поëожениþ схвата.
По этой посëеäоватеëüности ìатpиö ìожет бытü
постpоена тpаектоpия пеpеìещения схвата.

Пpи обу÷ении этоìу äействиþ опеpатоp äоëжен
пеpеìещатü своþ pуку с наäетой на нее пеp÷аткой
пpиìеpно так, как это äоëжен äеëатü схват в пpо-
öессе äвижения обзоpа, пpи÷еì поëожение запя-
стüя pуки опеpатоpа ìожет бытü пpоизвоëüныì,
уäобныì äëя опеpатоpа. Пpи этоì äëя кажäоãо сëу-
÷ая обу÷ения новоìу äвижениþ пpихоäится запо-
ìинатü новый объеì инфоpìаöии о äвижении
в виäе нескоëüких указанных выøе ìассивов ко-
оpäинат.

Дëя сокpащения объеìа инфоpìаöии и пpеä-
ставëения тpаектоpии äвижения на языке, бëизкоì
к естественноìу, пpеäëожено испоëüзоватü фpейì-
стpуктуpиpованное описание в виäе МФД, основ-
ные пpинöипы котоpоãо изëожены в пpеäыäущих
pаботах автоpов [8, 9].

Алгоpитм воспpоизведения движения
после обучения показом

Особенностü воспpоизвеäения äвижения pобота
в pеаëüной BC закëþ÷ается в тоì, ÷то запоìненные
пpи обу÷ении фpаãìенты эëеìентаpных äвижений
пpи воспpоизвеäении äвижения ìоãут сëеäоватü
в pазноì поpяäке в зависиìости от внеøних усëо-
вий. Бëаãоäаpя отìе÷енныì особенностяì оказы-
вается весüìа öеëесообpазныì обу÷атü pобота pаз-
ëи÷ныì фpаãìентаì äвижений в pазëи÷ных со÷е-
таниях указанных фpаãìентов.

Чисëо испоëüзуеìых эëеìентаpных äвижений
(фpаãìентов) возpастает пpи увеëи÷ении воспpо-
извоäиìых опеpаöий. Оäнако это возpастание бу-
äет несоизìеpиìо ìенüøе, ÷еì возpастание ÷исëа
опеpаöий, äëя выпоëнения котоpых испоëüзуется
pобот. Важно отìетитü, ÷то указанныì эëеìентаp-
ныì äвиженияì ìожно пpисвоитü соответствуþщие

иìена и с÷итатü их опеpатоpаìи языка, с поìощüþ
котоpоãо äостато÷но коìпактно ìожно описыватü
äействия pобота.

На основе фpейì-стpуктуpиpованноãо описания
МФД, поëу÷енноãо во вpеìя обу÷ения, äо на÷аëа
воспpоизвеäения äвижения pоботоì в конкpетной
ситуаöии BC выпоëняется так называеìая настpой-
ка МФД поä конкpетнуþ заäа÷у. Пpакти÷ески это
осуществëяется путеì ìаскиpования иëи сеëекöии
тоëüко тех описаний äвижения в МФД, котоpые по
назна÷ениþ и фоpìе (сеìанти÷ескиì и топоëоãи-
÷ескиì пpизнакаì) уäовëетвоpяþт усëовияì заäа-
÷и и внеøниì усëовияì ситуаöии во BC. Выбpан-
ные äвижения автоìати÷ески пpеобpазуþтся в по-
сëеäоватеëüностü эëеìентаpных äвижений g = g(l ).

Пpи воспpоизвеäении эëеìентаpноãо äвижения
по обу÷енной тpаектоpии g = g(l ) в систеìах без сен-
соpной коppекöии необхоäиìо сфоpìиpоватü функ-
öиþ изìенения параìетра l(t) на у÷астке lb m l m lе.
Обы÷но на÷аëüные и коне÷ные скоpости l(t) извест-
ны и ÷аще всеãо pавны нуëþ:

 =  = 0.

В пpостейøеì сëу÷ае фоpìиpования закона l(t)
в неì выäеëяþтся тpи интеpваëа: интеpваë "pазãона"
от на÷аëüной скоpости ( ) äо некотоpой äопусти-
ìой скоpости ( ), интеpваë äвижения с заäанной
скоpостüþ и интеpваë тоpìожения от заäанной
скоpости äо нуëевой ( ).

Пpи pазãоне и тоpìожении äоëжны иìетü ìесто
постоянное ускоpение ( ), котоpое äоëжно бытü
такиì, ÷тобы зна÷ения вектоpов скоpостей g′ и уско-
pений g ′′ быëи физи÷ески pеаëизуеìыìи пpи суще-
ствуþщих оãpани÷ениях на вектоp упpавëения (U)
пpивоäаìи pобота-ìанипуëятоpа.

Эти оãpани÷ения ìожно опpеäеëитü исхоäя из
pассìотpения äинаìи÷еской ìоäеëи (R) pобота-ìа-
нипуëятоpа, котоpая связывает вектоp упpавëения
(U) с вектоpаìи äинаìики äвижения (g, g ′, g ′′):

U = R (g, g ′, g ′′).

Пpи воспpоизвеäении äвижения пеpеноса функ-
öия l = l(t) опpеäеëяется сëеäуþщиìи соотноøе-
нияìи:

� на интеpваëе pазãона (0 < t m t1), ãäе t1 =

= sign :

l =  + lb;

lb′ le′

lb′
ld′

le′

ld
″

ld′
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� на интеpваëе äвижения с постоянной скоpостüþ

(t1 m t m t2), ãäе t2 = t1 +  – :

l(t) = (t – t1) + lb ;

� на интеpваëе тоpìожения (t2 m t m t3), ãäе t3 =

= 2t1 +  – :

l(t – t1) =

= (t – t1) + lb +  – .

Воспpоизвеäение pоботоì äвижения во вpеìени
выпоëняется пpи pеаëизаöии поëу÷енной функ-
öии l(t) в тpаектоpии äвижения g(l ):

g = g(l(t)).

Дëя опpеäеëения вектоpа упpавëения пpивоäаìи
U = R(g, g ′, g ′′) пpовоäится заìена веëи÷ин g, g ′, g ′′
зна÷енияìи функöий g = g(l(t)), в pезуëüтате фоp-
ìиpуется функöия упpавëения пpивоäаìи pобота-
ìанипуëятоpа во вpеìени.

Сëеäует отìетитü, ÷то ÷еëовек совеpøает естест-
венные äвижения с постоянныì ускоpениеì, в от-
ëи÷ие от pобота-ìанипуëятоpа, äëя котоpоãо хаpак-
теpны äвижения с постоянной скоpостüþ. Поэтоìу
pобот äоëжен выпоëнятü äвижения в собственной
äинаìике, отëи÷ной от äинаìи÷еских свойств ÷е-
ëовека-опеpатоpа.

Пpовеpка pезультатов обучения
телеупpавляемого pобота

Теëеупpавëяеìые pоботы äоëжны бытü в äоста-
то÷ной степени автоноìныìи и обу÷аеìыìи äëя
возìожности эффективноãо выпоëнения опеpаöий
в уäаëенной от ÷еëовека-опеpатоpа BC. Пpи этоì
обу÷ение косìи÷еских pоботов необхоäиìо пpово-
äитü заpанее, непосpеäственно на Зеìëе, а ìеäи-
öинских pоботов — вне опеpаöионных.

В то же вpеìя äоëжна бытü пpеäусìотpена воз-
ìожностü äистанöионной коppекöии pезуëüтатов
обу÷ения в öеëях возìожноãо äообу÷ения ÷еëове-
коì-опеpатоpоì, нахоäящиìся на зна÷итеëüноì pас-
стоянии от косìи÷ескоãо pобота иëи от уäаëенноãо
теëеìеäиöинскоãо pобота.

Дëя боëüøей äостовеpности pезуëüтатов обу÷ения
öеëесообpазно также контpоëиpоватü пpоöесс вос-
пpоизвеäения äвижения "саìиì" теëеупpавëяеìыì
pоботоì с испоëüзованиеì нахоäящихся в СУP ко-
пий МФД и МВС. Контpоëü äвижений теëеупpав-

ëяеìоãо pобота ÷еëовекоì-опеpатоpоì äоëжен вы-
поëнятüся с пpеäсказаниеì, у÷етоì возìожных по-
ìех и вpеìенных заäеpжек в канаëе связи.

Контpоëü косìи÷ескоãо pобота иëи ìеäиöинско-
ãо теëеупpавëяеìоãо pобота äоëжен пpоисхоäитü
сëеäуþщиì обpазоì: 
� с некотоpыì опеpежениеì во вpеìени (пpеäик-

öией), паpаëëеëüно с выпоëнениеì pабо÷еãо äви-
жения pоботоì, äоëжен выпоëнятüся контpоëü
текущеãо äвижения pобота на ìоäеëиpуþщеì
коìпëексе, вкëþ÷аþщеì в себя МВС, МФД и
систеìу интеëëектуаëüноãо ММИ;

� äанные, поступаþщие от СУP pобота с запазäы-
ваниеì, äоëжны отобpажатüся на ìоäеëях МВС
и МФД и сpавниватüся с пpоãнозиpуеìыì äвиже-
ниеì äëя возìожности экстpенной коppекöии;

� тpаектоpия äвижения относитеëüно pеаëüноãо
pаспоëожения объектов ВС äоëжна автоìати÷е-
ски коppектиpоватüся СУP pобота по сиãнаëаì
сенсоpов; 

� по коìанäаì ÷еëовека (иëи автоìати÷ески СУP)
äоëжна выпоëнятüся коppекöия паpаìетpов и опе-
pативная заìена фpаãìентов äвижений в соот-
ветствии с заpанее обу÷енныìи аëüтеpнативны-
ìи ваpиантаìи выпоëнения pабо÷еãо äвижения.
Посëе выпоëнения pоботоì о÷еpеäноãо pабо÷еãо

äвижения ÷еëовеку-опеpатоpу в ìоäеëиpуþщий коì-
пëекс пеpеäаþтся от СУP факти÷еские тpаектоpии
äвижения в виäе описания на языке МФД, состав-
ëенные посëе автоìати÷ескоãо анаëиза äвижений
в СУP. Эта инфоpìаöия, в совокупности с pезуëüта-
таìи сканиpования pоботоì pеаëüной BC в пpоöессе
выпоëнения pабо÷еãо äвижения pоботоì, äоëжна
испоëüзоватüся äëя коppекöии МФД и МВС.

В сëу÷ае отсутствия существенных коppекöий
в пpоöессе выпоëнения pабо÷еãо äвижения обу÷ение
с÷итается пpавиëüныì, взаиìопониìание ÷еëовека-
опеpатоpа с СУP pобота аäекватныì, и pезуëüтаты
обу÷ения ìоãут бытü испоëüзованы pоботоì в äаëü-
нейøеì.

Основные пpеимущества метода обучения показом

Пpеäëоженный аëãоpитì обу÷ения показоì äви-
жения иìеет öеëый pяä пpеиìуществ по сpавне-
ниþ с тpаäиöионныìи способаìи пpоãpаììиpова-
ния тpаектоpий иëи копиpования äвижения, коãäа
опеpатоp пеpеìещает в пpостpанстве, напpиìеp,
схват ìанипуëятоpа по жеëаеìой тpаектоpии с не-
пpеpывной записüþ текущих кооpäинат в паìятü
pобота. Пеpе÷исëиì основные из них.

1. Использование пpофессиональных навыков и ин-
туитивного опыта человека. Чеëовек, испоëüзуя
свои пpофессионаëüные навыки и интуитивный
опыт, pукой показывает äвижения, котоpые авто-
ìати÷ески анаëизиpуþтся ММИ (на äопустиìостü
конфиãуpаöии и безопасностü) и в виäе обобщен-
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ноãо описания МФД пеpеäаþтся pоботу. Тpаäиöион-
ные сpеäства супеpвизоpноãо упpавëения, в кото-
pых испоëüзуþтся пуëüт иëи äжойстик äëя заäания
обобщенных коìанä, в äанноì сëу÷ае поëу÷аþт
pазвитие.

2. Пpостота и опеpативность обучения. Обу÷е-
ние выпоëняется пpостыìи äвиженияìи pуки ÷еëо-
века без какоãо-ëибо пpоãpаììиpования сëожных
пpостpанственных пеpеìещений. Чеëовеку естест-
веннее и пpоще контpоëиpоватü поëожение своей
pуки во вpеìя выпоëнения äвижения, ÷еì контpо-
ëиpоватü äвижение с испоëüзованиеì кнопок, ìыøи
иëи äжойстика. Экспеpиìенты показаëи, ÷то нау-
÷итüся упpавëятü pоботоì äвижениеì своей pуки
ìожет пpакти÷ески кажäый и сäеëатü это ìожно
букваëüно за нескоëüко ÷асов. Сpоки и затpаты на
поäãотовку пеpсонаëа äëя упpавëения и обу÷ения
pобота зна÷итеëüно сокращаþтся.

3. Снижение тpебований к точности задания
движения. Вìесто то÷ноãо копиpования и записи
ìассивов кооpäинат тpаектоpии äвижения пpи обу-
÷ении pобота-ìанипуëятоpа ÷еëовек заäает тоëüко
назна÷ение и фоpìу пpостpанственной тpаектоpии
äвижения, в тоì ÷исëе пpи pаботе с пpеäìетаìи,
инстpуìентоì и объектаìи BC. Свобоäное äвижение
заäается ÷еëовекоì и воспpоизвоäится pоботоì за-
веäоìо на безопасноì pасстоянии от объектов, по-
этоìу не тpебуется особой то÷ности таких äвиже-
ний. В тоì сëу÷ае, коãäа схват pобота пpибëижается
к объекту, äвижение автоìати÷ески коppектиpуется
по инфоpìаöии от сенсоpов, в тоì ÷исëе сиëоìо-
ìентноãо о÷увствëения. Нет необхоäиìости в то÷-
ноì копиpовании äвижений теëеупpавëяеìыìи
pоботаìи, обы÷но испоëüзуеìыìи в ÷асти÷но не-
äетеpìиниpованной BC, коãäа нет то÷ной инфоp-
ìаöии о pаспоëожении pобота и пpепятствий.

4. Надежность упpавления автономным pоботом.
Оäно из пpеиìуществ состоит в отсутствии необ-
хоäиìости нахожäения опеpатоpа на бëизкоì pас-
стоянии иëи в pабо÷ей зоне теëеупpавëяеìоãо pо-
бота, напpиìеp, внутpи косìи÷еской станöии иëи
на внеøней повеpхности оpбитаëüной станöии äëя
опеpативноãо вìеøатеëüства в äействия pобота. На
основе описаний МФД и МВС интеëëектуаëüная
СУP автоìати÷ески ìожет скоppектиpоватü фоpìу
и äаже поpяäок сëеäования обу÷енных äвижений
pобота.

5. Удобство контpоля, коppекции и пеpедачи опы-
та движений. Наãëяäная фоpìа пpеäставëения äви-
жений в МФД, бëизостü к естественноìу языку
фpейì-стpуктуpиpованноãо описания äвижений по-
звоëяþт äостовеpно пpовеpятü, опеpативно изìенятü
состав, посëеäоватеëüностü и фоpìу сëожных pа-
бо÷их äвижений пpяìо по тексту описания äвиже-
ния, коìпüþтеpной ìоäеëи pобота-ìанипуëятоpа,
а также ìоäеëи ÷еëовека ("аватаpа") [10].

Заключение

Новая инфоpìаöионная техноëоãия обу÷ения
pоботов (ìехатpонных систеì) показоì äвижений
основана на испоëüзовании фpейì-стpуктуpиpован-
ноãо пpеäставëения äанных в МФД, позвоëяþщей
ëеãко коppектиpоватü сеìантику и топоëоãиþ äви-
жений как ÷еëовеку-опеpатоpу, так и автоноìноìу
о÷увствëенноìу pоботу.

Аëãоpитìы обу÷ения показоì естественных äви-
жений pуки ÷еëовека-опеpатоpа с испоëüзованиеì
теëекаìеpы, закpепëенной на так называеìой о÷ув-
ствëенной пеp÷атке, äопускаþт во вpеìя обу÷ения
пpиìенение не тоëüко коìпüþтеpных, но и натуpных
ìакетов объектов внеøней сpеäы, ÷то äает опеpа-
тоpу возìожностü в pеаëüных усëовиях отpаботатü
оптиìаëüные äвижения теëеупpавëяеìых pоботов.
Достато÷но ëиøü показатü фоpìу äвижения pуки
÷еëовека интеëëектуаëüной систеìе ММИ и за-
поìнитü ее в МФД, а затеì это äвижение ìожет
бытü автоìати÷ески выпоëнено, напpиìеp, pоботоì-
ìанипуëятоpоì с коppекöией и навиãаöией по сиã-
наëаì сенсоpов сpеäи объектов внеøней сpеäы. 
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Стpуктуpа
исполнительного устpойства pобота

Созäание автоìати÷еских ëиний, автоìатизиpо-
ванных пpоизвоäств, "безëþäных" завоäов возìож-
но бëаãоäаpя пpиìенениþ ìноãофункöионаëüных
ìаøин, иìитиpуþщих äействия ÷еëовека, — pобо-
тов. Их пpиìеняþт в пpоìыøëенноì пpоизвоäст-
ве, бытовоì обсëуживании, зäpавоохpанении, воен-
ноì äеëе, в косìосе, поä воäой и äpуãих экстpеìаëü-
ных сpеäах бëаãоäаpя боëüøой функöионаëüной
ãибкости, пpоãpессивныì ìехани÷ескиì констpук-
öияì, эффективныì пpивоäаì, ìикpопpоöессоpныì
упpавëяþщиì систеìаì, техни÷ескоìу зpениþ и т. п.
Вниìание у÷еных, констpуктоpов, инженеpов со-
сpеäото÷ено на pазpаботке высокоэффективных тех-
ноëоãий изãотовëения pоботов, pас÷етах и констpуи-
pовании как отäеëüных ìеханизìов, так и всеãо
pобота в öеëоì.

Pобот пpеäставëяет собой систеìу, состоящуþ из
испоëнитеëüноãо устpойства (ИУ), котоpое выпоë-
няет все еãо äвиãатеëüные функöии, и устpойства
упpавëения (УУ), фоpìиpуþщеãо и выäаþщеãо
упpавëяþщие возäействия испоëнитеëüноìу уст-
pойству в соответствии с упpавëяþщей пpоãpаììой.
В своþ о÷еpеäü, кажäое из указанных устpойств ìо-
жет бытü стpуктуpиpовано саìостоятеëüно.

Pассìотpиì тоëüко оäин наибоëее важный стpук-
туpный эëеìент, вхоäящий в состав испоëнитеëüно-
ãо устpойства, — испоëнитеëüный ìеханизì (ИМ).
ИМ — это ìехани÷еская ÷астü испоëнитеëüноãо
устpойства pобота, состоящая из твеpäых и упpуãих
звенüев, соеäиненных ìежäу собой pазëи÷ныìи
виäаìи связей, pеаëизуþщая еãо äвиãатеëüнуþ
функöиþ.

Поä связяìи пониìаþт кинеìати÷еские паpы.
Кинеìати÷еская паpа (КП) — соеäинение äвух со-
пpикасаþщихся звенüев, äопускаþщее их относи-
теëüное äвижение. Кажäая КП обëаäает опpеäеëен-
ной поäвижностüþ. Пассивная КП — это пассив-
ное соеäинение äвух звенüев, не позвоëяþщее осу-
ществëятü заäанное упpавëяеìое äвижение оäноãо
звена паpы относитеëüно äpуãоãо.

Кpоìе пассивных КП существуþт активные КП,
позвоëяþщие сообщатü оäноìу из звенüев паpы
оäну упpавëяеìуþ обобщеннуþ кооpäинату. Такие
КП буäеì называтü степеняìи поäвижности (СП).

Степенü поäвижности — соеäинение äвух звенü-
ев, позвоëяþщее сообщатü оäноìу из них оäну
упpавëяеìуþ обобщеннуþ кооpäинату. СП вкëþ-
÷ает в себя пpивоä, сообщаþщий äвижение звену.

Сëеäует отìетитü, ÷то КП и СП иìеþт pазнуþ
физи÷ескуþ сущностü. Но на стpуктуpных и кинеìа-
ти÷еских схеìах КП и СП иìеþт оäинаковое усëов-
ное ãpафи÷еское изобpажение, ÷то не äает возìож-
ности их pазëи÷атü. Поэтоìу пpеäëаãается изобpа-
жатü СП ина÷е, нежеëи КП, но бëизкиìи к ниì ус-
ëовныìи ãpафи÷ескиìи изобpаженияìи. На pис. 1
пpивеäены существуþщие усëовные ãpафи÷еские
изобpажения КП и пpеäëаãаеìые усëовные ãpафи-
÷еские изобpажения СП.

Вìесте с теì, ÷асто путаþт понятия "степенü поä-
вижности" и "степенü свобоäы".

СП испоëнитеëüноãо устpойства pобота — это
упpавëяеìая обобщенная кооpäината.

Степенü свобоäы pабо÷еãо оpãана pобота, а сëе-
äоватеëüно, и объекта, закpепëенноãо в неì, — это
независиìое возìожное еãо äвижение.

Pабо÷ий оpãан как твеpäое теëо, нахоäящееся
в пpостpанстве, не ìожет иìетü ÷исëо степеней сво-
боäы боëüøе øести, в то вpеìя как ÷исëо СП ис-
поëнитеëüноãо устpойства pобота неоãpани÷енно.
Дëя pеаëизаöии äвижения объекта с заäанныì ÷ис-
ëоì степеней свобоäы ÷исëо СП испоëнитеëüноãо
устpойства äоëжно бытü pавно иëи боëüøе ÷исëа
еãо степеней свобоäы.

Есëи нескоëüко звенüев соеäинитü ìежäу собой
тоëüко КП, то поëу÷иì кинеìати÷ескуþ öепü (КЦ).
Такая КП буäет непоäвижной. Дëя пpивеäения ее
в äвижение необхоäиìо оäну иëи нескоëüко КП
заìенитü на СП.

Такиì обpазоì, стpуктуpная схеìа ìеханизìа
äоëжна состоятü из стойки, поäвижных звенüев, КП
и СП. Существуþт ìеханизìы, котоpые ìоãут со-
стоятü тоëüко из стойки, поäвижных звенüев и СП
(напpиìеp, испоëнитеëüные ìеханизìы pоботов).

В зависиìости от виäа äвижения звенüев КЦ
испоëнитеëüных ìеханизìов pоботов поäpазäеëя-
þт на пëоские (pис. 2, а) и пpостpанственные
(pис. 2, б). В своþ о÷еpеäü, они ìоãут бытü заìк-
нутыìи (pис. 2, в) и незаìкнутыìи (pазоìкнуты-

Pассматpивается методика пpоведения стpуктуpного
анализа исполнительных устpойств pоботов с замкнутыми
контуpами и без них, с избыточными связями и избыточ-
ными степенями подвижности. Показано pазличие между
степенью подвижности исполнительного механизма и кине-
матической паpой и степенью свободы pабочего оpгана pо-
бота, пpедложены условные гpафические обозначения степе-
ней подвижности, котоpые можно использовать пpи выпол-
нении стpуктуpных и кинематических схем.

Ключевые слова: pоботы, исполнительные механизмы,
избыточные степени подвижности.



30 Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2008

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

ìи) (pис. 2, а, б) и незаìкнутыìи с ìестныìи
заìкнутыìи контуpаìи (pис. 2, г).

Пpи выпоëнении техноëоãи÷еской опеpаöии
незаìкнутая кинеìати÷еская öепü ìожет статü заìк-
нутой. Так, напpиìеp, пpи фpезеpовании, свеpëе-
нии и т. п. на äвижения звенüев испоëнитеëüноãо
устpойства pобота накëаäываþтся äопоëнитеëüные
связи и незаìкнутая кинеìати÷еская öепü пpевpа-
щается в заìкнутуþ (pис. 2, д).

Стpуктуpные фоpмулы
исполнительных устpойств pоботов

Существуþт общие законоìеpности в стpуктуpе
pазëи÷ных ìеханизìов, связываþщие ÷исëо их СП
с ÷исëоì звенüев, ÷исëоì и виäоì КП. Эти зако-
ноìеpности носят название стpуктуpных фоpìуë.
По ниì ìожно опpеäеëятü ÷исëо СП испоëнитеëü-
ноãо устpойства pобота (÷исëо упpавëяеìых обоб-
щенных кооpäинат, ÷исëо пpивоäов, необхоäиìых

Pис. 1. Классификация кинематических паp и степеней подвижности
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äëя пpивеäения испоëнитеëüноãо устpойства в äви-
жение).

Дëя пpостpанственноãо испоëнитеëüноãо ìеха-
низìа pобота стpуктуpная фоpìуëа иìеет виä [1, 3]

W = 6n – iPi,

ãäе W — ÷исëо СП пpостpанственноãо испоëнитеëü-
ноãо ìеханизìа; n — ÷исëо поäвижных звенüев; i —
кëасс КП; Pi — ÷исëо КП i-ãо кëасса. В испоëни-

теëüных ìеханизìах pоботов ìоãут бытü испоëüзо-
ваны тоëüко КП 5-ãо, 4-ãо и 3-ãо кëассов.

Чисëо СП пëоскоãо испоëнитеëüноãо ìеханиз-
ìа pобота опpеäеëяþт по фоpìуëе [2]

Wп = 3n – (i – 3)Pi,

ãäе öифpа 4 относится к высøиì КП, öифpа 5 —
к низøиì КП.

Испоëнитеëüные ìеханизìы pоботов ìоãут бытü
и с ìестныìи пëоскиìи заìкнутыìи контуpаìи,
созäанныìи с поìощüþ пëоских стpуктуpных
ãpупп. Такие контуpы тpебуþт высокой то÷ности
изãотовëения и сбоpки, ина÷е за с÷ет пеpекосов и
äефоpìаöии звенüев в КП увеëи÷ивается тpение,
÷то ìожет пpивести к закëиниваниþ испоëнитеëü-
ноãо устpойства pобота.

Пëоские заìкнутые контуpы ìожно pассìатpи-
ватü как пpостpанственные с избыто÷ныìи кон-

туpныìи связяìи. В этоì сëу÷ае пëоская стpуктуp-
ная ãpуппа наëаãает на заìкнутый контуp тpи из-
быто÷ные связи.

Есëи КП в пëоской стpуктуpной ãpуппе кpоìе
5-ãо кëасса ìоãут бытü 4-ãо и 3-ãо кëассов, т. е.
иìетü äопоëнитеëüные степени поäвижности, то
÷исëо СП ìеханизìа с ìестныìи заìкнутыìи кон-
туpаìи ìожно опpеäеëитü по фоpìуëе

W = 6n – iPi + Sj, (1)

ãäе Sj — ÷исëо избыто÷ных связей заìкнутоãо кон-

туpа:

Sj = 3 – (5 – i)Pi. (2)

Зäесü 3 — ÷исëо избыто÷ных связей заìкнутоãо
контуpа с кинеìати÷ескиìи паpаìи тоëüко 5-ãо
кëасса; Pi — ÷исëо кинеìати÷еских паp i-ãо кëасса
заìкнутоãо контуpа; j — ноìеp заìкнутоãо контуpа;
K — ÷исëо заìкнутых контуpов:

K = Pi – n.

Чисëо äопоëнитеëüных поäвижностей заìкну-
тоãо контуpа ìожно найти по фоpìуëе

Hj = 3 – Sj = (5 – i)Pi.

Заìкнутые контуpы äоëжны бытü независиìыìи,
т. е. отëи÷атüся äpуã от äpуãа набоpоì КП.

Отpиöатеëüное зна÷ение Sj указывает на то, ÷то
появиëисü избыто÷ные степени поäвижности заìк-
нутоãо контуpа:

hj = Hj – 3 = –Sj.

Фоpìуëы (1) и (2) пpиìениìы как äëя пpостpан-
ственных, так и äëя пëоских ìеханизìов, как с заìк-
нутыìи контуpаìи, так и без них.

Pассìотpиì испоëнитеëüный ìеханизì pобота,
изобpаженный на pис. 3, a. 

Опpеäеëяеì ÷исëо заìкнутых контуpов:

K = Pi – n = 9 – 7 = 2.

Вы÷исëяеì ÷исëо избыто÷ных связей кажäоãо
контуpа:

S1, 2 = 3 – (5 – i)Pi = 3 – (5 – 5)•9 = 3.

i 1=

5

∑

Pис. 2. Виды кинематических цепей
исполнительных устpойств pоботов
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Сëеäоватеëüно, ÷исëо избыто÷ных связей испоë-
нитеëüноãо ìеханизìа pавно øести.

Нахоäиì ÷исëо СП испоëнитеëüноãо ìеханизìа
pобота:

W = 6n – iPi + Sj = 6•7 – 5•9 + 3 + 3 = 3.

Такиì обpазоì, испоëнитеëüный ìеханизì иìе-
ет тpи обобщенные кооpäинаты, и äëя пpивеäения
еãо в äвижение необхоäиìо установитü тpи пpивоäа.

Дëя устpанения избыто÷ных контуpных связей
необхоäиìо понизитü кëасс некотоpых КП пëоских
стpуктуpных ãpупп, обpазуþщих заìкнутые конту-
pы. Заìениì КП 5-ãо кëасса B5 и F5 на кинеìати-
÷еские паpы 3-ãо кëасса B3 и F3 и КП пятоãо кëасса
D5 и N5 — на КП 4-ãо кëасса D4 и N4 (pис. 3, б).
В этоì сëу÷ае ÷исëо избыто÷ных связей контуpов
BCDE и FMNL буäет pавно

S1, 2 = 3 – (5 – 3)•1 – (5 – 4)•1 – (5 – 5)•1 = 0.

Пpи этоì ÷исëо СП испоëнитеëüноãо ìеханизìа
pобота äоëжно остатüся пpежниì:

W = 6•7 – 3•2 – 4•2 – 5•5 = 3.

Пpи äаëüнейøеì понижении кëасса КП, на-
пpиìеp, пpи заìене КП 4-ãо кëасса D4 на КП 3-ãо
кëасса D3 (pис. 2, в) ÷исëо избыто÷ных связей кон-
туpа BCDE становится отpиöатеëüныì:

S1 = 3 – (5 – 3)•2 – (5 – 5)•2 = –1.

Это указывает на то, ÷то появиëасü оäна избыто÷-
ная степенü поäвижности этоãо контуpа h1 = –S1 = 1,
т. е. ìестная степенü поäвижности (вpащение ãpуп-
пы звенüев 1 и 2 вокpуã оси B3D3), ÷то никак не от-
pажается на функöионаëüных äвижениях испоëни-
теëüноãо ìеханизìа pобота.

Чисëо избыто÷ных связей контуpа FMNL оста-
ëосü неизìенныì, т. е. S2 = 0.

Пpи этоì ÷исëо СП испоëнитеëüноãо ìеханизìа
pобота не äоëжно изìенитüся: W = 6•7 – 3•3 –
– 4•1 – 5•5 – 1 – 0 = 3. 

На pис. 3, г изобpажена стpуктуpная схеìа ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа pобота с тpеìя избыто÷-
ныìи связяìи и оäной избыто÷ной степенüþ поä-
вижности, на котоpой усëовныìи ãpафи÷ескиìи
изобpаженияìи показаны СП A5, E5 и L5 и КП B3,
C5, D3, F5, M5, N5.

Испоëнитеëüные ìеханизìы pоботов с избыто÷-
ныìи степеняìи поäвижностяìи заìкнутых конту-

i 1=

5

∑
j 1=

K

∑

Pис. 3. Исполнительный механизм pобота с кинематическими паpами pазличных классов
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pов не pаöионаëüны, так как они тpебуþт установки
äопоëнитеëüных пpивоäов, хотя на функöионаëü-
ные возìожности это никак не вëияет. Поэтоìу пpи
констpуиpовании испоëнитеëüных устpойств pобо-
тов жеëатеëüно от избыто÷ных степеней поäвиж-
ностей заìкнутых контуpов избавëятüся.

Оäнако, есëи испоëнитеëüный ìеханизì не иìе-
ет заìкнутых контуpов, но иìеет избыто÷ные степе-
ни поäвижности, это указывает на то, ÷то возìож-
но появëение, во-пеpвых, ìестных степеней поä-
вижности звенüев (вpащения звенüев вокpуã своих
пpоäоëüных осей), ÷то не вëияет на еãо функöио-
наëüные äвижения, во-втоpых, ãpупповых степе-
ней поäвижности звенüев, ÷то поëожитеëüно ска-
зывается на функöиониpовании испоëнитеëüноãо
устpойства pобота (возìожен обхоä пpепятствий). 

На pис. 4, а изобpажен испоëнитеëüный ìеха-
низì pобота без заìкнутых контуpов с тpеìя из-
быто÷ныìи поäвижностяìи и с ÷исëоì СП, pав-
ныì äевяти.

Тpи избыто÷ные степени поäвижности указы-
ваþт на то, ÷то иìеþтся äве ìестные степени поä-
вижности (повоpот звенüев AB и BC вокpуã своих
пpоäоëüных осей) и оäна ãpупповая степенü поä-
вижности этих звенüев вокpуã оси AC. От ìестных
степеней поäвижности жеëатеëüно избавитüся, так
как они тpебуþт установки äопоëнитеëüных пpи-
воäов, но на функöионаëüные возìожности это не
вëияет, а ãpупповая степенü поäвижности поëезна,
так как она позвоëяет испоëнитеëüноìу устpойству
pобота обхоäитü пpепятствия. Без потеpи äвиãатеëü-
ных функöий испоëнитеëüноãо ìеханизìа ìожно
заìенитü СП B3 на СП B5 (pис. 4, б). В этоì сëу÷ае
ìестные степени поäвижности ис÷езнут и буäет
тоëüко оäна ãpупповая степенü поäвижности звенü-
ев и ÷исëо СП ИМ, pавное сеìи.

Есëи СП B5 и A3 иëи C3 поìенятü ìестаìи, то
появится оäна ìестная степенü поäвижности звена
AB иëи BC, а ãpупповая степенü поäвижности ис-
÷езнет. Пpи этоì ÷исëо СП останется пpежниì
(W = 7), и испоëнитеëüный ìеханизì pобота ста-
нет не pаöионаëüныì. Поэтоìу пpи констpуиpова-
нии испоëнитеëüных устpойств pоботов констpук-
тоp äоëжен pаспоëаãатü СП так, ÷тобы не появëя-
ëисü ìестные степени поäвижности звенüев.

Пpеäëоженная ìетоäика стpуктуpноãо анаëиза ис-
поëнитеëüных ìеханизìов pоботов позвоëяет оп-
pеäеëятü ÷исëо избыто÷ных связей, äопоëнитеëü-
ных и избыто÷ных степеней поäвижности, ÷исëо СП
pобота как с ìестныìи заìкнутыìи контуpаìи,
так и без них, ÷то äает возìожностü спpоектиpоватü
pаöионаëüное испоëнитеëüное устpойство, обеспе-
÷иваþщее боëее высокое ка÷ество еãо функöиони-

pования. Показано pазëи÷ие ìежäу СП испоëни-
теëüноãо устpойства и КП и степенüþ свобоäы pа-
бо÷еãо оpãана pобота. Также пpеäставëены усëов-
ные ãpафи÷еские изобpажения pазëи÷ных СП, ÷то
позвоëяет КП и СП на стpуктуpных и кинеìати-
÷еских схеìах изобpажатü по-pазноìу, т. е. так,
÷тобы ìожно быëо pазëи÷атü, ãäе нахоäится КП,
а ãäе — СП.
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Введение

Постpоение систеìы автоìати÷ескоãо упpавëе-
ния пpоöессоì обоãащения аëìазосоäеpжащей pу-
äы [1], а иìенно пpоöессоì "конвейеp — бункеp —
сепаpатоp — конвейеp", позвоëит избежатü pяäа пpо-
бëеì, связанных с пpостоеì pаботы бункеpов и вы-
хоäоì их в кpити÷еское состояние пеpепоëнения [2].

Это позвоëит поëу÷атü ìаксиìаëüное коëи÷ество
поëезной pуäы (аëìазов) в еäиниöу вpеìени и повы-
сит эффективностü pаботы систеìы, ÷то пpи высо-
кой стоиìости поëу÷аеìой пpоäукöии весüìа акту-
аëüно. Даже 1...3 %-ное увеëи÷ение äобы÷и аëìазов
пpинесет зна÷итеëüный эконоìи÷еский эффект.

На pис. 1 пpеäставëена схеìа пеpеìещения pу-
äы на ëенто÷ноì конвейеpе, посëе pазäеëения ко-
тоpой на фpакöии pазноãо pазìеpа пpоисхоäит за-
ãpузка бункеpов. Кажäый из бункеpов иìеет сепа-

pатоp, пpи÷еì ка÷ество обоãащения pуäы напpя-
ìуþ зависит от скоpости опоpожнения бункеpов.
В äанной pаботе pассìатpивается pежиì оптиìаëü-
ноãо упpавëения сепаpатоpоì оäноãо из бункеpов.

Pассìотpиì pеøение заäа÷и оптиìаëüноãо упpав-
ëения пpи сëеäуþщих усëовиях.

1. Моäеëü пpоöесса заãpузки и pазãpузки бунке-
pа описывается сëеäуþщиìи уpавненияìи:

 = q – x2; (1)

 =  – , (2)

ãäе x1 — заãpузка бункеpа (общее коëи÷ество pуäы
в контейнеpе); q — ìеняþщаяся и изìеpяеìая ско-
pостü заãpузки пpи поступëении в контейнеp pуäы
с ëенто÷ноãо конвейеpа; x2 — pазãpузка бункеpа
(пpи поëу÷ении поëезной pуäы), опpеäеëяþщая
скоpостü еãо опоpожнения; u — упpавëяþщий сиã-
наë по скоpости pазãpузки, поäëежащий оптиìаëü-
ноìу выбоpу, пpи испоëüзовании соpтиpово÷ной
установки на "выхоäе" контейнеpа.

2. Кpитеpий оптиìаëüноãо упpавëения обоãа-
щениеì пpеäставëен сëеäуþщиì функöионаëоì:

J = (1 – bu)u +  – s 0,5 –

– φ dt = f0(x1, x2, u)dt, (3)

ãäе (1 – bu)u — äохоä поëезной pуäы в еäиниöу вpе-
ìени; s — øтpаф за пеpепоëнение бункеpа; b — за-
äанный паpаìетp, опpеäеëяþщий оптиìаëüнуþ ско-

pостü поступëения pуäы на конвейеp, pавнуþ ,

пpи котоpой соpтиpовка pуäы обеспе÷ивает ìак-
сиìаëüный äохоä без у÷ета воз-
ìожных потеpü от пеpепоëнения
бункеpа, а ìаксиìаëüная скоpостü
еãо опоpожнения не пpевыøает

, как показано на pис. 2; 0,5 –

– φ  — ве-

pоятностü пеpепоëнения бункеpа;
φ — интеãpаë Лапëаса; σ — сpеä-
некваäpати÷еское откëонение
сëу÷айноãо пpоöесса запоëнения
бункеpа pуäой; H — заäанная вы-
сота бункеpа; Δt — интеpваë поë-

Pассматpивается pазpаботка оптимального алгоpитма
упpавления обогащением pуды для исключения пpостоя бун-
кеpа и выхода бункеpа в аваpийное состояние (пеpеполне-
ния) и в итоге — для получения максимального количества
полезной pуды в единицу вpемени.

Ключевые слова: пpоцесс обогащения pуды, соpтиpовка,
оптимальное упpавление.

СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО

И АВТОМАТИЗИРОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ
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Pис. 1. Схема пеpемещения pуды на ленточном конвейеpе



Мехатроника, автоматизация, управление, № 7, 2008 35

Лебедев Г. Н., Щеткин С. Л. � Разработка оптимального управления процессом обогащения руды при ее сортировке

ноãо пpохожäения pуäы ÷еpез бëок äеëения на фpак-
öии и попаäания ее во все бункеpа (интеpваë запаз-
äывания).

Pазpаботка оптимального упpавления

В äанной статüе ìоäеëü пpоöесса заãpузки и pаз-
ãpузки бункеpа (1) и (2), а также кpитеpий оптиìаëü-
ности (3) с÷итаþтся заäанныìи и пpиниìаþтся
в виäе, сфоpìуëиpованноì в поставëенной заäа÷е.

Дëя поëу÷ения усëовия оптиìаëüности упpавëе-
ния испоëüзуеì ìетоä äинаìи÷ескоãо пpоãpаììи-
pования [2]:

–  = f0 +  +  =

= F(x1, x2, u), (4)

ãäе ε — функöия Беëëìана;  =  – ;  = q – x2;

f0 — поäынтеãpаëüное выpажение функöионаëа (3).

Соãëасно ìетоäу анаëити÷ескоãо конöентpиpова-
ния оптиìаëüных pеãуëятоpов [3] пpеäставиì функ-
öиþ Беëëìана в виäе степенноãо pяäа:

ε = α + β1x1 + β2x2 + γ1  + γ2  + φ12x1x2.

Тоãäа поëу÷иì

 = β1 + γ1x1 + ϕ12x2 и  = β2 + γ2x2 + ϕ12x1.

Посëе pеøения уpавнения (4) поëу÷аеì фоpìу-
ëиpовку äинаìи÷ескоãо упpавëения:

u =  иëи u = k1x1 + k2x2 + k3, (5)

ãäе k1 = , k2 = , k3 =  – .

Диффеpенöиаëüные уpавнения Pиккатти иìеþт
виä

 = –sb + γ1q + ϕ12 + ϕ12β2;

 = –sΔt + ϕ12q – β1 + γ2 + γ2β2 – ;

 = –2s + ;

 = –2sϕ12Δt2 – 2ϕ12 – γ2 + ;

 = sΔt – γ1 –  + ϕ12.

Необхоäиìые äëя ëинейноãо упpавëения (5) ко-
эффиöиенты β2, ϕ12 и γ2 ìожно вы÷исëитü в стаöио-

наpноì pежиìе пpи  =  =  =  =  = 0.

Посëе поäстановки коэффиöиентов pасс÷иты-
ваеì такое упpавëение, бëаãоäаpя котоpоìу пpакти-
÷ески искëþ÷ен выхоä бункеpа в аваpийное состоя-
ние. Пpи этоì вpеìя, затpа÷иваеìое на сепаpаöиþ,
увеëи÷ивается, так как упpавëение ìеняется кажäый
пpоìежуток вpеìени, но зато ìы поëу÷аеì ìакси-
ìаëüное коëи÷ество поëезной pуäы в еäиниöу вpе-
ìени:

u = 2,6q + [x1 – (H – 2σ) – 1,6x2] + ξ(t)

пpи оãpани÷ении 0 m u m , (6)

ãäе ξ(t) — возìожная сëу÷айная оøибка в оöенке
скоpости запоëнения бункеpа pуäой, есëи изìеpи-
теëüные сpеäства не позвоëяþт то÷но опpеäеëитü
пpоöесс заãpузки бункеpа.

Оäнако найäенное упpавëение в ëинейной фоp-
ìе не у÷итывает pеаëüных оãpани÷ений по ìиниìу-
ìу и ìаксиìуìу скоpости pазãpузки. Поэтоìу в от-
ëи÷ие от äинаìи÷ескоãо упpавëения, ãäе у÷итыва-
ется äинаìика запоëнения и опоpожнения бункеpа,
ìожно pассìотpетü стати÷еское упpавëение, пpи ко-
тоpоì не искëþ÷ается ìоìент пеpепоëнения бун-
кеpа, но упpавëение вкëþ÷ается в pаботу тоëüко
в аваpийных ситуаöиях, позвоëяя pаботатü сепаpа-
öии в постоянноì pежиìе:

uj = (7)

Pис. 2. Скоpость pазгpузки бункеpа
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ãäе Δj — поpоã пpеäупpеäитеëüной тpевоãи о воз-

ìожноì пеpепоëнении, зависящий от неоäинако-
вой то÷ности оöенки скоpости запоëнения кажäоãо
j-ão бункеpа; uопт — оптиìаëüная скоpостü соpти-

pовки pуäы пpи ее обоãащении; umax — аваpийная

скоpостü pазãpузки бункеpа.

Виäиìо, ëу÷øий ваpиант состоит в со÷етании
äинаìи÷ескоãо и стати÷ескоãо упpавëения:

uj = (8)

Pезультаты моделиpования

Моäеëиpование пpоöесса сепаpаöии с испоëüзо-
ваниеì со÷етания äинаìи÷ескоãо и стати÷ескоãо
упpавëения (8) äаëо сëеäуþщие pезуëüтаты. На
pис. 3 показан пpоöесс запоëнения бункеpа пpи
b = 0,5 и H = 4 ì, пpи этоì сpеäнее зна÷ение q pав-

но , а еãо ступен÷атый виä соответствует оäноìу

из тяжеëых pежиìов pаботы систеìы.
На pис. 4 виäно, ÷то, как тоëüко коëи÷ество pуäы

в бункеpе пpевыøает äопустиìый уpовенü, pавный
Н = 3,5 ì (в ìоìент вpеìени t = 4 с), упpавëение
пеpекëþ÷ается на ìаксиìаëüный pежиì опоpож-

нения, pавный .

На pис. 5 виäно, ÷то бëаãоäаpя такоìу упpавëениþ
(сì. pис. 4) коëи÷ество pуäы в бункеpе ни pазу не

u =  пpи x1 > H – Δ2 j;

u = 2,6q + [x1 – (H – 2σ) – 1,6x2] + ξ(t) пpи

H – Δ1 j < x1 < H – Δ2 j, Δ2 j < Δ1 j и u l ;

u =  пpи x1 > H – Δ1 j.
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Pис. 3. Загpузка бункеpа q (поступление pуды в бункеp с конвейеpа) 

Pис. 4. Упpавление u пpоцессом pазгpузки бункеpа 

Pис. 5. Количество x1 pуды в бункеpе 

Pис. 6. Кpитеpий оптимального упpавления обогащением J
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пpевысиëо кpити÷ескоãо зна÷ения высоты (Н = 4 ì),
÷то искëþ÷ает возìожностü пеpепоëнения бункеpа.

Дëя оöенки эффективности pазных виäов
упpавëения быë вы÷исëен кpитеpий оптиìаëüноãо
упpавëения обоãащениеì (pис. 6), котоpый pавен

J* = f0(x1, х2, u)dt.

***

На основании pезуëüтатов ìоäеëиpования ìожно
сказатü, ÷то со÷етание стати÷ескоãо и äинаìи÷е-
скоãо упpавëений (8) явëяется саìыì ëу÷øиì ва-
pиантоì. Во-пеpвых, пpи такоì упpавëении пpак-
ти÷ески искëþ÷ено пеpепоëнение бункеpа, во-вто-
pых, пpоисхоäит эффективный пpоöесс опоpожне-

ния бункеpа, ÷то позвоëяет поëу÷итü ìаксиìаëüное
коëи÷ество поëезной pуäы в секунäу. Дëя поäтвеp-
жäения этих pезуëüтатов быë пос÷итан кpитеpий
оптиìаëüноãо упpавëения обоãащениеì (pис. 6), по-
казываþщий, ÷то пpи испоëüзовании сìеøанноãо
упpавëения (8) пpоисхоäит саìый эффективный
пpоöесс опоpожнения бункеpа.
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Введение

Оäниì из важных аспектов пpи pазpаботке и
анаëизе систеìы упpавëения техноëоãи÷ескиì пpо-
öессоì явëяется ìоäеëиpование и иссëеäование
систеìы обсëуживания пpоöесса. Оäной из ãëавных
öеëей иссëеäования явëяется оптиìизаöия и выяв-
ëение "узких ìест" pаботы систеìы, а также сни-
жение ÷исëа потеpü заявок на обсëуживание и, как
сëеäствие, увеëи÷ение пpоизвоäитеëüности всеãо
øинноãо пpоизвоäства.

Пpеäëаãаеìое в äанной pаботе ìатеìати÷еское
описание позвоëяет эффективно оöенитü pаботу су-
ществуþщей систеìы обсëуживания вуëканизаöи-
онноãо пpоизвоäства и pазpаботатü пpи необхоäи-

ìости боëее сëожные и то÷ные ìоäеëи пpоöесса
обсëуживания.

Как известно, вуëканизаöия явëяется завеpøаþ-
щей стаäией в пpоизвоäстве автоìобиëüных покpы-
øек. Собственно пpоöесс вуëканизаöии пpоисхо-
äит в спеöиаëüных аппаpатах, фоpìатоpах, кажäый
из котоpых вуëканизиpует оäновpеìенно äве по-
кpыøки, поëу÷енные из öеха сбоpки. Чисëо фоp-
ìатоpов в öехе ìожет бытü äостато÷но веëико (не-
скоëüко äесятков), ÷то обусëовëивает необхоäиìостü
эффективной систеìы обсëуживания pаботы. По-
пытка pазpаботки поäобной систеìы и pассìотpе-
на в äанной статüе.

Теоpети÷еские pезуëüтаты пpоиëëþстpиpованы
pас÷етаìи оäной из существуþщих систеì обсëу-
живания öеха вуëканизаöии øинноãо завоäа.

Условия использования теоpии массового 
обслуживания

В общеì сëу÷ае возìожностü пpиìенения теоpии
ìассовоãо обсëуживания äëя иссëеäования пpеä-
ìетной обëасти опpеäеëяется сëеäуþщиìи факто-
pаìи [1].

1. Чисëо заявок в систеìе, котоpая pассìатpи-
вается как систеìа ìассовоãо обсëуживания, äоëжно
бытü ìассовыì. Теоpия ìассовоãо обсëуживания
ìожет бытü испоëüзована äëя анаëиза pазëи÷ных
пpоизвоäственных ситуаöий. Пеpвой из них явëя-
ется заäа÷а анаëиза функöиониpования öехов вуë-
канизаöии как систеì ìассовоãо обсëуживания пpи
поступëении в них сëу÷айных заявок на вуëкани-
заöиþ покpыøек. Заявки ìоãут поступатü в сëу-
÷айные ìоìенты вpеìени и ìоãут обëаäатü pазëи÷-
ной степенüþ сëожности и pазëи÷ныì объеìоì,

1
T
---

0

T

∫

Pассмотpены вопpосы выбоpа конкpетной системы
массового обслуживания для описания pаботы вулканизаци-
онного обоpудования. Пpедложена модель теоpии массового
обслуживания для описания системы вулканизации шинного
пpоизводства. Пpоведен анализ полученной модели и числен-
ных pезультатов.

Ключевые слова: пpоцесс вулканизации шин, математи-
ческое моделиpование, метод массового обслуживания.
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÷то пpивоäит к сëу÷айноìу вpеìени испоëнения
заявок [2].

2. Все заявки, поступаþщие на вхоä систеìы
ìассовоãо обсëуживания, äоëжны бытü оäнотип-
ныìи [3].

3. Дëя pас÷етов по фоpìуëаì необхоäиìо знатü
законы, опpеäеëяþщие поступëение заявок и ин-
тенсивностü их обpаботки. Боëее тоãо, потоки зая-
вок äоëжны бытü пуассоновскиìи [4].

4. Стpуктуpа систеìы ìассовоãо обсëуживания,
посëеäоватеëüностü обpаботки заявки äоëжны бытü
жестко зафиксиpованы [5].

5. Необхоäиìо искëþ÷итü из систеìы субъектов
иëи описыватü их с постоянной интенсивностüþ об-
pаботки [6].

6. Чисëо испоëüзуеìых пpиоpитетов äоëжно бытü
ìиниìаëüныì. Пpиоpитеты заявок äоëжны бытü
постоянныìи, т. е. они не ìоãут ìенятüся в пpо-
öессе обpаботки внутpи систеìы ìассовоãо обсëу-
живания.

Особенности постpоения аналитических моделей 
вулканизационных систем

Pассìотpиì постpоение ìоäеëи устpойств с то÷-
ки зpения теоpии ìассовоãо обсëуживания на пpи-
ìеpе фоpìатоpа-вуëканизатоpа и поãpуз÷ика автопо-
кpыøек. В боëüøинстве сëу÷аев фоpìатоp и поãpуз-
÷ик пpеäставëяþт собой оäноканаëüные устpойства,
т. е. обëаäаþт тоëüко оäниì канаëоì обсëужива-
ния. Поä канаëоì обсëуживания буäеì пониìатü
возìожностü выпоëнения оäной заäа÷и.

Обсëуживаþщее устpойство иìеет оãpани÷енное
÷исëо исто÷ников заявок. Как пpавиëо, необхоäи-
ìо у÷итыватü pазнообpазие заявок. Сëеäоватеëüно,
наибоëее похоäящей ìоäеëüþ явëяется оäноканаëü-
ная pазоìкнутая систеìа ìассовоãо обсëуживания.

Дëя pас÷ета ìожно пpинятü, ÷то о÷еpеäü иìеет
неоãpани÷енный pазìеp. Это озна÷ает, ÷то необхо-
äиìо обсëужитü все заявки, поступаþщие в о÷еpеäü.
Кажäая заявка äоëжна бытü выпоëнена в опpеäеëен-
ные сpоки, поэтоìу систеìа ìассовоãо обсëужива-
ния äоëжна соäеpжатü заявки с пpиоpитетаìи. Пpи-
оpитеты бываþт абсоëþтные и относитеëüные.

В сëу÷ае абсоëþтноãо пpиоpитета тpебование,
заставøее канаëы занятыìи, пpеpывает обсëужива-
ние тpебования ìëаäøеãо пpиоpитета иëи становит-
ся в о÷еpеäü, есëи все канаëы обсëуживаþт заявки
со стаpøиì пpиоpитетоì. На пpактике заказы на
обсëуживание Z äëя вуëканизаöии ìожно pазбитü
на r составных ÷астей zi: Z = {z1, z2, ..., zr}. Кажäуþ
÷астü ìожно обpабатыватü отäеëüно.

Потеpя заявок непpиеìëеìа äëя äанной пpеäìет-
ной обëасти, так как ìожет пpинести äопоëнитеëü-
ные pасхоäы. Относитеëüные пpиоpитеты не позво-
ëяþт выпоëнитü заказ, есëи в обсëуживании нахо-
äится боëüøая паpтия, поэтоìу остаþтся äва ваpи-
анта с испоëüзованиеì абсоëþтных пpиоpитетов.
Выбоp оäноãо из них зависит от вpеìени выпоëне-
ния новоãо заказа T, тpебуеìых äëя этоãо pесуpсов
Res, испоëнитеëя Hu и äp. Есëи пpоöент выпоë-
ненной pаботы ìенüøе какоãо-нибуäü кpитеpия
Kr, то заявка обсëуживается заново поëностüþ: 

Zi/Z < Kr, Kr = func(T, Res, Hu...), 

ãäе Zi — äоëя выпоëненной pаботы.

Основная сëожностü ìатеìати÷еской ìоäеëи
такой систеìы ìассовоãо обсëуживания закëþ÷а-
ется в тоì, ÷то заявка с ìаëыì пpиоpитетоì ìожет
бытü не обсëужена. Дëя избежания таких ситуаöий
необхоäиìо ìенятü пpиоpитеты во вpеìя обсëужи-
вания.

Гëавныì кpитеpиеì äëя выставëения пpиоpите-
тов, как отìе÷аëосü выøе, явëяется вpеìя выпоë-
нения заказа. Отсþäа сëеäует, ÷то нужно испоëüзо-
ватü систеìу ìассовоãо обсëуживания с оãpани-
÷енныì вpеìенеì ожиäания (pис. 1).

В pассìатpиваеìой систеìе ìассовоãо обсëужива-
ния не äоëжно бытü отказов, а это зна÷ит, ÷то по-
ток отказов по вpеìени выпоëнения заявки λотк. вз
нужно пеpенапpавитü и äобавитü в поток сpо÷ных
заказов λсpо÷но (сì. pис. 2). В pезуëüтате этих опе-
pаöий поëу÷ится суììаpный поток λΣсpо÷но. Объ-
еäинение потоков пеpевоäит систеìу ìассовоãо
обсëуживания в pазpяä заìкнутых.

Такая схеìа оpãанизаöии тpебует оãpани÷ения
о÷еpеäи такиì обpазоì, ÷тобы все заказы быëи вы-

Pис. 1. Одноканальная pазомкнутая система массового обслу-
живания с бесконечной очеpедью и огpаничением по вpемени

Pис. 2. Замкнутая одноканальная система массового обслужива-
ния с бесконечной очеpедью и огpаничением по вpемени
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поëнены вовpеìя. Pазìеp о÷еpеäи в этоì сëу÷ае
уìенüøится и буäет pавен n. Это пpивеäет к появ-
ëениþ потока отказов по äëине о÷еpеäи λотк. äо.
Есëи в систеìе иìеется нескоëüко типов пpиоpи-
тетов, то схеìа систеìы ìассовоãо обсëуживания
зна÷итеëüно усëожнится [7]. Дëя упpощения ìате-
ìати÷еской ìоäеëи ìожно воспоëüзоватüся оäно-
канаëüной pазоìкнутой систеìой ìассовоãо об-
сëуживания с оãpани÷енной о÷еpеäüþ pазìеpоì m.

Основныìи паpаìетpаìи этой ìоäеëи систеìы
ìассовоãо обсëуживания явëяþтся абсоëþтная
пpопускная способностü A (÷исëо заявок в еäиниöу
вpеìени) и веpоятностü отказа заявки Pотк.

Pотк = [(λ/ρ)m + 1(1 – λ/ρ)]/[1 – (λ/ρ)m + 2];

A = λ(1 – Pотк) =

= λ(1 – [(λ/ρ)m + 1(1 – λ/ρ)]/[1 – (λ/ρ)m + 2]),

ãäе λ — интенсивностü поступëения заявок; ρ — ин-
тенсивностü обсëуживания заявок.

Сpеäняя äëина о÷еpеäи (÷исëо эëеìентов, ожи-
äаþщих обсëуживания), ω сpеäнее вpеìя ожиäа-
ния заявки в о÷еpеäи Tω и вpеìя пpебывания за-
явки в систеìе ìассовоãо обсëуживания Tq явëяþтся
важныìи хаpактеpистикаìи äëя систеìы ìассово-
ãо обсëуживания с о÷еpеäяìи:

ω = (λ/r)2{1 – (λ/r)m[m + 1 –

– m(λ/ρ)]}/[1 – (λ/ρ)m + 2](1 – λ/ρ);

Tω = ω/λ; Tq = Tω + A/λρ.

Возникает законоìеpный вопpос о соотноøении
äëин о÷еpеäей n и m. Оно зависит, пpежäе всеãо, от
пpоöентноãо соäеpжания pабот с pазныìи пpиоpи-
тетаìи и от вpеìени их выпоëнения.

Дëя пpостоты вы÷исëений поëожиì, ÷то суще-
ствует äва типа пpиоpитетов заказов. Ввеäеì некий
коэффиöиент ξ, котоpый хаpактеpизует соотноøе-
ние ìежäу потокаìи сpо÷ных (λΣсpо÷но) и несpо÷-
ных заказов паpтий покpыøек (λнесpо÷но):

ξ = (λΣсpо÷но)/λнесpо÷но, (1)

(λΣсpо÷но) = ξ(λнесpо÷но).

Чтобы обеспе÷итü эффективностü pаботы, вpеìя
обpаботки всех заказов äоëжно бытü боëüøе, ÷еì
интенсивностü заявок, т. е.

(1/ρ) < 1/(λΣсpо÷но + λнесpо÷но);

(λΣсpо÷но + λнесpо÷но) < ρ.

Поäставëяя в это соотноøение фоpìуëу (1),
ìожно поëу÷итü λΣсpо÷но < ρξ/(ξ + 1); λнесpо÷но <
< ρ/(ξ + 1). Есëи известно оптиìаëüное зна÷ение
коэффиöиента ξ и интенсивностü обpаботки заявок
за еäиниöу вpеìени, то ìожно найти оãpани÷ения
äëя потоков и соотноøение ìежäу ниìи.

Попpобуеì оöенитü коэффиöиент ξ. О÷евиäно,
÷то ÷еì боëüøе сpо÷ных заказов, теì ìенüøе äоëж-
на бытü äëина о÷еpеäи. Сëеäоватеëüно, коэффиöи-
ент обpатно пpопоpöионаëен äëине о÷еpеäи:

ξ ∼ 1/n ⇒ ξ = k/n, n1 = (k1n50/50)/ξ, k = k1n50/50,

ãäе k — коэффиöиент пеpес÷ета äëины о÷еpеäи;
k1 — коэффиöиент соответствия (он опpеäеëяется

законаìи pаспpеäеëения поступëения и обpаботки
заявок); n50/50 — äëина о÷еpеäи пpи наëи÷ии 50 %

сpо÷ных и 50 % несpо÷ных заявок; n1 — новое зна-

÷ение äëины о÷еpеäи.
Есëи исхоäитü из äëины о÷еpеäи nнесp, в кото-

pой все заявки несpо÷ные, то фоpìуëа пpиìет сëе-
äуþщий виä:

n1 = k1nнесp/(ξ + 1).

На pис. 3 пpивеäен ãpафик, иëëþстpиpуþщий
зависиìостü äëины о÷еpеäи от коэффиöиента ξ.

Pассìотpиì пpеäеëüные сëу÷аи.
Пpи ξ → ∞, n → 0 о÷еpеäü буäет отсутствоватü.

На вхоä поступаþт äва независиìых потока заявок
λ1 и λ2. Тpебования пеpвоãо потока обëаäаþт стаp-
øиì абсоëþтныì пpиоpитетоì.

О÷еpеäü отсутствует, поэтоìу заявка ìëаäøеãо
пpиоpитета, обсëуживание котоpой пpеpвано, те-
pяется. Теpяется также и заявка стаpøеãо пpиоpи-
тета, коãäа канаë занят обсëуживаниеì заявки это-
ãо же пpиоpитета. Веpоятностü потеpи заявки Pпот
опpеäеëяется сëеäуþщей фоpìуëой:

Pпот = [λ1(λ1 + λ2 + ρ2) +

+ ρ1(λ1 + λ2)]/[(λ1 + λ2)(λ1 + λ2 + ρ2)].

Есëи pассìатpиватü заявки без пpиоpитетов, то
поëу÷ится оäноканаëüная систеìа ìассовоãо обсëу-
живания с отказаìи. Такая ситуаöия впоëне воз-
ìожна äëя øинноãо пpоизвоäства. Напpиìеp, иìе-
ется о÷енü боëüøое (äëя pас÷етов ìожно пpинятü
бесконе÷ное) ÷исëо заказов на вуëканизаöиþ по-
кpыøек. Тоãäа отсутствует необхоäиìостü созäаватü
о÷еpеäü. Такие ситуаöии ìоãут возникатü ëиøü на

Pис. 3. Гpафик зависимости длины очеpеди от коэффициента x
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небоëüøие пpоìежутки вpеìени во вpеìя сиëüно-
ãо pоста пpоизвоäства.

Пpи ξ → 0, n → ∞ о÷еpеäü неоãpани÷енно воз-
pастает, и ìоäеëü систеìы пpибëижается к оäно-
канаëüной систеìе ìассовоãо обсëуживания с не-
оãpани÷енной о÷еpеäüþ. Установивøийся pежиì
pаботы систеìы ìассовоãо обсëуживания ìожет
бытü тоëüко в сëу÷ае, коãäа интенсивностü вхоäно-
ãо потока не боëüøе интенсивности обсëуживания
(λ/ρ m 1). Пpопускная способностü буäет pавнятüся
интенсивности вхоäноãо потока, а сpеäнее ÷исëо зая-
вок в о÷еpеäи mk буäет оäной из важнейøих хаpак-
теpистик äанной систеìы ìассовоãо обсëуживания.

Пpимеp моделиpования системы
массового обслуживания цеха

вулканизации автопокpышек шинного завода

Существуþщая систеìа явëяется оäноëинейной,
так как испоëüзуется еäинственный пpибоp обсëу-
живания заявок на ëинии (поãpуз÷ик). Стpуктуpа
ìоäеëиpуеìой систеìы, хаpактеpизуþщейся ин-
тенсивностüþ общеãо потока тpебований αi на на-

копитеëü и интенсивностüþ обсëуживания тpебо-
ваний μi оäниì устpойствоì, ìожет бытü записана

как Mв|Mо|n |r, ãäе Mв — pаспpеäеëение интеpваëов

вpеìени ìежäу поступëенияìи тpебований; Mо —

pаспpеäеëение вpеìени обсëуживания; n — ÷исëо
обсëуживаþщих устpойств в систеìе ìассовоãо об-
сëуживания; r — ÷исëо ìест ожиäания.

Зна÷ения интеpваëов вpеìени ìежäу посëеäова-
теëüныìи ìоìентаìи поступëения тpебований и
интеpваëов вpеìени обсëуживания тpебований яв-
ëяþтся независиìыìи в совокупности сëу÷айныìи
веëи÷инаìи. Поэтоìу поток заявок и поток обсëу-
живания äëя äанной систеìы явëяется pекуppент-
ныì и хаpактеpизуется показатеëüной функöией
pаспpеäеëения. В ка÷естве потока заявок и потока
обсëуживания в äанной систеìе пpиняты пуассо-
новские потоки с показатеëüныìи функöияìи pас-
пpеäеëения:

Mв = 1 – e–λt, Mo = 1 – e–μt. 

Пpоанаëизиpуеì äаннуþ систеìу ìассовоãо об-
сëуживания со сëеäуþщиìи исхоäныìи äанныìи:

� ÷исëо фоpìатоpов-вуëканизатоpов в ëинии
N = 12; 

� общая пpоäоëжитеëüностü вуëканизаöии в фоp-
ìатоpе-вуëканизатоpе tвуëк = 29 ìин = 0,483 ÷;

� ÷исëо пpесс-фоpì фоpìатоpа (÷исëо оäновpе-
ìенно вуëканизиpуеìых покpыøек) S = 2;

� сpеäнее вpеìя обсëуживания заявки τоб =
= 3,86 ìин = 0,064 ÷;

� ÷исëо обсëуживаþщих устpойств n = 1;

� ÷исëо ìест ожиäания r = N = 12.

Pасчет системы массового обслуживания

Пpоизвоäитеëüностü оäноãо фоpìатоpа-вуëка-
низатоpа

P1 = S  = S  = 3,656 øт/÷. 

Максиìаëüная пpоизвоäитеëüностü ëинии

P = Pi = P1N = 3,656•12 = 43,876 øт/÷.

Интенсивностü вхоäноãо потока тpебований, т. е.
сpеäнее ÷исëо тpебований, поступаþщих в обсëу-
живаþщуþ систеìу в еäиниöу вpеìени, опpеäеëя-
ется сëеäуþщиì обpазоì: 
� äëя оäноãо фоpìатоpа-вуëканизатоpа

λ1 =  =  = 1,828 øт/÷; 

� äëя ëинии фоpìатоpов-вуëканизатоpов

λ = λi = λ1N = 1,828•12 = 21,936 тpеб/÷.

Интенсивностü обсëуживания

μ =  =  = 15,625.

Заãpузка äëя äанной систеìы ìассовоãо обсëу-
живания

ρ =  =  = 1,404; μ =  = 15,625.

Из pас÷ета виäно, ÷то пpи испоëüзовании äан-
ноãо ÷исëа обсëуживаþщих устpойств систеìа
ìассовоãо обсëуживания ëинии фоpìатоpов-вуë-
канизатоpов пеpеãpужена на 40,4 %.

Найäеì сpеäнее ÷исëо покpыøек, ожиäаþщих
обсëуживания в оãpани÷енноì накопитеëе:

m =  =  = 0,819.

Сpеäнее вpеìя ожиäания на÷аëа обсëуживания
тpебований в накопитеëе

W =  =  = 0,2076.

Тоãäа пpоизвоäитеëüностü оäноãо фоpìатоpа-
вуëканизатоpа пpи испоëüзовании оäноãо поãpуз-
÷ика составит

 = S  =

= 2  = 2,65.
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Соответственно, пpоизвоäитеëüностü ëинии оп-
pеäеëяется сëеäуþщиì обpазоì:

P ′ =  = N = 2,65•12 = 31,80.

Это составит  =  = 0,724 иëи 72,4 % от ìак-

сиìаëüной пpоизвоäитеëüности ëинии.
Найäеì оптиìаëüное ÷исëо обсëуживаþщих уст-

pойств. Дëя этоãо заãpузка систеìы ìассовоãо об-
сëуживания ρ m 1. Тоãäа ÷исëо обсëуживаþщих уст-
pойств опpеäеëяется как

 m 1, т. е.

n l λτоб = 21,936•0,064 = 1,403.

Поскоëüку ÷исëо обсëуживаþщих устpойств не
ìожет бытü äpобныì ÷исëоì, пpиниìаеì в соответ-
ствии с выøеуказанныì усëовиеì n = 2. Тоãäа ин-
тенсивностü обсëуживания буäет pавна 

μ′′ =  =  = 31,25.

Заãpузка äëя новой систеìы ìассовоãо обсëужи-
вания pасс÷итывается сëеäуþщиì обpазоì:

ρ′′ =  =  = 0,702.

Зависиìостü заãpузки систеìы ìассовоãо обсëу-
живания от ÷исëа обсëуживаþщих устpойств пpеä-
ставëена на pис. 4.

Сpеäнее ÷исëо покpыøек, ожиäаþщих обсëужи-
вания в оãpани÷енноì накопитеëе, pавно

μ′′ =  =  = 0,290.

Найäеì сpеäнее вpеìя ожиäания на÷аëа обсëу-
живания тpебований в накопитеëе:

W ′′ =  =  = 0,0186.

Пpоизвоäитеëüностü фоpìатоpа-вуëканизатоpа
пpи испоëüзовании äвух обсëуживаþщих устpойств
на ëинии:

 = S  =

= 2  = 3,536.

Соответственно, пpоизвоäитеëüностü ëинии pавна

P ′′ =  = N = 3,536•12 = 42,432,

÷то составит  =  = 0,9671, иëи 96,71 % от

ìаксиìаëüной пpоизвоäитеëüности ëинии пpи
70,2 %-й заãpузке систеìы обсëуживания. Зависи-
ìостü пpоизвоäитеëüности ëинии фоpìатоpов от
÷исëа обсëуживаþщих устpойств пpеäставëена на
pис. 5.

Pаспpеäеëение интеpваëов вpеìени ìежäу по-
ступëенияìи тpебований буäет иìетü виä:

Mв = 1 – е–21,936t; pаспpеäеëение вpеìени обсëу-

живания: Mо = 1 – e–31,25t.

Стpуктуpа систеìы ìассовоãо обсëуживания:
Mв|Mо|2|12. Даëüнейøее увеëи÷ение обсëуживаþ-
щих устpойств пpивеäет к незна÷итеëüноìу увеëи-
÷ениþ пpоизвоäитеëüности ëинии и к сиëüноìу
снижениþ заãpузки обсëуживаþщей систеìы, ÷то
пpи äанных на÷аëüных усëовиях явëяется эконо-
ìи÷ески неэффективныì.
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Pис. 4. Зависимость загpузки системы массового обслуживания
от количества обслуживающих устpойств
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Pис. 5. Зависимость пpоизводительности линии фоpматоpов от
числа обслуживающих устpойств
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СИСТЕМЫ АВТОМАТИЧЕСКОГО И АВТОМАТИЗИРОВАННОГО УПРАВЛЕНИЯ

Выводы

� Пpеäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü описания
пpоöесса обсëуживания öеха вуëканизаöии ав-
топокpыøек.

� Pазpаботана ìетоäика пpиìенения аппаpата тео-
pии систеì ìассовоãо обсëуживания к техноëо-
ãи÷ескоìу пpоöессу вуëканизаöии в фоpìато-
pах-вуëканизатоpах.

� Анаëиз äанной систеìы ìассовоãо обсëуживания
позвоëяет сäеëатü вывоä о запасе пpоизвоäи-
теëüности на устpойствах обсëуживания и воз-
ìожности ее увеëи÷ения (оäнако это невозìож-
но без увеëи÷ения пpоизвоäитеëüности остаëü-
ных позиöий ëинии).
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Методы
повышения эффективности 

систем упpавления 
оpганизационно�техническими 

объектами

Введение

Постpоение эффективной систеìы упpавëения
оpãанизаöионно-техни÷ескиìи объектаìи (СУОТО)
явëяется оäной из наибоëее актуаëüных совpеìен-
ных заäа÷. Сëожностü постpоения таких систеì обу-
сëовëена сëожностüþ и неоäноpоäностüþ саìих
оpãанизаöионно-техни÷еских систеì (ОТО). Такие
систеìы не поääаþтся стpоãой фоpìаëизаöии, в их
функöиониpовании ìожно pазëи÷итü pяä паpаëëеëü-
ных потоков, ÷асто неявно связанных äpуã с äpуãоì
и поäвеpженных внеøниì, неpеäко непpоãнозиpуе-
ìыì возäействияì. Так, пpи постpоении коìпëекс-
ной систеìы упpавëения äаже äëя небоëüøоãо пpо-
извоäственноãо пpеäпpиятия сëеäует у÷итыватü:

1) техни÷ескуþ составëяþщуþ — станки, ìеха-
низìы, сыpüе, пpоìежуто÷нуþ и ãотовуþ пpоäук-

öиþ, бpак, техноëоãи÷ескуþ öепо÷ку изãотовëения
пpоäукöии и пp.;

2) эконоìи÷ескуþ составëяþщуþ — постоянно
ìеняþщуþся öену на сыpüе и энеpãоноситеëи,
сëабопpоãнозиpуеìые объеìы сбыта пpоäукöии,
возìожные заäеpжки со сбытоì и поставкаìи;

3) аäìинистpативнуþ составëяþщуþ — состав и
кваëификаöиþ каäpов, их теку÷естü, оpãанизаöион-
нуþ стpуктуpу пpеäпpиятия, тpаектоpии пpинятия
pеøений и ãpаниöы ответственности.

На äанный ìоìент боëüøинство СУОТО пpеä-
ставëяþт собой набоp из pазëи÷ных пpоãpаììно-
аппаpатных систеì, не иìеþщих явной связи äpуã
с äpуãоì. Иныìи сëоваìи, факти÷ески испоëüзуется
не еäиная сpеäа упpавëения, а pазëи÷ные систеìы,
в боëüøей иëи ìенüøей степени упpавëяþщие от-
äеëüныìи эëеìентаìи пpеäпpиятия. Сëеäует отìе-
титü, ÷то äаже испоëüзование таких коìпëексных и
объеìных систеì, как BAAN, SAP, IFS Applications,
не pеøает äанной пpобëеìы: как отìе÷аþт их pаз-
pабот÷ики, систеìы явëяþтся коìпëексаìи бизнес-
пpиëожений (их ÷исëо ìожет äохоäитü äо 70), ãäе
кажäый из ìоäуëей pеøает свои заäа÷и. Даже пpи ис-
поëüзовании поëной сбоpки таких постERP-систеì
тpуäно ãовоpитü об эффективной автоìатизаöии —
сëожностü саìой систеìы упpавëения на÷инает кон-
куpиpоватü со сëожностüþ объекта упpавëения. От-
äеëüные ìоäуëи äаже оäной фиpìы ÷асто испоëüзу-
þт несовìестиìые фоpìаты äанных, тpебуþт äубëи-
pования ввоäа инфоpìаöии, т. е. не обpазуþт еäиной
инфоpìаöионной сpеäы.

На взãëяä автоpа, наибоëее существенныì пpе-
пятствиеì к постpоениþ эффективной интеãpаëü-
ной СУОТО явëяется отсутствие пpостой и ясной
ìоäеëи äанных такой систеìы, а также кpитеpиев
ее оптиìизаöии.

Пpедлагается концептуальная инфоpмационная модель
системы упpавления оpганизационно-технической системой,
методы постpоения единой логической модели данных на ос-
нове классово-pеляционных иеpаpхий и кpитеpии ее оценки.

Ключевые слова: оpганизационно-техническая система,
логическая модель данных, инфоpмационная модель, упpав-
ление.
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Пpинципы постpоения
классово-pеляционной модели данных ОТО

Пpи pазpаботке ëоãи÷еской ìоäеëи äанных ОТО
в ка÷естве конöептуаëüной автоpоì быëа испоëüзо-
вана инфоpìаöионная ìоäеëü äокуìентообоpота,
так как иìенно в пpеäеëах äанной ìоäеëи возìож-
но наибоëее поëно и естественно описатü оpãани-
заöионно-техни÷ескуþ систеìу. Общий виä äанной
инфоpìаöионной ìоäеëи пpеäставëен на pис. 1.

Как виäно из pис. 1, основныìи эëеìентаìи äан-
ной систеìы явëяþтся "спpаво÷ники", "опеpатив-
ные äанные", "состояния" и "pеãистpы". 

Спpавочники — фунäаìентаëüная ÷астü систеìы,
без котоpой невозìожно появëение объектов äpу-
ãих типов. В ка÷естве спpаво÷ников ìоãут фиãуpи-
pоватü списки: ГОСТов, стpан, станков пpеäпpи-
ятия, сотpуäников, äоëжностей, выпускаеìых äета-
ëей и пp., т. е. объектов, на основе котоpых фоpìи-
pуþтся опеpативные äанные. Спpаво÷ники бываþт
äвух виäов:
� стати÷ные — никоãäа иëи pеäко ìеняþщиеся

(ГОСТы, стpаны). Как пpавиëо, они иìеþт не-
зна÷итеëüное ÷исëо записей;

� äинаìи÷ные — постоянно pастущие иëи ìеняþ-
щиеся спpаво÷ники (о сотpуäниках, выпускае-
ìых äетаëях). Их ÷исëо ìенüøе, ÷еì стати÷ных,
но ÷исëо записей боëüøе. 
Опеpативные данные — основная ÷астü систеìы —

заниìает 80...90 % всеãо объеìа. На основе опеpа-
тивных äанных пpоисхоäят изìенения объектов,
описанных в спpаво÷никах. Техни÷еская ÷астü äан-
ных ìожет вкëþ÷атü в себя упpавëение паpаìетpа-
ìи устpойств на основе показаний с их äат÷иков.
Эконоìи÷еская ÷астü ìожет соäеpжатü увеëи÷ение
инфоpìаöии об уìенüøении коëи÷ества товаpа

в связи с еãо пpоизвоäствоì/пpоäажей. В аäìини-
стpативной ÷асти ìоãут бытü äанные о äобавëе-
нии/уäаëении записей в спpаво÷ник "сотpуäники"
на основе записей о пpиеìе/увоëüнении. Опеpа-
тивные äанные äеëятся на äва виäа:
� интеãpаëüные — обобщенно, с поìощüþ аãpе-

ãатов, описываþт некий "пакет" опеpативной
инфоpìаöии. Обы÷но соäеpжат ìноãо ссыëок
на стати÷ные спpаво÷ники и не ссыëаþтся на
äинаìи÷ные; 

� äетаëüные — иìеþт сpавнитеëüно пpостуþ
стpуктуpу, ссыëаþтся на интеãpаëüнуþ ÷астü и
на äинаìи÷еские спpаво÷ники. 
Состояния — теpìин, заиìствованный из тео-

pии коне÷ных автоìатов и нахоäящий все боëüøее
пpиìенение в объектных инфоpìаöионных ìоäе-
ëях. Описываþт состояния, в котоpых нахоäятся
опеpативные äанные.

Pегистpы — анаëити÷еская ÷астü систеìы, pа-
ботаþщая в опеpативноì pежиìе. Позвоëяет вы-
поëнятü опеpаöии бизнес-ëоãики без выпоëнения
сëожных и боëüøих запpосов по опеpативныì äан-
ныì. Поääеpживает öеëостностü бизнес-опеpаöий
наä äанныìи.

Сëеäует отìетитü, ÷то интеãpаëüные и äетаëü-
ные ÷асти опеpативных äанных иìеþт ìноãо об-
щих атpибутов и обсëуживаþтся поäобныìи аëãо-
pитìаìи (так, напpиìеp, äëя всех заãоëовков ба-
ëансовых äокуìентов (относящихся к интеãpаëü-
ныì опеpативныì äанныì) типи÷ны поëя: №, äата
созäания, суììа, созäатеëü и пp.). Кpоìе тоãо, аë-
ãоpитìы анаëиза и обpаботки äанных, как пpави-
ëо, затpаãиваþт существенные их сpезы. Данные
пpи÷ины пpивоäят к низкой эффективности ис-
поëüзования кëасси÷еских pеëяöионных ìоäеëей
äанных в ка÷естве пëатфоpìы постpоения СУОТО
[1, 2]. Саìа по себе pеëяöионная стpуктуpа оказы-
вается неспособной аäекватно пpеäìетной обëасти
отpазитü связи ìежäу опеpативныìи äанныìи и
спpаво÷никаìи, поскоëüку их иеpаpхия явëяется в
боëüøей степени объектно-оpиентиpованной, не-
жеëи pеëяöионной. Кëасси÷еский пpоöеäуpно-pе-
ëяöионный поäхоä к постpоениþ ìоäеëи äанных
ОТО пpивоäит к необхоäиìости pеаëизовыватü
тыся÷и пpоöеäуp обсëуживания äанных, сëожные
ãpоìозäкие тpиããеpы, связыватü сотни и тыся÷и
табëиö äесяткаìи тыся÷ связей, т. е. фоpìиpоватü
pеëяöионные схеìы высокой сëожности, сопpово-
жäение и аäìинистpиpование котоpых затpуäнено,
а эвоëþöионное pазвитие, актуаëüное äëя ëþбых
совpеìенных систеì, пpакти÷ески невозìожно.

В äанной статüе автоpоì пpеäëаãается pеøение
по снижениþ стpуктуpной и аëãоpитìи÷еской
сëожности ìоäеëи äанных. Данное pеøение основы-
вается на испоëüзовании кëассовых иеpаpхий [3, 4]
пpи постpоении pеëяöионных схеì — äанная наä-
стpойка не pазpуøает pеëяöионной паpаäиãìы иPис. 1. Концептуальная инфоpмационная модель ОТО 
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все отноøения соответствуþт тpеì основныì ноp-
ìаëüныì фоpìаì. Все ìеханизìы pаботы с наä-
стpойкой pеаëизованы тоëüко на основе стpуктуpных
pеøений и аëãоpитìов саìой pеëяöионной БД, ÷то
позвоëяет отказатüся от "äвухуpовневой" оpãаниза-
öии аëãоpитìов — на уpовне pеëяöионноãо яäpа и
объектноãо. Вся pабота с кëассаìи и объектаìи вы-
поëняется в pаìках pеëяöионной паpаäиãìы. Пpи-
ìенение äанноãо поäхоäа позвоëяет повыситü ин-
теãpаöиþ äанных, ÷то пpивоäит к увеëи÷ениþ ско-
pости обpаботки äанных.

Сущностü пpеäëаãаеìой ìетоäики закëþ÷ается
в постpоении äеpева pеëяöионных табëиö со свя-
зяìи по пеpви÷ноìу суppоãатноìу кëþ÷у, опpеäе-
ëяеìоìу в коpневой табëиöе иеpаpхии. Общий виä
такой стpуктуpы пpеäставëен на pис. 2 [5].

Кажäая äо÷еpняя табëиöа явëяется pасøиpен-
ныì описаниеì pоäитеëüской и соäеpжит тоëüко
те атpибуты, котоpых нет в pоäитеëüской табëиöе.

Пpи испоëüзовании äанной стpуктуpы стано-
вится возìожныì выноситü общие äëя pазëи÷ных
сущностей поëя в pоäитеëüские эëеìенты иеpаp-
хии, теì саìыì уìенüøая общее ÷исëо атpибутов
и упpощая схеìу ОТО. Сущности кëасси÷еской pе-
ëяöионной ОТО оказываþтся "pаспpеäеëенныìи"
по иеpаpхии äеpева.

Теоpетический анализ

О÷евиäно, ÷то обобщенный анаëиз пpеäëаãае-
ìой ìетоäоëоãии возìожно пpивести тоëüко пpи
pяäе пpибëижений, обусëовëенных боëüøиì ста-
тисти÷ескиì pазбpосоì паpаìетpов pазëи÷ных
ОТО. Так, пpиìеì, ÷то pаспpеäеëение атpибутов
по äеpеву иеpаpхии pавноìеpное. Данное äопущение
äостато÷но пpоизвоëüно, оäнако pеаëüные систеìы,
как пpавиëо, не обнаpуживаþт никакой законоìеp-
ности pаспpеäеëения атpибутов. Пpоанаëизиpован-
ные pеаëüные систеìы скëонны к конöентpаöии
атpибутов на веpхних и нижних уpовнях иеpаpхии,
в то вpеìя как сpеäние уpовни, как пpавиëо, за-

поëнены небоëüøиì ÷исëоì общих втоpи÷ных кëþ-
÷ей. Оäнако эффект от пpиìенения пpеäëоженной
ìетоäики у таких систеì бо́ëüøий, нежеëи у систеì
с pавноìеpныì pаспpеäеëениеì.

Также пpиìеì постоянныì коэффиöиент насы-
щенности äеpева, т. е. ÷исëо äо÷еpних веpøин ëþ-
боãо уpовня, кpоìе ëистовоãо, буäеì с÷итатü оäи-
наковыì и pавныì k.

Дëя оöенки сëожности pеëяöионных ОТО ìож-
но испоëüзоватü сëеäуþщие кpитеpии:
� Sd — äекëаpативная сëожностü (общее ÷исëо не-

кëþ÷евых атpибутов в табëиöе);
� Sk — ссыëо÷ная сëожностü (÷исëо кëþ÷евых ат-

pибутов в табëиöе). 
Ссыëо÷ная сëожностü скëаäывается из сëеäуþ-

щих паpаìетpов:
� сëожностü по пеpви÷ныì кëþ÷аì Spk (хаpакте-

pизует ÷исëо пеpви÷ных кëþ÷ей) и сëожностü
по втоpи÷ныì кëþ÷аì Sfk (хаpактеpизует ÷исëо
втоpи÷ных кëþ÷ей, не вхоäящих в состав пеp-
ви÷ных кëþ÷ей); 

� Sa — аëãоpитìи÷еская сëожностü (÷исëо ато-
ìаpных аëãоpитìов, обсëуживаþщих систеìу). 
Оöенку аëãоpитìи÷еской сëожности (Sa) в pаì-

ках äанной статüи äатü затpуäнитеëüно, так как она
в зна÷итеëüной степени зависит не тоëüко от биз-
нес-ëоãики (т. е. от pеаëий пpеäìетной обëасти),
но и от степени пpофессионаëизìа пpоãpаììиста.
Опиpаясü на общие тенäенöии, ìожно отìетитü,
÷то аëãоpитìи÷еская сëожностü нахоäится в зави-
сиìости от äекëаpативной и ссыëо÷ной öеëостности.
Это объясняется теì фактоì, ÷то основной функ-
öией тpиããеpов табëиö и пpоöеäуp явëяется кон-
тpоëü зна÷ений ее атpибутов, особенно втоpи÷ных
кëþ÷ей. Иныìи сëоваìи, ÷еì выøе äекëаpативная
и ссыëо÷ная сëожностü, теì выøе аëãоpитìи÷е-
ская сëожностü. Общуþ зависиìостü ìожно выpа-
зитü сëеäуþщиì отноøениеì: 

Sa = f(Sd, Sk). (1)

Данная зависиìостü иìеет хаpактеp ãипеpбоëи-
÷еской, так как в аëãоpитìах необхоäиìо обpабаты-
ватü pазëи÷ные коìбинаöии изìенений атpибутов,
и ÷еì боëüøе саìих атpибутов, теì боëüøе их коì-
бинаöий ìожно сфоpìиpоватü. Такиì обpазоì, аë-
ãоpитìи÷еская сëожностü буäет оöениватüся тоëü-
ко косвенныì обpазоì.

Поскоëüку öеëüþ анаëиза явëяется опpеäеëение
äекëаpативной и ссыëо÷ной сëожности, необхоäиìо
выпоëнитü pазäеëüный у÷ет ÷исëа некëþ÷евых (Ad)
и кëþ÷евых атpибутов (Ak) äëя кажäой сущности.
Допустиì, ÷то äанные веëи÷ины не ìеняþтся äëя
pазных сущностей ОТО. Общее ÷исëо табëиö в кëас-
си÷еской pеëяöионной схеìе пpиìеì pавныì N.
Пpи поäс÷ете ссыëо÷ной сëожности сëеäует отëи-
÷атü втоpи÷ные и пеpви÷ные кëþ÷и. Пpеäëаãаеìая
кëассово-pеëяöионная оpãанизаöия ввоäит в стpук-

Pис. 2. Общий вид классово-pеляционной модели данных
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туpу боëüøое ÷исëо пеpви÷ных суppоãатных кëþ-
÷ей, котоpые наãpужаþт ОТО ãоpазäо ìенüøе вто-
pи÷ных кëþ÷ей. На пеpви÷ные суppоãатные кëþ÷и
не ìожет бытü оpиентиpовано никакой бизнес-ëо-
ãики, в то вpеìя как кажäый втоpи÷ный кëþ÷, как
пpавиëо, обсëуживается собственныì аëãоpитìоì.

Такиì обpазоì, äекëаpативная и ссыëо÷ная сëож-
ности кëасси÷еской ОТО ìоãут бытü выpажены сëе-
äуþщиìи фоpìуëаìи:

Sd = NAd;

Sk = Spk + Sfk, 

ãäе Spk — общее ÷исëо пеpви÷ных кëþ÷ей, а Sfk —

общее ÷исëо втоpи÷ных кëþ÷ей; Spk = N пpи усëо-

вии, ÷то все пеpви÷ные кëþ÷и пpостые;

Sfk = N(Ak – 1).

Дëя пpеäëоженной кëассово-pеëяöионной ОТО
фоpìуëы буäут выãëяäетü сëеäуþщиì обpазоì:

 = ,

ãäе p =  + 1 — ÷исëо уpовней в кëассовой

иеpаpхии;

 =  + ;

 =  + 1;

 = .

Такиì обpазоì, общий виä зависиìости äекëаpа-
тивной сëожности от ÷исëа сущностей в ОТО пpеä-
ставëен на pис. 3.

На pис. 4 отpажены зависиìости äëя ссыëо÷ной
сëожности.

Как ìожно виäетü из äанных зависиìостей, пpеä-
ëаãаеìая кëассово-pеëяöионная схеìа становится
эффективней тоëüко пpи äостижении некоеãо по-
pоãовоãо ÷исëа сущностей в систеìе. На пpактике
эта то÷ка нахоäится пpавее теоpети÷еской, ÷то обу-
сëовëивается теì, ÷то pеаëüное äеpево иеpаpхий не
явëяется сбаëансиpованныì äеpевоì, как в pас÷ет-
ноì пpиìеpе, а pаспаäается на нескоëüко сëабо свя-
занных äpуã с äpуãоì äеpевüев. Также теоpети÷е-
ские выкëаäки не у÷итываþт возìожностей ìно-
жественноãо насëеäования сущностей.

Пpимеp постpоения классово-pеляционной ОТО

В ка÷естве пpиìеpа возüìеì фpаãìент эконоìи-
÷еской ÷асти — нескоëüко сущностей баëансовоãо
äокуìентообоpота (pис. 5). Данный фpаãìент пpеä-
ставëен äвуìя сущностяìи типа "стати÷еские спpа-
во÷ники": "Контpаãенты" и "Ваëþты", и ÷етыpüìя
сущностяìи типа "интеãpаëüные опеpативные äан-
ные": "Пpихоäная накëаäная", "Pасхоäная накëаä-
ная", "Чек" и "Опpихоäывание".

Дëя äанной ìоäеëи СОУ хаpактеpны сëеäуþщие
паpаìетpы сëожности: Sd = 30; Sk = 20 (Spk = 6,
Sfk = 10).

Автоpоì пpеäëаãается ìетоä постpоения иеpаp-
хи÷ескоãо насëеäования сущностей в öеëях сниже-
ния сëожности äанноãо кëасса. Основныì пpин-
öипоì äанной ìетоäики явëяется выäеëение об-
щих атpибутов у pазëи÷ных сущностей кëасса "До-
куìенты" и ãpуппиpовка их в саìостоятеëüные
сущности.

Наибоëее пpостыì способоì äëя выпоëнения
äанной опеpаöии явëяется постpоение спpаво÷ника
атpибутов: фоpìиpуется неповтоpяþщийся список
всех атpибутов, существуþщих в кëассе "Докуìен-
ты", посëе ÷еãо кажäоìу зна÷ениþ атpибута пpи-

Pис. 3. Зависимость деклаpативной сложности от числа сущно-
стей в ОТО
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Pис. 4. Зависимость ссылочной сложности от числа сущностей
в ОТО 
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воäится в соответствие список сущностей, еãо со-
äеpжащих.

В пpеäëоженноì ваpианте спpаво÷ник атpибутов
пpеäставëен в табë. 1.

Даëее фоpìиpуется неповтоpяþщийся список
всех со÷етаний сущностей, существуþщих в спpаво÷-
нике атpибутов, без у÷ета поpяäка их сëеäования.
Пеpе÷исëенные коìбинаöии и естü основные канäи-
äаты на pоëü новых сëужебных сущностей, как по-
казано в табë. 2.

Даëее по этой табëиöе стpоится ãpаф насëеäова-
ния с выявëениеì пpоизвоäных кëассов. Дëя äан-
ноãо сëу÷ая стpоится ãpаф, пpеäставëенный на pис. 6
(испоëüзуется возìожностü ìножественноãо насëе-
äования сущностей).

В схеìе на pис. 6 жиpные ëинии обозна÷аþт вто-
pи÷ные ссыëки, а тонкие — пеpви÷ные. Основное
отëи÷ие пеpви÷ных ссыëок в äанноì контексте за-
кëþ÷ается в тоì, ÷то они не обсëуживаþтся аëãоpит-
ìаìи (тpиããеpаìи иëи хpаниìыìи пpоöеäуpаìи) и не
явëяþтся ÷астüþ аäìинистpиpуеìой бизнес-ëоãики.

Дëя выøепpивеäенной ìоäеëи СОУ хаpактеpны
сëеäуþщие паpаìетpы сëожности: Sd = 17; Sk = 13
(Spk = 9, Sfk = 3).

Как виäно, пpеäëоженная ìоäеëü иìеет в 1,77 pаза
ìенüøуþ äекëаpативнуþ сëожностü и в 1,54 pаза
ìенüøуþ ссыëо÷нуþ сëожностü (сëожностü по вто-
pи÷ныì кëþ÷аì уìенüøиëасü боëее ÷еì в 3 pаза).

Pис. 5. Классическая pеляционная модель ОТО

Табëиöа 1

Справочник атрибутов класса "Документы"

Атрибут Сущности

ИД_поставщика Оприхоäывание, Расх. накë., Прих. накë.

ИД_поëу÷атеëя Чек, Расх. накë., Прих. накë.

ИД_ваëþты Оприхоäывание, Чек, Расх. накë, Прих. накë

Ноìер Оприхоäывание, Чек, Расх. накë, Прих. накë

Дата Оприхоäывание, Чек, Расх. накë, Прих. накë

Суììа Оприхоäывание, Чек, Расх. накë, Прих. накë

ИД_прих_накë Прих. накë.

ИД_расх_накë Расх. накë.

ИД_÷ека Чек

ИД_оприхоäы-
вания

Оприхоäывание

Табëиöа 2

Основные характеристики РБД

Кëасс Сущности

Расхоä Прих. накë., Прих. накë., Чек

Прихоä Прих. накë., Прих. накë., Оприхоäывание

Докуìент Прих. накë., Прих. накë., Чек, Оприхоäывание

Прих. накë. Прих. накë.

Расх. накë. Расх. накë.

Чек Чек

Оприхоäывание Оприхоäывание
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Исхоäя из пpивеäенных выøе зависиìостей
аëãоpитìи÷еской сëожности от äекëаpативной и
ссыëо÷ной сëожности (1), ìожно отìетитü, ÷то пpеä-
ëоженная ìоäеëü буäет иìетü зна÷итеëüно ìенüøуþ
аëãоpитìи÷ескуþ сëожностü. Есëи в пеpвоì ваpи-
анте необхоäиìо быëо äëя всех ÷етыpех сущностей
типа "Интеãpаëüные опеpативные äанные" pеаëи-
зовыватü тpиããеpа äëя запоëнения поëей "Ноìеp" и
"Дата", то во втоpоì это буäет äеëатü оäин тpиããеp
на сущности "Докуìенты".

Выводы

Совpеìенные СУОТО явëяþтся сëожныìи не-
оäноpоäныìи пpоãpаììно-аппаpатныìи коìпëек-
саìи, кажäая ÷астü котоpых pеøает своþ узкуþ
поäзаäа÷у обеспе÷ения функöиониpования ОТО.
С испоëüзованиеì пpеäëоженной ìетоäики постpое-
ния кëассово-pеëяöионной ìоäеëи äанных стано-
вится возìожныì созäание еäиноãо яäpа СУОТО,
иìеþщеãо существенно ìенüøуþ сëожностü, не-

жеëи систеìы, пpостpоенные на основе постERP-
систеì. Такой поäхоä позвоëяет зна÷итеëüно по-
выситü наäежностü СУОТО, упpощает пpоöеäуpы
изìенения систеìы и в зна÷итеëüной степени по-
выøает öентpаëизаöиþ хpаниìых äанных, ÷то уп-
pощает pеаëизаöиþ ìетоäов поääеpжки пpинятия
pеøений и позвоëяет пpовоäитü анаëиз инфоpìа-
öии по опеpативныì äанныì.
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квадpатичной оптимизации

В настоящее вpеìя все еще боëüøое ÷исëо пpо-
ìыøëенных систеì упpавëения явëяþтся непpеpыв-
ныìи, поэтоìу заäа÷а пеpехоäа к äискpетноìу упpав-
ëениþ на базе ìикpопpоöессоpов остается актуаëü-
ной. Чтобы не пpоектиpоватü заново äискpетные
систеìы с заäанныìи ка÷ественныìи показатеëя-
ìи, ìожно осуществитü äискpетизаöиþ сущест-
вуþщих непpеpывных систеì [1—5]. Поëу÷аеìые
пpи этоì äискpетные систеìы эквиваëенты непpе-
pывныì систеìаì.

В [3] pассìотpена оптиìаëüная äискpетизаöия
непpеpывной ëинейной систеìы упpавëения по ее
паpаìетpаì пpоектиpования: ìоäеëü непpеpывной
ëинейной систеìы и кваäpати÷ный функöионаë
ка÷ества пеpевоäятся в äискpетнуþ обëастü, посëе
÷еãо pеøается заäа÷а синтеза äискpетноãо закона
упpавëения с испоëüзованиеì уpавнения Pиккати.
В äанной статüе с поìощüþ уpавнения Pиккати
осуществëяется äискpетизаöия непpеpывноãо за-
кона упpавëения заìкнутой систеìы из усëовия
ìиниìуìа кваäpати÷ноãо функöионаëа, у÷итываþ-
щеãо pазëи÷ие в повеäении äискpетной и непpе-
pывной систеì на коне÷ноì интеpваëе вpеìени.

1. Постановка задачи. Pассìотpиì заäа÷у синте-
за äискpетноãо закона упpавëения äëя непpеpывно-
ãо объекта, описываеìоãо ëинейной систеìой äиф-
феpенöиаëüных уpавнений [4]

(t) = Ax(t) + Bu(t), (1.1)

äëя котоpоãо известен непpеpывный pеãуëятоp

uн(t) = –Gxн(t), (1.2)

обеспе÷иваþщий в заìкнутой систеìе (1.1), (1.2)
тpебуеìые ка÷ественные показатеëи.

Зäесü x(t) ∈ Rn — вектоp фазовых кооpäинат
объекта; u ∈ Rm — вектоp упpавëения, m m n;
A ∈ Rn Ѕ n, B ∈ Rn Ѕ m — постоянные ìатpиöы;
G ∈ Rm Ѕ n — ìатpиöа обpатной связи.

Синтезиpуеìый äискpетный pеãуëятоp на ин-
теpваëе вpеìени kT m t < (k + 1)T, k = 0, 1, 2, ...,
фоpìиpует вектоp упpавëения uä(t) виäа

uä(t) = LmN(t – kT ) (kT ); (1.3)

(kT ) = – (T )xä(kT ), (1.4)

ãäе (kT ) ∈ RmN, t = kT, k = 0, 1, 2, ...; (kT ) =
= const; LmN (t – kТ) ∈ Rm Ѕ mN — ìатpиöа экст-
pапоëятоpа (N – 1)-ãо поpяäка:

LmN(t – kT ) = Im(t – kT )Im ... Im ;

(T ) ∈ RmN Ѕ n — ìатpиöа обpатной связи:

(T ) = |G0(T ) G1(T ) ... GN – 1(T )|′;

Gi(T ) ∈ Rm Ѕ n, i = ; Im ∈ Rm Ѕ m — еäини÷-

ная ìатpиöа, T — пеpиоä äискpетности; ’ — зäесü
и äаëее обозна÷ает опеpаöиþ тpанспониpования.

Инäексы пpи вектоpах x(t) и uä(t) в (1.2)—(1.4)
обозна÷аþт виä pеãуëятоpа: "н" — непpеpывный,
"ä" — äискpетный.

Заäа÷а состоит в постpоении такоãо äискpетно-
ãо упpавëения (kТ ), пpи котоpоì кваäpати÷ный
функöионаë

J = {xä[(k + j + 1)T ] – xн[(k + j + 1)T ]} ′Q Ѕ

Ѕ {xä[(k + j + 1)T ] – xн[(k + j + 1)T ]}, (1.5)

Q ∈ Rn Ѕ n, Q = Q′ l 0, иìеет ìиниìаëüное зна÷е-
ние äëя ëþбых на÷аëüных усëовий xä(0) = xн(0).

2. Pешение задачи. Вектоpы состояния äискpет-
ной xä(t) и непpеpывной xн(t) систеì в ìоìенты

вpеìени t = (k + j + 1)T , j = , k = 0, M, 2M,
..., pавны:

xä[(k + j + 1)T ] =

= F0(T )xä[(k + j)T ] + q(T ) [(k + j)T]; (2.1)

xн[(k + j + 1)T ] = F(T )xн[(k + j)T ]; (2.2)

F0(T ) = eAT, q(T ) = F0(σ)Bdσ, F(T ) = e(A – BG)T,

j = , k = 0, M, 2M, ...,

F0(T ) ∈ Rn Ѕ n, q(T ) ∈ Rn Ѕ m, F(T ) ∈ Rn Ѕ n.

Pассматpивается задача синтеза дискpетного закона
упpавления непpеpывным объектом по непpеpывному аналогу
исходя из условий их эквивалентности. Пpедлагается ме-
тод квадpатичной оптимизации для дискpетизации непpе-
pывного закона упpавления, сводящийся к pешению уpавне-
ний Pиккати соответствующей задачи АКОP.

Ключевые слова: непpеpывный объект, дискpетное упpав-
ление, синтез по аналогу, квадpатичная оптимизация.
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Посëе поäстановки выpажений (2.1), (2.2) в
(1.5) äëя функöионаëа J поëу÷аеì: 

J = {F0(T )xä[(k + j)T ] + q(T ) [(k + j)T ] –

– F(T )xн[(k + j)T ]}′Q{F0(T )xä[(k + j)T ] +

+ q(T ) [(k + j)T ] – F(T )xн[(k + j)T ]}, (2.3)

k = 0, M, 2M, ... .

Ввеäеì новуþ пеpеìеннуþ z(t), z(t) ∈ R2n:

z[(k + j + 1)T ] = |xä[(k + j + 1)T ]xн[(k + j + 1)T ]|′,

j = , k = 0, M, 2M, ... .

Тоãäа функöионаë (2.3) пpиìет виä 

J = z ′[(k + j)T ] z[(k + j)T ] + z ′ Ѕ

Ѕ [(k + j)T ] [(k + j)T ] + [(k + j)T ] z Ѕ

Ѕ[(k + j)T ] + [(k + j)T ] [(k + j)T ] , (2.4)

k = 0, M, 2M, ...,

ãäе

 = 2 (T ) (T ); (T ) = ; 

(T ) ∈ R2n Ѕ 2n;  = ;  = ;

 = – (T )QF0(T );  = – (T )QF(T );

= –F′(T)QF0(T); = F′(T)QF(T); = ;

= |  |′;  = 2 Qq(T);  = –2 q(T);

 = 2q′(T )Qq(T ),

и поставëенная заäа÷а свеäется к станäаpтной заäа-
÷е ìиниìизаöии кваäpати÷ноãо функöионаëа (2.4).

Вектоp упpавëения [(k + j)T ], j = ,

k = 0, M, 2M, ..., äоставëяþщий ìиниìуì функ-
öионаëу (2.4), pавен [1]:

[(k + j)T ] = –{  + Q′(T )P[(k + j + 1)T ] Ѕ

Ѕ Q(T )}–1{Q′(T )P[(k + j + 1)T ] (T ) + }z Ѕ
Ѕ [(k + j)T ], (2.5)

j = , k = 0, M, 2M, ...,

ãäе Q(T) = |q(T) 0|′, Q(T) ∈ R2n Ѕ m; P[(k + j + 1)T] —
поëожитеëüная сиììетpи÷еская ìатpиöа, уäовëетво-
pяþщая уpавнениþ Pиккати:

P[(k + j)T ] = (T ){P[(k + j + 1)T ] –

– {P[(k + j + 1)T ]Q(T ) + [ (T )]–1 }{  +

+ Q′(T )P[(k + j + 1)T ]Q(T )}–1{Q′(T )P Ѕ

Ѕ [(k + j + 1)T ] + –1(T )}} (T ) + ,

j = , k = 0, M, 2M, ... пpи P[(k + M)T ] = 0.

Так как P[(k + j + 1)T ] явëяется бëо÷ной:

P[(k + j + 1)T ] =

= ,

ãäе P11[(k + j + 1)T ] ∈ Rn Ѕ n; P12[(k + j + 1)T ] ∈

∈ Rn Ѕ n; P21[(k + j + 1)T] ∈ Rn Ѕ n; P22[(k + j + 1)T] ∈

∈ Rn Ѕ n; P21[(k + j + 1)T ] = [(k + j + 1)T ], то

äëя вектоpа упpавëения [(k + j)Т ], j = ,

k = 0, M, 2M, ..., из (2.5) поëу÷аеì 

[(k + j)T ] = –[q′(T )Q� 11jq(T )]–1 Ѕ

Ѕ {q′(T )Q� 11jF0(T )xä[(k + j)T ] +

+ q′(T )Q� 12jF(T )xн[(k + j)T ]}; (2.6)

Q� 11j = P11[(k + j + 1)T ] + Q, Q� 12j =

= P12[(k + j + 1)T ] – Q, 

j = , k = 0, M, 2M, ...

Есëи вектоp упpавëения [(k + j)T], j = ,
k = 0, M, 2M, ... в (2.1) фоpìиpоватü в виäе [2]

[(k + j)T ] = – (T )xä(kT ), (2.7)

j = , k = 0, M, 2M, ...,

(T ) ∈ Rm Ѕ n, то с у÷етоì зна÷ений вектоpов

xä[(k + j)T ] и xн[(k + j)T ], j = , k = 0, M, 2M,

..., посëе пpеобpазований нахоäиì:

[(k + j)Т ] =

= –[q′(T )Q� 11jq(T )]–1{q′(T )Q� 11jF0(T )Y( jT ) +

+ q′(T )Q� 12jF[(j + 1)T ]}xä(kT ), (2.8)

ãäе 

Y( jT ) = F0( jT ) – F0[(j – i – 1)T ]q(T ) (T ),

j = , k = 0, M, 2M, ...
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и

(T ) = [q′(T )Q� 11j q(T )]–1{q′(T )Q� 11jF0(T )Y(jT ) +

+ q′(T )Q� 12jF[(j + 1)T ]}, (2.9)

j = .

Пpи законе упpавëения (2.7) вектоp состояния
xä(t) изìеpяется ÷еpез М пеpиоäов äискpетности,
а ìатpиöы (T ), j = , (2.9) ìеняþтся ка-
жäый пеpиоä äискpетности Т.

Есëи вектоp упpавëения [(k + j)T], j = ,
k = 0, M, 2M, ..., иìеет виä

[(k + j)T ] = – (T )xä[(k + j)T ], (2.10)

j = , k = 0, M, 2M, ..., 

то äëя ìатpиö (T ), j = , закона упpавëения

(2.10) поëу÷аеì [4]

(T ) = [q′(T )Q� 11j q(T )]–1{q′(T )Q� 11jF0(T )Y(jT ) +

+ q′(T)Q� 12jF[(j + 1)T]} [F0(T) – q(T) (T)] –1,

j = .

Пpи законе упpавëения (2.10) вектоp состояния
xä(t) буäет изìеpятüся кажäый пеpиоä äискpетно-

сти, а ìатpиöы (T ), j = , (2.13), как и пpи

законе упpавëения (2.7), изìеняþтся кажäый пе-
pиоä äискpетности T.

Возìожно такое постpоение закона упpавëения
[(k + j)T ], j = , k = 0, M, 2M, ..., пpи ко-

тоpоì äискpетная систеìа иìеет äве обpатные связи:
по оäной из них вектоp состояния xä(t) изìеpяется
кажäый пеpиоä äискpетности, а по äpуãой — каж-
äые M пеpиоäов. Вектоp упpавëения [(k + j)T ],
j = , k = 0, M, 2M, ..., пpи этоì pавен

[(k + j)T ] = – (T )xä(kT ) –

– (T )xä[(k + j)T ], (2.11)

j = , k = 0, M, 2M, ... .

Матpиöы (T ), (T ), j = , pавны

(T ) = [q′(T )Q� 11j q(T )]–1
q′(T )Q� 12jF[(j + 1)T ];

(T ) = [q′(T )Q� 11jq(T )]–1
q′(T )Q� 11jF0(T ),

j = .

3. Пpимеp. Pассìотpиì объект упpавëения (1.1),
äëя котоpоãо

A = ; B = . (3.1)

Непpеpывнуþ систеìу заäаäиì объектоì (3.1)
с ìатpиöей обpатной связи G = |1 0,9|, а в äискpетной
систеìе (1.1), (1.3), (2.7) пpиìеì T = 0,25 с, N = 1
и M = 2.

Дëя ìатpиö (T ), (T ) закона упpавëения
(2.7), обеспе÷иваþщих совпаäение вектоpов состоя-
ния непpеpывной и äискpетной систеì ÷еpез кажäые
äва пеpиоäа T, поëу÷аеì [2]

(3.2)

Пустü Q = diag(1, 1), тоãäа ìатpиöы (T ),
(T ) (2.9) pавны:

(3.3)

Есëи ìатpиöы (T ), (T ) (2.9) опpеäеëятü из
усëовия ìиниìуìа функöионаëа (1.5) ìетоäоì äи-
наìи÷ескоãо пpоãpаììиpования [4], то 

(3.4)

Степенü пpибëижения äискpетной систеìы с ìат-
pиöаìи (T ), (T ) (3.2), (3.3) к непpеpывной
систеìе оöениì функöионаëаìи

Ixi = [xäi (t) – xнi (t)]
2dt; Iu = [uä(t) – uн(t)]

2dt, 

i = 1, 2; I = |xäi (t) – xнi (t)|dt,

Tп — вpеìя пеpехоäноãо пpоöесса.
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Pезуëüтаты ìоäеëиpования äëя на÷аëüных усëо-
вий x0 = |1 0|′ и Tп = 6 с показываþт (сì. табëиöу),
÷то пpеäëаãаеìый ìетоä äискpетизаöии пpевосхо-
äит известные [2, 4] по то÷ности.

Заключение. В [3] оптиìаëüная äискpетизаöия
непpеpывной ëинейной систеìы упpавëения осно-
вывается на пpиìенении äискpетных ìоäеëей не-
пpеpывноãо объекта и кваäpати÷ноãо функöионаëа,
и заäа÷а синтеза своäится к ÷исто äискpетной. Пpеä-
ëаãаеìый поäхоä отëи÷ается от [3] теì, ÷то сна÷аëа
синтезиpуется анаëоãовый закон упpавëения по
непpеpывной ìоäеëи объекта, а затеì испоëüзуется
кваäpати÷ная оптиìизаöия äëя äискpетизаöии это-
ãо закона упpавëения, поэтоìу поëу÷аеìая äискpет-
ная систеìа äействитеëüно эквиваëентна непpе-
pывной.

В функöионаëе (1.5) ìожно у÷итыватü pазëи÷ие
вектоpов состояния äискpетной xä(t) и непpеpыв-

ной xн(t) систеì не тоëüко в ìоìенты квантования

t = (k + j + 1)T , j = , k = 0, M, 2M, ..., но
и ìежäу ниìи [4, 5].

Есëи функöионаë (1.5) pассìатpиватü на беско-
не÷ноì интеpваëе вpеìени (M → ∞), то äискpетная
систеìа буäет стаöионаpной — ìатpиöа закона
упpавëения (2.7) буäет оставатüся неизìенной äëя
всей посëеäоватеëüности упpавëяþщих возäействий,
но, в отëи÷ие от [5], äëя ее нахожäения не нужно
pеøатü уpавнение Ляпунова.
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В настоящее вpеìя набëþäается оживëение pын-
ка систеì пpоìыøëенной автоìатизаöии как в Pос-
сии, так и за pубежоì. Тенäенöии автоìатизаöии
на пpеäпpиятиях сеãоäня совеpøенно о÷евиäны: объ-
еäинение всех устpойств в еäинуþ сетü, pеаëизуþ-
щуþ заäа÷и автоìати÷ескоãо сбоpа äанных систеìа-
ìи контpоëя ка÷ества, ìонитоpинãа и упpавëения
ТП, пpотокоëиpование в еäиной БД и т. ä. Pазвитие

ìикpопpоöессоpной техноëоãии способствоваëо пе-
pехоäу к аpхитектуpе pаспpеäеëенных систеì: функ-
öии автоìатизаöии все ÷аще стаëи pеаëизовыватü-
ся вне бëока öентpаëüноãо пpоöессоpа — в äат÷иках,
аãpеãатах и испоëнитеëüных ìеханизìах. Пpостые
сенсоpы и äат÷ики стаëи пpевpащатüся в коììу-
никаöионные устpойства.

В совpеìенных öифpовых пpоìыøëенных сетях
(ЦПС) пpиìеняþтся äесятки спеöиаëизиpованных
коììуникаöионных техноëоãий и пpотокоëов, по-
звоëяþщих созäаватü pаспpеäеëенные систеìы, объ-
еäиняþщие pазëи÷ные äат÷ики, контpоëëеpы и ис-
поëнитеëüные устpойства; оäнако наëи÷ие ìноãо-
÷исëенных несовìестиìых pеаëизаöий в обëасти
ЦПС затpуäняет интеãpаöиþ в еäинуþ систеìу коì-
понентов pазных пpоизвоäитеëей и пpепятствует
øиpокоìу pаспpостpанениþ интеëëектуаëüных уст-
pойств. Вот по÷еìу на сеãоäняøний äенü актуаëüна
пpобëеìа выбоpа еäиной техноëоãии обìена ìеж-
äу устpойстваìи ЦПС.

В ка÷естве такой техноëоãии пpеäставëяется пpеä-
по÷титеëüныì испоëüзование станäаpта Ethernet,
pеаëизуþщеãо ìножественный ìетоä äоступа к кана-
ëу пеpеäа÷и äанных (CSMA/CD). Внеäpение Ethernet
на öеховоì уpовне позвоëяет пpеäпpиятияì пеpе-
äаватü собиpаеìуþ инфоpìаöиþ на уpовенü АСУП
äëя пpиìенения в pазëи÷ных пpиëожениях. К тоìу
же Ethernet — саìая попуëяpная сетевая техноëоãия.
С ее поìощüþ pазpабот÷ики наäеþтся созäатü еäи-
нуþ коììуникаöионнуþ инфpастpуктуpу пpеäпpи-

0 M 1–,

Pассматpивается подход к описанию цифpовых систем
упpавления (ЦСУ), использующих состязательный пpинцип
доступа к единому каналу пеpедачи данных. Для описания
пpедлагается пpедставлять сеть множественного доступа
в виде моделиpующей схемы, а для исследования ЦСУ ис-
пользовать уpавнения Фоккеpа—Планка—Колмогоpова.

Ключевые слова: цифpовая система упpавления, мате-
матическое моделиpование, канал пеpедачи данных, состя-
зательный метод доступа.
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ятия, pаспpостpанитü на систеìы пpоìыøëенной
автоìатизаöии такие пpеиìущества Ethernet, как
пpостота интеãpаöии с Internet, возìожностü вкëþ-
÷ения в сетü саìых pазнообpазных устpойств и
öентpаëизованноãо упpавëения иìи. Унификаöия
Ethernet как еäиной сетевой техноëоãии веäет к со-
кpащениþ pасхоäов, в тоì ÷исëе на обу÷ение спе-
öиаëистов и обсëуживание систеì; обоpуäование
Ethernet относитеëüно неäоpоãо и äоступно, а пpо-
токоëы TCP/IP выãëяäят о÷енü пpивëекатеëüныì
pеøениеì по сpавнениþ с запутанныìи и ìноãо-
÷исëенныìи станäаpтаìи äоpоãих и сëожных пpо-
ìыøëенных сетей.

На сеãоäняøний äенü уже пpеäпpиниìаþтся по-
пытки описания и иссëеäования систеì упpавëения
техноëоãи÷ескиìи пpоöессаìи, пpиìеняþщих тех-
ноëоãиþ Ethernet, оäнако существуþщие способы
испоëüзуþт боëüøое ÷исëо упpощений [1], ÷то не по-
звоëяет pеøитü заäа÷у ìоäеëиpования öифpовых
систеì упpавëения техноëоãи÷ескиìи пpоöессаìи
(ЦСУТП) в общеì виäе и выpаботатü ÷еткие и стpо-
ãие pекоìенäаöии по их pазpаботке и иссëеäованиþ.

Такиì обpазоì, анаëиз и синтез ЦСУТП, испоëü-
зуþщих техноëоãиþ ìножественноãо äоступа пpи
обìене инфоpìаöией, тpебуþт новых поäхоäов.

В сëу÷ае испоëüзования сетевоãо станäаpта
Ethernet на нижнеì уpовне АСУТП опpос оконе÷-
ных устpойств (в ка÷естве котоpых ìоãут выступатü
äат÷ики, испоëнитеëüные ìеханизìы) пpоисхоäит
по пpинöипу состязатеëüности: то устpойство, кото-
pое пеpвыì заняëо сетевой канаë, буäет обсëужи-
ватüся пеpвыì. Пpи такоì способе обìена инфоp-
ìаöией вpеìя опpоса ÷етко не опpеäеëено, т. е. пе-
pиоä квантования явëяется сëу÷айной веëи÷иной.

Вëияние сети на систеìу упpавëения техноëоãи-
÷ескиì пpоöессоì закëþ÷ается в фоpìиpовании сëу-
÷айноãо запазäывания в öепи обpатной связи [2].
Дpуãиì сëоваìи, пpоìежуток вpеìени с на÷аëа пе-
pеäа÷и äанных оäниì устpойствоì äpуãоìу äо ìо-
ìента факти÷ескоãо поëу÷ения инфоpìаöии пpи-
ниìаþщиì устpойствоì явëяется сëу÷айныì.

Вìесте с теì, обìен äанныìи по сети ìножест-
венноãо äоступа ìожно пpеäставитü как сëу÷айное
квантование сиãнаëа. Действитеëüно, пустü око-
не÷ное устpойство ãотово к пеpеäа÷е äанных, тоãäа
еãо выхоä ìожно пpеäставитü сиãнаëоì постоян-
ноãо уpовня. Моìент вpеìени, коãäа инфоpìаöия
пpинята äpуãиì устpойствоì, ìожно с÷итатü кван-
тованиеì сиãнаëа постоянноãо уpовня. Такиì об-
pазоì, пеpеäа÷у инфоpìаöии по сети ìожно pас-
сìатpиватü как сëу÷айное квантование сиãнаëа от
пеpеäаþщеãо устpойства.

Дëя систеì с постоянныì тактоì квантования
ìоäуëяöиþ исхоäноãо сиãнаëа обы÷но pеаëизуþт в
виäе квантоватеëя (кëþ÷а) и экстpапоëятоpа нуëе-
воãо поpяäка (фиксатоpа). Оäнако пpиìенитеëüно

к äанной заäа÷е такое пpеäставëение испоëüзоватü
неëüзя всëеäствие тоãо, ÷то такт квантования яв-
ëяется сëу÷айной веëи÷иной.

Дëя сëу÷айноãо квантования сиãнаëа от оконе÷-
ных устpойств пpи испоëüзовании сети ìножествен-
ноãо äоступа на нижнеì уpовне упpавëения техно-
ëоãи÷ескиì пpоöессоì пpеäëаãается испоëüзоватü
ìоäеëиpуþщуþ схеìу, пpеäставëеннуþ на pис. 1.

Есëи вpеìя запазäывания τ äостато÷но ìаëо и
это зна÷ение ìенüøе вpеìени ëþбоãо сëу÷айноãо
такта квантования Ti, то äанная ìоäеëиpуþщая
схеìа то÷но описывает пpоöесс пеpеäа÷и сиãнаëа от
оäноãо оконе÷ноãо устpойства к äpуãоìу по сети
ìножественноãо äоступа. Веëи÷ины Ti = ti + 1 – ti

поëаãаþтся сëу÷айныìи с пëотностüþ веpоятности
w(T ) и интенсивностüþ ν. Буäеì с÷итатü, ÷то ìо-
ìенты квантования независиìы äpуã от äpуãа и
вìесте обpазуþт пуассоновский поток то÷ек, кото-
pый поëностüþ опpеäеëяется зна÷ениеì интенсив-
ности ν. Поëожиì, ÷то интенсивностü явëяется
постоянной веëи÷иной; пpи этоì поток буäет оäно-
pоäныì. По свойству оäноpоäноãо потока пëот-
ностü веpоятности äëитеëüности интеpваëов ìежäу
ìоìентаìи появëения то÷ек не зависит от текуще-
ãо вpеìени и иìеет экспоненöиаëüный хаpактеp:

w(τ) = νexp(–ντ). (1)

Оäнако так как ìоìенты квантования пpеäстав-
ëяþт собой посëеäоватеëüностü сëу÷айных веëи÷ин,
то всеãäа существует веpоятностü тоãо, ÷то пpоìежу-
ток вpеìени ìежäу ìоìентаìи квантования ìожет
оказатüся ìенüøе, ÷еì τ. В этоì сëу÷ае ìоäеëиpуþ-
щая схеìа буäет вноситü опpеäеëеннуþ поãpеøностü
в pезуëüтаты иссëеäования. Оäнако несìотpя на это
всеãäа иìеется возìожностü выбpатü такое ìаëое
τ ≈ 0, ÷то веpоятностü попаäания сëу÷айноãо такта
квантования Ti в этот интеpваë буäет пpенебpежи-

Pис. 1. Моделиpующая схема:
x — вхоäной сиãнаë от оконе÷ноãо устpойства, котоpый поäëежит
пеpеäа÷е по сети; y — выхоäной сиãнаë, поступаþщий на пpини-
ìаþщее устpойство; y1 — выхоäной сиãнаë посëе звена запазäы-
вания; k1 — квантоватеëü, осуществëяþщий заìыкание öепи
в сëу÷айные ìоìенты вpеìени; Ti — сëу÷айный такт квантования
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ìо ìаëой. Напpиìеp, есëи сëу÷айная веëи÷ина Ti
иìеет экспоненöиаëüное pаспpеäеëение виäа

w(τ) = νexp(–ντ), (2)

ãäе ν — интенсивностü квантования, то веpоятностü
тоãо, ÷то такт квантования попаäет в пpоìежуток
[0; τ], буäет pавна

P(τ) = 1 – exp(–ντ). (3)

Выбиpая τ, напpиìеp, такиì обpазоì, ÷тобы
P(τ) ≈ 10–10, ìожно с÷итатü äанное событие пpак-
ти÷ески невозìожныì.

Дëя уäобства ìатеìати÷ескоãо описания äанноãо
контуpа аппpоксиìиpуеì звено запазäывания pяäоì
Паäе пеpвоãо поpяäка:

exp(–τp) = . (4)

Такиì обpазоì, вëияние сети на систеìу упpав-
ëения техноëоãи÷ескиì пpоöессоì ìожно у÷естü
с поìощüþ пpеäëоженной ìоäеëиpуþщей схеìы.

Буäеì с÷итатü, ÷то инфоpìаöия пеpеäается по
сети от äат÷ика pеãуëятоpу. Кpоìе тоãо, äопустиì,
÷то äат÷ик квантует выхоä объекта управëения
(ОУ) в сëу÷айные ìоìенты вpеìени, тоãäа кван-
тование äат÷икоì зна÷ения сиãнаëа выхоäа объ-
екта упpавëения также ìожно описатü с поìощüþ
ìоäеëиpуþщей схеìы, изобpаженной на pис. 1. Оä-
нако пpи испоëüзовании äанной схеìы сëеäует у÷и-
тыватü, ÷то в pеаëüных систеìах упpавëения äат-
÷ик опpаøивает объект упpавëения с постоянныì
тактоì квантования, т. е. T1 = T2 ... = Ti = const.

Тоãäа с у÷етоì всех äопущений систеìу упpав-
ëения техноëоãи÷ескиì пpоöессоì, pеаëизуþщуþ
обìен инфоpìаöией по состязатеëüноìу пpинöи-

пу, стpуктуpно ìожно пpеäставитü в виäе, показан-
ноì на pис. 2.

Систеìа упpавëения pаботает сëеäуþщиì обpа-
зоì. Дат÷ик с÷итывает выхоäной сиãнаë объекта
в сëу÷айные ìоìенты вpеìени. На схеìе äанный
пpоöесс изобpажается в виäе квантоватеëя k1 и пе-
pеäато÷ных функöий W1, W2. Даëее äат÷ик пеpе-
äает инфоpìаöиþ по сети pеãуëятоpу. Пpоöесс пе-
pеäа÷и инфоpìаöии от äат÷ика pеãуëятоpу с ис-
поëüзованиеì сети также явëяется квантованиеì
в сëу÷айные ìоìенты вpеìени. На pис. 2 вëияние
сети пpеäставëено квантоватеëеì k2 и пеpеäато÷-
ныìи функöияìи W3, W4. Оäновpеìенно с успеø-
ной пеpеäа÷ей инфоpìаöии pеãуëятоpу äат÷ик вы-
поëняет новое с÷итывание сиãнаëа с выхоäа объ-
екта упpавëения.

Такиì обpазоì, в pезуëüтате иссëеäования быë
поëу÷ен пpибëиженный способ описания öифpовых
систеì упpавëения техноëоãи÷ескиì пpоöессоì
с состязатеëüныì пpинöипоì äоступа. Пpи этоì
вëияние сети закëþ÷аëосü в фоpìиpовании сëу÷ай-
ной заäеpжки в öепи обpатной связи. Пpеäëоженная
ìоäеëü ìожет пpиìенятüся äëя оöенки возìожно-
сти испоëüзования станäаpта Ethernet äëя обìена
äанныìи ìежäу устpойстваìи ЦСУТП.
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