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Введение

Пpобëеìа упpавëения паpаìетpи÷ески и функ-
öионаëüно неопpеäеëенныìи объектаìи быëа и
остается оäной из актуаëüных заäа÷ в теоpии упpав-
ëения. Это связано с теì, ÷то в pеаëüных ситуаöиях
боëüøинство объектов поäвеpжены возäействиþ
внеøних и внутpенних возìущений, изìеpение
котоpых невозìожно в сиëу техноëоãи÷еских осо-
бенностей иëи отсутствия соответствуþщих изìе-
pитеëüных устpойств.

На сеãоäняøний äенü пpеäëожено ìноãо ìето-
äов и поäхоäов к постpоениþ аäаптивных и pоба-
стных аëãоpитìов упpавëения неопpеäеëенныìи
объектаìи. Из всеãо ìножества пpеäëоженных ìе-
тоäов ìожно выäеëитü тpи кëасси÷еских поäхоäа:
ìетоä pасøиpенной оøибки, аëãоpитìы аäаптаöии
высокоãо поpяäка и итеpативные пpоöеäуpы син-
теза (известные также поä названияìи аäаптивный
иëи pобастный обхоä интеãpатоpа). Заìе÷атеëüный
обзоp по основныì ìетоäаì pасøиpенной оøибки
пpивеäен в [1]. Основная иäея äанноãо ìетоäа со-
стоит во ввеäении ãенеpатоpа pасøиpения сиãнаëа
оøибки сëежения в öеëях поëу÷ения стpоãо поëо-
житеëüной вещественной функöии без испоëüзо-
вания набëþäатеëей пpоизвоäных [2]. Pеаëизаöия
pеãуëятоpов, постpоенных на базе äанноãо ìетоäа,
пpоста и не тpебует сëожных анаëити÷еских pас÷е-
тов. Вìесте с теì, этот ìетоä не всеãäа обеспе÷ивает
жеëаеìое ка÷ество пеpехоäных пpоöессов в заìк-

нутой систеìе упpавëения [3]. Аëãоpитìы аäапта-
öии высокоãо поpяäка [3, 4] основаны на испоëü-
зовании оöенки пpоизвоäных от вектоpа настpаи-
ваеìых паpаìетpов и вектоpа pеãpессии. Данный
ìетоä обеспе÷ивает ëу÷øие показатеëи ка÷ества
пеpехоäных пpоöессов в систеìе упpавëения, ÷еì
пpеäыäущий поäхоä, но тpебует боëüøе анаëити-
÷еских pас÷етов и боëее сëожнуþ техни÷ескуþ pеа-
ëизаöиþ [3]. Особое вниìание хотеëосü бы уäеëитü
итеpативныì пpоöеäуpаì синтеза. Основное äосто-
инство, по сpавнениþ с пpеäыäущиìи äвуìя ìето-
äаìи, — высокое ка÷ество пеpехоäных пpоöессов
без увеëи÷ения аìпëитуäы упpавëения и невысо-
кий äинаìи÷еский поpяäок заìкнутой систеìы [3].
Впеpвые этот ìетоä быë пpеäëожен в [5] äëя соз-
äания аäаптивноãо упpавëения неëинейныìи объ-
ектаìи по выхоäу. Еãо испоëüзование позвоëиëо
обеспе÷итü в систеìе упpавëения паpаìетpи÷ескуþ
pобастностü [6, 7] и возìожностü у÷ета апpиоpной
инфоpìаöии о зна÷ениях паpаìетpов объекта упpав-
ëения. Испоëüзование посëеäнеãо свойства наãëяä-
но пpоäеìонстpиpовано в pаботе [8], ãäе pассìат-
pиваëся неëинейный паpаìетpи÷ески неопpеäе-
ëенный объект с изìеpяеìыì скаëяpныì выхоäоì.
Дëя фоpìиpования упpавëяþщеãо возäействия сна-
÷аëа пpеäëаãаëосü испоëüзоватü äиффеоìоpфизì,
позвоëяþщий сконöентpиpоватü неопpеäеëенности
ëинейной составëяþщей исхоäноãо объекта в но-
воì коэффиöиенте пеpеä упpавëяþщиì сиãнаëоì
в пpеобpазованной систеìе. Это позвоëиëо упpо-
ститü стpуктуpу и pас÷ет pеãуëятоpа. В [3] pассìат-
pиваëосü созäание аäаптивноãо и pобастноãо pеãу-
ëятоpов äëя упpавëения ëинейныìи систеìаìи по
выхоäу. Данные поäхоäы основаны на особой па-
pаìетpизаöии уpавнения объекта, позвоëяþщей
поëу÷итü пpоизвоäнуþ еãо выхоäной пеpеìенной.
В pобастноì аëãоpитìе в [3], в отëи÷ие от [5—8], не
испоëüзоваëасü иäентификаöия неизвестных паpа-
ìетpов объекта. Коìпенсаöия паpаìетpи÷еских и
функöионаëüных возìущений осуществëяëасü с по-
ìощüþ неëинейных обpатных связей. 

Всеì выøепеpе÷исëенныì поäхоäаì, основан-
ныì на итеpативных пpоöеäуpах синтеза, пpисущи
äва основных неäостатка, котоpые поäpобно опи-
саны в [3], — сëожностü анаëити÷ескоãо pас÷ета
систеìы упpавëения и пpобëеìы, связанные с ее
техни÷еской pеаëизаöией. Сëожностü анаëити÷еских
pас÷етов закëþ÷ается в ãpоìозäкости вы÷исëений
поëной пpоизвоäной по вpеìени от стабиëизиpуþ-
щих сиãнаëов упpавëения. Тpуäности, возникаþ-
щие пpи техни÷еской pеаëизаöии, связаны с боëü-
øиì ÷исëоì паpаìетpов в законе упpавëения и

Пpедлагается алгоpитм pобастного упpавления стацио-
наpным паpаметpически и функционально неопpеделенным
линейным объектом, котоpый обеспечивает слежение выхо-
да объекта за эталонным сигналом с заданной точностью
и за конечное вpемя. Пpедполагается, что измеpению досту-
пен только скаляpный выход объекта. Пpиведены числен-
ные пpимеpы и pезультаты компьютеpного моделиpования,
иллюстpиpующие pаботоспособность пpедлагаемой схемы.

Ключевые слова: pобастное упpавление, апpиоpно и функ-
ционально неопpеделенный объект, обpатный обход инте-
гpатоpа, наблюдатель, сингуляpно-возмущенное диффеpен-
циальное уpавнение, функция Ляпунова.
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фиëüтpов состояния, необхоäиìых äëя фоpìиpо-
вания закона упpавëения. Напpиìеp, в аëãоpитìах
в pаботе [3] пpи постpоении закона упpавëения ëи-
нейныìи объектаìи испоëüзуþтся (2n – γ + 1)
фиëüтpов pазìеpности n кажäый, ãäе n — поpяäок
объекта упpавëения, γ — еãо относитеëüная степенü.
В pаботе [8] испоëüзуþтся тpи фиëüтpа pазìеpно-
сти n, но зäесü усëовия, накëаäываеìые на неопpе-
äеëенности объекта, боëее сëабые, ÷еì в [3]. Аëãо-
pитì упpавëения äëя pассìатpиваеìых в [8] объек-
тов упpавëения с неопpеäеëенностяìи из [3], буäет
соäеpжатü (2n – γ + 2) фиëüтpов pазìеpности n.
Оäнако ÷исëо фиëüтpов ìожет бытü уìенüøено пpи
наëи÷ии апpиоpной инфоpìаöии [3].

В настоящей статüе пpеäëожен pобастный закон
упpавëения паpаìетpи÷ески и функöионаëüно не-
опpеäеëенныìи объектаìи по выхоäу, pазpаботан-
ный с пpиìенениеì ìетоäа итеpативных пpоöеäуp
синтеза. Показано, ÷то в систеìе упpавëения pеа-
ëизуется всеãо оäин фиëüтp pазìеpности n, а äëя
вы÷исëения пpоизвоäных стабиëизиpуþщих сиã-
наëов упpавëения испоëüзуþтся pеаëüные äиффе-
pенöиpуþщие звенüя. Это позвоëяет существенно
упpоститü анаëити÷еский pас÷ет настpаиваеìых
паpаìетpов и техни÷ескуþ pеаëизаöиþ систеìы
упpавëения. Пpи этоì в заìкнутой систеìе обес-
пе÷ены тpебуеìые äинаìи÷еская то÷ностü и вpеìя
пеpехоäноãо пpоöесса.

Постановка задачи

Pассìотpиì ëинейный объект упpавëения, äина-
ìи÷еские пpоöессы в котоpоì описываþтся äиф-
феpенöиаëüныì уpавнениеì

Q(p)y(t) = R(p)[u(t) + f(t)], piy(0) = yi, i = ,(1)

ãäе y(t), u(t) и f(t) — скаëяpные вхоä, выхоä и воз-
ìущаþщее возäействия соответственно; Q(p) =

= pn + qn – 1p
n –1 + ... + q1p + q0, R(p) = rm pm +

+ rm – 1p
m –1 + ... + r1p + r0 — ëинейные стаöио-

наpные äиффеpенöиаëüные опеpатоpы; p = d/dt —
опеpатоp äиффеpенöиpования; yi — неизвестные

на÷аëüные усëовия. 
Ка÷ество пpоöессов по выхоäу (1) опpеäеëиì

этаëонной ìоäеëüþ

Qm(p)ym(t) = kmr(t). (2)

Зäесü ym(t) — выхоä этаëонной ìоäеëи, r(t) —
заäаþщее возäействие, km > 0, Qm(p) — известный
ëинейный äиффеpенöиаëüный опеpатоp с постоян-
ныìи коэффиöиентаìи.

Тpебуется äëя объекта (1) поëу÷итü систеìу упpав-
ëения, обеспе÷иваþщуþ выпоëнение öеëевоãо ус-
ëовия

|e(t)| = |y(t) – ym(t)| < δ (3)

за тpебуеìое вpеìя T и оãpани÷енностü всех сиãна-
ëов в заìкнутой систеìе, ãäе δ > 0 — äостато÷но ìа-
ëое ÷исëо. 

Пpедположения

1. Коэффициенты полиномов Q(p) и R(p) — неиз-
вестные числа.

2. Известно множество Ξ возможных значений
коэффициентов многочленов Q(p), R(p), их поpядки
degQ(p) = n, degR(p) = m, относительная степень
γ = n – m > 1 и знак коэффициента rm (пустü rm > 0).

3. Полиномы R(λ) и Qm(λ) — гуpвицевы, где λ —
комплексная пеpеменная в пpеобpазовании Лапласа;
degQm(p) = γ. 

4. Задающее r(t) и возмущающее f(t) воздействия —
огpаниченные функции. 

5. В системе упpавления не доступны измеpению
пpоизводные сигналов y(t), u(t) и r(t).

Выøепpивеäенные пpеäпоëожения соответст-
вуþт кëасси÷ескиì в теоpии аäаптивноãо и pоба-
стноãо упpавëения [1—8].

Метод pешения

Воспоëüзуеìся паpаìетpизаöией, пpеäëоженной
в [3], и пpеобpазуеì уpавнение (1) к виäу

(t) = β1(t) + vт(t)ψ + (t) + ζ(t), (4)

ãäе ψт =  — вектоp, составëен-

ный из коэффиöиентов поëиноìов R(p) и Q(p) со-

ответственно; (t) — оãpани÷енная функöия, за-
висящая от f(t); ζ(t) — экспоненöиаëüно затухаþщая
функöия вpеìени, зависящая от ненуëевых на÷аëü-
ных усëовий (1); β1(t) = –k1ξn, 1(t) + ξn, 2(t) + k1y(t);

v(t) = [–k1vm– i, 1(t) + vm– i, 2(t) , –k1ξn–1,1(t) +

+ ξn–1, 2(t) + y(t), –k1ξn– i, 1(t) + ξn– i, 2(t) ]т —

вектоp pеãpессии. В состав функöий β1(t) и v(t) вхоäят

пеpеìенные, поëу÷енные из фиëüтpов состояния:

(5)

Зäесü ξi(t) ∈ Rn; vi(t) ∈ Rn; A0 = ;

In–1 ∈ R(n–1)Ѕ(n–1) — еäини÷ная ìатpиöа, k =

= [k1, k2, ..., kn]
т, ei — вектоp с нуëевыìи коэффи-

öиентаìи кpоìе i-ãо, котоpый pавен 1.
Как отìе÷аëосü во ввеäении, в pаботах [3, 5—8]

äëя pеøения заäа÷и pобастноãо упpавëения неопpе-
äеëенныì объектоì пpеäëаãаëисü неëинейные аëãо-
pитìы упpавëения, основанные на ìетоäе итеpатив-
ных пpоöеäуp синтеза. В отëи÷ие от [3, 5—8] в äан-
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ной статüе буäет пpеäëожен ëинейный pобастный
закон упpавëения. Соãëасно ìетоäу обpатноãо обхо-
äа интеãpатоpа постpоение систеìы упpавëения pа-

зобüеì на γ øаãов. На пеpвых i-х øаãах (i = )
созäаþтся вспоìоãатеëüные упpавëения Ui(t) äëя

стабиëизаöии соответствуþщих поäсистеì. На по-
сëеäнеì øаãе γ фоpìиpуется закон упpавëения u(t). 

Шаг 1. Ввеäеì оøибку сëежения e1(t) = y(t) – ym(t)
и пpоäиффеpенöиpуеì ее по вpеìени с у÷етоì уpав-
нений (2) и (4):

(t) = β1(t) + (t)ψ +

+ rm(–k1vm, 1(t) + vm, 2(t)) – (t) + (t) + ζ(t).(6)

В (6) v0(t)=[0, –k1vi,1(t)+ vi,2(t) , –k1ζn– 1,1(t)+

+ ξn–1, 2(t) + y(t), –k1ξ j , 1(t) + ξ j , 2(t) ]т.

Пpеäпоëожиì, ÷то vm, 2(t) явëяется сиãнаëоì

упpавëения в (6) и опpеäеëиì vm, 2(t) в виäе vm, 2(t)=

= U1(t), ãäе

U1(t) = –c1μ–1e1(t) + k1vm, 1(t). (7)

В посëеäнеì уpавнении U1(t) — функöия, ста-
биëизиpуþщая (6), c1 и μ — поëожитеëüные ÷исëа,
выбиpаеìые pазpабот÷икоì. Поäставиì (7) в (6).
В pезуëüтате поëу÷иì

(t) = –rmc1μ–1e1(t) + ϕ(t), (8)

ϕ(t) = β1(t) + (t)ψ – (t) + (t) + ζ(t). В отëи÷ие
от pанее существуþщих pобастных и аäаптивных
аëãоpитìов (напpиìеp [3, 5—8]) стабиëизиpуþщий
закон упpавëения (7) кpоìе сëаãаеìоãо — c1μ–1e1(t),
необхоäиìоãо äëя обеспе÷ения pобастности заìк-
нутой систеìы, соäеpжит тоëüко функöиþ vm, 1(t),
котоpуþ ìожно непосpеäственно скоìпенсиpо-
ватü. Функöия β1(t) и сëаãаеìые (t)ψ, (t), (t),
ζ(t), неäоступные изìеpениþ, объеäинены в функ-
öиþ ϕ(t), котоpая в äаëüнейøеì буäет скоìпенси-
pована. Как буäет показано ниже, в отëи÷ие от
[3, 5—8] фоpìиpование стабиëизиpуþщих законов
и основноãо закона упpавëения по такоìу пpинöи-
пу позвоëит существенно упpоститü pеаëизаöиþ
систеìы упpавëения и испоëüзоватü тоëüко оäин
фиëüтp состояния в (5) по пеpеìенной vm(t).

Шаг 2. Поскоëüку функöия vm, 2(t) не явëяется
истинныì законоì упpавëения, то pассìотpиì
сиãнаë e2(t) = vm, 2(t) – U1(t). Пpиниìая во вниìа-
ние (7) и посëеäнее уpавнение (5), пpоäиффеpен-
öиpуеì e2(t) по вpеìени:

(t) = –k2vm, 1(t) + vm, 3(t) – (t). (9)

Пустü сиãнаë vm, 3(t) явëяется упpавëениеì в (9).
Поëожиì, ÷то vm, 3(t) = U2(t) и выбеpеì U2(t) в виäе

U2(t) = –c2e2(t) + k2vm, 1(t) + (t), (10)

ãäе c2 > 0, (t) — оöенка сиãнаëа (t). Поäставив

(10) в (9), поëу÷иì

(t) = –c2e2(t) – η1(t). (11)

Зäесü η1(t) = (t) – (t) — оøибка оöенки

сиãнаëа (t). 

Шаг i (3 m i < γ). По анаëоãии с пеpвыì и втоpыì
øаãаìи ввеäеì функöиþ ei(t) = vm, i(t) – Ui–1(t).
Пpоäиффеpенöиpуеì ее по вpеìени с у÷етоì по-
сëеäнеãо уpавнения (5):

(t) = –kivm, 1(t) + vm, i+1(t) – (t). (12)

Допустиì, ÷то vm, i+1(t) явëяется упpавëениеì
в (12). Пpиìеì vm, i+1(t) = Ui(t) и опpеäеëиì Ui(t)
в виäе

Ui(t) = –ciei(t) + kivm, 1 + (t), (13)

ci > 0, (t) — оöенка сиãнаëа (t). Есëи поä-

ставитü (13) в (12), то поëу÷иì

(t) = –ciei(t) – ηi–1(t), (14)

ãäе ηi–1(t) = (t) – (t) — оøибка оöенки

сиãнаëа (t). 

Шаг γ. Pассìотpиì сиãнаë еγ(t) = vm, γ(t) – Uγ–1(t).
Пpиниìая во вниìание (5), иìееì

(t) = –kγvm, 1(t) + u(t) – (t). (15)

Виäно, ÷то уpавнение (15) соäеpжит истинный
закон упpавëения u(t). По анаëоãии фоpìиpования

стабиëизиpуþщих сиãнаëов Ui(t), i = , u(t) за-

äаäиì в виäе

u(t) = –cγeγ(t) + kγvm, 1(t) + (t). (16)

В посëеäнеì уpавнении cγ > 0 и (t) — оöен-
ка сиãнаëа (t). С у÷етоì (16) пеpепиøеì (15)
в виäе

(t) = –cγeγ(t) – ηγ–1(t), (17)

ηγ–1(t) = (t) – (t) — оøибка оöенки сиã-

наëа (t). 

В сиëу пpедположения 5, пpивеäенноãо в поста-

новке заäа÷и, сфоpìиpоватü сиãнаëы (t),

i = , невозìожно. Поэтоìу на кажäоì øаãе
ввоäиëисü оöенки этих сиãнаëов в виäе функöий

(t). Дëя pеаëизаöии оöенок пpоизвоäных сиã-

наëов Ui–1(t) воспоëüзуеìся набëþäатеëяìи

(t) = –μ–1 (t) + μ–1 (t), i = . (18)
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Набëþäатеëи (18) ìожно pеаëизоватü с поìо-
щüþ pеаëüных äиффеpенöиpуþщих звенüев, т. е.

(t) = Ui–1(t).

Выпиøеì поëу÷еннуþ систеìу упpавëения:

(19)

В pезуëüтате систеìа (19) соäеpжит тоëüко изìе-
pяеìые сиãнаëы, а зна÷ит, она pеаëизуеìа.

О÷евиäно, ÷то систеìа упpавëения (19) сущест-
венно пpоще, ÷еì в [3, 5—8]. Как отìе÷аëосü pанее,
это äостиãнуто за с÷ет тоãо, ÷то стабиëизиpуþщие
Ui–1(t) и основной законы упpавëения u(t) соäеpжат

тоëüко известные сиãнаëы, испоëüзуеìые в систеìе
упpавëения. В [3, 5—8] äëя коìпенсаöии неопpе-
äеëенностей ввоäиëисü äопоëнитеëüные неëиней-
ные сëаãаеìые в Ui–1(t) и u(t). В äанной статüе äëя

коìпенсаöии неизвестных функöий испоëüзуется
аппаpат синãуëяpно-возìущенных äиффеpенöи-
аëüных уpавнений. Ввеäение pеаëüных äиффеpен-
öиpуþщих звенüев äëя pеаëизаöии пpоизвоäных от

Ui–1(t), i = , позвоëиëо существенно сокpатитü

pас÷ет и pеаëизаöиþ аëãоpитìа упpавëения. 
Утвеpждение. Пусть выполнены условия пpедпо-

ложений. Тогда существуют числа ci > 0, i = , и
μ0 > 0, такие, что пpи μ m μ0 алгоpитм упpавления (19)
обеспечивает выполнение целевого условия (3).

Доказательство. Пpиниìая во вниìание (19),
составиì уpавнения äëя оøибок pассоãëасования
ηi–1(t):

(t) = –μ–1ηi–1(t) + (t), i = . (20)

Пеpепиøеì (8), (11), (12), (15) и (20) в виäе

(21)

ãäе μ1 = μ2 = μ. Воспоëüзуеìся пеpвой ëеììой [9]
и pассìотpиì сна÷аëа систеìу (21) пpи μ2 = 0. Вы-
беpеì функöиþ Ляпунова

V(t) = 0,5 (t) + 0,5 [ (t) + (t)] (22)

и пpоäиффеpенöиpуеì ее по вpеìени с у÷етоì
уpавнений (21):

(t) = –kc1 (t) +

+ [–ci (t) – ei(t)ηi–1(t) – (t)]. (23)

Воспоëüзуеìся оöенкой — ei(t)ηi–1(t) m (t) +

+ μ0 (t), i = , и поäставиì ее в (23):

(t) m –kc1 (t) – [ (t) + (t)],(24)

ãäе коэффиöиенты  = ci – ,  =  – μ0. О÷е-

виäно, ÷то ìожно выбpатü ÷исëа ci, i = , μ1 и μ0

так, ÷тобы быëо выпоëнено  > 0, i = ,  > 0.

Зна÷ит, систеìа (21) буäет асиìптоти÷ески устой-
÷ива пpи μ2 = 0. Сëеäоватеëüно [9], пеpеìенные ϕ(t)

и (t), i = , оãpани÷ены, т. е. |ϕ(t)| m χ и

| (t)| m χi–1. Покажеì тепеpü оãpани÷енностü

остаëüных сиãнаëов в заìкнутой систеìе.

Pассìотpиì функöиþ ϕ(t ) = β1(t ) + (t )ψ –

– (t) + (t) + ς(t). Из пpедположения 4 сëеäует,

÷то функöии (t), (t) — оãpани÷ены. Сиãнаë ς(t)

явëяется экспоненöиаëüно затухаþщиì [3]. Поскоëü-

ку V(t) l 0 и (t) m 0, то |e1(t)| = |y(t) – ym(t)| < ∞,

сëеäоватеëüно |y(t)| < ∞. Зна÷ит, из ãуpвиöевости

ìатpиöы A0 и уpавнений (5): |ξi(t)| < ∞, i = . Тоãäа

и |β1(t)| = |–k1ξn, 1(t) + ξn, 2(t) + k1y(t)| < ∞.

Pассìотpиì вектоp v0(t), пpеäставëенный в виäе

(t) = 0, [pm –1, ..., p, 1]u(t),

[pn–1, ..., p, 1]y(t)  =

= 0, [pm –1, ..., p, 1] y(t) – f(t),

[pn–1, ..., p, 1]y(t) ,

ãäе K(p) — хаpактеpисти÷еский поëиноì ìатpиöы
A0 в фиëüтpах (5). В сиëу ãуpвиöевости ìноãо÷ëена
R(λ) (пpедположение 3), оãpани÷енности сиãнаëов
f(t) (пpедположение 4) и y(t) сëеäует оãpани÷енностü
вектоpа v0(t). Зна÷ит, |vm(t)| < ∞. Тоãäа из посëеä-
неãо уpавнения в (5) |u(t)| < ∞. 

В соответствии с ëеììой [9] существует μ0 > 0,
такое, ÷то пpи μ1 m μ0 и μ2 m μ0 обëастü äиссипатив-
ности (21) остается той же, ÷то и пpи μ2 = 0. Оäнако
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систеìа (21) уже не буäет асиìптоти÷ески устой-
÷ивой, а буäет иìетü некотоpуþ обëастü пpитяже-
ния. Дëя опpеäеëения этой обëасти вы÷исëиì поë-
нуþ пpоизвоäнуþ от функöии (22) пpи μ1 = μ2 = μ0
на тpаектоpиях систеìы (21), пpиниìая во вниìа-
ние (24). В pезуëüтате поëу÷иì

(t) m –kc1 (t) + e1(t)ϕ(t) –

– [ (t) + (t) – ηi–1(t) (t)]. (25)

Воспоëüзовавøисü оöенкаìи — ηi–1(t) (t) m

m |ηi – 1(t )|χi – 1 m 0,5 (t ) + 2μ0 ;

e1(t)ϕ(t) m |e1(t)||ϕ(t)| m (t) + μ0χ2, пеpепиøеì

(25) в виäе:

(t) m –k (t) –

– [ (t) + (t)] + μ0 , (26)

ãäе  =  – 0,5 ,  = χ2 + 2 . О÷евиäно,

÷то  < 0 пpи μ0 ∈ (0; ). С у÷етоì (22) пpеоб-

pазуеì (26) к виäу

(t) m –α0V(t) + μ0 .

Зäесü α0 = 2min{kc , , }. Pеøиì по-

сëеäнее äиффеpенöиаëüное неpавенство. В pезуëü-

тате поëу÷иì V(t) m V(0) + μ0 . Поскоëüку

(t) m 2V(t) m 2 V(0) + 2μ0 , то поäставив

тpебуеìое зна÷ение T из öеëевоãо усëовия (3) и
пpиpавняв пpавуþ ÷астü посëеäнеãо неpавенства

к веëи÷ине δ2, поëу÷иì оöенку äëя μ0:

μ0 = 0,5α1 [δ2 – 2 V(0)].

Сëеäует отìетитü, ÷то из-за ãpубых оöенок,
пpиìеняеìых пpи äоказатеëüстве утвеpжäения,
поëу÷иëасü äовоëüно ãpубая оöенка μ0.

Дëя иëëþстpаöии pаботоспособности систеìы
упpавëения (19) пpивеäеì ÷исëовые пpиìеpы.

Пpимеp

Pассìотpиì ëинейный стаöионаpный объект
упpавëения в виäе

(p3 + q2p
2 + q1p + q0)y(t) = r0[u(t) + f(t)],

ãäе qi, i = , r0 и f(t) — неизвестные паpаìетpы и
внеøнее возìущение. Известен кëасс неопpеäеëен-
ности, заäанный неpавенстваìи: |qi | m 30, 1 m r0 m 30,
| f(t)| m 30. Поpяäки ÷исëитеëя m и знаìенатеëя n
пеpеäато÷ной функöии объекта соответственно pав-
ны 0 и 3. Относитеëüная степенü γ = 3. Этаëоннуþ
ìоäеëü (2) заäаäиì уpавнениеì (p + 1)3ym(t) = r(t).

Систеìа упpавëения (19) состоит из сëеäуþщих
устpойств:
� посëеäний фиëüтp состояния (5), заäанный сис-

теìой äиффеpенöиаëüных уpавнений:

 =  + u(t),

ãäе k1 = 6, k2 = 12 и k3 = 8;
� стабиëизиpуþщие U1(t) и U2(t) и основное u(t)

упpавëения:

U1(t) = –c1μ–1e1(t) + k1v0, 1;

U2(t) = –c2e2(t) + k2v0, 1 + (t);

u(t) = –c3e3(t) + k3v0, 1 + (t).

В посëеäних уpавнениях e1(t) = y(t) – ym(t),
e2(t) = v0, 2(t) – U1(t), e3(t) = v0, 3(t) – U2(t). Выбе-
pеì с1 = 0,1, c2 = c3 = 10 и μ = 0,01; 
� набëþäатеëи (18):

(t) = U1(t); (t) = U2(t).

Все на÷аëüные усëовия в
систеìе упpавëения пpиìеì
нуëевыìи.

На pис. 1 пpивеäены pе-
зуëüтаты ìоäеëиpования по
оøибке сëежения e1(t) и упpав-
ëениþ u(t) пpи сëеäуþщих
исхоäных äанных в объекте
упpавëения: q2 = 2, q1 = –1,
q0 = 0, r0 = 2,5, f(t) = 2 sin 1,5t
и этаëонной ìоäеëи: r(t) =
= 2,5 sin 0,8t. Коpни хаpакте-
pисти÷ескоãо уpавнения тако-
ãо объекта pавны 3,3028, 0 и
0,3028.
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Pис. 1. Pезультаты моделиpования по ошибке слежения и упpавлению
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Pассìотpиì объект упpав-
ëения и этаëоннуþ ìоäеëü
с паpаìетpаìи: q2 = –3, q1 = 7,
q0 = –5, r0 = 2,5, f(t) = 5 +
+ 5sin1,5t + P1(t) и r(t) =
= 1 + 2,5 sin0,8t + P2(t); P1(t)
и P2(t) — пpяìоуãоëüные иì-
пуëüсы с аìпëитуäаìи 2 и 1,
пеpиоäаìи 0,5 и 2 с и äëи-
теëüностüþ иìпуëüсов 0,25 и
1 с, соответственно. Коpня-
ìи знаìенатеëя пеpеäато÷-
ной функöии такоãо объекта
явëяþтся 1 и 1 ± 2 j (j — ìни-
ìая еäиниöа). На pис. 2 (а, б)
пpивеäены пеpехоäные пpо-
öессы по оøибке сëежения
пpи μ = 0,01 и μ = 0,001 соответственно. Остаëüные
паpаìетpы в заìкнутой систеìе остаþтся теìи же.

В пеpвоì пpиìеpе (пpи μ = 0,01) pассìотpен
объект и этаëонная ìоäеëü, паpаìетpы котоpых
анаëоãи÷ны паpаìетpаì в [3]. Коэффиöиенты ki

в фиëüтpах и ci в сиãнаëах упpавëения, i = , те же

÷то и в [3]. Леãко виäетü, ÷то в пpеäставëенноì
зäесü пpиìеpе оøибка e1(t) пpиниìает зна÷ения,

пpиìеpно в 4 pаза ìенüøие, ÷еì в [3], пpи тоì же
уpовне сиãнаëа упpавëения u(t).

Во втоpоì пpиìеpе (пpи μ = 0,001) pассìотpен
объект упpавëения с боëее "пëохиìи" паpаìетpаìи,
÷еì в пеpвоì. В пеpвоì сëу÷ае паpаìетpы заìкну-
той систеìы остаëисü пpежниìи. Во втоpоì сëу÷ае
зна÷ение коэффиöиента μ уìенüøено в 10 pаз, пpи
этоì зна÷ение оøибки e1(t) также уìенüøиëосü
пpиìеpно в 10 pаз. Чисëенное ìоäеëиpование по-
казаëо, ÷то ÷еì ìенüøе μ и боëüøе ci, теì ìенüøе
äиаìетp ìножества пpитяжения, ÷то поäтвеpжäает
pезуëüтаты анаëити÷еских вывоäов.

Заключение

В статüе пpеäëожен аëãоpитì ëинейноãо pобаст-
ноãо упpавëения, основанный на ìетоäе обpатноãо
обхоäа интеãpатоpа. Pассìотpено упpавëение паpа-
ìетpи÷ески и функöионаëüно неопpеäеëенныìи
ëинейныìи объектаìи с изìеpяеìыì скаëяpныì
выхоäоì.

В отëи÷ие от pанее известных ìетоäов, осно-
ванных на итеpативных пpоöеäуpах синтеза, зäесü
пpеäëожена систеìа упpавëения, испоëüзуþщая
всеãо ëиøü оäин вектоp состояния по пеpеìенной
u(t) pазìеpности n. К тоìу же пpоизвоäные ста-
биëизиpуþщих сиãнаëов упpавëения не вы÷исëя-
þтся, а оöениваþтся с поìощüþ pеаëüных äиффе-
pенöиpуþщих звенüев. Все это позвоëяет сущест-

венно упpоститü анаëити÷еский pас÷ет паpаìетpов
заìкнутой систеìы и ее техни÷ескуþ pеаëизаöиþ.

О÷евиäно, ÷то пpиìеняя в pаботе паpаìетpиза-
öиþ [3], ìожно, как и в [3, 5—8], испоëüзоватü
апpиоpнуþ инфоpìаöиþ о паpаìетpах объекта.
Это позвоëит еще боëüøе упpоститü pеаëизаöиþ
систеìы и уëу÷øитü показатеëи ка÷ества пеpехоä-
ных пpоöессов.

Анаëити÷ески äоказано, ÷то оøибка сëежения
вхоäит в заäаннуþ зону δ за коне÷ное вpеìя T,
пpи÷еì с уìенüøениеì μ и увеëи÷ениеì ci ìожно
äобитüся скоëü уãоäно ìаëоãо зна÷ения δ. Теоpе-
ти÷еские pас÷еты поäтвеpжäены pезуëüтатаìи ÷ис-
ëенноãо ìоäеëиpования.
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Пpедельные отклонения 
в кусочно�линейных 

системах упpавления

Поиск пpеäеëüных откëонений систеì упpавëе-
ния истоpи÷ески известен как заäа÷а о накопëении
возìущений. Эта заäа÷а систеìати÷ески иссëеäу-
ется в теоpии упpавëения с 1946-ãо ãоäа, и основные
pезуëüтаты связаны с ëинейныìи непpеpывныìи
систеìаìи [1]. Эти иссëеäования посëужиëи осно-
вой ìетоäа ãаpантиpованной то÷ности, pазвивае-
ìоãо, в ÷астности, в [2, 3]. Данная статüя pасøи-
pяет кëасс систеì, äëя котоpых пpиìениì ìетоä
ãаpантиpованной то÷ности.

Кусо÷но-ëинейные систеìы пpеäставëяþт собой
обøиpный и пpакти÷ески важный кëасс систеì ав-
тоìати÷ескоãо упpавëения. К ниì относятся, в ÷аст-
ности, систеìы с сухиì тpениеì, с оãpани÷енияìи
на фазовые кооpäинаты, с оãpани÷итеëяìи pазно-
обpазной физи÷еской пpиpоäы (в тоì ÷исëе ìеха-
ни÷ескиìи упоpаìи), систеìы с пеpеìенной стpук-
туpой (в анãëоязы÷ной ëитеpатуpе — switching
systems), pеëейные систеìы.

Описание класса исследуемых систем

По опpеäеëениþ кусо÷но-ëинейной буäет назы-
ватüся систеìа, äинаìика котоpой в кажäый ìоìент
вpеìени ее функöиониpования описывается ëиней-
ныìи соотноøенияìи. Но от ìоìента к ìоìенту
эти соотноøения ìоãут изìенятüся. Пpи÷инаìи
такоãо изìенения ìоãут бытü: 

� внеøние (ëоãи÷еские) пpи÷ины. Пеpекëþ÷ение
зенитной установки из pежиìа поиска öеëи в pе-
жиì автосопpовожäения иëи пеpекëþ÷ение эëек-
тpопневìокëапана äëя изìенения äинаìики ãа-
зовой систеìы — все это изìенение систеìы
снаpужи, опеpатоpоì, т. е. упpавëяеìое изìене-
ние, возìожное в ëþбой ìоìент вpеìени. Кажäое
такое упpавëяеìое пеpекëþ÷ение пеpевоäит
систеìу в äpуãуþ логическую конфигуpацию.

Чисëо ëоãи÷еских конфиãуpаöий буäеì обозна-
÷атü NL;

� внутpенние (физи÷еские) пpи÷ины. Достижение
оäной из фазовых кооpäинат оãpани÷итеëя иëи
насыщения, изìенение коэффиöиента усиëения
в зависиìости от уpовня вхоäноãо сиãнаëа — все
это изìенения, пpоисхоäящие в зависиìости от
состояния систеìы, независиìо от тоãо, жеëа-
теëüны ëи они äëя öеëей ее pаботы.
Пpеäпоëожиì, ÷то äëя некотоpой ëоãи÷еской

конфиãуpаöии i ìожно постpоитü хотя бы оäно
pазбиение фазовоãо пpостpанства на оäносвязные
обëасти с кусо÷но-ãëаäкиìи ãpаниöаìи. Из всех
таких pазбиений, пpи котоpых в кажäой поëу÷ив-
øейся обëасти äинаìика систеìы описывается ëи-
нейныìи соотноøенияìи, выбеpеì ìиниìаëüное
по ÷исëу обëастей. Изìенение стpуктуpы буäет вы-
зыватüся пеpехоäоì из оäной такой обëасти в äpу-
ãуþ, и стpуктуpу систеìы в кажäой из этих обëас-
тей буäеì называтü физической конфигуpацией.

Чисëо физи÷еских конфиãуpаöий внутpи i-й ëо-
ãи÷еской буäеì обозна÷атü Ni.

Конфигуpацией систеìы буäеì называтü сово-
купностü ее ëоãи÷еской и физи÷еской конфиãуpа-
öий. Общее ÷исëо pазëи÷ных ëинейных соотноøе-
ний, котоpые необхоäиìо заäатü äëя описания
систеìы, соответствует ÷исëу ее конфиãуpаöий:

Nк = Ni.

Непpеpывная кусо÷но-ëинейная систеìа описы-
вается соотноøенияìи

(1)

ãäе x — вектоp состояния, x ∈ �n; u — вектоp упpав-
ëения, u ∈ �m; i, j — инäексы ëоãи÷еской и физи÷е-
ской конфиãуpаöий соответственно; Ai, j  — посто-
янные (n Ѕ n)-ìеpные ìатpиöы; Bi, j  — постоянные
(n Ѕ m)-ìеpные ìатpиöы; Xi, j — постоянные n-ìеp-
ные вектоpы; ϕ(i, x) — функöия, заäаþщая ноìеp
физи÷еской конфиãуpаöии в зависиìости от теку-
щеãо вектоpа состояния х и ноìеpа ëоãи÷еской кон-
фиãуpаöии i; t* — ìоìент сìены конфиãуpаöии;
di, j : �n → �n — функöии pазpыва.

Пеpвое уpавнение в (1) описывает äинаìику сис-
теìы äëя j-й физи÷еской конфиãуpаöии пpи i-й ëо-
ãи÷еской. Физи÷еская конфиãуpаöия опpеäеëяется
ëоãи÷еской конфиãуpаöией и состояниеì систеìы,
÷то опpеäеëяется функöией ϕ(i, x) в (1).

Пpи сìене конфиãуpаöии фазовые кооpäинаты
ìоãут теpпетü pазpывы. Этот факт отpажает тpетüе
соотноøение в (1), ãäе t * обозна÷ен ìоìент пеpе-
хоäа. Дëя пpостоты поëожиì, ÷то веëи÷ина pазpыва
опpеäеëяется тоëüко коне÷ной конфиãуpаöией,
в котоpуþ пеpехоäит систеìа, и состояниеì в ìоìент
пеpехоäа t* и не зависит ни от упpавëения u, ни от
тоãо, из какой конфиãуpаöии пpоизоøеë пеpехоä.

Вводится класс дискpетных кусочно-линейных систем,
для котоpых pешается задача о накоплении возмущений.
Используется метод динамического пpогpаммиpования. Пpед-
ложен итеpационный алгоpитм, позволяющий эффективно
получать численное pешение.

Ключевые слова: кусочно-линейная система, типы кусоч-
но-линейных систем, накопление возмущений, пpедельное от-
клонение, динамическое пpогpаммиpование, вычислительный
алгоpитм.

i 1=

N
L

∑

 = Ai, jx + Bi, ju + Xi, j;

j = ϕ(i, x), i = 1, ..., NL;

x(t* + 0) = di, j (x(t* – 0)),

x·
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Буäеì поëаãатü, ÷то все pазpывы пpоисхоäят по ëи-
нейныì зависиìостяì di, j(x) = Di, jx, ãäе Di, j — по-
стоянные (n Ѕ n)-ìеpные ìатpиöы. Естественно
äопуститü, ÷то пpиìенение функöии pазpыва ни-
коãäа не пpивоäит к изìенениþ физи÷еской кон-
фиãуpаöии. Буäеì äопоëнитеëüно пpеäпоëаãатü, ÷то
пpи кажäой ëоãи÷еской конфиãуpаöии i физи÷е-
ские конфиãуpаöии отäеëяþтся äpуã от äpуãа в пpо-
стpанстве систеìой кусо÷но-ëинейных ãpаниö.

Дискpетная аппpоксиìаöия непpеpывной кусо÷-
но-ëинейной систеìы выпоëняется сëеäуþщиì об-
pазоì: стpоится то÷ная äискpетная аппpоксиìаöия
кажäой ее ëинейной конфиãуpаöии, посëе ÷еãо по-
ëу÷енные äискpетные ëинейные систеìы сøива-
þтся в тоì же поpяäке, ÷то и их ëинейные оpиãи-
наëы (1), т. е. функöии ϕ(i, x) и di, j (x) остаþтся без

изìенений. Ввеäеì ìатpиöу (tk), котоpая в ìо-

ìенты pазpывов pавна Di, j, в остаëüные ìоìенты —

еäини÷ной ìатpиöе.

Тоãäа итоãовая äискpетная систеìа описывает-
ся соотноøенияìи

(2)

ãäе tk — äискpетное вpеìя; Φi, j, Γi, j — постоянные
ìатpиöы тех же pазìеpностей, ÷то и Ai, j, Bi, j, соот-
ветственно; ϒi, j — постоянные вектоpы той же pаз-
ìеpности, ÷то и Xi, j.

Опpеäеëиì кëасс систеì Ξ как ìножество всех
систеì виäа (1), äëя котоpых äискpетные аппpок-
сиìаöии (2) pавноìеpно схоäятся с уìенüøениеì
øаãа äискpетизаöии вpеìени.

Pассìотpиì интеpваë äискpетноãо вpеìени
T = [t1...tN]. Еìу соответствуþт äве ãpуппы äинаìи-
÷еских пpоöессов, обpазуþщие в совокупности то,
÷то äаëее буäет называтüся ìноãоøаãовыì пpоöес-
соì в систеìе (2) на интеpваëе T: пpоöессы упpав-
ëения [u(t1), u(t2), ..., u(tN –1)] и макpоупpавления

[i(t1), i(t2), ..., i(tN –1)]. Упpавëение u(t) ∈ U * на ка-
жäоì øаãе пpоизвоëüно выбиpается из фиксиpо-
ванной äопустиìой обëасти U * ⊆ �m. Макpоупpав-
ëение выбиpается пеpевоäоì систеìы в оäну из ее
ëоãи÷еских конфиãуpаöий i ∈ [1...NL].

Этиì пpоöессаì соответствуþт фазовая тpаек-
тоpия, т. е. пpоöесс изìенения фазовых кооpäинат
[x(t1), x(t2), ..., x(tN)], и макpотpаектоpия, т. е. пpо-
öесс изìенения физи÷еской конфиãуpаöии систеìы
[ j(t1), j(t2), ..., j(tN –1)].

Иссëеäование оптиìаëüных пpоöессов в кусо÷-
но-ëинейных äискpетных систеìах неäостато÷но
освещено в существуþщей ëитеpатуpе. В этой ста-
тüе пpеäëаãается эффективный аëãоpитì ÷исëен-
ноãо pеøения заäа÷и о накопëении возìущений
в систеìах, относящихся к ввеäенноìу кëассу.

Pешение задачи о накоплении возмущений
в случае упpавляемых пеpеходов

Систеìу, кажäая ëоãи÷еская конфиãуpаöия ко-

тоpой соäеpжит тоëüко оäну физи÷ескуþ конфиãу-

pаöиþ, назовеì ÷истой ëоãико-äинаìи÷еской сис-

теìой. Кëасс ÷истых ëоãико-äинаìи÷еских систеì

(ЛДС) ΞЛД явëяется поäìножествоì Ξ. В ìатpиöах

Φi, j, Γi, j, ϒi, j таких систеì втоpой инäекс всеãäа

еäиниöа, и äаëее он буäет опускатüся.

Постановка задачи

Пустü заäана заìкнутая оãpани÷енная обëастü

U* ⊆ �m, заäаþщая оãpани÷ение на выбоp упpавëе-

ния. Необхоäиìо выбpатü упpавëение [u(t1), u(t2), ...,

u(tN –1)] и ìакpоупpавëение [i(t1), i(t2), ..., i(tN –1)],

ìаксиìизиpуþщие функöионаë

(3)

на тpаектоpиях заäанной систеìы Ρ ∈ ΞЛД. Поскоëü-

ку сìысë функöионаëа (3) — это ìаксиìизаöия пpе-

äеëüноãо откëонения, в äаëüнейøеì буäеì также на-

зыватü еãо функöионаëоì пpеäеëüноãо откëонения.

Pешение задачи
методом динамического пpогpаммиpования

Функöионаëüное уpавнение Беëëìана äëя систе-

ìы (2) с функöионаëоì ка÷ества (3) заäается [4, 5]

pекуppентныìи соотноøенияìи

(4)

ãäе F(.) — функöия Беëëìана [6]. Pассìотpение

зäесü веäется в "обpатноì вpеìени", т. е. от конöа

пpоöесса к еãо на÷аëу.

В ÷астности, на øаãе k = N – 1 соотноøения (4)

пpиниìаþт виä

F(tN –1, x) =

= (C т (tN –1)(Φi x(tN –1) + Γiu + ϒi)). (4a)

Чтобы в äаëüнейøеì избежатü äëинных öепо÷ек

из ìатpиö (tk), усëовиìся обозна÷атü

C т (tN –1) ...C т (tk)  =

= ( ... ).

Есëи какиì-то обpазоì опpеäеëитü оптиìаëüное

упpавëение и ìакpоупpавëение u(tN –1), i(tN –1), то

Di j,
~

x(tk+1) = (tk)(Φi, jx(tk) + Γi, ju(tk) + ϒi, j);

j = ϕ(i, x(tk)),

Di j,
~

J = C тx(tN);
J ∈ �, C ∈ �n,

F(tN, x) = C тx(tN);

F(tk, x) = F(tk+1, x), 0 m k < N, 
u i,
max

 
u i,
max Di

~

Di
~

Di t
N 1–( )

~ Φi t
N 1–( ) Di t

k
( )

~ Φi t
k

( )

Ct
k

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

k
( )
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на сëеäуþщеì øаãе k = N – 2 функöия Беëëìана
заäается соотноøениеì

F(tN–2) = ( ( Φix(tN–2) +

+ Γiu(tN–2) + ϒi)) +

+ ( u(tN –1) + ). (4б)

В функöии Беëëìана ìожно выäеëитü äве ÷асти:

1) постояннуþ ÷астü, не зависящуþ от текущеãо
упpавëения и ìакpоупpавëения на текущеì øаãе,
F ′(tk) = const;

2) пеpеìеннуþ ÷астü (tk) = (u(tk), i), по ко-
тоpой и беpется ìаксиìуì. 

На пpоизвоëüноì øаãе k функöия Беëëìана
иìеет виä 

(4в)

Такиì обpазоì, ìетоä äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-
ìиpования äает pеøение заäа÷и в виäе

[u(tk), i(tk)] = arg (tk). (5)

Гëавная тpуäностü зäесü состоит в тоì, ÷то  за-
висит от зна÷ения фазовоãо вектоpа x(tk), котоpое
явëяется ÷астüþ оптиìаëüноãо пpоöесса и не ìожет
бытü выяснено äо опpеäеëения оптиìаëüноãо упpав-
ëения в öеëоì. Станäаpтный поäхоä к pеøениþ та-
ких заäа÷ описан в [4], но он поäвеpжен "пpокëятиþ
pазìеpности", ÷то äеëает pеøение затpуäнитеëü-
ныì уже äëя систеì тpетüеãо-÷етвеpтоãо поpяäка.

Алгоpитм численного pешения

Пpеäëаãаеìый аëãоpитì ÷исëенноãо pеøения яв-
ëяется итеpаöионныì с ãаpантиpованной схоäиìо-
стüþ на заäанноì кëассе систеì. Пеpвый пpохоä —
вы÷исëение функöии Беëëìана в обpатноì вpеìени.
Поскоëüку отсутствие инфоpìаöии о фазовоì век-
тоpе ìеøает, пpиниìается ãипотеза о независиìости
от фазовоãо вектоpа, т. е. пpиниìается (5) в виäе

[u1(tk), i
1(tk)] =

= arg ( ( )... Γiu(tk) +

+ ... ϒi)). (5a)

В паìятü записываþтся пpибëижения по упpавëе-
ниþ u1(tk) и ìакpотpаектоpии, а также стек ìатpиö

M = [ ( ...Φ2), 

( ...Φ3), ..., ( ), E ],

äаþщий возìожностü вы÷исëитü пеpеìеннуþ ÷астü
функöии Беëëìана (5) на кажäоì øаãе ÷еpез соот-
ноøение

(tk) = M(k)Φix(tk) + M(k)Γiu(tk) + M(k)Xi. (5б)

 
u i,
max Ct

N 2–

~ Φi t
N 1–( )

Φi t
N 1–( ) Φi t

N 1–( )

Ct
N 2–

~ Γi t
N 1–( ) ϒi t

N 1–( )

Pис. 1. Малый цикл веpификации

F~ F~

F(tk) = F ′(tk) + (tk);

F ′(tk) = ( ... u(tk+1) +

+ ...  + ... +

+ u(tN –1) + );

(tk) = ( ... Φix(tk) +

+ ... Γiu(tk) + ... ϒi).

 
u i,
max F~

Ct
k

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

k 2+( ) Γn t
k 1+( )

Φi t
N 1–( ) Φi t

k 2+( ) ϒi t
k 1+( )

Γi t
N 1–( ) ϒi t

N 1–( )

F~ Ct
k

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

k 1+( )

Φi t
N 1–( ) Φi t

k 1+( ) Φi t
N 1–( ) Φi t

k 1+( )

 
u i,
max F~

F~

 
u i,
max Ct

k

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

k 1+( )

Φi t
N 1–( ) Φi t

k 1+( )

Ct
2

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

N 2–( )

Ct
3

~ Φi t
N 1–( ) Φi t

N 2–( ) Ct
N 1–

~ Φi t
N 1–( )

F~
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Даëее осуществëяется пеpехоä в пpяìое вpеìя.
Испоëüзуя пpибëижения по упpавëениþ и ìакpо-
упpавëениþ, из (5а) ìожно вы÷исëитü пеpвое пpи-
бëижение по фазовой тpаектоpии x1(tk). Зафикси-
pовав еãо, äаëее сëеäует (вновü в обpатноì вpеìени)
по поëной фоpìуëе (5) постpоитü пpибëижение
ìакpоупpавëения i 2(tk).

Есëи ìакpоупpавëения i1 и i2 совпаëи, то пpо-
öесс завеpøен и оптиìаëüное упpавëение найäено,
есëи же нет, то ищется пеpвый ìоìент вpеìени tk,
в котоpый они не совпаëи. Тpаектоpия с÷итается
веpифициpованной äо ìоìента tk и пеpес÷итывается
от этоãо ìоìента вpеìени. Также изìенения с у÷е-
тоì новоãо пpибëижения x2(tk) вносятся в стек
ìатpиö.

Этот пpоöесс пpоäоëжается äо тех поp, пока на
некотоpоì øаãе l пpибëижения i l и il+1 не совпаäут,
т. е. вся тpаектоpия не окажется веpифиöиpована.

Этот аëãоpитì, бëок-схеìа котоpоãо пpивеäена
на pис. 1, буäеì называтü ìаëыì öикëоì веpифи-
каöии.

Этот аëãоpитì схоäится. Действитеëüно, äëя
оäноøаãовоãо пpоöесса схоäиìостü о÷евиäна.
В пpеäпоëожении, ÷то аëãоpитì схоäится äëя N-øа-
ãовоãо пpоöесса, pассìотpиì (N + 1)-øаãовый пpо-
öесс. Всëеäствие пpинöипа оптиìаëüности Беëë-
ìана упpавëение на øаãах [1...N] äоëжно бытü вы-
бpано оптиìаëüныì относитеëüно упpавëения на
(N + 1)-ì øаãе. Этот выбоp возìожен äëя кажäоãо
упpавëения, выбpанноãо на (N + 1)-ì øаãе, пpи-
÷еì исхоäя из инäукöионноãо пpеäпоëожения он
возìожен за коне÷ное вpеìя. Поскоëüку выбоp
упpавëения на (N + 1)-ì øаãе осуществëяется как

u = arg (tk), существует коне÷ное ÷исëо ваpи-

антов такоãо выбоpа, в хуäøеì сëу÷ае кажäый из
котоpых, а в ëу÷øеì сëу÷ае — еäинственный буäет
опpобован на о÷еpеäноì öикëе веpификаöии. Такиì
обpазоì, ìаëый öикë веpификаöии äëя (N + 1)-øа-
ãовоãо пpоöесса схоäится в хуäøеì сëу÷ае за вäвое
боëüøее вpеìя, ÷еì äëя N-øаãовоãо пpоöесса, в ëу÷-
øеì сëу÷ае — за оäин øаã, но в ëþбоì сëу÷ае —
схоäится.

Pешение задачи о накоплении возмущений
в общем случае

В общеì сëу÷ае кажäая ëоãи÷еская конфиãуpа-
öия ìожет соäеpжатü пpоизвоëüное ÷исëо физи÷е-
ских конфиãуpаöий, пеpекëþ÷ение ìежäу котоpы-
ìи зависит от фазовоãо вектоpа.

Постановка задачи

Пустü заäана заìкнутая оãpани÷енная обëастü
U* ⊆ �m, заäаþщая оãpани÷ение на выбоp упpавëе-
ния. Необхоäиìо выбpатü упpавëение [u(t1), u(t2),
..., u(tN–1)] и ìакpоупpавëение [i(t1), i(t2), ..., i(tN–1)]

такие, ÷тобы ìаксиìизиpоватü функöионаë пpе-
äеëüноãо откëонения (3) на тpаектоpиях заäанной
систеìы Ρ ∈ Ξ.

Pешение задачи
методом динамического пpогpаммиpования

Функöионаëüное уpавнение Беëëìана äëя сис-
теìы (2) с функöионаëоì ка÷ества (3) заäается pекуp-
pентныìи соотноøенияìи (4).

На øаãе k = N – 1 они пpиниìаþт виä

(6a)

Несìотpя на внеøнþþ схожестü с (4а), соотно-
øения (6а) пpинöипиаëüно отëи÷аþтся — на этот pаз
физи÷еская конфиãуpаöия систеìы зависит от фазо-
воãо вектоpа и заäействованы оба нижних инäекса.

Соотноøения äëя j äаëее буäеì äëя кpаткости
опускатü, иìея в виäу, ÷то j зависит от текущих ëо-
ãи÷еской конфиãуpаöии и фазовоãо вектоpа.

Есëи какиì-то обpазоì опpеäеëитü оптиìаëüное
упpавëение и ìакpоупpавëение u(tN –1), i(tN –1), то
на øаãе k = N – 2 функöия Беëëìана заäается со-
отноøениеì

F(tN–2) = ( ( Φijx(tN–2) +

+ Γiju(tN–2) + ϒij)) +

+ ( u(tN –1) + ). (6б)

В функöии Беëëìана ìожно, как и в (4в), вы-
äеëитü äве ÷асти:

1) постояннуþ ÷астü, не зависящуþ от текущеãо
упpавëения и ìакpосостояния на текущеì øаãе,
F ′(tk) = const;

2) пеpеìеннуþ ÷астü (tk) = (u(tk), i).

На пpоизвоëüноì øаãе k функöия Беëëìана
иìеет виä

(6в)

 
u

max F~

F(tN –1, x) = (C (tN –1)(Φi, jx(tN –1) +

+ Γi, ju(tN –1) + ϒi, j));

jk = ϕ(i, x(tk)).

 
u i,
max Di

~

 
u i,
max Ct

N 2–

~ Φi
N 1– j

N 1–,

Φi
N 1– j

N 1–, Φi
N 1– j

N 1–,

Ct
N 2–

~ Γi
N 1– j

N 1–, ϒi
N 1– j

N 1–,

F~ F~

F(tk) = F ′(tk) + (tk);

F ′(tk) = ( ... u(tk+1) +

+ ...  + ... +

+ u(tN –1) + );

(tk) = ( ... Φijx(tk) +

+ ... Γiju(tk) +

+ ... ϒij).

 
u i,
max F~

Ct
k

~ Φi
N 1– j

N 1–, Φi
k 2+ j

k 2+, Γi
k 1+ j

k 1+,

Φi
N 1– j

N 1–, Φi
k 2+ j

k 2+, ϒi
k 1+ j

k 1+,

Γi
N 1– j

N 1–, ϒi
N 1– j

N 1–,

F~ Ct
k

~ Φi
N 1– j

N 1–, Φi
k 1+ j

k 1+,

Φi
N 1– j

N 1–, Φi
k 1+ j

k 1+,

Φi
N 1– j

N 1–, Φi
k 1+ j

k 1+,
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Такиì обpазоì, ìетоä äинаìи÷ескоãо пpоãpаì-
ìиpования, как и в (5), äает pеøение заäа÷и в виäе

[u(tk), i(tk)] = arg (tk), (7)

тоëüко с совеpøенно äpуãиì виäоì (.).

Даëее пpеäëаãается эффективный аëãоpитì äëя
нахожäения ÷исëенноãо pеøения этой заäа÷и. 

Алгоpитм численного pешения

Пpеäëаãаеìый аëãоpитì ÷исëенноãо pеøения
также явëяется итеpаöионныì с ãаpантиpованной
схоäиìостüþ на заäанноì кëассе систеì и во ìно-
ãоì схож с ìаëыì öикëоì веpификаöии, вкëþ÷ая
еãо как оäин из своих øаãов. Пеpвый пpохоä — вы-
÷исëение функöии Беëëìана в обpатноì вpеìени.
Поскоëüку отсутствие инфоpìаöии о текущей фи-
зи÷еской конфиãуpаöии обусëовëено отсутствиеì
инфоpìаöии о текущеì фазовоì вектоpе, пpини-
ìается ãипотеза о тоì, ÷то иссëеäуеìая систеìа яв-
ëяется ÷истой ëоãико-äинаìи÷еской, и физи÷е-
ские конфиãуpаöии в пpеäеëах äанной ëоãи÷еской
тоже заäаþтся ìакpоупpавëениеì, т. е. (7) пpини-
ìается в виäе

[u(tk), i(tk), j(tk)] = (tk). (7a)

Эта заäа÷а уже быëа pеøена выøе и (с то÷ностüþ
äо обозна÷ений) пpеäставëяет собой ìаëый öикë ве-
pификаöии. Посëе тоãо, как поäпpоãpаììа ìаëоãо
öикëа отpаботает, в паìяти останутся пpибëижения
по упpавëениþ и ìакpотpаектоpии [ui(tk), i

i(tk), j
i(tk)],

а также стек ìатpиö М, котоpый буäет записан на
посëеäнеì øаãе ìаëоãо öикëа веpификаöии.

Посëе этоãо систеìа ìоäеëиpуется в пpяìоì
вpеìени и ищется сëеäуþщее пpибëижение по опти-
ìаëüноìу пpоöессу. Даëее, с у÷етоì этоãо пpибëи-
жения и найäенноãо пpибëижения по упpавëениþ,
пpовоäится ìоäеëиpование в обpатноì вpеìени,
пpи котоpоì пpовеpяется äопустиìостü ìакpотpа-
ектоpии на кажäоì øаãе по выpажениþ (7).

Поëу÷ивøаяся äопустиìая ìакpотpаектоpия
i ′(tk), j ′(tk) сpавнивается с i i(tk), j

i(tk). Есëи они сов-
паëи, то пpоöесс завеpøен и оптиìаëüное упpавëе-
ние найäено, есëи же нет, то ищется пеpвый ìоìент
вpеìени, в котоpый они не совпаëи. Тpаектоpия
пеpес÷итывается от этоãо ìоìента вpеìени. Также
изìенения с у÷етоì новоãо пpибëижения x2(tk)
вносятся в стек ìатpиö.

Итеpаöионный пpоöесс пpоäоëжается äо тех поp,
пока пpибëижения i′(tk), j′(tk) и ii(tk), j

i(tk) не совпа-
äут, т. е. тpаектоpия не окажется веpифиöиpована.

Этот аëãоpитì, бëок-схеìа котоpоãо пpивеäена
на pис. 2, буäеì называтü боëüøиì öикëоì веpи-
фикаöии.

Аëãоpитì завеpøает pаботу за коне÷ное вpеìя.
Обоснование этоãо анаëоãи÷но обоснованиþ коне÷-
ности вpеìени pаботы ìаëоãо öикëа веpификаöии.

Пpимеp.
Звено втоpого поpядка с пеpеменным коэффициентом

Пеpеìенный коэффиöиент усиëения ÷асто появ-
ëяется в техни÷еских систеìах ëибо как искусствен-
но ввеäенный äëя уëу÷øения ка÷ества пеpехоäных

 
u i,
max F~

F~

Pис. 2. Большой цикл веpификации 

 
u i j, ,

argmaxF~
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пpоöессов эëеìент, ëибо в виäе аппpоксиìаöии
pеаëüно пpисутствуþщих в систеìе физи÷еских
неëинейностей.

Математическое описание:

 = 

 = bu – a0x1 – a1x2.

Паpаметpы системы:

T = 1, N = 100, k = 5, km = kp = 10, X = 0, Xm = 5, 

Xp = –5, x* = 1, a0 = 100, a1 = 10, b = 1, |u | m 100.

Физи÷ески такая систеìа äопускает äве возìож-
ности: ëибо ìы ìожеì упpавëятü коэффиöиентоì
усиëения, пеpекëþ÷ая еãо с k на kp иëи km, ëибо
еãо наëи÷ие таì пpоäиктовано техни÷ескиìи пpи-
÷инаìи. Стpуктуpная схеìа äëя втоpоãо сëу÷ая
пpивеäена на pис. 3.

В пеpвоì сëу÷ае систеìа явëяется ÷истой ëоãи-
ко-äинаìи÷еской, и оптиìаëüные пpоöессы в ней
пpеäставëены на pис. 4. Во втоpоì сëу÷ае испоëü-
зуется боëüøой öикë веpификаöии, pезуëüтат ко-
тоpой пpеäставëен на pис. 5. Хоpоøо виäно, ÷то
пpи возìожности упpавëятü коэффиöиентоì уси-
ëения кpитеpий äостиãает боëüøеãо зна÷ения.

Есëи km = kp = k, X = Xm = Xp (т. е. систеìа ëи-
нейна), то и ìаëый и боëüøой öикëы веpифика-
öии схоäятся за оäин øаã, и оптиìаëüный пpоöесс
в то÷ности совпаäает с оптиìаëüныì пpоöессоì
в ëинейной систеìе, pасс÷итанныì по фоpìуëе
Буëãакова [1].

Такиì обpазоì, ввеäен кëасс äискpетных кусо÷-
но-ëинейных систеì и иссëеäовано pеøение заäа÷и
о накопëении возìущений на этоì кëассе систеì.
Пpеäëоженные аëãоpитìы ÷исëенноãо pеøения
схоäятся, не поäвеpжены пpокëятиþ pазìеpности
и ìоãут бытü ëеãко фоpìаëизованы и испоëüзова-
ны äëя pеøения конкpетных техни÷еских заäа÷.
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Pис. 5. Пpоцесс накопления возмущений пpи неупpавляемом

коэффициенте усиления

Pис. 4. Пpоцесс накопления возмущений пpи упpавляемом коэф-
фициенте усиления 

Pис. 3. Звено втоpого поpядка с неупpавляемым пеpеменным

коэффициентом 
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Оптимизация упpавления 
в многоточечных задачах 

о встpече движений

Заäа÷а оптиìизаöии упpавëения активныì объ-
ектоì (АО) пpи еãо посëеäоватеëüноì сбëижении
с ãpуппой поäвижных öеëевых объектов (ЦО) отно-
сится к сëожноìу и сpавнитеëüно ìаëо изу÷енноìу
кëассу неëинейных ìноãото÷е÷ных ваpиаöионных
заäа÷ и, кpоìе тоãо, связана с боëüøиì объеìоì
вы÷исëений. Заäа÷а такоãо pоäа pассìатpиваëасü,
в ÷астности, в [1, 2] äëя иìпуëüсной постановки
пpиìенитеëüно к усëовияì косìи÷ескоãо поëета
к астеpоиäаì, ãäе опpеäеëяëся оптиìаëüный ìаp-
øpут обëета нескоëüких небесных теë. Анаëоãи÷ные
заäа÷и возникаþт и пpи ìаневpиpовании косìи÷е-
ских аппаpатов в окоëозеìноì пpостpанстве.

Особенно тpуäоеìкиìи явëяþтся ìноãото÷е÷ные
заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения с коне÷ныì упpав-
ëениеì, и поэтоìу äëя них особенно обостpяется
пpобëеìа pазpаботки высокото÷ных, наäежных
(устой÷ивых) и эконоìи÷ных ìетоäов ÷исëенноãо
pеøения, пpиãоäных äëя испоëüзования в конту-
pах опеpативноãо упpавëения.

В äанной статüе pассìатpиваþтся некотоpые пу-
ти pеøения этих вопpосов пpи заäанноì ìаpøpуте
обхоäа ЦО.

Pазpаботку таких ìетоäов пpинöипиаëüно ìожно
вести на основе äвух известных поäхоäов — пpя-
ìоãо и ваpиаöионноãо.

Пpяìые ìетоäы позвоëяþт стpоитü äостато÷но
наäежные вы÷исëитеëüные схеìы pеøения сëож-
ных оптиìизаöионных заäа÷. Оäнако они весüìа
ãpоìозäки и тpебуþт боëüøоãо объеìа вы÷исëе-
ний. Кpоìе тоãо, в pаìках пpяìоãо поäхоäа тpуäно
опpеäеëитü оптиìаëüнуþ стpуктуpу упpавëения и
оöенитü бëизостü поëу÷аеìых pеøений к стpоãо
оптиìаëüныì [3].

По этой пpи÷ине в боëüøинстве известных pа-
бот, посвященных оптиìизаöионныì äвухто÷е÷ныì
заäа÷аì встpе÷и на оpбите, испоëüзуется ваpиаöи-
онный поäхоä, базиpуþщийся на пpиìенении пpин-
öипа ìаксиìуìа Л. С. Понтpяãина [4]. Пpинöип
ìаксиìуìа выpажает необхоäиìые усëовия пеpво-
ãо поpяäка сиëüноãо ëокаëüноãо ìиниìуìа функ-
öионаëа. Он своäит исхоäнуþ континуаëüнуþ пpо-
бëеìу к соответствуþщей кpаевой заäа÷е äëя со-
пpяженной П-систеìы.

Важныì ìоìентоì пpи pазpаботке ìетоäов pе-
øения ìноãото÷е÷ных заäа÷ пеpехвата явëяется
фоpìаëизаöия соответствуþщих необхоäиìых ус-
ëовий оптиìаëüности.

В теоpии оптиìаëüноãо упpавëения pассìатpи-
ваëисü, в основноì, такие ìноãото÷е÷ные заäа÷и по-
сëеäоватеëüноãо типа, как заäа÷и с пpоìежуто÷ныìи
ãpани÷ныìи усëовияìи. Наибоëее общие pезуëüта-
ты в этой обëасти поëу÷ены в [5, 6]. Оäнако сфоp-
ìуëиpованные заäа÷и и поëу÷енные в этих pаботах
необхоäиìые усëовия оптиìаëüности не у÷итыва-
þт ãëавной особенности ìноãото÷е÷ной заäа÷и
о встpе÷е äвижений, в котоpой ãpани÷ные усëовия
фоpìиpуþтся на pеøениях соответствуþщих сис-
теì неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений.
Это обстоятеëüство обосновывает необхоäиìостü
спеöиаëüноãо pассìотpения вопpосов конкpетиза-
öии необхоäиìых усëовий оптиìаëüности äëя äан-
ноãо кëасса заäа÷.

Постановка задачи. Пустü äинаìика АО на интеp-
ваëе t ∈ [t0, T] описывается систеìой уpавнений

 = ϕ(x, u, c, t), (1)

а äвижение ãpуппы из N ЦО — систеìаìи

 = fi(yi, t); t ∈ [t0, Ti]; i = 1, 2, ..., N, (2)

ãäе x — вектоp состояния АО; yi — вектоp состояния
i-ãо ЦО; u, c — вектоpы упpавëения и паpаìетpов
сбëижения; ϕ, fi — неëинейные функöии.

В на÷аëüный ìоìент вpеìени t0 исхоäное поëо-
жение кажäоãо i-ãо ЦО опpеäеëяется как

yi(t0) = , i = 1, 2, ..., N, (3)

а на÷аëüное x(t0) и коне÷ное x(T ) поëожения упpав-
ëяеìоãо объекта связаны зависиìостяìи

z = z[x(t0), t0, x(T ), T ] = 0. (4)

Тpебуется найти тpаектоpиþ x(t), упpавëение и
паpаìетpы сбëижения

u(t) ∈ Ωu, t0, t1, ..., tN, T, c,

обеспе÷иваþщие в ìоìенты вpеìени ti выпоëнение
заäанных усëовий встpе÷и с кажäыì i-ì ЦО:

ψ = ψ[x(ti), yi(ti)] = 0, (5)

i = 1, 2, ..., N; t0 < t1 < t2 < ... tN < T,

Pассматpивается задача оптимального упpавления
движением активного объекта пpи его последовательной
встpече с системой подвижных целевых объектов. Опpеде-
ляются необходимые условия оптимальности упpавления
с учетом огpаничений.

Ключевые слова: оптимальное упpавление, система по-
движных объектов, необходимые условия оптимальности.
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и ìиниìизаöиþ функöионаëа

I = g[x(t0), t0, x(T ), T ] + ϕ0(x, u, t)dt,

т. е. {u(t), t0, t1, ..., tN, T, c} → I.

Необходимые условия оптимальности. Дëя опpе-
äеëения необхоäиìых усëовий оптиìаëüности упpав-
ëения ìожно пpиìенитü pазëи÷ные известные ìе-
тоäы. В äанной статüе этот вопpос pеøается на ос-
нове ìетоäи÷ескоãо поäхоäа, пpинятоãо в pаботе
В. А. Тpоиöкоãо [6]. Поëаãается, ÷то ввеäенные
функöии äиффеpенöиpуеìы по соответствуþщиì
аpãуìентаì.

Pазобüеì весü интеpваë t ∈ [t0, T ] то÷каìи ti,
i = 1, 2, ..., N, на N + 1 у÷астков. Сëеäуя общиì
пpавиëаì [6], составиì функöионаë J, с поìощüþ
котоpоãо опpеäеëяþтся необхоäиìые усëовия ста-
öионаpности функöионаëа I:

J = γ + ψ[x(ti), yi(ti)] + Lidt  + LN+1dt,(6)

ãäе

γ = g[x(t0), t0, x(T ), T ] + ρтz[x(t0), t0, x(T ), T ];

Li =  – ;

LN+1 =  – ;

 = –ϕ0i + ϕi;

 = –ϕ0N+1 + ϕN+1,

а λi(t), λN + 1(t), ρ, ϑi — поäëежащие вы÷исëениþ
неопpеäеëенные ìножитеëи Лаãpанжа.

Усëовие стаöионаpности поëу÷ается в pезуëüтате
пpиpавнивания нуëþ пеpвой ваpиаöии функöио-
наëа J и иìеет виä

ΔJ = 0. (7)

Составиì эту ваpиаöиþ:

ΔJ =Δγ+ Δψ[x(ti), yi(ti)]+ ( δ – )dt +

+ [ δ  – δ ]dt. (8)

Интеãpиpуя (8) по ÷астяì, вы÷исëиì интеãpаë
от ÷ëенов, соäеpжащих ваpиаöии δ , δ :

λтδ dt = δxi  – δxidt; (9)

δxN+1dt = δxN+1  – δxN+1dt.(10)

Опpеäеëиì äаëее ваpиаöии соответствуþщих
÷ëенов в (8):

Δγ = – λт(t0) Δx(t0)+  + λт(T) Δx(T) +

+ δt0 + δT; (11)

Δψ = Δx(ti) + (ti)δti + (ti)δti; (12)

δ  = δxi + δui; (13)

δ  = δxN+1. (14)

Посëе поäстановки выpажений (9)—(14) в (8) и
ãpуппиpования соответствуþщих ÷ëенов поëу÷иì
сëеäуþщее выpажение äëя ваpиаöии ΔJ:

ΔJ =  – λт(t0) Δx(t0) + + λт(T) Δx(T) +

+ δt0 + δT +

+ (ti) – (ti) + ϑi Δx(ti) +

+ – + ϕ(ti)+ f(ti) δti –

–  + δxi – δui dt –

– + δxN+1– δuN+1 dt.(15)

Ваpиаöия (15) äоëжна бытü pавна нуëþ, поэто-
ìу буäут pавны нуëþ коэффиöиенты пpи всех не-
зависиìых ваpиаöиях пеpеìенных. Соответствуþ-
щие коэффиöиенты пpи зависиìых ваpиаöиях пе-
pеìенных ìожно обpатитü в нуëü за с÷ет выбоpа
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ëаãpанжевых ìножитеëей. Посëе этих опеpаöий
поëу÷аеì сëеäуþщие систеìы уpавнений:

 = – , i = 1, 2, ..., N + 1; (16)

соотноøения:

 = 0, i = 1, 2, ..., N + 1; (17)

усëовия тpансвеpсаëüности:

 – λ(t0) = 0;  – λ(T ) = 0; (18)

 +  = 0;  – (Hλ)T = 0 (19)

и усëовия Эpäìана-Вейеpøтpасса:

λi+1(ti) – λi(ti) + ϑi = 0; (20)

Hi+1(ti) – Hi(ti) + ϕ(ti) + f(ti)  = 0; 

i = 1, 2, ..., N. (21)

Пpи pеøении заäа÷и оптиìизаöии нужно испоëü-
зоватü еще уpавнения (1)—(5) и усëовия непpеpыв-
ности фазовых кооpäинат

xi+1(ti) = x(ti), i = 1, 2, ..., N. (22)

Совокупностü усëовий (16)—(22) и (1)—(5) и
пpеäставëяет систеìу необхоäиìых усëовий опти-
ìаëüности пpоöесса упpавëения в pассìатpивае-
ìой ìноãото÷е÷ной ваpиаöионной заäа÷е.

Зäесü уpавнения (16) опpеäеëяþт äинаìику со-
пpяженноãо вектоpа λ(t), а pавенства (18) и (20) за-
äаþт ãpани÷ные усëовия, котоpыì äоëжна уäовëе-
твоpятü оптиìаëüная функöия λ(t) пpи t ∈ [t0, T ]
в ìоìенты t0, t1, t2, ..., tN, T. Как виäиì, поиск опти-
ìаëüноãо упpавëения своäится к pеøениþ ìноãо-
то÷е÷ной кpаевой заäа÷и. Из (20) сëеäует, ÷то в то÷-
ках встpе÷и ti сопpяженный вектоp теpпит pазpыв.

Усëовия (4), (18) и (19) позвоëяþт опpеäеëитü
паpаìетpы на÷аëüной и коне÷ной то÷ек äинаìи÷е-
скоãо пpоöесса, а усëовия (21) сëужат äëя опpеäеëе-
ния оптиìаëüных ìоìентов встpе÷и ti, i = 1, 2, ..., N.

В öеëоì, äëя pеøения поставëенной заäа÷и оп-
тиìизаöии необхоäиìо опpеäеëитü вектоp-функöии
xi, λi, ui, вектоpы паpаìетpов ρ, ϑi и веëи÷ины t0, t1,
t2, ..., tN, T. Нетpуäно виäетü, ÷то пpивеäенная сис-
теìа усëовий соäеpжит äостато÷ное ÷исëо связей
äëя вы÷исëения всей совокупности неизвестных.

Pассìотpиì вопpос у÷ета оãpани÷ений на век-
тоp упpавëения u(t) ∈ Ωu. Дëя этоãо, сëеäуя [6],
ìожно испоëüзоватü известные приеìы перехоäа
от заìкнутой обëасти изìенения управëений к от-

крытой обëасти и принöип Вейерøтрасса. Запи-
øеì необхоäиìое усëовие Вейеpøтpасса сиëüноãо
ìиниìуìа функöионаëа I

E l 0, (23)

в котоpоì E естü функöия Вейеpøтpасса, состав-
ëенная по фоpìуëе

E = L(x, , , λ, t) – L(x, , u, λ, t) – (  – ) .(24)

Зäесü x и u — функöии, сообщаþщие ìиниìуì
функöионаëу J, а  и  — ëþбые äопускаеìые
функöии, уäовëетвоpяþщие уpавненияì заäа÷и. 

Поäставиì в (24) выpажение L, тоãäа из (23)
сëеäует неpавенство

Hλ(x, u, λ, t) l Hλ( , , λ, t). (25)

Это озна÷ает, ÷то на оптиìаëüной по упpавëениþ
тpаектоpии пpи u ∈ Ωu функöия Hλ(x, u, λ, t) пpи-
ниìает ìаксиìаëüное зна÷ение.

Можно показатü, ÷то есëи в пpавые ÷асти уpав-
нений äвижения активноãо объекта вхоäит вектоp
паpаìетpов c:

 = ϕ(x, u, c, t),

то пpи совìестной оптиìизаöии упpавëяþщей функ-
öии u(t) и вектоpа c систеìа необхоäиìых усëовий
оптиìаëüности äопоëняется усëовиеì [4]

 = dt = 0. (26)

Сфоpìуëиpуеì поëу÷енные выøе pезуëüтаты
в фоpìе пpинöипа ìаксиìуìа äëя сëу÷ая, коãäа
T = tN.

Теоpема. Дëя оптиìаëüности u(t), c, tN и x(t) не-
обхоäиìо выпоëнение сëеäуþщих усëовий:

1) вектоpы x(t) и λ(t) уäовëетвоpяþт сопpяжен-
ной систеìе

 = ;  = – ; (27)

2) вектоp упpавëения обеспе÷ивает ìаксиìуì
ãаìиëüтониану:

u(t)→ {H(x, u, λ, c, t)=λтϕ(x, u, t) – ϕ0(x, u, t)}, 

t0 m t m T; (28)

3) выпоëняþтся усëовия тpансвеpсаëüности äëя
x(t0), λ(t0), x(T ), λ(T ):

 – λ(t0) = 0;  – λ(T ) = 0; (29)

 +  = 0;  – (Hλ)T = 0, (30)

λ· i
∂Hλ

i

∂xi
---------

∂Hλ
i

∂u
---------

∂γ
∂x t0( )
----------- ∂γ

∂x T( )
-----------

∂γ
∂t0
----- Hλ( )

t
0

∂γ
∂T
-----

∂ψi
т

∂x ti( )
-----------

ϑi
т ∂ψi

∂x ti( )
----------- 

∂ψi

∂yi ti( )
------------

x~

.

u~ x· x~

.

x· ∂L

∂x·
-----

x~ u~

x~ u~

x·

μ· H∂
c∂

-----

t
0

T

∫

x· ∂H x u λ c t, , , ,( )
∂λ

----------------------------- λ· ∂H x u λ c t, , , ,( )
∂x

-----------------------------

 
u Ωu∈
max

∂γ
∂x t0( )
----------- ∂γ

∂x T( )
-----------

∂γ
∂t0
----- Hλ( )

t
0

∂γ
∂T
-----
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ãäе

γ = g[x(t0), t0, x(T ), T ] + ρтz[x(t0), t0, x(T ), T ];

Hλ = –ϕ0(x, u, t) + λтϕ(x, u, t);

4) пpи t = ti выпоëняþтся усëовия Эpäìана-
Вейеpøтpасса

λi+1(ti) – λi(ti) +  = 0; (31)

Hi+1(ti) – Hi(ti) + ϕ(ti) +

+ f(yi, ti)  = 0, i = 1, 2, ..., N, (32)

ãäе λ(t), ρ, ϑi — неопpеäеëенные ìножитеëи Ла-
ãpанжа;

5) вектоp c уäовëетвоpяет усëовиþ

dt = 0. (33)

Как виäно из усëовий, сопpяженные пеpеìенные
иìеþт ска÷ки в ìоìенты вpеìени ti, ÷то явëяется
особенностüþ äанноãо кëасса заäа÷, котоpуþ необ-
хоäиìо у÷итыватü пpи pеøении. Уpавнения (2)—(5)
с усëовияìи (27)—(33) и усëовияìи непpеpывно-
сти вектоpа x(t) äаþт äостато÷ное ÷исëо усëовий
äëя опpеäеëения всех неизвестных паpаìетpов и
функöий.

Из теоpеìы вытекаþт pяä важных в пpикëаäноì
отноøении сëеäствий, конкpетизиpуþщих необхо-
äиìые усëовия оптиìаëüности äëя pазных типов
функöионаëов и äëя pазëи÷ных усëовий встpе÷и.

Пpимеp. Pассìотpиì ÷астный ваpиант кpаевых
усëовий äëя заäа÷и жесткоãо сбëижения косìи÷е-
скоãо аппаpата пpи посëеäоватеëüноì обхоäе öеëе-
вых объектов. Дëя этоãо конкpетизиpуеì исхоäнуþ
постановку заäа÷и.

Буäеì поëаãатü, ÷то äвижение объектов пpоисхо-
äит в ноpìаëüноì ãpавитаöионноì поëе, у÷итываþ-
щеì поëяpное сжатие Зеìëи. Движение управëяе-
ìоãо объекта буäеì рассìатриватü в абсоëþтной
ãеоöентpи÷еской экватоpиаëüной систеìе отс÷ета
и опиøеì сëеäуþщей систеìой äифференöиаëü-
ных уравнений:

 = v;  = ϕ(r, t) + u(t);  = –β, (34)

ãäе

ϕx = ax; ϕy = аy; ϕz = (2bc + a)z;

a = –b[α00 + c(d – 1)]; b = R0r
–3;

c = 1,5α20 r–2; d = 5z2r–2;

α00 = 62564951 ì2/c2;

α20 = –67889,273 ì2/c2; R0 = 6371 кì;

r = (x2 + y2 + z2)1/2;

u(t) = u(t)α(t); u(t) = ;

β(t) = ; 0 m β m βmax;

α(t) = [cosv(t)cosψ(t), sinv(t)cosψ(t), sinψ(t)]т,

W — скоpостü исте÷ения ãазов; β, m — относитеëü-
ные секунäный pасхоä топëива и ìасса; v, ψ — уãëы
танãажа и pыскания.

Движение N пассивных ЦО описываþтся сис-
теìаìи уpавнений

 = vi;  = f(ri, t), i = 1, 2, ..., N, (35)

ãäе f(ri, t) — пpавые ÷асти уpавнений äвижения пас-
сивных ЦО, иìеþщие стpуктуpу, анаëоãи÷нуþ ϕ(r, t).

Тpебуется найти пpоãpаììу упpавëения, äос-
тавëяþщуþ ìиниìуì функöионаëу

I = ϕ0(x, u, t)dt,

пpи заäанных оãpани÷ениях (14), ãäе x = [r, v]. 
Есëи ìиниìизиpуþтся энеpãети÷еские затpаты, то 

ϕ0 = β(t), 

а в сëу÷ае ìиниìизаöии вpеìени сбëижения 

ϕ0 = 1,

пpи этоì äоëжны у÷итыватüся оãpани÷ения по
иìеþщиìся энеpãети÷ескиì запасаì.

Pеøение пpи ϕ0 = β(t) своäится к соответствуþ-
щей ìноãото÷е÷ной кpаевой заäа÷е, котоpая фоp-
ìиpуется усëовияìи оптиìаëüности упpавëения:

α = – ; β = 

Δп = –||λv ||  – λm – 1,

ãäе Δп — функöия пеpекëþ÷ения; систеìаìи äиф-
феpенöиаëüных уpавнений äвижения (34) и (35);
сопpяженной систеìой

 = λv – ( r)r ;  = –λr;  = α,

а также кpаевыìи и пpоìежуто÷ныìи усëовияìи:

x(t0) = x0; yi(t0) = yi0;

ψi = r(ti) – ri(ti) = 0;

λr, i+1(ti) – λr, i(ti) + ϑr,i = 0;

λv, i+1(ti) – λv, i(ti) = 0; λv, N(tN) = 0; λm(T ) = 0;

Ri = Hi+1(ti) – Hi(ti) + [v(ti) – vi(ti)] = 0,

i = 1, 2, ..., N.
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При заäанноì T и tN = T неизвестныìи явëя-
þтся вектоpы паpаìетpов:

q = [pλ, tN]т;

pλ = [λ0, ϑ1, ϑ2, ..., ϑN–1]
т; tN = [t1, t2, ..., tN–1]

т,

ãäе λ0 — на÷аëüный вектоp сопpяженных пеpеìен-
ных; ϑi — вектоpы ìножитеëей Лаãpанжа; tN — век-
тоp неизвестных ìоìентов встpе÷и.

Оптиìаëüные зна÷ения вектоpа паpаìетpов
упpавëения q = [pλ, tN]т явëяþтся pеøениеì кpае-
воãо уpавнения

s(q) = 0;

s = [ψ1, ψ2, ..., ψN, R, λvN(T ), λm(T )]т;

R = [R1, R2, ..., RN]т,

котоpое пpи поäхоäящеì выбоpе на÷аëüноãо пpи-
бëижения ìожно поëу÷итü известныìи ÷исëенны-
ìи ìетоäаìи [3].
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С 16 по 18 марта 2010 г. в Санкт-Петербурге
в ГНЦ РФ ЦНИИ "Электроприбор" состоится

XII конференция молодых ученых

"Навигация и управление движением"

(XIIКМУ2010)

Председатель конференции — акаäеìик РАН В. Г. Пешехонов

ТЕМАТИКА КОНФЕРЕНЦИИ

� Гироскопи÷еские систеìы
� Спутниковые навиãаöионные систеìы
� Интеãрированные систеìы навиãаöии
� Теория и систеìы управëения
� Обработка инфорìаöии в навиãаöионных систеìах
� Эëектронные и эëектроìехани÷еские устройства систеì навиãаöии и управëения
� Чувствитеëüные эëеìенты систеì навиãаöии и управëения
� Инфорìаöионные техноëоãии на преäприятиях навиãаöионноãо приборостроения
� Микроìехани÷еские äат÷ики, систеìы и техноëоãии
� Навиãаöия и управëение äвижениеì

Конференöия буäет прохоäитü в три этапа: 
� первый этап (март 2010 г.) — выступëение с äокëаäаìи в ЦНИИ "Эëектроприбор"
� второй этап (июнь—сентябрь 2010 г.) — обсужäение äокëаäов в Интернете
� третий этап (сентябрь—октябрь 2010 г.) — поäвеäение итоãов Интернет-форуìа и поäãо-

товка äокëаäов äëя пубëикаöии в сборнике.

Адрес и контактные телефоны Организационного комитета конференции:

ГНЦ РФ-ЦНИИ "Электроприбор"
Уë. Маëая Посаäская, 30

197046, Россия, Санкт-Петербурã
Теë.: (812) 499-82-10; Факс: (812) 232-33-76

E-mail: kmu@eprib.hi office@eprib.ru

http://www.elektropribor.spb.ru/cnf/kmu12/rindex.html
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Опpеделение погpешности 
позициониpования pобота 

с учетом пеpвичных ошибок 
и погpешностей 

обобщенных кооpдинат

Введение

Созäание автоìатизиpованных пpоизвоäств, ìа-
нипуëяöионных ìехатpонных коìпëексов и систеì
возìожно бëаãоäаpя пpиìенениþ ìноãофункöио-
наëüных ìаøин, иìитиpуþщих äействия ÷еëове-
ка, — pоботов. Их пpиìеняþт в техноëоãи÷еских
пpоизвоäственных пpоöессах, ìеäиöине, военноì
äеëе, косìосе, поä воäой и т. ä. Вниìание у÷еных,
констpуктоpов, инженеpов сосpеäото÷ено на соз-
äании pоботов, отве÷аþщих совpеìенныì тpебо-
ванияì ка÷ества, наäежности и безопасности.

Основныì показатеëеì ка÷ества pобота явëяется
то÷ностü, котоpуþ оöениваþт поãpеøностüþ пози-
öиониpования — откëонениеì хаpактеpисти÷еской
pабо÷ей то÷ки С pабо÷еãо оpãана pобота от зна÷е-
ния, заäаваеìоãо упpавëяþщей пpоãpаììой.

В зависиìости от назна÷ения pобота в оäних сëу-
÷аях тpебуется тоëüко то÷ное позиöиониpование,
т. е. то÷ное пpивеäение тpанспоpтиpуеìоãо объек-
та в заäанное поëожение в пpостpанстве, в äpуãих
необхоäиìо обеспе÷итü то÷ное отсëеживание за-
äанной тpаектоpии иëи то÷ное выпоëнение зако-
нов изìенения во вpеìени кооpäинат объекта.

Pеøитü эти пpобëеìы ìожно пpи испоëüзовании
высокоэффективных техноëоãий изãотовëения, со-
вpеìенных ìетоäов pас÷етов и констpуиpования как
отäеëüных ìеханизìов, так и всеãо pобота в öеëоì.

Вопpосаìи, связанныìи с опpеäеëениеì то÷ности
pаботы pобота заниìаëисü А. А. Иãнатüев, А. А. Коб-

pинский, М. З. Коëовский [3, 4, 5] и äp. Их pаботы
посвящены опpеäеëениþ поãpеøности позиöио-
ниpования pобота с у÷етоì тоëüко откëонений
äëин звенüев испоëнитеëüноãо ìеханизìа от их
ноìинаëüных зна÷ений и поãpеøностей, вызван-
ных нето÷ностüþ pаботы систеìы упpавëения.

В äанной статüе pассìатpивается n-звенный ìе-
ханизì с боëее øиpокиì кpуãоì фактоpов, вëияþ-
щих на поãpеøностü позиöиониpования pобота,
÷то позвоëяет опpеäеëитü ее боëее то÷но. Эти фак-
тоpы ìожно объеäинитü в äве ãpуппы: пеpви÷ные
оøибки и поãpеøности обобщенных кооpäинат.

Pасчет пеpвичных ошибок

Пеpви÷ные оøибки пpеäставëяþт собой откëо-
нения ëинейных Δl и Δc и уãëовых Δa паpаìетpов
испоëнитеëüноãо ìеханизìа, возникаþщие пpи
изãотовëении звенüев и еãо сбоpке (техноëоãи÷е-
ские пеpви÷ные оøибки), а также пpи экспëуата-
öии (теìпеpатуpные, сиëовые и износные) (pис. 1).
В pезуëüтате наëи÷ия этих оøибок факти÷еские
pазìеpы звенüев и их оpиентаöия, опpеäеëяþщие
поëожение pабо÷еãо оpãана в пpостpанстве, отëи-
÷аþтся от pас÷етных. Основнуþ pоëü в обpазова-
нии пеpви÷ных оøибок иãpаþт техноëоãи÷еские
пеpви÷ные оøибки. Тоëüко их ìы буäеì у÷итыватü
в äаëüнейøих pас÷етах.

Вектоp пеpви÷ных оøибок испоëнитеëüноãо
ìеханизìа ìожно пpеäставитü в виäе [2] 

ΔW = Wä – Wp = ΔW(Δl Δa Δc),

ãäе Wä = Wä(lä aä cä); Wp = Wp(lp ap cp); Wä и Wp —

вектоpы äействитеëüных и pас÷етных (ноìинаëü-
ных) паpаìетpов i-ãо звена соответственно; lä и lp —

вектоpы äействитеëüных и pас÷етных ëинейных
паpаìетpов (äëин) звенüев; aä и ap — вектоpы äей-

ствитеëüных и pас÷етных уãëовых паpаìетpов звенü-
ев соответственно; cä и cp — вектоpы äействитеëü-

ных и pас÷етных поëожений öентpов кинеìати÷е-

ских паp соответственно; Δl = [Δl1, Δl2, ..., Δlm]т —

вектоp поãpеøностей ëинейных паpаìетpов звенüев;

Δli — поãpеøностü äëины i-ãо звена, i = , M —

÷исëо звенüев; Δa = [Δα1x, Δα1y, Δα1z, Δα2x, Δα2y,

Δα2z, ..., ΔαMx, ΔαMy, ΔαMz]
т — вектоp поãpеøностей

уãëовых паpаìетpов звенüев; Δαix, Δαiy, Δαiz — по-

ãpеøности уãëовых паpаìетpов i-ãо звена относи-
теëüно осей x, y, z соответственно; Δc = [Δc1x, Δc1y,

Δc1z, Δc2x, Δc2y, Δc2z, ..., ΔcMx, ΔcMy, ΔcMz]
т — вектоp

поãpеøностей поëожений öентpов кинеìати÷е-
ских паp; Δcix, Δciy, Δciz — поãpеøности поëожения

öентpа i-й кинеìати÷еской паpы вäоëü осей x, y, z
соответственно.

Pассматpивается задача опpеделения погpешности пози-
циониpования pобота с учетом погpешностей длин и угловых
паpаметpов звеньев, смещений центpов кинематических
паp, погpешностей, вызванных системой упpавления и дви-
гателями, погpешностей пpеобpазователей движения и функ-
циональных звеньев, вызванных их упpугими дефоpмациями,
а также с учетом кинематических ошибок и меpтвых ходов.

Ключевые слова: pобот, погpешность, паpаметpы, сте-
пень подвижности, обобщенная кооpдината.
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Опpеделение погpешностей обобщенных кооpдинат

Дëя фоpìаëизаöии поãpеøности обобщенных
кооpäинат буäеì испоëüзоватü сëеäуþщие обозна-
÷ения: Δq — поãpеøностü обобщенных кооpäинат;
Δqäв — поãpеøностü pаботы систеìы упpавëения и
äвиãатеëей; Δqпp — поãpеøностü обобщенных ко-
оpäинат, вызванная поäатëивостüþ пpеобpазовате-
ëей äвижения; δ — кинеìати÷еская поãpеøностü;
J — ìеpтвый хоä; Δϕ — поãpеøностü обобщенных
кооpäинат, вызванная упpуãиìи свойстваìи звенüев
испоëнитеëüноãо ìеханизìа; n — ÷исëо степеней
поäвижности.

Поãpеøности Δqj обобщенных кооpäинат (pис. 1)
пpеäставëяþт собой откëонения ëинейных и уãëо-
вых паpаìетpов звенüев испоëнитеëüноãо ìеханиз-
ìа от зна÷ений, заäанных упpавëяþщей пpоãpаììой.
Они возникаþт в pезуëüтате поãpеøностей ввоäа
обобщенных кооpäинат (поãpеøностей pаботы
систеìы упpавëения и äвиãатеëей Δqäв), кинеìати-
÷еских поãpеøностей δΣ и ìеpтвоãо хоäа JΣ пpеоб-
pазоватеëей äвижения, поäатëивостей E эëеìентов
пеpеäа÷ и упpуãих свойств звенüев Eзв испоëни-
теëüноãо ìеханизìа [1].

Вектоp поãpеøностей ввоäа обобщенных кооpäи-
нат, пpивеäенных к выхоäныì звенüяì пpеобpазо-
ватеëей äвижения степеней поäвижности, иìеет виä

Δqäв = Fez, (1)

ãäе

F = (2)

— ìатpиöа поãpеøностей pаботы систеìы упpав-
ëения и äвиãатеëей; Δϕäв j — поãpеøностü pаботы
систеìы упpавëения и äвиãатеëя j-й степени поä-
вижности;

eпp = [ε1z, ε2z, ..., εnz]
т (3)

— вектоp пеpеäато÷ных коэффиöиентов пpеобpа-
зоватеëей äвижения степеней поäвижности испоë-

нитеëüноãо устpойства; εпp j =  — пеpеäато÷ный

коэффиöиент пpеобpазоватеëя äвижения j-й степени
поäвижности; uпp j — пеpеäато÷ное отноøение пpе-

обpазоватеëя äвижения j-й степени поäвижности.
Кинеìати÷еская поãpеøностü ìожет бытü выpа-

жена как аëãебpаи÷еская pазностü ìежäу поãpеø-
ностяìи поëожений выхоäноãо звена пpеобpазова-
теëя äвижения, вызванныìи поãpеøностяìи еãо
изãотовëения и сбоpки.

Вектоp суììаpных кинеìати÷еских поãpеøно-
стей степеней поäвижности испоëнитеëüноãо ìе-
ханизìа äëя ìноãоступен÷атых пpеобpазоватеëей
äвижения иìеет виä 

dΣ = De, (4)

ãäе

D = (5)

— ìатpиöа кинеìати÷еских поãpеøностей пpеоб-
pазоватеëей äвижения степеней поäвижности; δij —
кинеìати÷еская поãpеøностü i-й пеpеäа÷и j-й сте-
пени поäвижности. Метоäика ее pас÷ета пpивеäена
в pаботах [1, 2]; m — ÷исëо пеpеäа÷ в j-й степени
поäвижности; n — ÷исëо степеней поäвижности;

e = (6)

— ìатpиöа пеpеäато÷ных коэффиöиентов пpеоб-
pазоватеëей äвижения степеней поäвижности:

εij =  — пеpеäато÷ный коэффиöиент i-й
Pис. 1. Кинематическая схема исполнительного механизма pо-
бота с некотоpыми пеpвичными ошибками и погpешностями
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пеpеäа÷и j-й степени поäвижности; ukj — пеpеäа-

то÷ное отноøение k-й пеpеäа÷и j-ãо пpеобpазова-
теëя äвижения.

Пpи поäстановке ìатpиö (5) и (6) в фоpìуëу (4)
и их пеpеìножении пpоизвеäение эëеìентов с pаз-
ныìи инäексаìи pавно нуëþ, так как эти эëеìенты
пpинаäëежат pазныì степеняì поäвижности и пе-
pеäа÷аì.

Меpтвый хоä пpеäставëяет собой аëãебpаи÷е-
скуþ pазностü ìежäу поãpеøностяìи поëожений
веäоìоãо звена пpи еãо обpатноì и пpяìоì хоäах.

Вектоp суììаpноãо ìеpтвоãо хоäа степеней
поäвижности испоëнитеëüноãо ìеханизìа, состоя-
щих из ìноãоступен÷атых пpеобpазоватеëей äви-
жения, записываþт в виäе

JΣ = Je, (7)

ãäе

J = (8)

— ìатpиöа ìеpтвых хоäов пpеобpазоватеëей äвиже-
ния степеней поäвижности: Jij — ìеpтвый хоä i-й
пеpеäа÷и j-й степени поäвижности. Метоäика еãо
pас÷ета пpивеäена в pаботах [1, 2].

Поãpеøности обобщенных кооpäинат, вызванные
поäатëивостüþ пpеобpазоватеëей äвижения, воз-
никаþт из-за тоãо, ÷то их эëеìенты не явëяþтся
абсоëþтно жесткиìи. Поä äействиеì наãpузок они
äефоpìиpуþтся. В этоì сëу÷ае вектоp поãpеøностей
обобщенных кооpäинат ìожно пpеäставитü в виäе

Δq ′ = EF, (9)

ãäе

E = (10)

— ìатpиöа поäатëивостей пpеобpазоватеëей äви-
жения степеней поäвижности; ejx, ejy, ejz — пpиве-
äенные поäатëивости в j-й степени поäвижности
относитеëüно осей x, y, z соответственно:

ejx = eikj ; ejy = eikj ;

ejz = eikj ; (11)

eikj — пpивеäенная поäатëивостü i-ãо эëеìента k-й
ãpуппы оäноиìенных эëеìентов j-й степени поäвиж-
ности; m — ÷исëо ãpупп оäноиìенных эëеìентов

(тоëüко ваëов, тоëüко зуб÷атых заöепëений и т. ä.);
n — ÷исëо эëеìентов в k-й ãpуппе оäноиìенных
эëеìентов; xC, уC, zC — пpоекöии хаpактеpисти÷е-
ской pабо÷ей то÷ки С pабо÷еãо оpãана на оси x, y, z
соответственно; qj — j-я обобщенная кооpäината;
F = [Fx, Fy, Fz]

т — вектоp внеøней сиëы, пpиëо-
женной к pабо÷еìу оpãану; Fx, Fy, Fz — пpоекöии
вектоpа F  внеøней сиëы на кооpäинатные оси x, y, z.

Поãpеøности обобщенных кооpäинат, вызван-
ные упpуãиìи свойстваìи звенüев испоëнитеëüноãо
ìеханизìа, возникаþт пpи пpиëожении к pабо÷е-
ìу оpãану внеøней сиëы. Пpи этоì звенüя äефоp-
ìиpуþтся, и вектоp поãpеøности pабо÷еãо оpãана
иìеет виä:

Δj = EзвM, (12)

ãäе

Eзв = ; (13)

— ìатpиöа поäатëивостей звенüев; ei — поäатëи-
востü i-ãо звена: 

пpи изãибе

ei = ; (14)

пpи кpу÷ении

ei = ; (15)

li — äëина i-ãо звена; Ei — ìоäуëü упpуãости Юнãа
ìатеpиаëа i-ãо звена; Ji — осевой ìоìент инеpöии
попеpе÷ноãо се÷ения i-ãо звена; Gi — ìоäуëü упpу-
ãости втоpоãо pоäа ìатеpиаëа i-ãо звена; Jpi — по-
ëяpный ìоìент инеpöии попеpе÷ноãо се÷ения i-ãо
звена; M = [M1, M2, ..., Mm]т — вектоp эквиваëент-
ных ìоìентов; Mi — эквиваëентный ìоìент на i-ì
звене:

Mi = ; (16)

MFi — изãибаþщий иëи кpутящий ìоìент на i-ì
звене от äействия внеøней сиëы F; M1i — изãибаþ-
щий иëи кpутящий ìоìент на i-ì звене от äействия
внеøней еäини÷ной сиëы.

Погpешность позициониpования pобота

Вектоp поãpеøности позиöиониpования хаpак-
теpисти÷еской pабо÷ей то÷ки C pабо÷еãо оpãана
pобота ìожно записатü в виäе

ΔrC = J(l )Δl + J(a)Δa + J(c)Δc + J(q)Δq, (17)
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ãäе

J(l ) = 

— ìатpиöа Якоби äëя поëожений по вектоpу äëин l
звенüев испоëнитеëüноãо ìеханизìа;

J(a) =  =

= 

— ìатpиöа Якоби äëя поëожений по вектоpу уãëо-
вых паpаìетpов a;

ai = [αix, αiy, αiz]
т

— вектоp уãëовых паpаìетpов i-ãо звена; αix, αiy, αiz —
уãëовые паpаìетpы i-ãо звена;

J(c) =

= 

— ìатpиöа Якоби äëя поëожения по вектоpу сìе-
щения öентpов с кинеìати÷еских паp;

J(q) = 

— ìатpиöа Якоби äëя поëожений по вектоpу обоб-
щенных кооpäинат q; qj — j-я обобщенная кооpäи-
ната; Δq — вектоp поãpеøностей обобщенных ко-
оpäинат:

Δq = [Δq1, Δq2, ..., Δqn]
т =

= [Δqäв + dΣ + JΣ + Δq ′ + Δj], (18)

Δqj — поãpеøностü j-й обобщенной кооpäинаты.

Опpеäеëиì поãpеøностü позиöиониpования ис-
поëнитеëüноãо устpойства pобота, изобpаженноãо
на pис. 2. Заäаны: äëины звенüев l1 = 2 ì, l2 = 0,9 ì,

l3 = 0,6 ì; обобщенные кооpäинаты q1 = 45°,

q2 = 0,6 ì, q3 = 40°; уãëовые паpаìетpы звенüев

α1x = 90°, α1y = 90°, α1z = 0, α2x = 0, α2y = 270°,

α2z = 0, α3x = 0, α3y = 0, α3z = 0; поëожения кинеìа-

ти÷еских паp c1x = c1y = c1z = c2x = c2y = c2z = c3x =

= c3y = c3z = 0; поãpеøности ëинейных паpаìетpов

звенüев Δl1 = 0,17•10–3 ì, Δl2 = 0,15•10–3 ì, Δl3 =

= 0,09•10–3 ì; поãpеøности уãëовых паpаìетpов

звенüев Δα1x = 0,12•10–3 pаä, Δα1y = 0,1•10–3 pаä,

Δα1z = 0,12•10–3 pаä, Δα2x = 0,1•10–3 pаä, Δα2y =

= 0,11•10–3 pаä, Δα2z = 0,11•10–3 pаä, Δα3x =

= 0,18•10–3 pаä, Δα3y = 0,15•10–3 pаä, Δα3z =

= 0,18•10–3 pаä; поãpеøностü поëожения кинеìа-

ти÷еских паp Δc1x = 0,12•10–3 ì, Δc1y = 0,14•10–3 ì,

Δc1z = 0,12•10–3 ì, Δc2x = 0,1•10–3 ì, Δc2y =

= 0,15•10–3 ì, Δc2z = 0,11•10–3 ì, Δc3x = 0,18•10–3 ì,

Δc3y = 0,11•10–3 ì, Δc3z = 0,13•10–3 ì.
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Pис. 2. Кинематическая схема pобота
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Механический пpеобpазователь движения пpивода

� I степени поäвижности состоит из тpех зуб÷атых
пеpеäа÷ (öиëинäpи÷еской, кони÷еской и ÷еpвя÷-

ной с поäатëивостяìи e11 = 3,505•10–5 pаä/Н•ì,

e21 = 0,926•10–5 pаä/Н•ì, e31 = 1,342•10–5 pаä/Н•ì

и пеpеäато÷ныìи отноøенияìи u1 = 2, u2 = 4,

u3 = 42 соответственно), поãpеøностü pаботы

систеìы упpавëения Δϕäв1 = 2,04•10–3; 

� II степени поäвижности состоит из äвух зуб÷а-
тых пеpеäа÷ (öиëинäpи÷еской, pее÷ной с поäат-
ëивостяìи e12 = 2,238•10–5 pаä/Н•ì, e22 =
= 1,263•10–5 pаä/Н•ì и пеpеäато÷ныìи отно-
øенияìи u1 = 3, u2 = 55 соответственно), иìеþ-
щих Δϕäв2 = 1,75•10–3; 

� III степени поäвижности состоит из тpех зуб÷а-
тых пеpеäа÷ (öиëинäpи÷еской, ÷еpвя÷ной, ко-
ни÷еской с e13 = 3,241•10–5 pаä/Н•ì, e23 =
= 1,326•10–5 pаä/Н•ì, e33 = 0,849•10–5 pаä/Н•ì
и пеpеäато÷ныìи отноøенияìи u1 = 3, u2 = 12,5,
u3 = 2 соответственно) с Δϕäв3 = 1,45•10–3.
Кинеìати÷еские поãpеøности и ìеpтвые хоäа

äëя кажäой пеpеäа÷и в пpеобpазоватеëях äвижения
нахоäятся по известныì ìетоäикаì [1, 2] и pавны:
δ11 = 0,053 ì, δ21 = 0,00626 ì, δ31 = 0,000151 ì, δ12 =

= 0,895•10–3 ì, δ22 = 47,25•10–6 ì, δ13 = 0,00575 ì,

δ23 = 0,00061 ì, δ33 = 0,00108 ì, J11 = 0,0358 ì,

J21 = 0,0175 ì, J31 = 0,0011 ì, J12 = 0,678•10–3 ì,

J22 = 0,174•10–3 ì, J13 = 0,0105 ì, J23 = 0,0024 ì,

J33 = 0,0023 ì. К хаpактеpисти÷еской pабо÷ей то÷-

ке C пpиëожен вектоp внеøней сиëы F = [0 0 100]т Н.
Составëяеì уpавнения пpоекöий pабо÷ей то÷ки C

на оси базовой систеìы кооpäинат:

xC = c1x + l1cosα1x + c2хcos(α1x + α2y) Ѕ

Ѕ cos(q1 + α1z + α2z) – c2ycosα2xsin(q1 + α1z + α2z) +

+ l2cos(α1x + α2y)cos(q1 + α1z + α2z) +

+ c3xcos(α1x + α2y + α3y)cos(q1 + α1z + α2z + α3z) –

– c3ycos(α2x + α3x)sin(q1 + α1z + α2z + α3z) +

+ l3cos(α1x + α2y + α3y + q3)cos(q1 + α1z + α2z + α3z);

yC = c1y + l1cosα1x + c2xcos(α1x + α2y) Ѕ

Ѕ sin(q1 + α1z + α2z) – c2ycosα2xcos(q1 + α1z + α2z) +

+ l2cos(α1x + α2y)sin(q1 + α1z + α2z) +

+ c3xcos(α1x + α2y + α3y)sin(q1 + α1z + α2z + α3z) –

– c3ycos(α2x + α3x)cos(q1 + α1z + α2z + α3z) +

+ l3cos(α1x + α2y + α3y + q3)sin(q1 + α1z + α2z + α3z);

zC = c1z + l1sinα1x + c2z + c2xsin(α1x + α2y) +

+ l2sin(α1x + α2y) + c3zcos(α2x + α3x) +

+ c3x sin(α1x + α2y) + l3sin(α1x + α2y + α3y + q3).

Нахоäиì ÷астные пpоизвоäные по äëинаì
звенüев l и составëяеì ìатpиöу Якоби:

J(l ) = = .

Анаëоãи÷но нахоäиì ÷астные пpоизвоäные по
уãëовыì паpаìетpаì, поëожениþ кинеìати÷еских
паp, обобщенныì кооpäинатаì и составëяеì ìат-
pиöы Якоби J(a), J(c), J(q):

J(a) =

= ;

J(c) = ;

J(q) = .

Опpеäеëяеì вектоp поãpеøности ввоäа обоб-
щенных кооpäинат Δqäв. Нахоäиì пеpеäато÷ные

коэффиöиенты äëя кажäоãо пpеобpазоватеëя äви-
жения:

εпp1 =  =  =  = 2,976•10–3;

εпp2 =  =  =  = 5,99•10–3;

εпp3 =  =  =  = 13,33•10–3.

Испоëüзуя фоpìуëы (1), (2) и (3), нахоäиì век-
тоp поãpеøности ввоäа обобщенных кооpäинат

Δqäв =  =

= .

cosα
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Опpеäеëяеì суììаpнуþ кинеìати÷ескуþ поãpеø-
ностü dΣ. Дëя i-й пеpеäа÷и j-й степени поäвижно-
сти нахоäиì пеpеäато÷ные коэффиöиенты:

ε11 =  = 0,00595; ε21 =  = 0,0238; ε31 = 1.

ε12 =  = 0,0182; ε22 = 1.

ε13 =  = 0,04; ε23 =  = 0,5; ε33 = 1.

По фоpìуëаì (5) и (6) составëяеì ìатpиöы ки-
неìати÷еских поãpеøностей D и пеpеäато÷ных ко-
эффиöиентов пpеобpазоватеëей äвижения e. Поä-
ставëяеì их в фоpìуëу (4) и поëу÷аеì:

dΣ =

= =

= .

Из эëеìентов поëу÷енной ìатpиöы составëяеì
вектоp суììаpной кинеìати÷еской поãpеøности:

dΣ = [0,615•10–3 63,54•10–6 1,610•10–3]т. 

Опpеäеëяеì ìеpтвый хоä JΣ, испоëüзуя фоpìу-
ëы (6), (7) и (8):

JΣ = 

= =

= .

Из эëеìентов поëу÷енной ìатpиöы составëяеì
вектоp суììаpноãо ìеpтвоãо хоäа:

JΣ = [1,716•10–3 185,94•10–6 3,945•10–3]т.

Опpеäеëяеì поãpеøности обобщенных кооp-
äинат, вызванные поäатëивостüþ пpеобpазовате-
ëей äвижения Δqпp. Дëя этоãо заäаеì пpивеäен-

ные поäатëивости степеней поäвижности: e1x =

= 0,0337•10–3 pаä/Н, e1y = 0,0089•10–3 pаä/Н,

e1z = 0,0129•10–3 pаä/Н, e2x = 0,0185•10–3 pаä/Н,

e2y = 0,0168•10–3 pаä/Н, e2z = 0,0165•10–3 pаä/Н,

e3x = 0,0117•10–3 pаä/Н, e3y = 0,0252•10–3 pаä/Н,

e3z = 0,0124•10–3 pаä/Н. Поäставëяя зна÷ения век-

тоpа внеøней сиëы F и зна÷ения пpивеäенных по-
äатëивостей в фоpìуëы (9) и (10), поëу÷иì 

Δqпp= =

= .

Опpеäеëяеì поãpеøности обобщенных кооpäи-
нат, вызванные упpуãиìи свойстваìи звенüев Δj.
По фоpìуëаì (14) и (15) нахоäиì поäатëивости
звенüев: e1 = 1,19•10–5 1/Н, e2 = 2,02•10–6 1/Н,
e3 = 7,77•10–7 1/Н. Вектоp эквиваëентных ìоìен-
тов, найäенный с испоëüзованиеì фоpìуëы (16),
иìеет виä: M = [135,96 135,96 45,96]т. В фоpìуëу
(12) поäставëяеì ìатpиöу поäатëивости, найäен-
нуþ по фоpìуëе (13), и вектоp ìоìентов: 

Δj =  =

= .

В фоpìуëу (18) поäставëяеì найäенные pанее
вектоpы поãpеøностей обобщенных кооpäинат, вы-
званные поäатëивостüþ пpеобpазоватеëей äвижения
и упpуãиìи свойстваìи функöионаëüных звенüев,
систеì упpавëения, кинеìати÷еской поãреøности
и ìеpтвых хоäов:

Δq =  +  +  +

+  +  = .

Поäставëяеì все найäенные ìатpиöы и вектоpы
в уpавнение (17) и нахоäиì вектоp поãpеøности
позиöиониpования pобота:

ΔrC = . 
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Заключение

Такиì обpазоì, пpеäëоженная ìетоäика позво-
ëяет äëя pазëи÷ных констpуктивных схеì испоëни-
теëüных устpойств pоботов и pазëи÷ных констpук-
öий ìноãоступен÷атых пpеобpазоватеëей äвижения
степеней поäвижности опpеäеëятü поãpеøностü
позиöиониpования, ÷то необхоäиìо знатü пpи пpо-
ектиpовании новых pоботов, а также пpи экспëуа-
таöии существуþщих в пpоìыøëенных и непpо-
ìыøëенных сфеpах äëя выпоëнения конкpетных
заäа÷.

Pас÷ет поãpеøности позиöиониpования pобота
необхоäиìо выпоëнятü в сëеäуþщей посëеäова-
теëüности:

1) составитü уpавнения пpоекöий хаpактеpисти-
÷еской pабо÷ей то÷ки на оси базовой систеìы ко-
оpäинат;

2) найти пеpви÷ные оøибки и поãpеøности
обобщенных кооpäинат;

3) опpеäеëитü вектоp поãpеøности позиöиони-
pования pобота ΔrC.
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Постpоение плана тpаектоpии 
пpомышленного pобота 

в условиях неполной 
инфоpмации о внешней сpеде1

Введение

Заäа÷а упpавëения пpоìыøëенныì pоботоì (ПP)
в пpоизвоëüных внеøних сpеäах явëяется оäной из
кëþ÷евых заäа÷ pобототехники. Несìотpя на боëü-
øое ÷исëо pабот, посвященных этой заäа÷е ([1—4]
и т. ä.), она остается актуаëüной и в настоящее вpе-
ìя [5].

Наëи÷ие избыто÷ных степеней поäвижности
испоëнитеëüноãо ìеханизìа позвоëяет опpеäеëитü
закон äвижения ПP такиì обpазоì, ÷тобы äвижение
быëо оптиìаëüныì в некотоpоì сìысëе. Напpи-

ìеp, упpавëение ìожет бытü оптиìаëüныì в сìысëе
быстpоäействия (вpеìени отpаботки соответствуþ-
щей кооpäинаты) иëи с то÷ки зpения ìиниìаëüных
энеpãозатpат на пеpеìещение pабо÷еãо оpãана из
на÷аëüноãо поëожения в öеëевое. Пpи этоì в pаз-
ных усëовиях ìоãут бытü востpебованы pазëи÷ные
кpитеpии оптиìаëüности.

Пëаниpование тpаектоpии ìожно выпоëнятü как
в кинеìати÷ескоì (пpи невысоких скоpостях), так
и в äинаìи÷ескоì pежиìах [6].

Такиì обpазоì, возникает заäа÷а постpоения
оптиìаëüноãо пëана тpаектоpии äвижения кинеìа-
ти÷ески избыто÷ноãо ìанипуëятоpа в пpоизвоëü-
ной внеøней сpеäе с неизвестныì pаспоëожениеì
пpепятствий в кинеìати÷ескоì pежиìе.

Постановка задачи

ПP — это ìноãоìеpный, неëинейный и нестаöио-
наpный объект. Функöиониpование этоãо объекта
осуществëяется на основе некотоpоãо äопустиìоãо
упpавëения, уäовëетвоpяþщеãо физическим, гео-
метpическим, кинематическим, сенсоpным и инфоp-
мационным огpаничениям.

Внеøняя сpеäа ìожет бытü без пpепятствий,
с ÷асти÷но известныì pаспоëожениеì пpепятствий
и с неизвестныì pаспоëожениеì пpепятствий.
Постpоение пëана тpаектоpии буäет выпоëнятüся
в пpеäпоëожении, ÷то инфоpìаöия о пpепятствиях,
нахоäящихся во внеøней сpеäе, апpиоpи неизвест-
на систеìе упpавëения ПP и аëãоpитìу постpоения
пëана тpаектоpии. В соответствии с этиì, аëãоpитì
постpоения пëана тpаектоpии обеспе÷ивает обсëе-
äование внеøней сpеäы, ÷то позвоëяет попоëнитü
инфоpìаöиþ о пpепятствиях. Обсëеäование внеø-
ней сpеäы выпоëняется на основе ìоäеëи внеøней

Пpедлагается алгоpитм, обеспечивающий постpоение
плана тpаектоpии пеpемещения pабочего инстpумента
пpомышленного pобота в сpеде с неизвестным pасположе-
нием пpепятствий. Пpиводятся эвpистические функции,
позволяющие сокpащать объем вычислений пpи постpоении
плана тpаектоpии, оптимального по энеpгозатpатам или
по вpемени пеpехода в целевое состояние. 

Ключевые слова: пpомышленный pобот, планиpование
тpаектоpии.

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Pоссий-
скоãо фонäа фунäаìентаëüных иссëеäований (коä пpоекта
09-07-99029-p_офи).
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сpеäы и ìоäеëи ìанипуëятоpа. Пpи анаëизе внеø-
ней сpеäы испоëüзуется тактиëüная инфоpìаöия,
поступаþщая от ìоäеëи ПP. Все стоëкновения ìо-
äеëи с внеøниìи объектаìи фиксиpуþтся и выäа-
þтся соответствуþщие сообщения. Это возìожно,
есëи все объекты внеøней сpеäы, вкëþ÷ая ПP, буäут
пpеäставëены объеìныìи ìоäеëяìи. Пpиìенение
объеìных ìоäеëей äëя ПP позвоëяет поëу÷итü бо-
ëее то÷нуþ инфоpìаöиþ, в отëи÷ие от испоëüзо-
вания упpощенной ìоäеëи, в котоpой звенüя ПP
пpеäставëены отpезкаìи пpяìых ëиний.

Постpоение плана тpаектоpии
в условиях неполной инфоpмации о внешней сpеде

Испоëнитеëüные ìеханизìы ПP, как пpавиëо,
стpоятся из кинеìати÷еских паp 5-ãо поpяäка [7].
В сëу÷ае испоëüзования кинеìати÷еских узëов с
боëüøиì ÷исëоì поäвижности такие узëы всеãäа
ìожно пpеäставитü посëеäоватеëüностüþ кинеìа-
ти÷еских узëов 5-ãо поpяäка.

Относитеëüное сìещение звенüев в i-й кинеìа-
ти÷еской паpе буäеì обозна÷атü обобщенной пе-
pеìенной qi. Дëя кажäой кинеìати÷еской паpы qi
изìеняется от qimin äо qimax. Дëя постpоения пëана

тpаектоpии буäеì с÷итатü, ÷то qi пpиниìает фикси-

pованные зна÷ения  (k = 1, 2, ..., mi) из заäанноãо

äиапазона возìожных зна÷ений  ∈ [qimin, qimax].

Такиì обpазоì, ìанипуëятоp, состоящий из n звенü-
ев, буäет иìетü m1m2...mn состояний. Пеpехоä из

оäноãо состояния в äpуãое выпоëняется путеì из-
ìенения зна÷ения оäной иëи нескоëüких обоб-
щенных пеpеìенных. Пеpехоä в сосеäние поëоже-
ния выпоëняется путеì изìенения обобщенных
пеpеìенных не боëее, ÷еì на оäин øаã.

Кажäое поøаãовое пеpеìещение pабо÷еãо оpãана
из на÷аëüноãо состояния в öеëевое анаëизиpуется
на отсутствие соуäаpений как ìежäу звенüяìи ìе-
ханизìа, так и с пpепятствияìи [8, 9].

Движение ìанипуëятоpа к наìе÷енной öеëи
стpоится как посëеäоватеëüная сìена состояний
ìанипуëятоpа. Посëеäоватеëüностü состояний, ко-
тоpые пpиниìает ПP, пpи пеpехоäе из на÷аëüноãо
состояния в коне÷ное, в коне÷ноì итоãе опpеäеëя-
ет эффективностü тpаектоpии пеpеìещения pабо-
÷еãо оpãана ìанипуëятоpа.

Пеpехоä ПP из оäноãо состояния в äpуãое ìожно
описатü с поìощüþ ãpафа G = (S, P, W), ãäе S —
ìножество состояний ПP; P — ìножество связей
ìежäу состоянияìи ПP; W — весовой коэффиöиент,
опpеäеëяþщий стоиìостü сìены состояний ПP.
Опpеäеëиì стоиìостü сìены состояний ПP как pа-
боту, выпоëняеìуþ пpи пеpехоäе ПP из (j – 1)-ãо
состояния в j-е состояние. Такиì обpазоì, выпоë-
няя поиск по ãpафу, ìожно найти посëеäоватеëü-

ностü сìены состояний от на÷аëüноãо состояния
ПP äо öеëевоãо, котоpая позвоëит выпоëнитü за-
пëаниpованное пеpеìещение пpи ìиниìаëüной
выпоëненной pаботе. Дëя pеаëизаöии необхоäиìо:

� явно постpоитü ãpаф пеpехоäов;

� осуществитü пеpебоp всех возìожных путей,
иäущих из на÷аëüноãо состояния, в öеëях поиска
оптиìаëüноãо.

Дëя тоãо ÷тобы избежатü поëноãо пеpебоpа всех
путей ãpафа и пpи этоì постpоитü пëан тpаектоpии,
оптиìаëüный по затpатаì, ввеäеì в употpебëение
эвpисти÷ескуþ инфоpìаöиþ [10]. Испоëüзование
эвpисти÷еской инфоpìаöии обы÷но связано с упот-
pебëениеì оöено÷ной функöии. Оöено÷ная функ-
öия äоëжна обеспе÷иватü возìожностü pанжиpо-
вания веpøин с теì, ÷тобы выäеëитü ту веpøину,
котоpая с наибоëüøей веpоятностüþ нахоäится на
ëу÷øеì пути к öеëи. Кажäое состояние ПP буäеì

оöениватü функöией (i) = (i) + (i), ãäе (i) —

оöенка затpат, котоpые потpебуется выпоëнитü
пpи пеpехоäе из на÷аëüноãо состояния в i-е состоя-

ние; (i) — оöенка затpат, котоpые пpеäстоит вы-

поëнитü пpи пеpехоäе из i-ãо состояния в коне÷ное.

Наëи÷ие избыто÷ных степеней поäвижности ис-
поëнитеëüноãо ìеханизìа позвоëяет опpеäеëитü за-
кон äвижения ПP такиì обpазоì, ÷тобы äвижение
быëо оптиìаëüныì в некотоpоì сìысëе. В pассìат-
pиваеìоì аëãоpитìе нахожäение оптиìаëüной
тpаектоpии обеспе÷ивается эвpисти÷ескиìи оöен-
каìи состояния ПP, котоpые позвоëяþт постpоитü
тpаектоpии по pазëи÷ныì кpитеpияì оптиìаëüно-
сти: ìиниìуìу выпоëненной pаботы, ìиниìуìу
пpойäенноãо pабо÷иì инстpуìентоì пути, ìини-
ìуìу вpеìени, затpа÷енноãо на пеpеìещение.

Pассìотpиì постpоение эвpисти÷еской оöенки
состояния ПP, обеспе÷иваþщей ìиниìуì выпоë-
ненной pаботы пpи пеpеìещении pабо÷еãо оpãана.

В этоì сëу÷ае (i) буäет оöенкой pаботы, котоpуþ

потpебуется выпоëнитü пpи пеpехоäе из на÷аëüно-

ãо состояния в i-е состояние, а (i) буäет оöенкой

pаботы, котоpуþ пpеäстоит выпоëнитü пpи пеpехо-
äе из i-ãо состояния в коне÷ное. Pабота, котоpая
буäет выпоëнена пpи пеpехоäе из на÷аëüноãо состоя-
ния в i-e состояние, ìожно оöенитü по фоpìуëе

(i) = A(i – 1) + A(i – 1, i),

ãäе A(i – 1) — pабота, выпоëненная пpи пеpехоäе
из на÷аëüноãо состояния в (i – 1)-е состояние;
A(i – 1, i) — pабота, выпоëняеìая пpи пеpехоäе из
(i – 1)-ãо состояния в i-е состояние. Pаботу, кото-
pуþ пpеäстоит выпоëнитü пpи пеpехоäе из i-ãо в ко-
не÷ное состояние, ìожно оöенитü по фоpìуëе

(i) = Amin(i) + δ(i),

qi
k( )

qi
k( )

f

)

g ) h

)

g )

h
)

g )

h

)

g )

h

)



Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009 27

ãäе Amin(i) — ìиниìаëüная pабота, котоpуþ потpе-
буется выпоëнитü пpи пеpехоäе из (i – 1)-ãо состоя-
ния в öеëевое поëожение; δ(i) = ∞, есëи i-е состояние
явëяется запpещенныì, и δ(i) = 0 в пpотивноì сëу-
÷ае. Состояние явëяется запpещенныì, есëи пpи
пеpехоäе в это состояние возникает соуäаpение
звенüев ìанипуëятоpа ìежäу собой иëи с объекта-
ìи внеøней сpеäы ПP, иëи состояние не ìожет
бытü äостиãнуто в сиëу оãpани÷ений на пеpеìеще-
ния в кинеìати÷еских паpах испоëнитеëüноãо ìеха-
низìа, т. е. пеpехоä в это состояние связан с беско-
не÷ной pаботой. Такиì обpазоì, оöено÷ная функ-
öия пpиìет виä 

(i) = A(i – 1) + A(i – 1, i) + Amin(i) + δ(i), (1)

ãäе A(i – 1) — pабота, выпоëняеìая пpи пеpехоäе из
на÷аëüноãо состояния в (n – 1)-е. Pабота, выпоë-
няеìая пpи пеpехоäе из (i – 1)-ãо в i-e состояние
A(i – 1, i) оöенивается как

A(i – 1, i) = Ak(i – 1, i),

ãäе Ak(i – 1, i) — pабота, выпоëняеìая k-ì пpивоäоì

пpи пеpехоäе из (i – 1)-ãо в n-е состояние; m — ÷исëо
пpивоäов испоëнитеëüноãо ìеханизìа ПP. Пpи ëи-
нейноì пеpеìещении в k-ì кинеìати÷ескоì узëе
pабота оöенивается по фоpìуëе Δqk(i)Fk, ãäе Δqk(i) —

пеpеìещение, выпоëненное k-ì пpивоäоì пpи пе-
pехоäе из (i – 1)-ãо в i-e состояние; Fk —сиëа k-ãо

пpивоäа, затpа÷иваеìая на еäиниöу пеpеìещения.
Пpи вpащении pабота в k-ì пpивоäе оöенивается по

фоpìуëе Δϕk , ãäе Δϕk — уãоë повоpота в k-ì пpи-

воäе пpи пеpехоäе из (i – 1)-ãо состояния в i-e со-

стояние; Δϕk  — ìоìент сиëы, pазвиваеìый

k-ì пpивоäоì в пëоскости, пеpпенäикуëяpной оси
вpащения.

В ка÷естве оöенки ìиниìаëüной pаботы пpи
пеpехоäе из i-ãо состояния в öеëевое пpиìеì оöе-
но÷нуþ функöиþ в виäе

f(i) = R1(i)Fmin + δ(i),

ãäе R1(i) — pасстояние от pабо÷еãо инстpуìента ПP,
нахоäящеãося в i-ì состоянии, äо öеëевой то÷ки по
пpяìой; Fmin — ìиниìаëüная сиëа, pазвиваеìая
пpивоäаìи ПP на еäиниöу изìеpения; δ(n) = ∞,
есëи i-е состояние явëяется запpещенныì, и δ(n) = 0
в пpотивноì сëу÷ае.

Поëу÷енная оöено÷ная функöия позвоëяет pеа-
ëизоватü эффективный способ нахожäения посëе-
äоватеëüности состояний, обеспе÷иваþщих ìини-
ìаëüнуþ pаботу пpи пеpехоäе из на÷аëüноãо со-
стояния в öеëевое.

Так как никакуþ pаботу по пеpехоäу в на÷аëüное
состояние выпоëнятü не тpебуется, то на÷аëüное

состояние поëу÷ает оöенку, pавнуþ (0). Затеì

оöениì кажäое состояние, в котоpое ìожно пеpей-
ти непосpеäственно из на÷аëüноãо состояния:

(1), (2), ... . По этиì оöенкаì выбиpаеì состоя-

ние с ìиниìаëüной оöенкой: ( j). Дëя выбpанноãо

состояния j стpоится ìножество состояний, в ко-
тоpые ìожно пеpейти непосpеäственно из j-ãо со-
стояния. Кажäое из новых состояний также оöе-
нивается. Выбоp новоãо состояния äеëается из всех
неиспоëüзованных состояний.

Вы÷исëитеëüная сëожностü pассìотpенноãо аë-

ãоpитìа оöенивается веëи÷иной WH , ãäе W —

÷исëо øаãов, выпоëненных аëãоpитìоì äëя äости-
жения öеëевой то÷ки; H — ÷исëо опеpаöий, кото-
pые потpебуется выпоëнитü пpи пpовеpке на со-
уäаpение звенüев ìежäу собой и с пpепятствияìи;
mmax = max(m1, m2, ..., mn); mi — ÷исëо фиксиpо-

ванных поëожений i-ãо кинеìати÷ескоãо узëа; n —
÷исëо звенüев ìанипуëятоpа. Дëя сpавнения отìе-
тиì, ÷то аëãоpитì поëноãо пеpебоpа потpебует

пpиìеpно H  опеpаöий. Как виäно, вы÷исëи-

теëüные затpаты pассìотpенноãо аëãоpитìа оöени-
ваþтся ìенüøей веëи÷иной, ÷еì аëãоpитì поëноãо
пеpебоpа. 

Pассìотpенный аëãоpитì:

1) обëаäает свойстваìи äостижиìости и унивеp-
саëüности, т. е. еãо ìожно испоëüзоватü в pабо÷их
сpеäах без пpепятствия, с ÷асти÷но известныì pас-
поëожениеì пpепятствий и в сpеäах с неизвестныì
pаспоëожениеì пpепятствий;

2) посëеäоватеëüностü состояний от на÷аëüноãо
к öеëевоìу состояниþ обеспе÷ит ìиниìуì выпоë-
ненной pаботы пpи пеpеìещении ПP;

3) не тpебует äо на÷аëа постpоения пëана тpаек-
тоpии фоpìиpоватü ãpаф всех состояний ПP. Веpøи-
ны ãpафа фоpìиpуþтся по ìеpе необхоäиìости;

4) обеспе÷ивает фоpìиpование новых тpаекто-
pий на основе оöено÷ных функöий.

Анаëоãи÷но ìожно постpоитü оöено÷нуþ функ-
öиþ, обеспе÷иваþщуþ постpоение оптиìаëüной
по вpеìени тpаектоpии пеpеìещения pабо÷еãо оp-
ãана ПP

(i) = T(i) + R1(i)/Vmin + δ(i), (2)

ãäе T(i) — вpеìя, затpа÷иваеìое пpи пеpехоäе из
на÷аëüноãо состояния в i-е; R1(i) — pасстояние от
pабо÷еãо инстpуìента ПP äо öеëевой то÷ки из i-ãо
состояния по пpяìой; Vmin — ìиниìаëüная ско-
pостü ëинейноãо пеpеìещения, возникаþщая в ки-
неìати÷еских узëах ПP; δ(i) = ∞, есëи i-е состояние
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явëяется запpещенныì, и δ(i) = 0 в пpотивноì
сëу÷ае.

В pяäе сëу÷аев уäобно испоëüзоватü упpощен-
ные оöено÷ные функöии, котоpые, в своþ о÷еpеäü,
обеспе÷иваþт сокpащение вы÷исëитеëüных затpат,
тpебуеìых пpи пëаниpовании тpаектоpии пеpеìе-
щения pабо÷еãо инстpуìента ПP. Так, оöено÷ная
функöия без у÷ета pаботы буäет иìетü виä

(i) = R(i) + R1(i) + δ(i), (3)

а без у÷ета pаботы и без контpоëя возìожных
стоëкновений с пpепятствияìи 

(i) = R(i) + R1(i). (4)

Зäесü R(i) — pасстояние, пpойäенное äо i-ãо со-
стояния. Посëеäняя оöено÷ная функöия ìожет ис-
поëüзоватüся äëя пpовеäения пpобных pас÷етов.

Так же, как и äëя оöено÷ной функöии (1), pас-
сìотpиì упpощенный ваpиант функöии (4). Оöе-
но÷ная функöия

(i) = T(i) + R1(i)/Vmin (5)

позвоëяет постpоитü боëее быстpый вы÷исëитеëü-
ный аëãоpитì, котоpый ìожно испоëüзоватü пpи
пëаниpовании тpаектоpии во внеøней сpеäе, завеäо-
ìо не иìеþщей пpепятствий иëи äëя пpовеäения оöе-
но÷ных pас÷етов в пpоизвоëüных внеøних сpеäах.

Есëи пpеäпоëожитü, ÷то все звенüя äвижутся
с оäинаковой скоpостüþ, то äëя постpоения пëана
тpаектоpии ìожно воспоëüзоватüся сëеäуþщиì
ваpиантоì оöено÷ной функöии (2):

(i) = T (i) + T1(i) + δ(i), (6)

ãäе T1(i) = R1(i)/V, V = V1 = ... = VN, N — ÷исëо
звенüев ìанипуëятоpа.

Оäной из хаpактеpистик оöено÷ной функöии
явëяется понятие öеëенапpавëенности. Поä коэф-
фиöиентоì öеëенапpавëенности буäеì пониìатü
отноøение äëины пpойäенноãо пути äо öеëи L
к ÷исëу pаскpытых веpøин P. Эта хаpактеpистика
оöенивает отноøение ÷исëа веpøин, котоpые со-
ставëяþт путü от öеëи, к ÷исëу пpоанаëизиpован-
ных веpøин ãpафа пpи постpоении пути. Цеëена-
пpавëенностü пеpебоpа позвоëяет узнатü, в какой
ìеpе пеpебоp иäет в напpавëении öеëи, а не веäется
по нежеëатеëüныì напpавëенияì. Соотноøение L/P
показывает, наскоëüко äеpево, постpоенное в пpо-
öессе пëаниpования тpаектоpии пеpеìещения pа-
бо÷еãо оpãана ПP, вытянуто, а не "кустисто".

Дëя пpовеäения ÷исëенных экспеpиìентов пpе-
обpазуеì оöено÷нуþ функöиþ

(i) = (i) + (i) 

к виäу 

(i) = w (i) + (1 – w) (i),

ãäе w — пpоизвоëüное поëожитеëüное ÷исëо, ìенü-
øее еäиниöы. Коэффиöиент w позвоëяет pеãуëи-
pоватü вкëаä кажäой из äвух ÷астей в оöенку i-й
конфиãуpаöии ПP. Пpи уìенüøении w оöенка пpеä-
стоящих затpат äëя äостижения öеëевой то÷ки буäет
иãpатü пpеобëаäаþщуþ pоëü. Есëи w заäаватü бëиже
к еäиниöе, веäущуþ pоëü пpиобpетает оöенка пpой-
äенноãо пути. В этоì сëу÷ае основное вниìание буäет
уäеëено поиску наиëу÷øеãо pеøения. Оöено÷ная
функöия (1) в этоì сëу÷ае пpиìет виä 

(i) = w A(i – 1) + Δqk(i)Fk  +

+ (1 – w)R1(i)Fmin + δ(i). (7)

Pезуëüтаты ÷исëенных экспеpиìентов по иссëе-
äованиþ коэффиöиента öеëенапpавëенности пpи-
ìенитеëüно к оöено÷ной функöии (7) показаны на
pисунке. Анаëиз pезуëüтатов показывает, ÷то пpи
w < 0,5 зна÷итеëüно снижаþтся вы÷исëитеëüные
затpаты на постpоение пëана тpаектоpии. Повы-
øение эвpисти÷еской сиëы аëãоpитìа за с÷ет от-
каза от постpоения оптиìаëüной тpаектоpии по-
звоëяет зна÷итеëüно снизитü вы÷исëитеëüные за-
тpаты на пëаниpование тpаектоpии пеpеìещения
pабо÷еãо инстpуìента ПP.

Чисëенные экспеpиìенты с оöено÷ной функ-
öией (7) показываþт, ÷то пpи w < 0,5 зна÷итеëüно
снижаþтся вы÷исëитеëüные затpаты на постpое-
ние пëана тpаектоpии.
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Заключение

Пpиìенение сpеäств автоìатизиpованноãо ìо-
äеëиpования позвоëяет оöенитü pазëи÷ные хаpак-
теpистики функöиониpования ПP еще на этапе
пpоектиpования техноëоãи÷еских опеpаöий и анаëи-
зиpоватü pазëи÷ные ваpианты pазìещения техноëо-
ãи÷ескоãо обоpуäования. Pазpаботанные аëãоpитìы
позвоëяþт стpоитü пëаны тpаектоpии пеpеìеще-
ния pабо÷еãо оpãана ПP в пpоизвоëüных внеøних
сpеäах с неизвестныì pаспоëожениеì пpепятст-
вий. Эвpисти÷еские оöенки состояний ПP обеспе-
÷иваþт сокpащение вы÷исëитеëüных затpат пpи
постpоении оптиìаëüных пëанов тpаектоpии пеpе-
ìещения pабо÷еãо оpãана ПP, оптиìаëüных по
энеpãозатpатаì иëи по вpеìени пеpехоäа в öеëевое
состояние в пpоизвоëüных внеøних сpеäах.
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Метод силового обучения 
пpи планиpовании тpаектоpий 
pобота для восстановительной 

медицины

В восстановитеëüной ìеäиöине, связанной с ìа-
нипуëяöияìи на ìяãких тканях и суставах, акту-
аëüной пpобëеìой явëяется äозиpование ìехано-
теpапевти÷ескоãо возäействия [1]. Необхоäиì кон-
тpоëü усиëий, и ÷асто упpавëение своäится к äвуì
заäа÷аì. Пеpвая — заäа÷а сиëовоãо упpавëения —
äости÷ü в заäанной то÷ке необхоäиìоãо усиëия
пpи нажатии на ìяãкуþ тканü иëи оттяãивании
ìяãкой ткани: F → F0, ãäе F и F0 — текущее и заäан-
ное зна÷ения усиëия. Втоpая — заäа÷а позиöионно-

сиëовоãо упpавëения — на заäанной тpаектоpии
выäеpживатü необхоäиìые зна÷ения усиëия взаи-
ìоäействия pуки с ìяãкой тканüþ: X(t) → X0(t) и
F(t) → F0(t). Зäесü X(t) и X0(t) — текущее и заäан-
ное зна÷ение тpаектоpии. Эти заäа÷и pеøает вpа÷
и ìожет автоìати÷ески pеøатü ìанипуëяöионный
pобот. Вpа÷ поëüзуется своиìи пpопpиоöептивны-
ìи и тактиëüныìи ощущенияìи, ÷тобы обеспе÷итü
необхоäиìые усиëия. Заäа÷а pобота —воспpоизве-
сти воспpиятие и äвижения вpа÷а в соответствии
с аëãоpитìаìи позиöионно-сиëовоãо упpавëения.
Поäобные заäа÷и упpавëения встpе÷аþтся в ìаøи-
ностpоитеëüных техноëоãиях: сбоpке вставëениеì,
финиøной обpаботке, сpезании заусенöев. Вопpос
состоит в тоì, ìожно ëи испоëüзоватü известные
аëãоpитìы äëя упpавëения ìанипуëяöияìи на
ìяãких тканях?

Во всех упоìянутых выøе заäа÷ах в ìаøино-
стpоитеëüных техноëоãиях pобот взаиìоäействует
с твеpäыìи теëаìи, испоëüзуя их как связи. Мяãкие
ткани не ìоãут ìоäеëиpоватüся связяìи, так как
сиëüно äефоpìиpуþтся [2]. Дëя них невозìожно
указатü заpанее пpоãpаììнуþ тpаектоpиþ, ÷тобы
поääеpживатü на ней заäанное усиëие. Аксиоìа по-
зиöионно-сиëовоãо упpавëения [3] состоит в тоì,
÷то в неизвестной упpуãо-вязкой сpеäе невозìож-
но на заäанной тpаектоpии X0(t) обеспе÷итü усиëия
F0(t), пpи÷еì F0(t) = f [X0(t)]. Этоãо ìожно äости÷ü
pазäеëениеì упpавëения на сиëовое и позиöионное
по вpеìени иëи по пpивоäаì, т. е. иëи пpиоpитетно

Pассматpивается метод силового обучения, отличный
от общепpинятого позиционного обучения, необходимый
для позиционно-силового упpавления pоботами для манипу-
ляций на мягких тканях. Оцениваются ошибки позицион-
но-силового упpавления в алгоpитмах с использованием си-
лового обучения.

Ключевые слова: силовое обучение, позиционно-силовое
упpавление, восстановительная медицина, мягкие ткани.
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обеспе÷ивая заäаннуþ тpаектоpиþ X(t) → X0(t) иëи
обеспе÷ивая заäанные усиëия F(t) → F0(t) [4].

Дëя упpавëения ìанипуëяöияìи на ìяãких тка-
нях ìожно испоëüзоватü обpаз пpоãpаììноãо äвиже-
ния X1(t) вбëизи X0(t), наìетив pяä то÷ек x1i ∈ X0(t),
в котоpых äостиãается необхоäиìое усиëие F0(t).
В äаëüнейøеì буäеì pассìатpиватü F0(t) как посто-
янное усиëие нажатия на ìяãкуþ тканü в напpав-
ëении, котоpое заäаþт кооpäинаты оpиентаöии
то÷ки x1i. Созäание то÷ек x1i напоìинает пpоöеäуpу
обу÷ения то÷ек в пpоãpаììиpовании позиöионно-
ãо äвижения. Оäнако, есëи пpи обы÷ноì обу÷ении
ãеоìетpи÷еские кооpäинаты то÷ки запоìинаþтся
в ìоìент контакта с твеpäыì теëоì (иëи вбëизи
контакта), то пpи сиëовоì обу÷ении (так еãо назо-
веì) в контакте с ìяãкой тканüþ обpазуется то÷ка
с кооpäинатаìи поëожения (x0, y0, z0), кооpäина-
таìи оpиентаöии (o, a, t) и кооpäинатой усиëия
взаиìоäействия инстpуìента pобота с ìяãкой тка-
нüþ F0. Пpиìеpно так поступает сëепой ìассажист
пеpеä пpоöеäуpой, ощупывая ìяãкие ткани паöи-
ента на отäеëüных у÷астках, изу÷ая pеëüеф и упpу-
ãости теëа.

Даëее то÷ки, поëу÷енные в pезуëüтате обу÷ения
с усиëиеì, ìоãут бытü испоëüзованы в сëеäуþщих
аëãоpитìах.

В пеpвоì аëãоpитìе pасс÷итывается интеpпоëи-
pованная кpивая X1(t), пpохоäящая ÷еpез поëу÷ен-
ные в pезуëüтате обу÷ения то÷ки, котоpая отсëе-
живается позиöионныì pоботоì. В pобототехнике
позиöионная заäа÷а ÷аще pеøается как заäа÷а пëа-
ниpования, напpиìеp, с поìощüþ спëайнов, в обоб-
щенных кооpäинатах q(t):

q(t) = F –1[X(t)].

Спëаниpованная тpаектоpия q(t) отсëеживается
пpивоäаìи pобота. Но эта тpаектоpия отëи÷ается
от той, на котоpой äостиãаþтся заäанные усиëия.
Поэтоìу тоëüко в поëу÷енных в pезуëüтате обу÷ения
то÷ках усиëия ãаpантиpуþтся, но ìежäу то÷каìи
ìоãут сиëüно отëи÷атüся от заäанных.

Дpуãой аëãоpитì позвоëяет испоëüзоватü опpеäе-
ëеннуþ обу÷ениеì тpаектоpиþ как напpавëяþщуþ
пpи постоянноì контpоëе усиëий, ÷то зна÷итеëüно
уìенüøает оøибки сиëовоãо сëежения. Такиì об-
pазоì, оба аëãоpитìа пpеäставëяþтся тpеìя основ-
ныìи бëокаìи: бëокоì сиëовоãо обу÷ения то÷ек,
бëокоì интеpпоëяöии и бëокоì отсëеживания ин-
теpпоëиpованной тpаектоpии.

На pисунке пpеäставëена схеìа систеìы пози-
öионно-сиëовоãо упpавëения пpивоäаìи pобота,
ìанипуëиpуþщеãо на ìяãких тканях, pеаëизуþщая
pассìотpенные аëãоpитìы. 

В ëинейной ìоäеëи пpивоä описывается пеpе-
äато÷ной функöией Φ(p), ìяãкая тканü — коэффи-
öиентоì упpуãости KM, пpопоpöионаëüный pеãу-
ëятоp усиëия — коэффиöиентоì KP.

Систеìа с pазоìкнутой обpатной связüþ по
усиëиþ pеаëизует пеpвый аëãоpитì, и оøибка си-
ëовоãо сëежения систеìы вы÷исëяется как

ε1F (p) = εX(p)Φ(p)KM.

Дëя втоpоãо аëãоpитìа позиöионно-сиëовоãо
упpавëения

ε2F (p) = εX(p) .

Дëя оöенки оøибок сëежения сäеëаеì сëеäуþ-
щие äопущения. В низко÷астотной обëасти у заìк-
нутых сëеäящих позиöионных пpивоäов Φ(p) ≈ 1.
Тоãäа пpи боëüøих зна÷ениях KP

ε1F (t) = εX (t)KM;

ε2F (t) = εX(t)KM .

Такиì обpазоì, пpибëизитеëüно оøибка сиëо-
воãо сëежения ìенüøе оøибки позиöионноãо сëе-
жения в KMKP pаз.

Пpивеäенные выøе аëãоpитìы испоëüзуþтся äëя
позиöионно-сиëовоãо упpавëения в заäа÷ах ìани-
пуëяöий на ìяãких тканях с pоботоì PМ-01 [1].
Пpактика показаëа pаботоспособностü этих аëãо-
pитìов, но в усëовиях заìкнутости опеpаöионной
систеìы ARPS втоpой аëãоpитì сиëовоãо сëеже-
ния пpиìеняëся в оãpани÷енноì ÷исëе заäа÷ —
пpи ìаëых скоpостях äвижения и пpи пëаниpова-
нии тpаектоpии в относитеëüных систеìах кооpäи-
нат. Дëя pоботов с боëее øиpокиìи возìожностя-
ìи упpавëения, напpиìеp, KR5SixxR850, pеаëиза-
öия втоpоãо аëãоpитìа боëее эффективна.

Статья написана пpи поддеpжке гpанта PФФИ
№ 09-08-00261-а.
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Введение

В уpавнениях äинаìики ìноãосвязных ìехани-
÷еских объектов, как пpавиëо, пpисутствуþт пpо-
извеäения обобщенных скоpостей, а также неëи-
нейные функöии кооpäинат äвижения (напpиìеp,
тpиãоноìетpи÷еские). В сиëу этоãо ìноãосвязная
систеìа упpавëения ìехани÷ескиì äвижениеì явëя-
ется существенно неëинейной. (Конкpетный пpи-
ìеp — pазëи÷ноãо типа pоботы с вpащатеëüныìи
кинеìати÷ескиìи паpаìи.)

Из-за сëожности выбоpа ÷астных кpитеpиев син-
теза ìноãосвязных неëинейных систеì pаспpостpа-
нен общий поäхоä как коìпëекс äействий по pазpа-
ботке законов стабиëизаöии заäанных (пpоãpаììных)
äвижений объекта упpавëения, ÷асто иìенуеìых ста-
биëизиpуþщиìи упpавëенияìи [1]. Пpи этоì пеp-
ви÷ныì становится тpебование устой÷ивости пpо-
ãpаììноãо äвижения (пpоãpаììной тpаектоpии).

Оäниì из основных инстpуìентов иссëеäова-
ния устой÷ивости неëинейных систеì явëяется
пpяìой ìетоä Ляпунова. Оäнако зäесü отсутствие
общих pекоìенäаöий выäвиãает высокие тpебова-
ния к искусству иссëеäоватеëя. Из-за этоãо эффек-
тивностü пpиìенения ìетоäа паäает пpи увеëи÷ении
pазìеpности систеìы. Как сëеäствие, не уäается
выйти на инженеpный уpовенü синтеза законов

упpавëения неëинейныìи ìноãокооpäинатныìи
систеìаìи (напpиìеp, в pобототехнике).

В настоящее вpеìя ìожно выäеëитü äве схожие
пëатфоpìы pеøения пpобëеìы. Пеpвая основана
на пpинöипе äекоìпозиöии систеìы [2, 3], втоpая —
на äеöентpаëизаöии кооpäиниpованноãо упpавëе-
ния [4, 5]. И в тоì, и в äpуãоì сëу÷аях pеãуëятоpы
систеìы стpоятся на основе ëокаëüной инфоpìаöии,
но в öеëях äостижения общей öеëи упpавëения.

В äанной статüе пpеäëаãается ìетоä, пpи котоpоì
pеãуëятоpы в систеìе стpоятся на основе ãëобаëü-
ной инфоpìаöии, но поëу÷аеìой пpи ëокаëüноì
анаëизе. Метоä основан на pассìотpении исхоä-
ной "боëüøой" систеìы как коìбинаöии систеì
ìенüøих pазìеpностей, выäеëяеìых из нее. В сиëу
этоãо он обоснованно ìожет называтüся коìбина-
öионныì.

Доказывается утвеpжäение: постpоитü упpавëе-
ние ëаãpанжевой систеìой с n > 2 пеpеìенныìи
состояния ìожно, оãpани÷иваясü пpиìенениеì пpя-
ìоãо ìетоäа Ляпунова äëя систеì всего с двумя пе-
pеìенныìи. Обоснование пpовеäено äëя pежиìа
äинаìи÷ескоãо позиöиониpования систеìы (pежиì
стабиëизаöии заäанноãо непоäвижноãо поëожения).

Постановка задачи

Pассìотpиì кëасс упpавëяеìых ìехани÷еских
систеì с ãоëоноìныìи связяìи с вектоpоì обоб-
щенных кооpäинат y ∈ RnЅ1. Кажäой обобщенной
кооpäинате yi, i = 1, ..., n, сопоставëена обобщен-
ная сиëа Qi, котоpуþ ìожно пpеäставитü в виäе: 

Qi = (y, , t) + (t) + (y) + ( ),

ãäе  — i-я обобщенная сиëа пpивоäа äвижения

систеìы;  — i-я обобщенная внеøняя сиëа;  —

i-я потенöиаëüная обобщенная сиëа;  — i-я äис-

сипативная сиëа; t — вpеìя. (Пpи отсутствии ãи-
pоскопи÷еских сиë этиì äостато÷но поëно описы-
вается "состав" обобщенных сиë систеìы.)

Обобщенные сиëы  стpоятся как нестаöио-
наpные функöии пpостpанства пеpеìенных pаз-
ìеpности 2n в зависиìости от заäанноãо закона
äвижения систеìы, явëяясü ее упpавëяþщиìи воз-
äействияìи (упpавëенияìи).

Неявная фоpìа уpавнений Лаãpанжа 2-ãо pоäа
äинаìики ìехани÷еской систеìы иìеет виä [6]:

Asi  + [i, j; s]xixj = Qs, s = 1, ..., n. (1)

Излагается подход к постpоению закона упpавления
мехатpонной системой со многими пеpеменными состояния
в pежиме стабилизации заданного неподвижного положения.
Подход основан на pассмотpении исходной "большой" систе-
мы с m пеpеменными как комбинации систем с двумя пе-
pеменными, для котоpых на основе модульного пpинципа
единообpазно пpименяется пpямой метод Ляпунова, что
позволяет довести уpовень синтеза системы до инженеp-
ной методики.

Ключевые слова: механическое движение, многосвязная
система, упpавление, устойчивость, функция Ляпунова.
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В ОТРАСЛЕВЫХ МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМАХ

Qi
a

y· Qi
e

Qi
p

Qi
d

y·

Qi
a

Qi
e

Qi
p

Qi
d

Qi
a

 
i 1=

n

∑ x· i  
j 1=

n

∑
i 1=

n

∑



32 Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009

Зäесü xi =  — обобщенные скоpости; Asi = Asi(y) —

коэффиöиенты сиììетpи÷ной ìатpиöы A(y) кваä-
pати÷ной фоpìы кинети÷еской энеpãии K систеìы,

2K = xтA(y)x; [i, j; s] =  — сиì-

воëы Кpистоффеëя 1-ãо pоäа.
Пpиìеì обозна÷ение: es = [0...0 1 0...0] ∈ R1Ѕn —

вектоp-стpока с еäиниöей на s-й позиöии (остаëü-
ные эëеìенты — нуëи). 

Ввоäя ìатpиöу äиссипативных коэффиöиентов
систеìы D(y) ∈ RnЅn, pазpеøиì (1) относитеëüно
пеpеìенных . В pезуëüтате поëу÷иì сëеäуþщие
уpавнения:

(2)

Веëи÷ины Ps(x, y, t) назовеì пpивеäенныìи
упpавëенияìи.

Пpеäставиì Uk = U0k + Uvk, k = 1, ..., n, и пустü
иì соответствуþт пpивеäенные упpавëения P0k, Pvk,
так ÷то Pk = P0k + Pvk.

В сиëу pавенства [i, j; k] = [j, i; k] кажäая ìатpиöа
Zs сиììетpи÷на, поэтоìу уpавнения возìущенноãо
äвижения систеìы (2) в пеpеìенных xv = x – x0,
yv = y – y0; xv, x0, yv, y0 ∈ RnЅ1, ãäе x0 = x0(t),
y0 = y0(t) — пpоãpаììные äвижения, пpеäставиì
в виäе:

 = xv;

 = – Zs(y)xv – 2 Zs(y)x0 + Ls(y)x0 –

– Zs(y)x0 –  + Ls(y)xv + Cs(y) + P0s(x, y, t) + 

Pvs(x, y), s = 1, ..., n. (3)

Зäесü P0s, Pvs, s = 1, ..., n, — соответственно пpи-
веäенные упpавëения в пpоãpаììноì и стабиëизи-
pуþщеì pежиìах (пpоãpаììные и стабиëизиpуþ-
щие пpивеäенные упpавëения). 

Буäеì pассìатpиватü пpоãpаììное äвижение
систеìы, описываеìое сëеäуþщиìи уpавненияìи:

(4)

Пустü заäанное непоäвижное поëожение систеìы
описывается вектоpоì кооpäинат Y0 = const. Выбе-
pеì закон äвижения в пpоãpаììноì pежиìе в виäе

x0(t) = Y0 – y(t). (5)

В саìоì äеëе, в этоì сëу÷ае буäеì иìетü: x0 =
= x – xv =  – xv = Y0 – y, и есëи обеспе÷ена асиì-
птоти÷еская устой÷ивостü тpивиаëüноãо pеøения
xv = 0, то pеøение посëеäнеãо уpавнения стpеìит-
ся, пpи÷еì асиìптоти÷ески, к pеøениþ уpавнения

 + y = Y0, иìеþщеãо поëожение pавновесия
y(∞) = Y0. Есëи äопоëнитеëüно äëя пpоãpаììноãо
pежиìа потpебоватü  = 0, то поëу÷иì выpажения
äëя соответствуþщих этоìу пpивеäенных пpо-
ãpаììных упpавëений:

P0s(x, y, t) = –Cs(y) + 2 Zs(y)(Y0 – y) –

– Ls(y)(Y0 – y) + Zs(y)Y0 – 2 Zs(y)y + yтZs(y)y, (6)

а уpавнения возìущенноãо äвижения систеìы за-
пиøеì в виäе

(7)

Пpи этоì öеëü стабиëизиpуþщих пpивеäенных
упpавëений Pvs(xv, y) — обеспе÷итü асиìптоти÷е-
скуþ устой÷ивостü pеøения xv = 0.

Буäеì äанные упpавëения искатü в виäе поëино-
ìов по степеняì аpãуìентов xvs, s = 1, ..., n. Тоãäа
тpуäоеìкостü вы÷исëения кажäой веëи÷ины Pvs(xv, y)
опpеäеëится (поìиìо степени поëиноìов) набо-
pоì их ненуëевых коэффиöиентов.

Сpеäи них выäеëиì äве ãpуппы. Пеpвая состоит
тоëüко из каких-ëибо коэффиöиентов уpавнений (7),
а втоpая вкëþ÷ает синтезиpуемые паpаìетpы, кото-
pые буäеì называтü свобоäныìи. Свобоäные паpа-
ìетpы ëибо вы÷исëяþтся, ëибо настpаиваþтся,
пpи этоì понятно стpеìëение уìенüøитü их ÷исëо.

Поставиì сëеäуþщуþ заäа÷у. Считая Zs ∈ RnЅn,

Ls ∈ R1Ѕn в (7) огpаниченными, постpоить стабилизи-

pующие пpиведенные упpавления Pvs(xv, y) в классе по-

линомов степени не выше тpетьей, пpи этом исполь-
зовать для каждой величины Pvs(xv, y) не более n + 1

паpаметpов пpи числе свободных паpаметpов не более
двух. (Напоìниì, ÷то ÷исëо тоëüко кваäpати÷ных

÷ëенов уpавнений äинаìики (2) составëяет ).

Пpи pеøении такой заäа÷и пpиìениì сëеäуþ-
щий поäхоä. 

Теоpема о частных системах

Поскоëüку пpи выбоpе пpивеäенных пpоãpаìì-
ных упpавëений в виäе (6) äëя pеøения заäа÷и äи-
наìи÷ескоãо позиöиониpования äостато÷но обес-
пе÷итü асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü pеøения
xv = 0, ввеäеì поëожитеëüно опpеäеëеннуþ фоpìу
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 = xs;

 = –xтZs(y)x + Ls(y)x + Cs(y) + Ps(x, y, t);

Ps(x, y, t) = (y)Uk(x, y, t);

Uk(x, y, t) = (x, y, t) + (t);

Zs = [ ] ∈ RnЅn,  = [i, j; k];

Ls(y) = esA
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s = 1, ..., n;

Qp = colon( , ..., ) ∈ RnЅ1.
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V0(xv) = ||xv ||
2, котоpуþ назовеì ноpìаëüной функ-

öией Ляпунова äëя систеìы (3).
Назовеì k-÷астной 1-ãо поpяäка систеìой (7) сис-

теìу, поëу÷аþщуþся пpи "заìоpаживании" в уpав-
нениях (7) кооpäинаты xvk = 0. Такая систеìа опи-
øется уpавненияìи (äаëее обозна÷ено xvs = ςs):

 = ςs;

 = ςk + Ls;k  + ,

s = 1, ..., k – 1, k + 1, ..., n, (8)

ãäе  = colon(ς1...ςk–1ςk+1...ςn);  — ìатpиöа, по-

ëу÷аеìая из Zs = [ ] вы÷еpкиваниеì k-ãо стоëбöа

и k-й стpоки; Ls; k – стpока, поëу÷аеìая из Ls вы-

÷еpкиваниеì ее эëеìента ;  = Pvs(ς)|(ςk = 0).

Функöиþ V0 äëя систеìы (7) пpи ςk = 0 обозна-
÷иì V0k. Дëя поëу÷енных такиì обpазоì n функ-
öий V0k функöиþ V0 назовеì охватываþщей. 

Спpавеäëива сëеäуþщая теоpема о частных
системах: пусть для каждой системы (8) функция

V0k =  = || ||2 имеет отpицательную пpоизвод-

ную в области Nk(ς): 0 < || || < R0 независимо от y

пpи следующем пpиведенном стабилизиpующем упpав-
лении в (7):

Pvs = – (ps ςs + )  – qsςs, s = 1, ..., n, (9)

для всех ps ∈ ( , ∞), qs ∈ ( , ∞), где ,  > 0 —

некотоpые постоянные. Тогда существуют такие

∞ > ps0 l , ∞ > qs0 l , что пpи каждом ps > ps0,

qs > qs0, s = 1, ..., n, тpивиальное pешение системы (7)

асимптотически устойчиво в n-меpном шаpе ||ς || < R0.

Доказатеëüство äанноãо утвеpжäения пpивеäе-
но в Пpиëожении. 

Комбинационный метод

Сäеëаеì обобщение. Анаëоãи÷но понятиþ k-÷а-
стной систеìы ввеäеì в общеì сëу÷ае понятие
(k1, ..., kh)-÷астной систеìы, поëу÷аþщейся "заìо-

pаживаниеì" кооpäинат  = 0, ...,  = 0 в уpав-

нениях (7). Обозна÷ив пеpестановку {k1, ..., kh} ÷еpез

{h}, буäеì такуþ систеìу называтü ÷астной h-по-
pяäка систеìой (7). Обозна÷иì также пеpестановку
{r1, ..., rH}, äопоëняþщуþ {h} äо {1, 2, ..., n}, ÷еpез

{H}, так ÷то H = n – h.
Уpавнения кажäой ÷астной систеìы h-поpяäка

иìеþт функöионаëüно анаëоãи÷ный (7) виä:

 = ςs;

 = Y{h}ς{H} + L{h}s ς{H} + ,

ãäе ς{H} = colon( , ..., ), s ∈ {H}; Y{h} =  —

ìатpиöа, поëу÷аеìая из Zs вы÷еpкиваниеì соответ-

ствуþщих стpок и стоëбöов; L{h}s — стpока, поëу-

÷аеìая из L{h–1)s вы÷еpкиваниеì ее эëеìента . 

Но тоãäа, pассìатpивая äëя ÷астных систеì h-
и (h + 1)-поpяäков фоpìы

V0{h} = V0(  = ... =  = 0);

V0{h+1} = V0(  = ... =  =  = 0)

в виäе: V0{h+1} = V0{h}/  = 0, т. е. pассìатpивая

{h + 1}-÷астнуþ систеìу как kh + 1-÷астнуþ систеìу

от {h}-÷астной систеìы (7), ìожно pаспpостpанитü
утвеpжäение äанной теоpеìы на сëу÷ай ÷астных
систеì h- и (h + 1)-поpяäков.

Допустиì тепеpü, ÷то в кëассе пpивеäенноãо
упpавëения (9) äëя кажäой из ÷астных систеì (7)
поpяäка n – 2, пpеäставëяþщих собой все äвусвяз-
ные систеìы, котоpые ìожно выäеëитü из состава
исхоäной n-связной систеìы, существуþт ноpìаëü-
ные функöии Ляпунова V0 j, j ∈ [1, ], иìеþщие
независиìо от y отpиöатеëüные пpоизвоäные в не-
котоpой обëасти N(ς): 0 < ||ς || < R0. Тоãäа в сиëу äо-
казанной теоpеìы существуþт охватываþщие V0 j

функöии Ляпунова виäа V0k = V0{n–3}, j ∈ [1, ].
В pезуëüтате анаëоãи÷ных pассужäений поëу÷аеì,
÷то существуþт функöии V0s = V0{n–4}, s ∈ [1, ]
и т. ä. В итоãе иìееì, ÷то ноpìаëüная функöия Ля-
пунова существует в указанной обëасти äëя исхоä-
ной систеìы (7).

Такиì обpазоì, установëено, ÷то пpивеäенные
упpавëения (9) обеспе÷ат устой÷ивостü тpивиаëüно-
ãо pеøения систеìы (7) по пеpеìенной ς ∈ RnЅ1,
есëи они обеспе÷иваþт существование ноpìаëüных
функöий Ляпунова, иìеþщих отpиöатеëüно опpе-
äеëеннуþ пpоизвоäнуþ, äëя кажäой из äвусвязных
систеì в составе исхоäной систеìы (7) в обëасти
N(ς): 0 < ||ς || < R0, пpи÷еì независиìо от y. Покажеì,
÷то äанные упpавëения pеøаþт такуþ заäа÷у.

Уpавнения возìущенноãо äвижения äвусвязной
систеìы с пеpеìенныìи состояния ςi, ςj в кëассе
пpивеäенноãо упpавëения (9) иìеþт виä:

(10)

Коэффиöиенты этих уpавнений естü функöии y.
Функöии Pi, j пpи этоì в сиëу (9) выpажаþтся

зависиìостяìи:

(11)

y·s

ς· s ς
k

т
Zs

k
ς
k

Pvs
k

ς
k

Zs
k

zij
s

lk
s

Pvs
k

i k≠
∑ ς

i

2
ς
k

ς
k

 
i s≠
∑ zii

s
ς
i

2

ps* qs* ps* qs*

ps* qs*

ςk
1

ςk
h

y·s

ς· s ς H{ }
т

Ps
h{ }

ςr
1

ςr
H

Zs

k
1
… k

h
, ,

lk
h

s

ςk
1

ςk
h

ςk
1

ςk
h

ςk
h 1+

ςk
h 1+

Cn
2

Cn
3

Cn
4

 = ςi + ςj + αii  + αijςiςj + αjj  + Pi(ςi, ςj);

 = ςi + ςj + βii  + βijςiςj + βjj  + Pj(ςi, ςj).

ς· i li
i

lj
i

ς
i

2
ςj
2

ς· j li
j

lj
j

ς
i

2
ςj
2

Pi(ςi, ςj) = –pi ςi  – αjj  – qi ςi;

Pj(ςi, ςj) = –pj ςj  – αii  – qjςj.

ςj
2

ςj
2

ς
i

2
ς
i

2



34 Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009

Поäставëяя (11) в (10), поëу÷иì

(12)

Тоãäа пpоизвоäнуþ ноpìаëüной функöии Ляпу-
нова äëя систеìы (10) ìожно записатü в виäе

(ςi, ςj) = –Ai  + lςiςj – Aj ,

ãäе Ai = pi  – αijςj – αiiςi + , Aj = pj  – βijςi –

– βjjςj + , l =  + . 

По кpитеpиþ Сиëüвестpа äëя отpиöатеëüной
опpеäеëенности (ςi, ςj) äостато÷но выпоëнения
систеìы неpавенств:

Ai > 0, Aj > 0, AiAj –  > 0. (13)

В сиëу оãpани÷енности веëи÷ин Zs, Ls в уpавне-

ниях (7) существуþт ìаксиìаëüные зна÷ения ìо-

äуëей коэффиöиентов αii, αij, βii, βij, , , , . 

Нетpуäно виäетü, ÷то тоãäа неpавенства (13)
иìеþт сëеäуþщие pеøения:

(14)

независиìые от y.

Отсюда следует, что настpойка пpивода движения
может быть пpоведена в стpуктуpах комбиниpуемых
двусвязных систем в составе исходной многосвязной
системы, а сам алгоpитм настpойки заключается
только в независимом увеличении свободных паpа-
метpов упpавления. 

В этоì закëþ÷ается сутü pассìатpиваеìоãо зäесü
коìбинаöионноãо ìетоäа. 

Выводы

1. Устой÷ивостü тpивиаëüноãо pеøения систе-
ìы (7) äостиãается в кëассе пpивеäенноãо упpавëе-
ния (9), пpи котоpоì пpовоäится коppекöия тоëüко
öентpаëüных ÷ëенов уpавнений äинаìики в явной
фоpìе (2), а настpойка в кажäоì из сепаpатных ка-
наëов зависит ëиøü от äвух свобоäных паpаìетpов.

2. Возìожные pас÷етные фоpìуëы паpаìетpов
пpивоäа систеìы сëеäуþщие:

qi > [R0(|αij |max + |αii|max) + 1 +  + | |max]; 

pi > , i, j = 1, ..., n.

3. Выиãpыø в äействиях пpи синтезе паpаìет-
pов упpавëения ìноãокооpäинатной систеìы объ-
ясняется возìожностüþ настpаиватü на основе ìо-
äуëüноãо пpинöипа ìоäеëü двусвязного пpивоäа
(напpиìеp, в ãpафи÷ескоì пакете Simulink сpеäы
ìоäеëиpования Matlab), в тоì ÷исëе пpи у÷ете спе-
öифики конкpетных äвиãатеëей испоëнитеëüной
систеìы. Это явëяется сеpüезной основой äëя pаз-
pаботки автоìатизиpованноãо ìетоäа синтеза сис-
теìы упpавëения в öеëоì.

Пpиложение

Доказательство теоpемы

Фоpìа V0 хаpактеpизует систеìу (7), а V0k —
систеìу (8), пpи этоì спpавеäëиво функциональное
pавенство

V0k(ς1, ..., ςk–1, ςk+1, ..., ςn)  V0(ς)|ςk = 0.

Запиøеì выpажение поëной пpоизвоäной по
вpеìени функöии V0k:

 =  = 2 , (П0)

ãäе  — пpоизвоäные пеpеìенных состояния сис-
теìы в пpоöессе, описываеìоì уpавненияìи (8).

Сpавнивая (7) и (8) пpи оäноì и тоì же зна÷е-
нии y, поëу÷аеì:

   – 2 ςiςk –  – ςk – , (П1)

ãäе   Pvs – .

Поäставëяя (П1) в (П0), иìееì:

   – 2ςk ςi –

–  – ςk  –  =

=  – (Gsk + ), (П2)

ãäе Gsk = ςk(2 ςi + ςk + ) = ςk .

Пpибавиì к ëевой и пpавой ÷астяì (П2) функ-

öиþ . Тоãäа

 +    – (Gsk + ). (П3)

 = ςj + αii  + αijςiςj – pi ςi  – ςi,

 = qi – ;

 = ςi + βjj  + βijςixj – pj ςj – ςj,

 = qj – .
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Пpосуììиpуеì (П3) по k, у÷итывая, ÷то по усëо-

виþ теоpеìы выпоëняется усëовие:  = –ps  –

– . Поëу÷иì:

  (n – 1)  + ℑk,

ãäе ℑk = ps – ς
k

ς
s

; = – ς
k
 =

= 2 ςi + .

Поскоëüку  от ςk уже не зависит, поëу÷аеì,

÷то ìиниìуì по ςk веëи÷ины ℑk составит:

minℑk = – . Но всëеäствие неpавенст-

ва Коøи-Буняковскоãо [7] выпоëняется усëовие

( ςs )2 m ( |ςs || |)2 m

m | |( | | ) < 4 ps ,

есëи

ps > | | | |. (П4)

Сëеäоватеëüно, пpи выпоëнении (П4)

|minℑk | < 1. (П5)

Запиøеì выpажение  пpи некотоpоì k:

 = ςs(  – ) +

+ ςsLs; k  – (ps  + qs )

и пpовеäеì сpавнение: | | ∧ |minℑk |.

Дëя этоãо pассìотpиì скаëяpнуþ функöиþ

Φ( ) = ϕ( ) – ηg(ςk) в спëоøной обëасти Nk(ς):

0 < || || < R, в котоpой ϕ( ) — оãpани÷енная, а g( ) —

поëожитеëüно-опpеäеëенная по ςk функöии. Пpи

ëþбоì 1 < δ < ∞ ìожно выбpатü такое η* > 0,
÷то везäе в Nk(ς) пpи η > η* буäет выпоëнятüся:

ϕ( ) – ηg ( ) < –δ. Действитеëüно, äëя этоãо äос-

тато÷но выбpатü:

max 0,  < η* < ∞. (П6)

Можеì поëожитü:

ϕ( ) = (  – ) + Ls;k ;

g(ςk) = (  + ).

В этоì сëу÷ае pеøение (П6) существует везäе
в Nk(ς). Выбиpая

ps =  > max | | | |, η*, ,

qs > max( , η*), (П7)

поëу÷иì с у÷етоì (П5)

| | > |minℑk |, ∀  ∈ Nk(ς). (П8)

Отсþäа, поскоëüку  < 0 везäе в Nk(ς), поëу-

÷аеì функöиþ  – ℑk знакоотpиöатеëüной пpи

||ςk|| < R0. Сëеäоватеëüно, выбиpая окон÷атеëüно 

ps = ; s, k = 1, ..., n; k ≠ s, 

в сиëу функöионаëüноãо pавенства 

 – ℑk   (n – 1) (П9)

поëу÷аеì  знакоотpиöатеëüной в n-ìеpноì øаpе
||ς || < R0, пpи÷еì независиìо от y.

Отсþäа, по теоpеìе Ляпунова об асиìптоти÷е-
ской устой÷ивости тpивиаëüное pеøение (7) в об-
ëасти ||ς || < R0 на ëþбой тpаектоpии y(t) явëяется
асиìптоти÷ески устой÷ивыì [8]. Теоpеìа äоказана.
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Фоpмиpование кpитеpия 
оптимальности в задачах 

синтеза pегулятоpов состояния 
электpомеханических систем

Введение

Пеpспективныì напpавëениеì повыøения ка-
÷ества упpавëения совpеìенныìи эëектpоìехани-
÷ескиìи систеìаìи (ЭМС) явëяется пpиìенение
упpавëяþщих устpойств повыøенной сëожности
в виäе pеãуëятоpов состояния (PС) pазëи÷ноãо ти-
па — как безынеpöионных, так и äинаìи÷еских [1, 2].
Наибоëее унивеpсаëüныìи и сëожныìи PС оказы-
ваþтся äинаìи÷еские поëиноìиаëüные pеãуëятоpы
(ПP), фоpìиpуþщие упpавëяþщее возäействие по
выхоäной кооpäинате объекта и ее пpоизвоäныì и
соäеpжащие наибоëüøее ÷исëо настpаиваеìых па-
pаìетpов.

Обы÷но пpоöеäуpы синтеза PС, в тоì ÷исëе по-
ëиноìиаëüных, выпоëняþтся в äва этапа, пpеäпо-
ëаãаþщих фоpìиpование стpуктуpы и опpеäеëение
паpаìетpов pеãуëятоpа. Стpуктуpный синтез явëяется
твоp÷ескиì, тpуäнофоpìаëизуеìыì этапоì в сиëу
боëüøоãо ÷исëа вëияþщих фактоpов и pеаëизуется
пpеиìущественно эвpисти÷ескиìи ìетоäаìи. Паpа-
ìетpи÷еский синтез в pаìках выбpанной стpуктуpы
PС явëяется боëее конкpетизиpованныì и выпоë-
няется анаëити÷ескиìи иëи ÷исëенныìи ìетоäа-
ìи, pеаëизуеìыìи на ЭВМ. Пpи этоì ìоãут ис-
поëüзоватüся ìетоäы синтеза по заäанныì показа-
теëяì ка÷ества (обы÷но — ìоäаëüное упpавëение)
[3, 4] иëи поисковые ìетоäы паpаìетpи÷еской оп-
тиìизаöии на основе выбpанноãо кpитеpия (опти-
ìаëüное упpавëение) [3, 5].

Пpиìенитеëüно к ПP стpуктуpный синтез [2] ос-
новывается на фоpìиpовании исхоäной ìоäеëи ëи-
неаpизованноãо объекта упpавëения (ОУ) в виäе
пеpеäато÷ной функöии (ПФ)

HОУ(s) =  = , (1)

ãäе B(s) — поëиноì возäействия степени m; A(s) —
хаpактеpисти÷еский поëиноì степени n; s — коì-
пëексная пеpеìенная Лапëаса. Стpуктуpный синтез
состоит в опpеäеëении степеней поëиноìов ÷ис-
ëитеëя R(s) и знаìенатеëя C(s) искоìой ПФ ана-
ëоãовоãо пpототипа pеãуëятоpа виäа

HПP(s) =  = , (2)

ãäе v — заäанная степенü астатизìа систеìы; l —
степенü, опpеäеëяþщая äопоëнитеëüные фиëüтpуþ-
щие свойства ПP.

Паpаìетpи÷еский синтез ПP выпоëняется обы÷-
но ìетоäаìи ìоäаëüноãо упpавëения (МУ) [3, 4] и
состоит в pас÷ете паpаìетpов анаëоãовоãо пpото-
типа pеãуëятоpа путеì pеøения поëиноìиаëüноãо
уpавнения синтеза

A(s)C(s) + B(s)R(s) = Aж(s), (3)

ãäе Aж(s) — жеëаеìый хаpактеpисти÷еский поëиноì,
отpажаþщий (в опpеäеëенной степени) тpебуеìое
ка÷ество упpавëения.

Поëу÷ение öифpовой фоpìы pеãуëятоpа ìожет
осуществëятüся ëибо поäстановкой в ПФ (2) так
называеìых z-фоpì [6], соответствуþщих той иëи
иной схеìе ÷исëенноãо интеãpиpования, ëибо изна-
÷аëüныì выпоëнениеì всех пpоöеäуp синтеза в по-
ëиноìиаëüных z-фоpìах на основе пpеäваpитеëü-
ной äискpетизаöии ìоäеëи (1) ОУ.

Зна÷ения паpаìетpов PC, поëу÷енные ìетоäоì
МУ, как пpавиëо, не явëяþтся оптиìаëüныìи, по-
скоëüку опpеäеëяþтся на основе упpощенноãо
фоpìиpования тpебований к САУ виäоì поëиноìа
Aж(s), выбиpаеìыì обы÷но из pяäа станäаpтных
(Нüþтона, Бессеëя, Баттеpвоpта и äp.), ÷то суще-
ственно оãpани÷ивает возìожности pазpабот÷иков.

Боëее поëный у÷ет всеãо коìпëекса тpебований,
пpеäъявëяеìых к САУ, и, как сëеäствие, боëее эф-
фективное pеøение заäа÷и синтеза позвоëяþт обес-
пе÷итü поисковые ìетоäы паpаìетpи÷еской оптиìи-
заöии pеãуëятоpов. Оäнако они ìоãут и не пpивести
к pеøениþ поставëенной заäа÷и пpи ее некоppект-
ной постановке (фоpìаëизаöии) иëи неуäа÷ной
оpãанизаöии пpоöеäуpы поиска оптиìаëüноãо pе-
øения.

Важнейøиì этапоì паpаìетpи÷еской оптиìи-
заöии, в зна÷итеëüной ìеpе опpеäеëяþщиì успех
всей поисковой пpоöеäуpы, явëяется фоpìиpова-
ние эффективноãо кpитеpия оптиìаëüности, кото-
pый не тоëüко всестоpонне отpажает жеëаеìый ко-

Pассматpивается пpоблема фоpмиpования кpитеpия
оптимальности в задачах паpаметpического синтеза pегу-
лятоpов состояний электpомеханических систем (ЭМС).
Пpедлагается пpименение комплексного кpитеpия опти-
мальности, содеpжащего показатели точности и быстpо-
действия, а также паpаметpической гpубости системы и
энеpгетических затpат на упpавление, ноpмиpованные по
шкале Хаppингтона. На пpимеpе синтеза двухмассовой ЭМС
с полиномиальным pегулятоpом показано, что пpедлагае-
мый подход позволяет эффективно pешать задачи паpа-
метpической оптимизации систем упpавления.

Ключевые слова: электpомеханическая система, pегу-
лятоp состояния, полиномиальный pегулятоp, кpитеpий
оптимальности, показатели качества системы упpавления,
паpаметpическая гpубость.
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не÷ный pезуëüтат, но и способствует наäежной
схоäиìости поиска ãëобаëüноãо экстpеìуìа.

В настоящее вpеìя в pеøении заäа÷ оптиìаëü-
ноãо упpавëения øиpокое pаспpостpанение поëу÷и-
ëи косвенные кpитеpии оптиìаëüности, наибоëее
хаpактеpныìи из котоpых явëяþтся кваäpати÷ные
функöионаëы ка÷ества. Оäнако они в боëüøей ìе-
pе оpиентиpованы на обеспе÷ение анаëити÷еской
пpоöеäуpы синтеза и устой÷ивости оптиìизаöион-
ных пpоöеäуp, нежеëи на pеаëüные показатеëи
ка÷ества САУ, понятные пpоектиpовщикаì. Как
сëеäствие, возникает пpобëеìа заäания весовых
коэффиöиентов пpи фоpìиpовании коìпëексноãо
кpитеpия оптиìаëüности, не иìеþщих явных свя-
зей с пpяìыìи показатеëяìи ка÷ества САУ.

В усëовиях повыøения сëожности синтезиpуе-
ìых ЭМС и зна÷итеëüноãо pоста возìожностей со-
вpеìенных вы÷исëитеëüных сpеäств, испоëüзуеìых
как в pас÷етноì pежиìе, так и в упpавëяþщеì pе-
жиìе pеаëüноãо вpеìени, пеpспективныì напpав-
ëениеì паpаìетpи÷еской оптиìизаöии и настpой-
ки систеì ìожно с÷итатü пеpехоä от косвенных
кpитеpиев оптиìаëüности к пpяìыì. Это позвоëяет
сäеëатü акöент искëþ÷итеëüно на ÷исëенных пpо-
öеäуpах поиска экстpеìуìа и оäновpеìенно обес-
пе÷итü боëее поëный коìпpоìисс ìежäу основныìи
техни÷ескиìи тpебованияìи к САУ с у÷етоì спе-
öифи÷еских особенностей систеìы, а также осоз-
нанное упpавëение такиì коìпpоìиссоì со стоpо-
ны пpоектиpовщика.

1. Пpинципы фоpмиpования
кpитеpия оптимальности ЭМС

Дëя паpаìетpи÷еской оптиìизаöии оäноканаëü-
ных САУ с pеãуëятоpаìи "вхоäа—выхоäа" наибоëее
÷асто пpиìеняþт [6, 7] кваäpати÷ный кpитеpий
виäа

J = (h  + g ), (4)

ãäе N = tп/T0; tп — относитеëüное и абсоëþтное вpе-
ìя пеpехоäноãо пpоöесса; T0 — øаã квантования
вpеìени; j — ноìеp отс÷ета; ej = yj – yз — зна÷ения
оøибки упpавëения выхоäной кооpäинатой у отно-
ситеëüно заäанной веëи÷ины yз; uj — зна÷ения
упpавëяþщеãо возäействия на объект; h и g — ве-
совые коэффиöиенты.

Основныì äостоинствоì такоãо кpитеpия явëя-
ется еãо напpавëенностü на äостижение наибоëее
важноãо коìпpоìисса ìежäу pезуëüтатоì упpавëения
и соответствуþщиìи энеpãети÷ескиìи затpатаìи.

Оäнако неопpеäеëенностü в выбоpе весовых ко-
эффиöиентов h, g и неявная связü с пpяìыìи по-
казатеëяìи ка÷ества синтезиpуеìой САУ явëяþтся
существенныìи неäостаткаìи кpитеpия, затpуäняþ-
щиìи еãо пpиìенение.

Искëþ÷итü эти неäостатки пpи систеìноì пpо-
ектиpовании ëинейных PС ìожно путеì пpиìене-
ния обобщенноãо ноpìиpованноãо кpитеpия [8]

 = 1 – , (5)

основанноãо на испоëüзовании пpяìых (ноpìиpо-
ванных) показатеëей быстpоäействия ( ) и то÷-
ности ( ). Пpи этоì в ка÷естве показатеëя быст-
pоäействия q1 зäесü пpиниìается вpеìя наpастания
пеpехоäной хаpактеpистики tн, а в ка÷естве пока-
затеëя то÷ности q2 — сpеäний ìоäуëü относитеëü-
ноãо откëонения выхоäной кооpäинаты за вpеìя
tн < t < tп

 = •100 %, (6)

ãäе T = tн/T0 — относитеëüное вpеìя наpастания.
Ноpìиpование показатеëей ка÷ества осуществëя-
ется с испоëüзованиеì функöии пpеäпо÷титеëüно-
сти Хаppинãтона

 = exp(–exp(–zi)), (7)

ãäе zi = b0iqi; b0i =  – b1i ; b1i = (  –

– )/(  – ); zi,  — коäиpованное и ноp-

ìиpованное зна÷ения кpитеpия; ,  и ,

 — зна÷ения кpитеpиев, соответствуþщие хо-

pоøеìу и пëохоìу ка÷еству систеìы.

Pазäеëение пеpехоäной хаpактеpистики на äва
у÷астка анаëиза и пpиìенение пpяìых показатеëей
ка÷ества (6), (7) позвоëяþт обеспе÷итü [9] боëее
наãëяäный коìпpоìисс ìежäу быстpоäействиеì и
то÷ностüþ ëинейных САУ в усëовиях вëияния не-
у÷тенных фактоpов в виäе ìаëых постоянных вpе-
ìени ОУ.

Оäнако боëее äетаëüные иссëеäования синтези-
pуеìых ЭМС показываþт, ÷то испоëüзование кpи-
теpия (5) ìожет пpивоäитü к фоpìиpованиþ систеì
с бëизкиìи пеpехоäныìи хаpактеpистикаìи пpи су-
щественно pазëи÷ных паpаìетpах pеãуëятоpа. В ка-
÷естве иëëþстpаöии на pис. 1, а пpивеäены пеpехоä-
ные хаpактеpистики äвухìассовой ЭМС [10] (pис. 2)
с указанныìи в табë. 1 зна÷енияìи паpаìетpов, по-
ëу÷енных äëя äвух существенно pазëи÷ных ПP ви-
äа 2/0 (degR(s) = 2, degC(s) = 0) пpи C(s) = 1 и сëе-
äуþщих зна÷ениях коэффиöиентов поëиноìа R(s):
r0 = 44,8; r1 = 7,5; r2 = 0,66 (кpивая 1) и r0 = 4,43;
r1 = 0,88; r2 = 0,15 (кpивая 2).

Данный пpиìеp наãëяäно показывает, ÷то анаëиз
оäной ëиøü пеpехоäной хаpактеpистики САУ по ее
выхоäной кооpäинате явëяется непоëныì, а пpо-
воäиìая на еãо основе оптиìизаöия, о÷евиäно, не
у÷итывает äpуãих, äостато÷но существенных пока-
затеëей ка÷ества систеìы.
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Как сëеäствие, изоповеpхностü функöионаëа (5)
пpиобpетает виä вытянутой pасøиpяþщейся "тpуб-
ки" (pис. 1, б), ÷то свиäетеëüствует о пëохой обу-
сëовëенности заäа÷и оптиìизаöии. Изìенения па-
pаìетpов PС на повеpхности такой "тpубки" ìаëо
вëияþт на хаpактеp пеpехоäноãо пpоöесса по выхоä-
ной кооpäинате САУ. Оäнако ãëубина отpиöатеëü-
ной обpатной связи пpи этоì существенно ìеня-
ется, ÷то вызывает зна÷итеëüные ваpиаöии таких
физи÷еских свойств систеìы, как pобастностü, по-
ìехоустой÷ивостü, и тpебует pазëи÷ных энеpãети÷е-
ских затpат на упpавëение объектоì. Ваpиант САУ
с боëее ãëубокой обpатной связüþ (r02, r12, ..., rk2)
в сpавнении с ваpиантоì (r01, r11, ..., rk1) иìеет
ìенüøуþ паpаìетpи÷ескуþ ÷увствитеëüностü, ÷то
поäтвеpжäается pасøиpениеì "тpубки" изоповеpх-
ности  = const, но пpеäпоëаãает боëее высокие
зна÷ения упpавëяþщих возäействий на ОУ.

В связи с этиì тpебуется сфоpìиpоватü новый
виä обобщенноãо кpитеpия ка÷ества, котоpый бы
совìещаë äостоинства pассìотpенных выøе кpите-
pиев (4), (5) и искëþ÷аë бы их неäостатки. Дëя этоãо
пpеäëаãается pасøиpитü кpитеpий виäа (5) ввеäе-
ниеì в неãо показатеëей pобастности q3 и энеpãе-
ти÷еских затpат на упpавëение q4, ноpìиpованных
по øкаëе Хаppинãтона. В этоì сëу÷ае обобщенный
кpитеpий оптиìаëüности синтезиpуеìых САУ пpи-
ниìает сëеäуþщий виä: 

 = 1 – . (8)

Показатеëеì pобастности q3 ìожет сëужитü
сpеäний ìоäуëü откëонения пеpехоäной хаpакте-
pистики систеìы пpи ваpиаöии паpаìетpов ОУ от-
носитеëüно pас÷етных зна÷ений за вpеìя пеpехоä-
ноãо пpоöесса

 = •100 %, (9)

ãäе yj,  — зна÷ения выхоä-
ной кооpäинаты пpи pас÷етных
и изìененных паpаìетpах
объекта.

В ка÷естве показатеëя энеp-
ãети÷еских затpат на упpавëе-
ние q4 пpиìенитеëüно к ЭМС
öеëесообpазно пpинятü пико-
вое зна÷ение тока äвиãатеëя
Iamax, котоpое оãpани÷ивается
пеpеãpузо÷ной способностüþ
сиëовой ÷асти систеìы и, как
пpавиëо, опpеäеëяет pазìеpы
ëинейной зоны ее pаботы.

Пpиìенение pасøиpенноãо
кpитеpия (8) позвоëяет обеспе-
÷итü боëее поëный коìпpо-
ìисс ìежäу основныìи техни-
÷ескиìи показатеëяìи ЭМС —

быстpоäействиеì, то÷ностüþ, pобастностüþ, энеp-
ãети÷ескиìи затpатаìи на упpавëение. Пpи этоì
повеpхностü откëика функöионаëа ка÷ества пpи-
обpетает ÷етко выpаженный экстpеìуì, ÷то сниìа-
ет пpобëеìу обусëовëенности заäа÷и оптиìизаöии.

В тех сëу÷аях, коãäа назна÷ение оöенок "хоpо-
øо" — "пëохо" на øкаëе Хаppинãтона äëя ÷астных
показатеëей ка÷ества оказывается затpуäнитеëü-
ныì, сëеäует их уто÷нитü постpоениеì соответст-
вуþщих пpоекöий зоны коìпpоìиссов Паpето,
пpовеäя pеãуëяpное сканиpование всей обëасти зна-
÷ений паpаìетpов pеãуëятоpа.

Хаpактеpной особенностüþ кpитеpиев оптиìаëü-
ности, ноpìиpуеìых по øкаëе Хаppинãтона и ис-
поëüзуеìых äëя оöенки ка÷ества pобастных сис-
теì, явëяется наëи÷ие в обëасти оптиìуìа у÷астка
с ìаëо изìеняþщиìися зна÷енияìи функöионаëа 
(так называеìоãо "пëато оптиìаëüности") [9].

В этих сëу÷аях äëя pеøения заäа÷ оптиìизаöии
öеëесообpазно испоëüзоватü ìетоäы поиска экстpе-
ìуìа, не связанные с вы÷исëениеì ãpаäиентов. Бо-
ëее эффективныì зäесü оказывается пpиìенение
ãенети÷еских аëãоpитìов, основанных на ìоäеëи-
pовании пpоöессов естественноãо отбоpа в живой
пpиpоäе [3].

2. Пpименение кpитеpия оптимальности
для синтеза ЭМС

Пpовеäеì пpоöеäуpу синтеза öифpовоãо ПP äëя
äвухìассовой ЭМС постоянноãо тока (pис. 2) с па-
pаìетpаìи из табë. 1, соответствуþщиìи pеаëüной
эëеìентной базе экспеpиìентаëüноãо стенäа, оpи-
ентиpуясü на тpебования быстpоäействия поpяäка
0,5 с, ìиниìаëüноãо пеpеpеãуëиpования по выхоä-

q

qm qi
i 1=

4

∏
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 1/4

σR
1
N
---  

j T=

N

∑
yj yj*–

yj
-------------

yj*

q

Табëиöа 1

KI, 

А/В
TI, с C, Вб

J1, 

кã•ì2

J2, 

кã•ì2

C12, 

Н•ì/раä

KД, 

Н•ì/раä

1 0,007 0,16 0,015 0,05 0,65 0,01

Pис. 1. Пеpеходные хаpактеpистики ЭМС с pазличными паpаметpами ПP (а) и вид изопо-
веpхности кpитеpия оптимальности  (б)q
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ной кооpäинате Ω2, низкой ÷увствитеëüности к ва-
pиаöияì паpаìетpов ìехани÷еской ÷асти пpи ìак-
сиìаëüноì зна÷ении тока сиëовой öепи Iаmax = 30 А.
Дëя повыøения наãëяäности испоëüзуеì упpощен-
нуþ ìоäеëü систеìы, в котоpой заìкнутый контуp
тока пpеäставëен апеpиоäи÷ескиì звеноì пеpвоãо
поpяäка с паpаìетpаìи KI, TI.

Пpенебpеãая пpи синтезе pеãуëятоpа относи-
теëüно ìаëой постоянной вpеìени контуpа тока
TI = 0,007 с в соответствии с pекоìенäаöияìи из [8],
поëу÷аеì выpажение ПФ объекта в виäе

HОУ(s) =  =  = . (10)

Дëя такоãо ОУ ìожет бытü синтезиpован ìини-
ìизиpованный ваpиант ПP виäа 2/0 с тpеìя на-
стpаиваеìыìи паpаìетpаìи, ÷то обеспе÷ит на-
ãëяäное пpеäставëение в тpехìеpноì пpостpанстве
(r0, r1, r2) изоповеpхностей пpинятоãо функöиона-
ëа ка÷ества.

Дëя исхоäноãо ваpианта настpойки САУ быëо
выбpано станäаpтное pаспpеäеëение коpней ха-
pактеpисти÷ескоãо поëиноìа Бессеëя 3-ãо поpяä-
ка, иìеþщеãо зна÷ение сpеäнеãеоìетpи÷ескоãо
коpня Ω0 = 8,56 pаä/с [9]. Пpи этоì pеøение уpав-
нения синтеза ПP (3) пpивоäит к сëеäуþщиì вы-
pаженияì поëиноìов анаëоãовоãо пpототипа pеãу-
ëятоpа:

R(s) = 0,15s2 + 0,88s + 4,43;

C(s) = 1.

Пеpехоä к öифpовой фоpìе pеãуëятоpа быë вы-
поëнен с испоëüзованиеì поäстановки (z-фоpìы)

Ω2 s( )

U s( )
-----------

b0

s
3

a1s+
-------------- 138,67

s
3

56,33s+
---------------------

Табëиöа 2

Показатеëü i

tн, с 1 0,7 0,25

, % 2 12,0 0,5

, % 3 8,5 0,5

Ia max, А 4 45 10

qi
пë

qi
хор

σy
–

σR
–

Pис. 2. Стpуктуpная схема упpощенной модели двухмассовой ЭМС с цифpовым ПP

Pис. 3. Пpоекции зоны Паpето для основных показателей каче-
ства ЭМС 
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s = (1 – z–1)/T0, т. е. путеì заìены пpоизвоäных
коне÷ныìи pазностяìи соответствуþщих поpяä-
ков, пpи øаãе квантования вpеìени T0 = 0,005 с
соãëасно тpебованияì теоpеìы В. А. Котеëüнико-
ва. В итоãе быëи поëу÷ены сëеäуþщие выpажения
поëиноìов äискpетной ПФ öифpовоãо pеãуëятоpа: 

R(z) = 0,15∇2(z) + 0,88∇(z) + 4,43;

C(z) = 1,

ãäе ∇2(z) = 4,0•104(1 – 2z–1 + z–2), ∇(z) = 2,0•102 Ѕ
Ѕ (1 – z–1) — возвpатные коне÷ные pазности.

В ка÷естве выхоäной кооpäинаты ЭМС пpи
pас÷ете показатеëей быстpоäействия q1 = tн, то÷-

ности q2 =  (6) и pобастности q3 =  (9) быëа

пpинята скоpостü втоpой ìассы Ω2, а энеpãети÷е-

ские затpаты на упpавëение q4 оöениваëисü пико-

выì зна÷ениеì тока якоpной öепи Iamax.

С у÷етоì неопpеäеëенности на÷аëüноãо этапа
оптиìизаöии äëя ноpìиpования ÷астных кpитеpиев
по øкаëе Хаppинãтона быëи постpоены пpоекöии
обëасти Паpето в систеìе кооpäинат (q1, q2, q3, q4)

путеì ìоäеëиpования и анаëиза пpоöессов ЭМС
пpи ваpиаöии паpаìетpов ПP в опpеäеëенноì äиа-
пазоне (pис. 3). Уpовни "хоpоøо"—"пëохо" äëя ка-
жäоãо показатеëя ка÷ества опpеäеëяëисü по со-
ответствуþщиì пpоекöияì ãpаниö обëасти Паpето.

Поëу÷енные такиì обpазоì зна÷ения оöенок ,

 пpивеäены в табë. 2.

Дëя пpовеäения иссëеäования быëа pазpабота-
на пpоãpаììа (сöенаpий вы÷исëитеëüноãо экспеpи-
ìента) на языке коìпëекса MatLab 7.1 и составëе-
на ìоäеëü äвухìассовой ЭМС с ПP в сpеäе
Simulink. Пpоãpаììа обеспе÷ивает pас÷ет зна÷е-
ний кpитеpиев оптиìаëüности (5) и (8) пpи pазëи÷-
ных со÷етаниях паpаìетpов ПP, поëу÷аеìых ìето-
äоì pеãуëяpноãо сканиpования. Pас÷ет ÷астных
показатеëей ка÷ества pеаëизуется в фоpìе S-функ-
öии contr sim, выпоëняеìой на кажäоì øаãе кван-
тования вpеìени.

На pис. 4, а, б пpивеäены пеpехоäные хаpакте-
pистики ЭМС пpи базовой настpойке ПP (r0 = 4,43;
r1 = 0,88; r2 = 0,15), а на pис. 4, в, г — анаëоãи÷ные
хаpактеpистики систеìы с боëее ãëубокой отpиöа-
теëüной обpатной связüþ (r0 = 22,4; r1 = 3,83;
r2 = 0,3). Пpи этоì ãpафики 1 соответствуþт pас-
÷етныì паpаìетpаì ОУ (табë. 1), ãpафики 2 — уве-
ëи÷ениþ ìоìента инеpöии (J2 = 0,1 кã•ì2), а ãpа-
фики 3 — снижениþ коэффиöиента жесткости
(C12 = 0,25 Н/ì pаä) ìехани÷еской ÷асти. Пpи
бëизких показатеëях быстpоäействия и то÷ности
систеìа с усиëенной обpатной связüþ явëяется бо-
ëее pобастной, оäнако пиковое зна÷ение тока сиëо-
вой öепи оказывается äëя нее существенно выøе.

На pис. 5, а, б äëя сpавнения пpивеäены изопо-

веpхности  =  = 0,3 соответствуþщих кpите-

σy σR

qi
пë

qi
хор

q qm

Pис. 4. Пеpеходные хаpактеpистики ЭМС пpи pасчетных паpа-
метpах ПP 2/0 (а, б) и пpи более глубокой отpицательной обpат-
ной связи (в, г) 
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pиев (5), (8). Они наãëяäно показываþт, ÷то пpе-

иìуществоì коìпëексноãо кpитеpия  явëяется

наëи÷ие ÷етко выpаженноãо ìиниìуìа. Это сни-
ìает пpобëеìу обусëовëенности заäа÷и оптиìиза-
öии и позвоëяет пpиìенятü pекуppентные аëãо-
pитìы поиска экстpеìуìа.

Хаpактеpистики систеìы с оптиìаëüныìи зна÷е-
нияìи паpаìетpов ПP (r0 = 7,1; r1 = 1,35; r2 = 0,21),
обеспе÷иваþщие зна÷ение кpитеpия  = 0,28,
пpивеäены на pис. 6, ãäе ãpафики 1 соответствуþт
pас÷етныì паpаìетpаì ОУ, а ãpафики 2, 3 — ука-
занныì выøе ваpиаöияì паpаìетpов J2, C12 ìеха-
ни÷еской ÷асти.

Пpивеäенные pезуëüтаты ìоäеëиpования иë-
ëþстpиpуþт äостижение искоìоãо коìпpоìисса
ìежäу основныìи показатеëяìи ка÷ества САУ,
обусëовëенноãо заäанныìи уpовняìи их оöенок,
пpинятыìи пpоектиpовщикоì пpи ноpìиpовании.

В тех сëу÷аях, коãäа уpовни ноpìиpования пока-
затеëей ка÷ества САУ на на÷аëüной стаäии пpоек-
тиpования известны, напpиìеp, установëены ìето-
äоì экспеpтных оöенок иëи выявëены путеì ана-
ëиза свойств систеìы-пpототипа, котоpые
пpеäпоëаãается уëу÷øитü в новой pазpаботке, не-
обхоäиìостü выпоëнения пpоöеäуpы pеãуëяpноãо
сканиpования пpостpанства паpаìетpов ПP и
пpеäваpитеëüноãо опpеäеëения обëасти Паpето от-
паäает. Дëя äостижения жеëаеìоãо коìпpоìисса
ка÷ества ìоãут бытü испоëüзованы ускоpенные
пpоöеäуpы поисковой паpаìетpи÷еской оптиìи-
заöии, успеøностü выпоëнения котоpых во ìно-
ãоì опpеäеëяется собственныìи свойстваìи пpи-
нятоãо кpитеpия, хаpактеpизуþщиìи еãо эффек-
тивностü.

Дëя иссëеäования эффективности сфоpìиpо-
ванноãо кpитеpия (8) быëа выпоëнена повтоpная
паpаìетpи÷еская оптиìизаöия пpивеäенной выøе
ЭМС с испоëüзованиеì поисковоãо ãенети÷ескоãо

qm

qm

Pис. 5. Изоповеpхности уpовня 0,3 для исходного  (а) и для pасшиpенного  (б) кpитеpиев оптимальностиq q
m

Pис. 6. Пеpеходные хаpактеpистики ЭМС пpи оптимальных
(  = 0,28) паpаметpах ПP 2/0q

m
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аëãоpитìа из состава пpоãpаììноãо коìпëекса
MatLab 7.1 (функöия gatool). Pезуëüтаты оптиìи-
заöии показываþт, ÷то ìиниìаëüное зна÷ение кpи-
теpия  = 0,29 äостиãается за 20...25 покоëений,
кажäое из котоpых состоит из 20 особей, ÷то в со-
вокупности тpебует пpовеäения 400...500 экспеpи-
ìентов. Синтезиpованная такиì обpазоì САУ по
своиì паpаìетpаì и хаpактеpистикаì иäенти÷на
систеìе, поëу÷енной ãоpазäо боëее тpуäоеìкиì
ìетоäоì pеãуëяpноãо сканиpования.

Пpовеäенные иссëеäования показаëи, ÷то äаëü-
нейøее снижение ÷исëа итеpаöий, особенно важ-
ное äëя натуpной оптиìизаöии систеìы на pеаëü-
ноì объекте, ìожет бытü äостиãнуто пpиìенениеì
ìетоäа Дэвиäона — Фëет÷еpа — Пауэëëа и сиì-
пëекс-ìетоäов, оäнако соответствуþщей "пëатой" за
ускоpение настpойки становится завыøенное зна÷е-
ние кpитеpия в коне÷ной то÷ке поиска и возìож-
ностü ее сìещения к ãpаниöе "пëато оптиìаëüности".

В завеpøение pаботы поëный коìпëекс описан-
ных выøе иссëеäований быë выпоëнен äëя ЭМС
с pеãуëятоpаìи äpуãих типов: ПP виäа 2/1, 2/2,
безынеpöионныì PС и совокупностüþ PС с асиìпто-
ти÷ескиì набëþäатеëеì состояния. По анаëоãии
с [9] пpи этоì не тоëüко испоëüзоваëисü pазëи÷-
ные ìетоäы поиска экстpеìуìа, но и у÷итываëосü
вëияние отäеëüных неëинейностей (квантование
сиãнаëов по уpовнþ, pеакöия якоpя äвиãатеëя), яв-
ëяþщихся существенныìи, но не опpеäеëяþщиìи
в äинаìике ОУ.

Поëу÷енные pезуëüтаты позвоëяþт сäеëатü вывоä
о тоì, ÷то испоëüзование коìпëексноãо кpитеpия (8)

в заäа÷ах паpаìетpи÷еской оптиìизаöии ЭМС яв-
ëяется эффективныì и äостато÷но унивеpсаëüныì
сpеäствоì äостижения тpебуеìоãо коìпpоìисса
ìежäу основныìи техни÷ескиìи показатеëяìи САУ
и созäает усëовия äëя осознанноãо упpавëения
этиì коìпpоìиссоì в хоäе пpоектиpования.
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Оптимизация динамики 
электpомеханической системы 

с помощью систем
с пеpеменной стpуктуpой

Введение

Актуаëüной пpобëеìой совpеìенной теоpии и
пpактики упpавëения явëяется pазpаботка и совеp-
øенствование способов pеøения заäа÷и упpавëения
сëожныìи äинаìи÷ескиìи объектаìи. В äанной
pаботе в ка÷естве такоãо объекта pассìотpен эëектpо-
пpивоä копаþщеãо ìеханизìа каpüеpноãо экскава-
тоpа, pаботаþщий поä äействиеì зна÷итеëüных
внеøних наãpузок. Экскаватоpный эëектpопpивоä
пpеäставëяет собой сëожнуþ ìноãоìассовуþ сис-
теìу и, сëеäоватеëüно, бpоски упpуãоãо ìоìента
оказываþт существенное вëияние на еãо äинаìику.
Кpоìе тоãо, в пpоöессе pаботы пpи изìенении поëо-
жения ковøа в забое и еãо запоëнении поpоäой зна-
÷итеëüно изìеняется ìоìент инеpöии ìеханизìа.

Оäниì из пеpспективных поäхоäов к синтезу
систеì упpавëения сëожныìи äинаìи÷ескиìи объ-
ектаìи явëяется пpиìенение систеì с пеpеìенной
стpуктуpой, pазpаботанных акаäеìикоì С. В. Еìеëü-
яновыì [1]. Наибоëее øиpокое пpизнание и пpи-
ìенение в этой теоpии поëу÷иëо напpавëение, изу-

qm

Pассмотpено pешение задачи динамической оптимизации
двухмассовой электpомеханической системы с пpименени-
ем скользящих pежимов. С использованием компьютеpного
моделиpования получены соответствующие пеpеходные
пpоцессы на пpимеpе электpопpивода копающих механиз-
мов каpьеpного экскаватоpа в pазличных pежимах pаботы.

Ключевые слова: системы с пеpеменной стpуктуpой,
скользящий pежим, нелинейное упpавление, экскаватоpный
электpопpивод, электpомеханическая система.
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÷аþщее так называеìые скоëüзящие pежиìы.
В таких pежиìах äвижение изобpажаþщей то÷ки
опpеäеëяется уpавнениеì повеpхности пеpекëþ÷е-
ния и не зависит от свойств объекта упpавëения.
То естü систеìа, нахоäящаяся в скоëüзящеì pежи-
ìе, инваpиантна к паpаìетpи÷ескиì и внеøниì
возìущенияì.

Цеëüþ äанной pаботы явëяется синтез систеìы
упpавëения в кëассе систеì с пеpеìенной стpукту-
pой äëя наибоëее pаспpостpаненноãо на каpüеpных
экскаватоpах эëектpопpивоäа по систеìе ãенеpа-
тоp—äвиãатеëü (Г—Д). 

Математическое описание и постановка задачи

В общеì сëу÷ае ìатеìати÷еское описание объ-
екта упpавëения со скаëяpныì вхоäоì пpи обще-
пpинятых äопущениях пpеäставëяется систеìой
ëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений [2]:

 = Ax + bu, (1)

ãäе x — вектоp состояния pазìеpности n Ѕ 1, u —
упpавëение, A — ìатpиöа pазìеpности n Ѕ n, b —
вектоp pазìеpности n Ѕ 1.

Дëя уäобства иссëеäования äинаìики ìатеìа-
ти÷еское описание систеìы пpеäставëено в относи-
теëüных еäиниöах и кооpäинаты эëектpопpивоäа
pассìатpиваþтся относитеëüно их базовых зна÷е-
ний. В ка÷естве базовых äëя упpавëяþщеãо напpя-
жения, тока возбужäения и уãëовых скоpостей вы-
бpаны соответствуþщие ноìинаëüные зна÷ения.
Дëя тока якоpной öепи и ìоìента в ка÷естве базо-
вых пpиняты их ìаксиìаëüные (стопоpные) зна÷е-
ния. Все äаëüнейøие pас÷еты в статüе веäутся в от-
носитеëüных еäиниöах.

Дëя систеìы Г—Д äвухìассовой эëектpоìеха-
ни÷еской систеìы (ЭМС) вхоäящие в (1) ìатpиöы
в относитеëüных еäиниöах буäут иìетü сëеäуþщий
виä:

A = ; x = ; b = .

Ввеäеì вектоp жеëаеìоãо поëожения xж äëя
äвухìассовой систеìы:

xж =  =  = g = lg, (2)

ãäе , , , ,  — жеëаеìые зна÷ения

в установивøеìся pежиìе соответственно тока
возбужäения, тока якоpя, скоpости пеpвой ìассы,
упpуãоãо ìоìента и скоpости втоpой ìассы в от-
носитеëüных еäиниöах; g — заäаþщий сиãнаë.

Запиøеì уpавнение äвижения относитеëüно век-
тоpа pассоãëасования:

 =  – Ax – bu,

ãäе e = xж – x.

Поäставëяя зна÷ение x = xж – e в , с у÷етоì тоãо,
÷то  = 0, поëу÷аеì

 = Ae – bu – Axж. 

У÷итывая (2) и обозна÷ая k = Al, в pезуëüтате
иìееì:

 = Ae – bu – kg. (3)

Такиì обpазоì, в отëи÷ие от заäа÷и стабиëиза-
öии кооpäинат x систеìы окоëо нуëевоãо зна÷ения
в äанноì сëу÷ае äоëжно бытü свеäено к нуëþ pас-
соãëасование e. Зäесü kg pассìатpиваеì как возìу-
щаþщее возäействие. В pаботе [3] äоказано, ÷то
ìожно устpанитü еãо вëияние на äинаìику систе-
ìы с поìощüþ pазpывноãо упpавëения.

Как известно, уpавнение повеpхности пеpекëþ-
÷ения обы÷но иìеет виä

s = ce = 0, (4)

ãäе c — вектоp коэффиöиентов повеpхности пеpе-
кëþ÷ения pазìеpности 1 Ѕ n.

Ввеäеì пpостpанство новых пеpеìенных, свя-
занных с исхоäныì ëинейныì пpеобpазованиеì

e ′ = Me, e ′ ∈ Rn,

÷тобы äëя pассìатpиваеìой äвухìассовой систеìы
пятоãо поpяäка выпоëняëосü усëовие

Mb = [0 0 0 0 1]т. (5)

Дëя выпоëнения усëовия (5) пеpвые (n – 1) стpок
ìатpиöы М äоëжны бытü составëены из базиса
(n – 1)-ìеpноãо поäпpостpанства, оpтоãонаëüноãо
упpавëениþ. Сëеäоватеëüно, ìатpиöа M иìеет
сëеäуþщий виä:

M = .

Повеäение систеìы (3) в пpостpанстве новых
пеpеìенных e ′ описывается уpавнениеì

e ′ = MAM–1e ′ – Mbu – Mkg,
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иëи

(6)

ãäе  и  — соответственно (n – 1)-ìеpный и оä-
ноìеpный вектоpы состояния из коìпонентов век-
тоpа e ′;

e ′ = ;  = (    )т;

MAM–1 = ; Mk = ;

k1 = (    )т.

Пpи синтезе повеpхности пеpекëþ÷ения пpе-
небpеãаеì возìущаþщиì возäействиеì, вëияние
котоpоãо скоìпенсиpуеì в äаëüнейøеì выбоpоì
соответствуþщеãо pазpывноãо упpавëения.

Уpавнение (4) повеpхности pазpыва s = 0 отно-
ситеëüно новых пеpеìенных иìеет виä

s = cM–1e ′ = c1  +  = 0, (7)

ãäе cM–1 = (c1 ), c1 = (    ), äëя пpостоты

синтеза пpиниìаеì  = 1.

Дëя поëу÷ения уpавнения äвижения в скоëüзящеì
pежиìе с у÷етоì (6) необхоäиìо pеøитü уpавнение
 = 0 и поäставитü поëу÷енное pеøение в систеìу (7):

 = c1(A11  + a12  – k1g) +

+ (a21  +  + u – g) = 0;

u = (c1A11 + a21)  + (c1a12 + )  – (c1k1 + )g. 

Такиì обpазоì, эквиваëентное упpавëение иìеет
виä:

ueq = (c1A11 + a21)  +

+ (c1a12 + )  – (c1k1 + )g. (8)

Поäставëяеì (8) во втоpое уpавнение систеìы (6):

 = a21  +  – ((c1A11 + a21)  +

+ (c1a12 + )  – (c1k1 + )g) – g;

 = –c1A11  – c1a12  + c1k1g =

= –c1(A11  + a12  – k1g) = –c1 . 

Сëеäоватеëüно

 = –c1 .

В pезуëüтате поëу÷аеì систеìу уpавнений, опи-
сываþщуþ äвижение в скоëüзящеì pежиìе:

(9)

Систеìу (9) ìожно pассìатpиватü как pазоìк-
нутуþ систеìу с вектоpоì состояния , упpавëе-
ниеì  и возìущениеì g.

Постановка задачи. Дëя объекта упpавëения (3)
в соответствии с (4) опpеäеëитü с у÷етоì (9) опти-
ìаëüнуþ повеpхностü пеpекëþ÷ения и закон
упpавëения, обеспе÷иваþщий попаäание кооpäи-
нат систеìы на эту повеpхностü и устой÷ивое äви-
жение по ней.

Синтез оптимальной повеpхности пеpеключения 
по заданному квадpатичному кpитеpию

Дëя оптиìизаöии äвижения систеìы (3) в скоëü-
зящеì pежиìе кëасси÷еский кpитеpий оптиìаëü-
ности виäа

J = (eтQe + ru2)dt

не ãоäится, так как äвижение в скоëüзящеì pежиìе
не зависит от упpавëения и опpеäеëяется поëоже-
ниеì повеpхностей pазpыва. Поэтоìу в ка÷естве
кpитеpия нужно pассìатpиватü функöионаë

J = (eтQe)dt, (10)

ãäе Q — весовая äиаãонаëüная ìатpиöа. Заäа÷а син-
теза повеpхности пеpекëþ÷ения своäится к заäа÷е
оптиìаëüноãо упpавëения систеìой (9), äëя котоpой
оптиìизиpуеìый функöионаë (10) пpиìет виä [3]

J = ( Q11  + 2 q12  + )dt, (11)

ãäе (M–1)тQM–1 = ,  = q12. 

Дëя pассìатpиваеìой эëектpоìехани÷еской сис-
теìы Q11, q12, q21,  буäут иìетü сëеäуþщий виä:

Q11 = ; q12 = ; q21 = [0 0 0 0]; 

 = [q11b
2].

 = A11  + a12  – k1g;

 = a21  +  – u – k2g,
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Ввеäеì новуþ пеpеìеннуþ υ, связаннуþ с  и
 соотноøениеì

υ =  + . (12)

В соответствии с пpеобpазованиеì (12) пеpепи-
øеì пеpвое уpавнение систеìы (9):

 = (A11 – a12 )  + a12υ, (13)

и кpитеpий (11):

J = ( Q11  + 2 q12(υ – ) +

+ (υ – ) (υ – ))dt =

= ( Q11  + 2 q12υ – 2 q12  +

+ υ υ – υ q12  – υ +

+ )dt.

Так как υ  = q12υ, то окон÷атеëüно кpи-
теpий оптиìаëüности пpиìет виä

J = ( (Q11 – q12 )  + υ2 )dt. (14)

Pассìатpивая  в ка÷естве вектоpа состояния,
а υ — в ка÷естве упpавëения äëя äвижения в скоëü-
зящеì pежиìе, иìееì кëасси÷ескуþ постановку
заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения с кваäpати÷ныì
кpитеpиеì [4], т. е. оптиìаëüное упpавëение сис-
теìой (13) пpи кpитеpии (14) опpеäеëяется сëеäуþ-
щиì обpазоì:

υ = – P ,

ãäе P — pеøение ìатpи÷ноãо уpавнения Pиккати:

P(A11 – a12 ) + (A11 – a12 )тP –

– Pa12 P + (Q11 – q12 ) = 0.

Такиì обpазоì, оптиìаëüное управëение ,
иãpаþщее pоëü упpавëения в (9), иìеет виä

 = –c1  = υ –  =

=–( P + ) = – ( P+ ) .

Из посëеäнеãо выражения иìееì соотноøение

c1 = ( P + ), поäставëяя которое в (7), по-

ëу÷аеì уравнение поверхности перекëþ÷ения (в ис-

хоäных коорäинатах), на которой äоëжен бытü орãа-
низован скоëüзящий режиì

s = cM–1e ′ = cM–1Me = [c1 ]Me =

= [ ( P + ) 1]Me = 0.

Синтез закона упpавления,
обеспечивающего устойчивый скользящий pежим

Посëе нахожäения оптиìаëüной повеpхности
пеpекëþ÷ения необхоäиìо обеспе÷итü устой÷и-
востü саìоãо скоëüзящеãо pежиìа, описываеìоãо
уpавнениеì

 = cAe – cbu – ckg = 0.

Пpоизвоäнуþ повеpхности пеpекëþ÷ения ìож-
но записатü в виäе

 = he – du – pg = 0, (15)

ãäе h = cA, d = cb, p = ck. Тоãäа эквиваëентное
упpавëение запиøеì в виäе

ueq = d–1he – d–1pg. (16)

Из (16) виäно, ÷то эквиваëентное упpавëение
явëяется ëинейной функöией относитеëüно векто-
pа pассоãëасования и заäаþщеãо возäействия. Сëе-
äоватеëüно, существуþт такие поëожитеëüные
÷исëа α и q, ÷то функöия

F(e, g) = α |ei | – q |g |

окажется ìажоpантой äëя всех коìпонентов экви-
ваëентноãо упpавëения.

Упpавëяþщее возäействие буäеì искатü в виäе
кусо÷но-ëинейной функöии вектоpа жеëаеìоãо со-
стояния систеìы и вектоpа pассоãëасования

u = α |ei | – q |g | signs (17)

ëибо в виäе кусо÷но-ëинейной функöии заäаþщеãо
возäействия и вектоpа pассоãëасования с pазëи÷-
ныìи весовыìи коэффиöиентаìи

u = ei – Ψgg. (18)

Из теоpии систеì с пеpеìенной стpуктуpой
известно, ÷то äëя обеспе÷ения устой÷ивоãо скоëü-
зящеãо pежиìа на повеpхности s необхоäиìыì и
äостато÷ныì усëовиеì явëяется выпоëнение неpа-
венства

s  < 0. (19)
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Поäставиì зна÷ение  из (15) с у÷етоì упpав-
ëения (17) в усëовие (19) и поëу÷иì:

s(he – d |ei | – q |g |)signs – pg  < 0.

Усëовие устой÷ивости выпоëняется, есëи вы-
поëняется сëеäуþщая систеìа неpавенств:

Такиì обpазоì, виäно, ÷то скоëüзящий pежиì
устой÷ив пpи выпоëнении усëовия:

(20)

Пpи выпоëнении этих неpавенств в законе упpав-
ëения (17) скоëüзящий pежиì всеãäа возникает на
повеpхности s = 0.

В pассìотpенноì аëãоpитìе все коìпоненты
вектоpа упpавëения (17) пpопоpöионаëüны ноpìе
вектоpа жеëаеìоãо состояния и вектоpа pассоãëа-
сования с оäниìи и теìи же коэффиöиентаìи α
и q, котоpые äоëжны уäовëетвоpятü усëовиþ (20).

Эти усëовия ìожно осëабитü, есëи выбpатü закон
упpавëения (18).

В (18) эëеìенты  и Ψg изìеняþтся по сëе-
äуþщиì ëоãи÷ескиì законаì:

 = 

Ψg = 

ãäе , , αg, βg — постоянные коэффиöиенты.

Тоãäа основное усëовие существования скоëüзяще-
ãо pежиìа (19) иìеет виä

s he – pg – d ei – Ψgg  < 0.

Составиì систеìу неpавенств:

(21)
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Усëовия (21) выпоëняþтся, есëи

d  > hi, d  < hi, (22)

ãäе hi — эëеìенты вектоpа-стоëбöа h;

dαg > p, dβe < p. (23)

Такиì обpазоì, выпоëнение неpавенств
(22) и (23) в законе упpавëения (18) ãа-
pантиpует возникновение скоëüзящеãо
pежиìа на повеpхности pазpыва s = 0.

Стpуктуpные схеìы систеì с пеpеìен-
ной стpуктуpой с законаìи упpавëения
(17) и (18) изобpажены на pис. 1 и 2 со-
ответственно. 

Эëектpопpивоä с систеìой упpавëения
с пеpеìенной стpуктуpой быë иссëеäован
с поìощüþ пакета ìатеìати÷ескоãо ìо-
äеëиpования Simulink систеìы MATLAB.

Пpи пеpвых попытках поäобpатü весо-
вые коэффиöиенты qij кpитеpия оптиìаëüности
(10) быëо заìе÷ено, ÷то весовые коэффиöиенты
сëеäует поäбиpатü отäеëüно äëя ÷етных и не÷етных
кооpäинат. Коэффиöиенты в кажäой ãpуппе кооp-
äинат нужно пpиниìатü pавныìи по зна÷ениþ и в
пpоöессе настpойки тpебуеìоãо ка÷ества pеãуëиpо-
вания изìенятü оäновpеìенно на оäну веëи÷ину
[5]. Это заìетно упpощает пpоöеäуpу выбоpа весо-
вой ìатpиöы. Пpи этоì pас÷ет в относитеëüных
еäиниöах позвоëяет испоëüзоватü тот факт, ÷то pав-
ные по зна÷ениþ весовые коэффиöиенты пpи ко-
оpäинатах озна÷аþт pавный вкëаäываеìый вес иëи
pавнуþ важностü ìиниìизаöии этих кооpäинат
ìежäу собой.

Экспеpиìентаëüно быëо установëено, ÷то уìенü-
øение весовоãо коэффиöиента оøибки тока якоpя
пpивоäит к уìенüøениþ вpеìени пеpехоäноãо пpо-
öесса и увеëи÷ениþ жесткости пеpвоãо у÷астка
эëектpоìехани÷еской хаpактеpистики. Увеëи÷е-
ние же весовоãо коэффиöиента оøибки тока якоpя
пpивоäит к уìенüøениþ тока якоpя, но затяãивает
äëитеëüностü пеpехоäноãо пpоöесса и снижается
жесткостü пеpвоãо у÷астка эëектpоìехани÷еской
хаpактеpистики. Оäнако наpяäу с этиì уìенüøа-
þтся бpоски упpуãоãо ìоìента в pежиìе жестких
стопоpений.

Поэтоìу выбоp весовых коэффиöиентов необ-
хоäиìо осуществëятü отäеëüно äëя ноìинаëüных
pежиìов (пуска, набpоса наãpузки) и аваpийных
pежиìов (стопоpения). Дëя этоãо в ìоäеëи пpиìе-
няется äва pеãуëятоpа, котоpые буäут обеспе÷иватü
pаботу систеìы по äвуì pазëи÷ныì повеpхностяì
пеpекëþ÷ения. Оäин pеãуëятоp соответственно ис-
поëüзуется äëя pежиìа пуска и набpоса наãpузки,
втоpой äëя стопоpения.

Экспеpиìентаëüно также быëо установëено,
÷то äëя обеспе÷ения устой÷ивости систеìы и по-
ëу÷ения необхоäиìых хаpактеpистик пеpехоäных
пpоöессов наибоëее уäа÷ныìи весовыìи коэффи-

öиентаìи äëя ноìинаëüноãо pежиìа явëяþтся
Q = diag(1 1 1 1 1), а äëя стопоpноãо pежиìа
Q = diag(0,1 200 0,1 0,1 0,1).

Динаìика эëектpоìехани÷еской систеìы в сëу-
÷ае pассìотpенных законов упpавëения (17) и (18)
похожа, поэтоìу окон÷атеëüный выбоp закона
упpавëения ìожно осуществитü, исхоäя из воз-
ìожности боëее пpостой pеаëизаöии. Pезуëüтаты
ìоäеëиpования эëектpопpивоäа с систеìой упpав-
ëения пеpеìенной стpуктуpы пpивеäены на pис. 3.

Заключение

Такиì обpазоì, pеøена заäа÷а äинаìи÷еской оп-
тиìизаöии ЭМС с поìощüþ скоëüзящих pежиìов.
Из поëу÷енных pезуëüтатов ìожно сäеëатü сëеäуþ-
щие вывоäы:

1. Pезуëüтаты ìоäеëиpования äоказываþт pабото-
способностü синтезиpованной систеìы упpавëения.

2. Pазpаботанная систеìа упpавëения явëяется
устой÷ивой к внеøниì возìущаþщиì возäействияì.

3. Пpи увеëи÷ении ìоìента внеøней наãpузки
пpоисхоäит снижение скоpости äвиãатеëя соãëасно
естественной эëектpоìехани÷еской хаpактеpистике.

3. В pежиìе стопоpения ток якоpной öепи не
пpевыøает стопоpноãо зна÷ения.
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Введение

Состояние техноëоãи÷ескоãо базиса обусëовëи-
вает уpовенü pазвития таких отpасëей, как нефте-
ãазовый коìпëекс, энеpãети÷еская пpоìыøëен-
ностü и соöиаëüно-бытовая сфеpа обсëуживания, и
иìеет пеpвостепенное зна÷ение äëя энеpãо- и pе-
суpсосбеpежения, обеспе÷ения ка÷ества пpоäукöии
и пpеäоставëяеìых усëуã, опpеäеëяет уpовенü тех-
ни÷ескоãо оснащения пpоизвоäства.

Основныì напpавëениеì техни÷ескоãо пеpеос-
нащения пpоìыøëенности явëяется внеäpение со-
вpеìенных систеì автоìати÷ескоãо упpавëения на
базе еäиных ìоäуëей, объеäиняþщих собственно
эëектpоìехани÷еские коìпоненты с новейøей си-
ëовой эëектpоникой, котоpые упpавëяþтся ìикpо-
контpоëëеpаìи, ПК иëи äpуãиìи вы÷исëитеëüны-
ìи устpойстваìи.

Оäниì из важнейøих коìпонентов совpеìенной
систеìы упpавëения обоpуäованиеì техноëоãи÷еских
пpоöессов явëяется эëектpоìехани÷еское устpой-
ство, вхоäящее в состав ëþбоãо эëектpопpивоäноãо
обоpуäования. Наибоëее øиpоко в нефтеãазовоì
коìпëексе, энеpãети÷еской пpоìыøëенности и со-
öиаëüно-бытовой сфеpе обсëуживания испоëüзуþтся
эëектpопpивоäы на базе асинхpонных äвиãатеëей.

Анализ систем упpавления электpопpиводом

Существуþщие на äанный ìоìент систеìы упpав-
ëения эëектpи÷ескиìи äвиãатеëяìи основаны на из-
ìенении паpаìетpов питаþщеãо äвиãатеëü напpяже-
ния. Такие систеìы упpавëения эëектpи÷ескиìи
äвиãатеëяìи стpоятся по кëасси÷еской схеìе. Объект
упpавëения — эëектpи÷еский äвиãатеëü — поäкëþ-
÷ен к сети исто÷ника тока ÷еpез некотоpый функ-

öионаëüный пpеобpазоватеëü, котоpый по обpатной
сиãнаëüной связи обеспе÷ивает изìенение паpаìет-
pов питаþщеãо напpяжения. Пpи этоì оптиìизаöия
упpавëения осуществëяется путеì выбоpа оптиìаëü-
ной тpаектоpии äвижения на основании заäанноãо
оптиìизиpуþщеãо функöионаëа ка÷ества. Аëãоpитì
оптиìизаöии заëожен в ìикpоконтpоëëеpе.

Такиì обpазоì, в настоящее вpеìя в пpоектно-
констpуктоpской пpактике существует консеpватив-
ная тpаäиöия pазäеëüноãо пpоектиpования объекта
и pеãуëятоpа.

Пpи постpоении систеì упpавëения энеpãо- и
pесуpсоеìкиìи техноëоãи÷ескиìи пpоöессаìи, па-
pаìетpы котоpых зна÷итеëüно изìеняþтся во вpе-
ìени и зависят от внеøних фактоpов, напpиìеp,
на нефте- и ãазопеpека÷иваþщих станöиях, в систе-
ìах хоëоäноãо и ãоpя÷еãо воäоснабжения, ãазоснаб-
жения, стpеìятся испоëüзоватü äвиãатеëи с ÷pезìеp-
ныìи запасаìи по ìощности в pас÷ете на ìакси-
ìаëüнуþ наãpузку, ÷то веäет к их неэконоìи÷ности
и сëабоупpавëяеìости.

Способ энеpгосбеpегающего упpавления 
электpопpиводом

Достиãнутü öеëи энеpãо- и pесуpсосбеpежения
в хоäе техноëоãи÷ескоãо пpоöесса возìожно на
основе оптиìизаöионной конöепöии постpоения
совpеìенных систеì упpавëения. В соответствии
с äанной конöепöией pазpаботан способ энеpãо-
сбеpеãаþщеãо упpавëения äинаìи÷ескиìи систе-
ìаìи, закëþ÷аþщийся во ввеäении внутpисистеì-
ных связей в öеëях оптиìизаöии äинаìи÷еских pе-
жиìов pаботы эëектpопpивоäа [1].

Пpи такоì способе упpавëения пpоöессы энеp-
ãети÷ескоãо обìена эëектpопpивоäа с внеøней сpе-
äой ìоãут бытü пpеäставëены схеìой, изобpажен-
ной на pис. 1, ãäе Qвх{E} — энеpãети÷еский поток
на вхоäе эëектpопpивоäа; Q{E} — энеpãети÷еский
поток внутpи систеìы; Qвых{E} — энеpãети÷еский
поток на выхоäе эëектpопpивоäа; Q ′{E} — энеpãе-
ти÷еский поток в обpатной техноëоãи÷еской связи;
I(t) — упpавëяþщие сиãнаëы.

Пpоöессы pаспpеäеëения потоков в эëектpо-
пpивоäе описываþтся сëеäуþщиìи уpавненияìи:

Пpедставлен подход к постpоению совpеменных систем
оптимального упpавления обоpудованием на базе электpо-
пpивода, основанный на использовании нового способа энеp-
госбеpегающего упpавления динамическими объектами.

Полученные pезультаты использованы пpи синтезе сис-
темы упpавления электpопpиводом, pеализующем функции
энеpгосбеpежения и оптимизации pежимов pаботы обоpу-
дования технологических пpоцессов.

Ключевые слова: энеpгосбеpежение, оптимизационная
концепция, совpеменная теоpия упpавления, электpическая
машина.

Pис. 1. Схема энеpгетического обмена электpопpивода с внеш-
ней сpедой:
1 — устpойство суììиpования потоков; 2 — пеpеäато÷ная
функöия äвиãатеëя; 3 — устpойство pаспpеäеëения потоков
энеpãии и (иëи) вещества

Qвых(t) = I(t)Q(t);

Q ′(t) = Q(t) – Qвых(t).
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Ввеäеì опеpатоp Лапëаса S. Тоãäа опеpатоpное
уpавнение пpеäëаãаеìоãо эëектpопpивоäа пpиìет виä:

Q(S) = (Qвх(S) + Q ′(S ))W(S).

Из уpавнений pаспpеäеëения потоков о÷евиä-
но, ÷то пеpехоäная хаpактеpистика выхоäноãо по-
тока буäет пpеäставëена функöией ска÷ка, т. е.
Qвых = 1(t)Q(t), ÷то свиäетеëüствует о äиффеpен-
öиpуþщих свойствах систеìы. Пpивеäенные pас-
сужäения показываþт, ÷то пpеäëоженный способ
упpавëения обеспе÷ивает высокое быстpоäействие
в пеpехоäных pежиìах, не зависящее от äинаìи÷е-
ских свойств объекта. Кpоìе тоãо, систеìа пpиоб-
pетает ка÷ественно новые свойства.

Пpименение оптимизационной концепции для 
синтеза элементов совpеменных систем упpавления

Тенäенöией пpи постpоении совpеìенных сис-
теì явëяется ìехатpонный поäхоä, закëþ÷аþщий-
ся в постpоении как ìожно боëее ìоноëитных сис-
теì, в котоpых все ÷асти систеìы объеäинены во-
еäино без испоëüзования ëиøних интеpфейсов
ìежäу ìоäуëяìи.

Пpиìенение оптиìизаöионной конöепöии не
тоëüко на стаäии синтеза "оптиìаëüноãо" pеãуëято-
pа äëя заpанее заäанноãо, неизìенноãо объекта, но
и в пpоöессе пpоектиpования оптиìаëüной систеìы
"объект — pеãуëятоp" как öеëостной, неpазäеëяе-
ìой констpукöии, позвоëяет созäаватü ка÷ественно
новуþ эëеìентнуþ базу äëя синтеза совpеìенных
систеì упpавëения эëектpопpивоäоì [2].

Пpиìеpоì пpиìенения оптиìизаöионной кон-
öепöии на стаäии пpоектиpования систеìы "объ-
ект — pеãуëятоp" как öеëостной констpукöии ìожет
сëужитü констpукöия энеpãосбеpеãаþщей эëек-
тpи÷еской ìаøины, pеаëизуþщей оптиìаëüное
упpавëение эëектpоäвиãатеëеì (pис. 2).

Эëектpи÷еская ìаøина соäеpжит статоp с уëо-
женной в пазах ìноãофазной ãенеpатоpной обìот-
кой, внутpенний pотоp асинхpонноãо äвиãатеëя
с коpоткозаìкнутой обìоткой и pаспоëоженный
ìежäу ниìи вpащаþщийся пpоìежуто÷ный pотоp.
На пpоìежуто÷ноì pотоpе pаспоëожены äве ìаã-
нитонезависиìые систеìы: с внеøней стоpоны —
ãpуппы постоянных ìаãнитов ÷еpеäуþщейся по-
ëяpности, котоpые обpазуþт совìестно со статоpоì
ãенеpатоpнуþ ÷астü ìаøины, с внутpенней стоpо-
ны — øихтованный ìаãнитопpовоä с уëоженной
в пазы тpехфазной обìоткой возбужäения, кото-
pые обpазуþт совìестно с внутpенниì pотоpоì
äвиãатеëüнуþ ÷астü ìаøины.

Испоëüзуеìые в констpукöии поäøипники пpеä-
назна÷ены äëя обеспе÷ения возìожности вpаще-
ния pотоpов эëектpи÷еской ìаøины. Также пpеäу-
сìотpен коìпëект контактных коëеö и щеток äëя
осуществëения эëектpи÷еской связи с вpащаþ-
щейся обìоткой возбужäения. Маøина снабжена
эëектpоìаãнитныìи тоpìозаìи ваëов внутpеннеãо
и пpоìежуто÷ноãо pотоpов, кажäый из котоpых
пpеäназна÷ен äëя остановки и уäеpжания ваëов
в затоpìоженноì состоянии, необхоäиìоì пpи
pазëи÷ных pежиìах функöиониpования ìаøины.
Эëектpи÷еская ìаøина ìожет функöиониpоватü
в сëеäуþщих pежиìах: вкëþ÷ения äвиãатеëя; вкëþ-
÷ения ãенеpатоpа; совìестноãо вкëþ÷ения äвиãа-
теëя и ãенеpатоpа; pеäуктоpа. Кажäый pежиì об-
ëаäает своиìи уникаëüныìи äинаìи÷ескиìи и
упpавëяþщиìи хаpактеpистикаìи и позвоëяет pе-
øатü поставëенные заäа÷и упpавëения.

В отëи÷ие от обы÷ных äвиãатеëей, в котоpых
упpавëение выхоäныìи хаpактеpистикаìи äвиãате-
ëя осуществëяется в pезуëüтате изìенения паpаìет-
pов поäвоäиìой к äвиãатеëþ энеpãии: тока, напpя-
жения, ÷астоты, в пpеäставëенной эëектpи÷еской
ìаøине упpавëение пpоисхоäит путеì изìенения
тоpìозноãо ìоìента, äействуþщеãо со стоpоны
ìноãофазной ãенеpатоpной обìотки на пpоìежу-
то÷ный pотоp эëектpи÷еской ìаøины. Постоянные
ìаãниты, закpепëенные с внеøней стоpоны пpо-
ìежуто÷ноãо pотоpа, пpи еãо вpащении обpазуþт
пеpеìенное ìаãнитное поëе. Это пеpеìенное ìаã-
нитное поëе взаиìоäействует с катуøкаìи, pаспо-
ëоженныìи в статоpе систеìы. Катуøки явëяþтся
коììутиpуеìыìи, т. е. ìоãут поäкëþ÷атüся иëи от-
кëþ÷атüся от наãpузки. Тоpìозной эëектpоìаãнит-
ный ìоìент возникает в pезуëüтате взаиìоäействия
пеpеìенноãо ìаãнитноãо поëя äвижущихся ìаãни-
тов с катуøкаìи статоpа ìаøины. Пpи этоì эëек-
тpоìаãнитный ìоìент буäет обpазовыватüся тоëü-
ко в катуøках, поäкëþ÷енных в äанный ìоìент
к наãpузке, остаëüные катуøки явëяþтся pазоìкну-
тыìи, не вëияþт на зна÷ение тоpìозноãо ìоìента.

Полученные pезультаты

Эëектpопpивоä на базе эëектpи÷еской ìаøины,
оснащенный аäаптивной систеìой упpавëения, по-

Pис. 2. Констpукция электpической машины:
1 — статоp; 2 — ãенеpатоpная обìотка; 3 — внутpенний pотоp;
4 — коpоткозаìкнутая обìотка; 5 — пpоìежуто÷ный pотоp; 6 —
постоянные ìаãниты; 7 — тpехфазная обìотка; 8 — поäøип-
ники; 9 — эëектpоìаãнитный тоpìоз
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звоëяет pеãуëиpоватü ÷астоту вpащения выхоäноãо
ваëа в øиpокоì äиапазоне с обеспе÷ениеì опти-
ìаëüных энеpãети÷еских хаpактеpистик pаботы äви-
ãатеëя во всеì äиапазоне pеãуëиpования, ÷то веäет
к энеpãо- и pесуpсосбеpежениþ за с÷ет ввеäения
обpатной техноëоãи÷еской связи, к pосту КПД pа-
боты устpойства и увеëи÷ениþ сpока экспëуатаöии
техноëоãи÷ескоãо обоpуäования.

Генеpатоpная ÷астü эëектpи÷еской ìаøины пpеä-
ставëяет собой обpатный техноëоãи÷еский контуp,
обеспе÷иваþщий pеöиpкуëяöиþ потpебëяеìой из
сети энеpãии и возвpат в сетü в сëу÷ае ее избытка
на выхоäе äвиãатеëüной ÷асти эëектpи÷еской ìа-
øины, за с÷ет ÷еãо эëектpи÷еская ìаøина буäет
потpебëятü из сети стоëüко энеpãии, скоëüко это
необхоäиìо техноëоãи÷ескиì пpоöессаì.

Заäа÷а соãëасования энеpãети÷еских, ìехани÷е-
ских и äpуãих хаpактеpистик pазpабатываеìой систе-
ìы упpавëения эëектpопpивоäоì на основе пpеä-
ëаãаеìой эëектpи÷еской ìаøины с тpебованияìи
техноëоãи÷еской заäа÷и упpавëения, а также обеспе-
÷ения оптиìаëüных pежиìов pаботы эëектpи÷еской
ìаøины pеøается уже на этапе пpоектиpования.

Вывод

Пpиìенение оптиìизаöионной конöепöии в пpо-
öессе пpоектиpования оптиìаëüной систеìы "объ-
ект — pеãуëятоp" как öеëостной, неpазäеëяеìой

констpукöии позвоëит созäатü высокоэконоìи÷-
ные, энеpãо- и pесуpсосбеpеãаþщие аãpеãаты и ус-
тановки в pазëи÷ных отpасëях пpоìыøëенности.
Такой поäхоä позвоëяет пpибëизитüся к "поäëин-
ной" оптиìизаöии, котоpуþ сëеäует на÷атü осуще-
ствëятü еще на стаäии пpоектиpования соответст-
вуþщеãо äинаìи÷ескоãо объекта.

Пpивеäенные в статüе pезуëüтаты иссëеäований
поëу÷ены пpи поääеpжке пpоãpаìì "Pазвитие на-
у÷ноãо потенöиаëа высøей øкоëы (2009—2010)"
по ãосуäаpственноìу контpакту № 2.1.2/6206 "Ис-
сëеäование устой÷ивости и обеспе÷ение инваpи-
антности энеpãосбеpеãаþщих систеì аäаптивноãо
упpавëения äинаìи÷ескиìи объектаìи" и "У÷астник
ìоëоäежноãо нау÷но-инноваöионноãо конкуpса"
("У.М.Н.И.К.") по ãосуäаpственноìу контpакту
№ 6538p/9098 "Pазpаботка новых наукоеìких пpи-
боpов, техники и техноëоãии в обëасти ìаøино-
стpоения и эëектpоники".
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Пpименение

встpоенного микpоконтpоллеpа

для системы упpавления 

стаpтеp!генеpатоpной установки

Мощные эëектpоìехани÷еские пpеобpазоватеëи
автоìобиëя испоëüзуþтся äëя äвух öеëей: в ка÷е-
стве стаpтеpа äëя запуска äвиãатеëя внутpеннеãо
сãоpания (ДВС) и ãенеpатоpа äëя питания боpтовой
сети и заpяäки аккуìуëятоpа. Тpаäиöионно ука-
занные пpеобpазоватеëи испоëняþтся в виäе äвух
эëектpи÷еских ìаøин (ЭМ): стаpтеpа и ãенеpатоpа.
За посëеäние äесятиëетия в pазвитии эëектpоìеха-
ни÷еских пpеобpазоватеëей автоìобиëей появи-
ëасü тенäенöия совìещения стаpтеpа и ãенеpатоpа
в оäной ЭМ. Такой поäхоä ìожет иìетü боëüøой
потенöиаë. Во-пеpвых, у÷итывая, ÷то pабота обеих
систеì (стаpтеpной и ãенеpатоpной) pазäеëена во
вpеìени, сëеäует ожиäатü уëу÷øения ìассоãабаpит-
ных показатеëей всей систеìы, во-втоpых, уìенü-
øение ÷исëа ЭМ в äва pаза повысит наäежностü
всей систеìы. Оäнако всëеäствие боëüøоãо pазëи-
÷ия pежиìов pаботы ЭМ в обеих систеìах пpакти-
÷еская pеаëизаöия таких систеì натаëкивается на
некотоpые тpуäности. Так, äиапазон ÷астот вpаще-
ния коëен÷атоãо ваëа ДВС в pежиìе запуска (стаp-
теp) составëяет 0... 500 ìин–1 (пpи этоì тpебуется
боëüøой ìоìент на ваëу), а в pежиìе ноpìаëüной
pаботы (ãенеpатоp) — 900...6000 ìин–1 (ìоìент на

Pассматpиваются pазличные ваpианты стpуктуpных
схем систем упpавления автомобильными стаpтеp-генеpа-
тоpами. Пpиводится описание основных пеpифеpийных
устpойств микpоконтpоллеpов, необходимых для создания
таких систем. Дается описание алгоpитмов pеализации
основных видов шиpотно-импульсной модуляции. Пpиводят-
ся алгоpитмы упpавляющих пpогpамм для стаpтеp-генеpа-
тоpов, позволяющие pешать задачи упpавления.

Ключевые слова: стаpтеp-генеpатоp, инвеpтоp, датчик
положения pотоpа, микpоконтpоллеp, шиpотно-импульсная
модуляция, электpомеханический пpеобpазователь, двига-
тель внутpеннего сгоpания.
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ваëу существенно ìенüøе, ÷еì в pежиìе стаpтеpа).
Такое несоответствие ÷астот ìожет пpивести к не-
обоснованноìу увеëи÷ениþ ìассы и ãабаpитных
pазìеpов эëектpи÷еской ìаøины. Pеøение указан-
ной пpобëеìы возìожно путеì испоëüзования со-
÷ëенения ваëа стаpтеp-ãенеpатоpа с коëен÷атыì
ваëоì ДВС ÷еpез pеäуктоp с пеpекëþ÷аеìыì ко-
эффиöиентоì пеpеäа÷и иëи за с÷ет возpастания
тpебований к зна÷ениþ установëенной ìощности
ãенеpатоpноãо pежиìа. В этоì сëу÷ае увеëи÷ение
ìассы аãpеãата буäет коìпенсиpоватüся еãо боëü-
øей ìощностüþ.

В стаpтеp-ãенеpатоpе, pазpаботанноì спеöиаëи-
стаìи фиpìы "Дженеpаë Мотоpс", пpиìенен pеäук-
тоpный ваpиант [1]. В ка÷естве эëектpоìехани÷е-
скоãо пpеобpазоватеëя испоëüзуется асинхpонная
ìаøина, котоpая устанавëивается на ìесте ãенеpа-
тоpа. Со÷ëенение ìаøины с коëен÷атыì ваëоì ДВС
осуществëяется ÷еpез кëиноpеìеннуþ пеpеäа÷у и
пëанетаpный pеäуктоp с обãонной ìуфтой. Общий
коэффиöиент пеpеäа÷и составëяет 1:20 в pежиìе
стаpтеpа и 1:2 — в pежиìе ãенеpатоpа, пpи этоì
обеспе÷ивается pеøение указанной выøе пpобëеìы
несоответствия ÷астот вpащения. Стаpтеp-ãенеpа-
тоpы pассìатpиваеìоãо типа ìоãут бытü конкуpен-
тоспособныìи по сpавнениþ с тpаäиöионныìи
систеìаìи в сëу÷ае повыøенных тpебований к на-
äежности аãpеãата и пpи снижении стоиìости поëу-
пpовоäниковых пpеобpазоватеëей, котоpые испоëü-
зуþтся äëя питания ìаøины пеpеìенноãо тока.
Такие систеìы выиãpываþт в ìассоãабаpитных по-
казатеëях и наäежности, но пpоиãpываþт в стои-
ìости тpаäиöионныì систеìаì.

Ка÷ественно äpуãиì путеì pазвития автоìобиëü-
ных эëектpоìехани÷еских систеì явëяется испоëü-
зование со÷ëенения ЭМ с коëен÷атыì ваëоì ДВС
без пеpекëþ÷ения коэффиöиента pеäукöии в pе-
жиìе стаpтеpа и в pежиìе ãенеpатоpа. Пpостейøей
pазновиäностüþ таких систеì явëяется систеìа,
в котоpой pотоp ЭМ pаспоëожен вìесто ìаховика
непосpеäственно на коëен÷атоì ваëу ДВС. Фиpìой
"Ford" запатентован стаpтеp-ãенеpатоp такой сис-
теìы [2]. В öеëях уìенüøения ãабаpитных pазìе-
pов ìаøины ее pотоp соеäинен с коëен÷атыì ваëоì
÷еpез вспоìоãатеëüное сöепëение. Такое pеøение
позвоëяет накапëиватü энеpãиþ пеpеä запускоì
ДВС, pазãоняя pотоp äо 1000 ìин–1, посëе ÷еãо осу-
ществëятü запуск вкëþ÷ениеì сöепëения. В общеì
сëу÷ае систеìы с pазìещениеì pотоpа ЭМ на ваëу
ДВС пpоиãpываþт тpаäиöионныì, пpежäе всеãо по
ìассоãабаpитныì показатеëяì. Оäнако, есëи увеëи-
÷итü тpебования к установëенной ìощности эëек-
тpоìехани÷ескоãо пpеобpазоватеëя, такие систеìы
станут конкуpентоспособныìи. Пpи этоì поìиìо
тpаäиöионных функöий стаpтеpа и ãенеpатоpа они
сìоãут нести äопоëнитеëüные функöии. Во-пеp-
вых, это pекупеpативное тоpìожение автоìобиëя,
коãäа еãо ìехани÷еская энеpãия сбpасывается в ак-

куìуëятоpнуþ батаpеþ. Данная функöия позвоëя-
ет существенныì обpазоì снизитü pасхоä ãоpþ÷еãо
пpи ãоpоäскоì öикëе äвижения. Во-втоpых, быст-
pый запуск äвиãатеëя (ìощности таких систеì äос-
тато÷но äëя pазãона коëен÷атоãо ваëа пpи запуске
ДВС äо скоpости вpащения хоëостоãо хоäа) позво-
ëяет заãëуøатü äвиãатеëü пpи кpатковpеìенных ос-
тановках автоìобиëя, ÷то повыøает еãо экоëоãи÷-
ностü, а также снижает pасхоä ãоpþ÷еãо. В-тpетüих,
появëяется возìожностü испоëüзования эëектpоìе-
хани÷ескоãо пpеобpазоватеëя в ка÷естве äопоëни-
теëüноãо пpивоäа автоìобиëя, котоpый pазãpужает
ДВС пpи низких ÷астотах вpащения коëен÷атоãо
ваëа и увеëи÷ивает поëнуþ ìощностü сиëовоãо аã-
pеãата пpи необхоäиìости pезкоãо ускоpения авто-
ìобиëя. Данная функöия позвоëяет в отäеëüных
сëу÷аях искëþ÷итü коpобку пеpеäа÷ из тpансìис-
сии автоìобиëя, как это pеаëизовано фиpìой
"TOYOTA MOTOR CORPORATION" в автоìобиëе
"PRIUS". В-÷етвеpтых, установки pассìатpиваеìо-
ãо типа позвоëяþт осуществëятü активное эëектpо-
ìаãнитное äеìпфиpование коëебаний ÷астот вpа-
щения коëен÷атоãо ваëа ДВС. Сиëовые аãpеãаты,
котоpые в той иëи иной ìеpе pеаëизуþт указанные
выøе функöии, поëу÷иëи название коìбиниpован-
ных сиëовых установок автоìобиëя. Данное напpав-
ëение pазpабатывается боëüøинствоì автоìобиëü-
ных фиpì ìиpа [3, 4]. Установëенная ìощностü
таких систеì нахоäится в пpеäеëах 15...30 кВт по
äанныì pазëи÷ных фиpì.

Пеpвона÷аëüно быëи pазpаботаны äва ваpианта
стаpтеp-ãенеpатоpов, pасс÷итанные на pазëи÷ные
напpяжения аккуìуëятоpной батаpеи Ud = 48 В и
Ud = 24 В. Оба стаpтеp-ãенеpатоpа быëи созäаны на
основе асинхpонных ìаøин еäиной сеpиì 4А. Пи-
тание ìаøин осуществëяëосü от аккуìуëятоpной
батаpеи ÷еpез инвеpтоp напpяжения, собpанный на
тpанзистоpах МТКД-80. Pазpаботанные стаpтеp-
ãенеpатоpы в pежиìе стаpтеpа pазвиваëи пусковой
ìоìент 14,7 Н•ì. Пpи этоì пpеäпоëаãаëосü со÷ëе-
нятü их с коëен÷атыì ваëоì ДВС анаëоãи÷но тpа-
äиöионныì стаpтеpаì. В pежиìе ãенеpатоpа они
обеспе÷иваëи отäа÷у ìощности 900 Вт в äиапазоне
скоpостей вpащения 1:5 [5]. Упpавëение всей систе-
ìой как в pежиìе стаpтеpа, так и в pежиìе ãенеpа-
тоpа осуществëяëи с испоëüзованиеì контpоëëеpа
на основе ìикpоконтpоëëеpа C164SI. В ка÷естве
сиãнаëов обpатной связи быëи выбpаны скоpостü
вpащения и напpяжение аккуìуëятоpной батаpеи.
Опpеäеëение тpебуеìоãо возäействия осуществëя-
ëи ìетоäоì табëиö. Поäpобные описания и иссëе-
äования pассìатpиваеìых стаpтеp-ãенеpатоpов
пpивеäены в [6, 8, 9].

В ка÷естве ваpианта стаpтеp-ãенеpатоpа pассìат-
pиваëи сеpийный ãенеpатоp 9402.3701, выпускае-
ìый ОАО "Завоä иì. А. М. Таpасова". Пpи такоì
еãо испоëüзовании фазы обìотки статоpа поäкëþ-
÷аëи к инвеpтоpу напpяжения. Pоëü pеãуëятоpа на-
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пpяжения в pежиìе ãенеpатоpа испоëняë в этоì
сëу÷ае ìикpоконтpоëëеp C164CI [7]. Пpи этоì все
показатеëи ãенеpатоpа соответствоваëи ТУ. В pе-
жиìе стаpтеpа ìаøина pаботаëа как вентиëüный
äвиãатеëü постоянноãо тока [10, 11]. Экспеpиìен-
таëüно опpеäеëенный пусковой ìоìент составиë
10 Н•ì. Максиìаëüная ÷астота вpащения пpи ос-
ëабëении поëя составëяëа ∼2500 ìин–1.

Сеpия 16-pазpяäных ìикpоконтpоëëеpов фиp-
ìы Infenion AG (pанее Siemens AG) pазpаботана
спеöиаëüно äëя обеспе÷ения тpебований заäа÷
упpавëения встpоенных систеì pеаëüноãо вpеìени.
Пеpвыì пpеäставитеëеì сеìейства быë кpистаëë
SAB-80C166-M, и поэтоìу всþ сеpиþ пpинято на-

зыватü С166. Мноãо÷исëенное сеìейство этих
ìикpоконтpоëëеpов (в настоящее вpеìя — окоëо
äвух äесятков) иìеет в своеì составе яäpо пpоöес-
соpа, испоëüзуþщеãо конöепöиþ RISC (Recluced
Instruction Set Computer). Систеìа коìанä сеìей-
ства С166 оптиìизиpована äëя быстpоãо выпоëне-
ния инстpукöий и äëя уìенüøения вpеìени откëи-
ка на пpеpывание. Интеãpиpованные интеëëекту-
аëüные пеpифеpийные ìоäуëи ìикpоконтpоëëеpов
постpоены такиì обpазоì, ÷тобы ìиниìизиpоватü
вìеøатеëüство пpоöессоpа пpи их pаботе. Наëи÷ие
ìощноãо пpоöессоpноãо яäpа, поëноãо набоpа пе-
pифеpийных ìоäуëей, pазëи÷ных систеìных функ-
öий (ãибкая систеìная øина, pежиìы энеpãосо-
хpанения, уìножение/äеëение тактовой ÷астоты)
позвоëиëо äостиãнутü хоpоøеãо соотноøения ка-
÷ество/öена. Микpоконтpоëëеpы этой сеpии сей-
÷ас пpиìеняþтся о÷енü øиpоко: в автоìобиëях,
пpоìыøëенных систеìах автоìатизаöии, в эëек-
тpопpивоäах, систеìах связи, ìеäиöинскоì обоpу-
äовании и т. ä.

Дëя упpавëения эëектpопpивоäаìи pазëи÷ных
систеì наибоëее поäхоäят ìикpоконтpоëëеpы типа
C164CI-8EM, SAB80C166-M. Они позвоëяþт фоp-
ìиpоватü сиãнаëы упpавëения пpеобpазоватеëеì
с ìиниìаëüныì вìеøатеëüствоì ЦПУ, поäкëþ-
÷атü анаëоãовые и иìпуëüсные сиãнаëы обpатных
связей, оpãанизовыватü связü с уäаëенныì упpав-
ëяþщиì контpоëëеpоì высøеãо уpовня и pеøатü
äpуãие вспоìоãатеëüные заäа÷и [12].

Поëная стpуктуpная схеìа pазpаботанной систе-
ìы стаpтеp-ãенеpатоpа пpеäставëена на pис. 1, ãäе
испоëüзованы сëеäуþщие обозна÷ения:

СМ — синхpонная ìаøина с постоянныìи ìаã-
нитаìи на pотоpе, сëужащая в ка÷естве эëектpоìе-
хани÷ескоãо пpеобpазоватеëя; ПП — поëупpовоä-
никовый пpеобpазоватеëü, pаботаþщий упpавëяе-
ìыì вентиëüныì коììутатоpоì в pежиìе стаpтеpа
и выпpяìитеëеì в pежиìе ãенеpатоpа (в посëеäнеì
pежиìе испоëüзуþтся обpатные äиоäы, встpоен-
ные в кëþ÷и пpеобpазоватеëя); в ка÷естве кëþ÷ей
испоëüзуþтся поëевые тpанзистоpы с изоëиpован-
ныì затвоpоì типа VMO-420; ДПP — äат÷ик поëо-
жения pотоpа, котоpый также сëужит äëя опpеäе-
ëения ÷астоты вpащения (пеpвона÷аëüный ваpиант
пpеäусìатpивает испоëüзование тахоãенеpатоpа);
ДН — äат÷ик напpяжения аккуìуëятоpной бата-
pеи, сëужит äëя контpоëя указанноãо напpяжения;
ДТП — äат÷ик тока пpеобpазоватеëя и ДНЗ — äат-
÷ик на÷аëа запуска (эквиваëент кëþ÷а зажиãания
в автоìобиëе); АЦП — анаëоãо-öифpовой пpеобpа-
зоватеëü; ШИМ — øиpотно-иìпуëüсная ìоäуëя-
öия; МК — ìикpоконтpоëëеp, котоpый осуществ-
ëяет упpавëение всеìи пpоöессаìи систеìы; ОЗУ —
опеpативное запоìинаþщее устpойство; ПЗУ —
постоянное запоìинаþщее устpойство.

Стpуктуpная схеìа ìикpоконтpоëëеpа пpивеäе-
на на pис. 2.

Pис. 1. Стpуктуpная схема бесконтактного вентильного стаp-
теp-генеpатоpа

Pис. 2. Стpуктуpная схема системного модуля
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Систеìный ãенеpатоp СГ сëужит äëя фоpìиpо-
вания тактовых сиãнаëов. Микpопpоöессоp МП
осуществëяет упpавëение всей систеìой. Систеìный
контpоëëеp СК фоpìиpует сиãнаëы упpавëения
систеìной øиной. ОЗУ — опеpативное запоìинаþ-
щее устpойство, ПЗУ — постоянное запоìинаþ-
щее устpойство. Бëок БС (бëок пpоãpаììиpуеìых
с÷ет÷иков) и СФВП (схеìа фоpìиpования вектоpа
пpеpывания) сëужат äëя аппаpатноãо опpеäеëения
отс÷етов pеаëüноãо вpеìени, а также pазäеëения
пpоöессоpноãо вpеìени на обсëуживание пеpифе-
pийных устpойств. Бëоки ППИ (поpт пpиеìа ин-
фоpìаöии) и ПВИ (поpт выäа÷и инфоpìаöии)
сëужат äëя пpиеìа инфоpìаöии от äат÷иков ско-
pости, напpяжения, поëожения кëþ÷а зажиãания и
äëя выäа÷и упpавëяþщих возäействий на кëþ÷и
инвеpтоpа.

Дëя äанноãо стаpтеp-ãенеpатоpа pазpаботаны ìа-
теìати÷еские ìоäеëи, поäтвеpжäаеìые экспеpи-
ìентаëüныìи äанныìи.

Сëеäуþщиì этапоì pабот быëо созäание эëектpо-
ìехани÷ескоãо пpеобpазоватеëя, pотоp котоpоãо не-
посpеäственно со÷ëенен с ваëоì ДВС. В ка÷естве ЭМ
быëа выбpана синхpонная ìаøина с возбужäениеì
от постоянных ìаãнитов из ìатеpиаëа Nd—Fe—B
(неоäиì—жеëезо—боp). Pазìеpы ее активных ÷ас-
тей сëеäуþщие: äиаìетp pотоpа 275 ìì и 290 ìì по
внеøнеìу äиаìетpу статоpа, тоëщина пакета 60 ìì,
ãабаpитные pазìеpы в аксиаëüноì напpавëении
составëяþт 70,5 ìì, ìасса 50 кã. Pас÷етная ìощ-
ностü пpи ÷астоте вpащения 3000 ìин–1 и напpяже-
нии питания 144 В — 15 кВт. Данная ìаøина быëа
изãотовëена на ОАО "Завоä иì. А. М. Таpасова".
В ка÷естве систеìы упpавëения испоëüзоваëи ìик-
pоконтpоëëеp C164CI. Быëи пpовеäены пpеäваpи-
теëüные экспеpиìентаëüные иссëеäования. Ука-
занные pазìеpы поëностüþ уäовëетвоpяþт тpебо-
ванияì ВАЗ äëя такой установки. Основные
pас÷етные äанные сëеäуþщие: пусковой ìоìент —
230 Н•ì, ìощностü pежиìа пpокpутки пpи ÷астоте
вpащения 1000 ìин–1 — 12 кВт, ÷астота вpащения
на÷аëа токоотäа÷и — 600 ìин–1. Pас÷етные эëек-
тpоìаãнитные наãpузки составиëи: ëинейная токо-
вая в pежиìе запуска пpи остановëенноì ваëе —
83 000 А/ì и 45 000 А/ì пpи ÷астоте вpащения
1000 ìин–1, соответственно пëотности тока в об-
ìотке статоpа — 16,6 А/ìì2 и 9 А/ìì2, инäукöия
ìаãнитноãо поëя в зазоpе — 1 Тë. Питание аãpеãата
осуществëяëи от конäенсатоpа боëüøой еìкости.
Pассìатpиваеìый обpазеö пpеäназна÷ен äëя отpа-
ботки систеìы на хоäовых ìакетах автоìобиëей
сеìейства ВАЗ.

Дëя фоpìиpования сиãнаëов упpавëения кëþ÷а-
ìи инвеpтоpа посpеäствоì ìикpопpоöессоpа необ-
хоäиìо затpа÷иватü боëüøое коëи÷ество пpоöессоp-
ноãо вpеìени, теì саìыì уìенüøая äопустиìый
pесуpс äëя pеаëизаöии необхоäиìых законов упpав-
ëения. Поэтоìу во ìноãих ìикpоконтpоëëеpах

иìеþтся встpоенные внеøние устpойства, котоpые
÷асти÷но освобожäаþт пpоöессоp, фоpìиpуя сиã-
наëы PWM. В C164CI таких устpойств äва: устpой-
ство захвата/сpавнения САPСОМ2 и САPСОМ6 [7].
Пеpвое устpойство соäеpжит восеìü независиìых
øестнаäöатиpазpяäных канаëов фоpìиpования
ШИМ-сиãнаëов и äва øестнаäöатиpазpяäных с÷ет-
÷ика äëя отс÷етов pеаëüноãо вpеìени. Данное уст-
pойство позвоëяет фоpìиpоватü ШИМ-сиãнаëы
независиìо äpуã от äpуãа, ÷то в боëüøинстве виäов
ШИМ äостато÷но неуäобно, так как пpивоäит
к äопоëнитеëüныì затpатаì вpеìени пpи соãëасо-
вании пеpекëþ÷ений кëþ÷ей оäной стойки инвеp-
тоpа. Втоpое устpойство состоит из тpех основных
канаëов и оäноãо äопоëнитеëüноãо. Вpеìенные от-
с÷еты в неì по основныì канаëаì осуществëяþтся
øестнаäöатиpазpяäныì тайìеpоì-с÷ет÷икоì Т12,
а по äопоëнитеëüныì — äесятиpазpяäныì Т13.
Достоинствоì pассìатpиваеìоãо устpойства явëя-
ется наëи÷ие äвух вывоäов CCx и COUTx по каж-
äоìу канаëу с ноìеpоì X. Пpи этоì иìеется воз-
ìожностü фоpìиpования сиãнаëов упpавëения
веpхниì и нижниì кëþ÷аìи стойки инвеpтоpа ав-
тоìати÷ески.

Систеìе упpавëения стаpтеp-ãенеpатоpоì необ-
хоäиìо pеøатü тpи ãëавные пpобëеìы: упpавëение
ЭМ в pежиìе стаpтеpа, опpеäеëение ìоìента за-
пуска äвиãатеëя äëя пеpевоäа ìаøины в ãенеpатоp-
ный pежиì и упpавëение ЭМ в ãенеpатоpноì pе-
жиìе. Кажäая из пpивеäенных заäа÷ иìеет свои
особенности, поэтоìу pассìотpиì их отäеëüно.

В стаpтеpноì pежиìе ãëавной заäа÷ей эëектpо-
ìехани÷еской систеìы явëяется как ìожно боëее
быстpый pазãон коëен÷атоãо ваëа äо скоpости за-
пуска ДВС. Указанное тpебование обусëовëено теì
фактоì, ÷то на поëзу÷ей скоpости эффективностü
pаботы поäøипников скоëüжения низка. Сëеäова-
теëüно, на таких скоpостях ìоìент сопpотивëения
повыøен, ÷то пpивоäит к необоснованноìу pасхо-
äу энеpãии аккуìуëятоpа. Дëя обеспе÷ения указан-
ноãо тpебования ЭМ äоëжна pазвиватü ìаксиìаëü-
но возìожный äëя нее ìоìент вpащения в те÷ение
всеãо вpеìени pазãона, обеспе÷ивая ìаксиìаëüное
ускоpение. Pеøение указанной пpобëеìы ìожно
осуществитü синтезоì систеìы. Пpи синтезе сис-
теìы сëеäует у÷естü тот факт, ÷то ìоìент инеpöии
коëен÷атоãо ваëа ДВС (вкëþ÷ая øатуны и ìахо-
вик), пpивеäенный к ваëу ЭМ, зна÷итеëüно пpе-
выøает ìоìент инеpöии саìой ìаøины. Поэтоìу
без боëüøих поãpеøностей пpоöесс pазãона ЭМ
ìожно pассìатpиватü как посëеäоватеëüностü ква-
зиустановивøихся pежиìов пpи постоянной ÷ас-
тоте вpащения.

Опpеäеëение ìоìента запуска äвиãатеëя ìожно
осуществëятü, контpоëиpуя äва паpаìетpа: ÷астоту
вpащения и ток статоpа ЭМ. Заäа÷а опpеäеëения
усëожняется теì, ÷то коэффиöиенты pеäукöии
÷астоты вpащения в pежиìах стаpтеpа и ãенеpатоpа
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pазëи÷ны, всëеäствие ÷еãо пpи пеpе-
хоäе в ãенеpатоpный pежиì пеpекëþ-
÷ается pеäуктоp, и ÷астота вpащения
ЭМ снижается. Поскоëüку пеpекëþ-
÷ение pеäуктоpа ìожно осуществëятü
äвуìя путяìи — pеäуктоp пеpекëþ÷а-
ется саìостоятеëüно, и пеpекëþ÷ение
осуществëяется по коìанäе систеìы
упpавëения, то и опpеäеëение ìоìента
запуска ДВС необхоäиìо осуществëятü
в соответствии с типоì pеäуктоpа.
В пеpвоì сëу÷ае необхоäиìо сëеäитü
за токоì статоpа, и пpи снижении еãо
äо зна÷ений тока хоëостоãо хоäа ЭМ
в те÷ение нескоëüких обоpотов (у÷иты-
вается неpавноìеpностü ÷астоты вpа-
щения коëен÷атоãо ваëа пpи запуске
ДВС) осуществëятü пеpевоä ЭМ в ãе-
неpатоpный pежиì. Во втоpоì сëу÷ае
äостато÷но сëеäитü за ÷астотой вpаще-
ния ЭМ, и пpи пpевыøении еþ неко-
тоpоãо заäанноãо зна÷ения осуществ-
ëятü äействия по пеpевоäу ЭМ в ãене-
pатоpный pежиì. Заäа÷ей упpавëения
ãенеpатоpныì pежиìоì ЭМ в автоìо-
биëе явëяется поääеpжание напpяже-
ния öепи постоянноãо тока пpи изìе-
нении наãpузки и ÷астоты вpащения.

Pассìотpенные иäеи быëи испоëü-
зованы пpи pазpаботке коìпëекса пpо-
ãpаìì упpавëения автоìобиëüныì вен-
тиëüныì стаpтеp-ãенеpатоpоì с эëек-
тpоìаãнитныì возбужäениеì. Пpи
pазpаботке пpоãpаìì у÷итываëосü, ÷то
тpебуеìые систеìой упpавëения пеpи-
феpийные устpойства в ìикpоконтpоë-
ëеpе C164CI-8EM äостато÷но автоноì-
ны и пpакти÷ески не тpебуþт затpат
пpоöессоpноãо вpеìени на свое обсëу-
живание [12]. Поэтоìу основная пpо-
ãpаììа осуществëяет тоëüко pас÷еты
тpебуеìоãо возäействия и опpеäеëяет
ëоãику упpавëения. Сиãнаëы, зна÷е-
ния котоpых опpеäеëяþтся äат÷икаìи
напpяжения, тока и поëожения pото-
pа, обpабатываþтся пpоãpаììаìи, ис-
поëüзуþщиìи ìеханизì пpеpываний
ìикpоконтpоëëеpа, а записü инфоpìа-
öии в я÷ейки паìяти осуществëяется
с испоëüзованиеì встpоенноãо кон-
тpоëëеpа внеøних событий. Укpупнен-
ный аëãоpитì основной пpоãpаììы
упpавëения пpивеäен на pис. 3.

В на÷аëüной ÷асти аëãоpитìа осу-
ществëяется записü в паìятü необхоäи-
ìых констант и на÷аëüных зна÷ений.
Иниöиаëизиpуþтся АЦП, устpойства
захвата-сpавнения и контpоëëеp внеø-Pис. 3. Блок-схема упpавляющей пpогpаммы вентильного стаpтеp-генеpатоpа 
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них событий. Настpаивается систеìа пpеpываний.
Посëе поступëения внеøнеãо сиãнаëа pазpеøения
осуществëяется пеpехоä на основнуþ пpоãpаììу,
котоpая состоит из äвух ÷астей: обpаботка pежиìов
стаpтеpа и ãенеpатоpа.

Затеì осуществëяется ÷тение канаëа 4, котоpый
поäкëþ÷ается к кëþ÷у зажиãания автоìобиëя. Посëе
поëу÷ения pазpеøения осуществëяется иниöиаëи-
заöия остаëüных устpойств ìикpоконтpоëëеpа и
осуществëяется запуск тpехфазноãо ãенеpатоpа. Сис-
теìа на÷инает pаботатü в pежиìе стаpтеpа, пpи÷еì
пеpвона÷аëüно ток возбужäения устанавëивается
ìаксиìаëüныì. Пеpекëþ÷ение ìежäу pежиìаìи
осуществëяется испоëüзованиеì фëаãа pежиìа.

Дëя pеаëизаöии упpавëения стаpтеp-ãенеpатоpоì
на основе синхpонной ìаøины в ìикpоконтpоë-
ëеpе иìеется встpоенный бëок в составе пеpифе-
pийноãо ìоäуëя САPСОМ6. Пpи иниöиаëизаöии
ìикpоконтpоëëеpа äанный бëок настpаивается
в ìуëüтиканаëüный pежиì, а на вывоäы CC6POS0
CC6POS1 CC6POS2 ìикpоконтpоëëеpа поäаþтся
сиãнаëы с äат÷иков поëожения, сäвинутые на 120° эë.
В этоì сëу÷ае упpавëение инвеpтоpоì буäет осу-
ществëятüся по 120°-закону коììутаöии, а pеаëиза-
öия ШИМ за с÷ет тайìеpа, как показано на pис. 4,
ãäе T1, ..., T6 — упpавëяþщие кëþ÷и; A, B, C — фа-
зы статоpа; Uф1 — пеpвая ãаpìоника фазноãо на-
пpяжения.

В pежиìе стаpтеpа в öеëях повыøения ÷астоты
вpащения ìожно испоëüзоватü осëабëение ìаãнит-
ноãо потока за с÷ет pеãуëиpования тока возбужäе-
ния. В pежиìе ãенеpатоpа ìожно откëþ÷итü ин-
веpтоp, пpи этоì äëя выпpяìëения испоëüзуþтся
äиоäы обpатноãо ìоста, а pеãуëиpование напpяже-

ния осуществëяется посpеäствоì изìенения тока
в öепи возбужäения.

Выбpанная базовая стpуктуpа схеìы систеìы
упpавëения стаpтеp-ãенеpатоpаìи явëяется унивеp-
саëüной и ìожет бытü испоëüзована äëя pазëи÷ных
типов эëектpоìехани÷еских пpеобpазоватеëей.
Выбpанный ìикpоконтpоëëеp фиpìы Infenion
C164CI8EM по своиì техни÷ескиì хаpактеpисти-
каì поëностüþ уäовëетвоpяет тpебованияì, пpеäъ-
явëяеìыì к систеìаì упpавëения стаpтеp-ãенеpа-
тоpаìи. Pазpаботанные аëãоpитìы pеаëизаöии
pазëи÷ных ШИМ ìожно испоëüзоватü пpи пpо-
ãpаììиpовании систеì упpавëения. Аëãоpитìы пpя-
ìоуãоëüных ШИМ испоëüзуþтся äëя стаpтеp-ãене-
pатоpов, ìощностü котоpых не пpевыøает 2 кВт,
а синусоиäаëüных — äëя бо ´ëüøих ìощностей.
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Насосы, вентиëятоpы, коìпpессоpы составëяþт
боëüøой кëасс пpоизвоäственных ìеханизìов, осо-
бенно в таких отpасëях, как хиìи÷еская и нефте-
пеpеpабатываþщая пpоìыøëенностü, энеpãетика,
коììунаëüное хозяйство. С их испоëüзованиеì осу-
ществëяется тpанспоpтиpовка по тpубопpовоäныì
ìаãистpаëяì зна÷итеëüных объеìов жиäких и ãа-
зообpазных пpоäуктов. Дëя кpаткости этот кëасс
ìаøин объеäиняþт общиì названиеì — туpбоìе-
ханизìы.

Энеpãети÷ескиì звеноì туpбоìеханизìов ìожет
бытü пpивоä pазëи÷ноãо типа, но наибоëüøее пpи-
ìенение нахоäит эëектpопpивоä, в ÷астности, на
базе асинхpонноãо эëектpоäвиãатеëя (АД). О ìас-
совости АД в ка÷естве пpивоäа туpбоìеханизìов
свиäетеëüствует то обстоятеëüство, ÷то он потpеб-
ëяет äо 40 % от всеãо объеìа выpабатываеìой эëек-
тpоэнеpãии [1].

Упpавëение техноëоãи÷ескиì коìпëексоì эëек-
тpопpивоä—туpбоìеханизì—тpубопpовоäная ìа-
ãистpаëü своäится к изìенениþ еãо пpоизвоäи-
теëüности — объеìной поäа÷и тpанспоpтиpуеìой
сpеäы в еäиниöу вpеìени. Наибоëее известныìи
явëяþтся äва способа упpавëения:

� äpоссеëиpование иëи изìенение ãиäpавëи÷еско-
ãо сопpотивëения ìаãистpаëи;

� изìенение ÷астоты вpащения туpбоìеханизìа
(способ ω = var). 
До настоящеãо вpеìени наибоëüøее пpиìенение

нахоäит пеpвый способ. Pеаëизуется он с поìощüþ
заäвижек, кëапанов, засëонок, øибеpов и äpуãих
испоëнитеëüных ìеханизìов. Пеpеìещение затво-
pа испоëнитеëüноãо ìеханизìа изìеняет сопpо-
тивëение ìаãистpаëи и соответственно пpоизвоäи-
теëüностü. Пpи относитеëüноì поëожении затвоpа
y = 1 ìаãистpаëü поëностüþ откpыта, ãиäpавëи÷е-
ское сопpотивëение ìиниìаëüно и пpоизвоäитеëü-
ностü наибоëüøая (ноìинаëüная). Пpи y = 0 ìаãи-
стpаëü закpыта, сопpотивëение pавно бесконе÷но-
сти, а пpоизвоäитеëüностü — нуëþ.

Пеpеìещение pеãуëиpуþщеãо оpãана испоëни-
теëüноãо ìеханизìа pеаëизуется с поìощüþ пpиво-
äа. Он также ìожет бытü pазëи÷ноãо типа — пнев-
ìати÷еский, ãиäpавëи÷еский, эëектpи÷еский. Дëя
опpеäеëенности остановиìся на эëектpопpивоäе.
И поскоëüку сиãнаë упpавëения пpивоäоì пpопоp-
öионаëен тpебуеìоìу пеpеìещениþ pеãуëиpуþщеãо
оpãана, то äëя способа äpоссеëиpования упpавëяþ-
щиì возäействиеì öеëесообpазно с÷итатü относи-
теëüное поëожение затвоpа y.

Пpи втоpоì способе (ω = var) вся pеãуëиpуþщая
аппаpатуpа на ìаãистpаëи поëностüþ откpыта и
упpавëение пpоизвоäитеëüностüþ туpбоìеханизìа
pеаëизуется за с÷ет изìенения уãëовой скоpости
вpащения эëектpопpивоäа. Тоãäа упpавëяþщиì
возäействиеì äëя коìпëекса явëяется ÷астота вpа-
щения ω.

Два названных способа упpавëения äавно пpи-
вëекаþт вниìание спеöиаëистов, занятых вопpоса-
ìи энеpãосбеpежения. Известно, ÷то способ ω = var
по сpавнениþ с ìетоäоì äpоссеëиpования позвоëя-
ет, в зависиìости от ãpафика наãpузки туpбоìеха-
низìа и особенностей pаботы коìпëекса, эконоìитü
зна÷итеëüные объеìы энеpãии — äо 70 % и боëее.

Гоpазäо ìенüøе, по сpавнениþ с эффектоì энеp-
ãосбеpежения, известно еще об оäноì важноì пpе-
иìуществе способа ω = var, а иìенно: упpавëение
пpоизвоäитеëüностüþ по сpавнениþ с ìетоäоì äpос-
сеëиpования обеспе÷ивает существенно ëу÷øие по-
казатеëи ка÷ества упpавëения выхоäной пеpеìен-
ной. В некотоpых сëу÷аях эффект от этоãо ìожет
бытü зна÷итеëüно выøе, ÷еì от показатеëей энеp-
ãосбеpежения. Это относится, напpиìеp, к систе-
ìаì поääеpжания конöентpаöии в потоках, необ-
хоäиìых теìпеpатуp, напоpов в äиктуþщих то÷ках
и äpуãих техноëоãи÷еских пеpеìенных. 

В известной ëитеpатуpе, посвященной äанной
пpобëеìе, напpиìеp [2—6], pассìатpиваþтся пpо-
öессы тоëüко в отäеëüных устpойствах коìпëекса —
в туpбоìеханизìе, ìаãистpаëи, испоëнитеëüных
ìеханизìах — и в боëüøинстве сëу÷аев они посвя-
щены стати÷ескиì pежиìаì.

Сpавниваются статические хаpактеpистики комплек-
са электpопpивод—туpбомеханизм—тpубопpоводная маги-
стpаль пpи двух способах упpавления пpоизводительностью
матеpиальной сpеды, тpанспоpтиpуемой по тpубопpоводу.
Показано, что пpи упpавлении частотой вpащения хаpак-
теpистики являются линейными, а пpи методе дpоссели-
pования — нелинейными. Поэтому для пеpвых может быть
достигнуто более высокое качество упpавления пpи одно-
кpатной настpойке pегулятоpов.

Ключевые слова: электpопpивод, туpбомеханизм, тpубо-
пpоводная магистpаль, напоp, пpоизводительность, стати-
ческая хаpактеpистика, дpосселиpование, частота вpаще-
ния, pегулятоpы.
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Цель иссëеäования состоит в поëу÷ении ìате-
ìати÷еских ìоäеëей статики и äинаìики äëя коì-
пëекса в öеëоì и оöенке на их основе показатеëей
ка÷ества äвух сpавниваеìых способов упpавëения.

Данная статüя посвящается поëу÷ениþ и иссëеäо-
ваниþ стати÷еских хаpактеpистик, посëеäуþщие —
äинаìи÷ескиì ìоäеëяì сpавниваеìых способов
упpавëения.

Хаpактеp äвижения жиäкостей и ãазов в тpубо-
пpовоäных ìаãистpаëях в установивøихся pежиìах
оäинаков, поэтоìу в ка÷естве тpанспоpтиpуеìой
сpеäы pассìатpивается жиäкостü (воäа).

В пpоизвоäственных усëовиях pассìатpивае-
ìый коìпëекс ÷асто pаботает пpи наëи÷ии встpе÷-
ноãо (стати÷ескоãо) напоpа. Но поскоëüку пpи от-
сутствии напора набëþäается наибоëüøая pазниöа
в стати÷еских хаpактеpистиках коìпëекса, то, ÷тобы
эти отëи÷ия поä÷еpкнутü, в pаботе пpиниìается
отсутствие стати÷ескоãо напоpа.

Дëя поëу÷ения стати÷еских хаpактеpистик äос-
тато÷но pассìотpетü pазоìкнутые систеìы упpав-
ëения коìпëексоì.

Статические хаpактеpистики комплекса
для метода дpосселиpования

Стати÷еской хаpактеpистикой упpавëения пpи-
нято называтü зависиìостü ìежäу выхоäной (упpав-
ëяеìой) веëи÷иной и упpавëяþщиì возäействиеì.
Выхоäной веëи÷иной pассìатpиваеìых способов
упpавëения явëяется пpоизвоäитеëüностü, а упpав-
ëениеì пpи ìетоäе äpоссеëиpования — относи-
теëüное поëожение затвоpа испоëнитеëüноãо ìеха-
низìа. Дpуãиìи сëоваìи, стати÷еская хаpактеpи-
стика коìпëекса пpи äанноì способе упpавëения —
это зависиìостü виäа Q = f(y). Частота вpащения
эëектpопpивоäа (туpбоìеханизìа) в этоì сëу÷ае
с÷итается неизìенной — ноìинаëüной. Эëектpо-
пpивоä pаботает в pежиìе естественных ìехани÷е-
ских хаpактеpистик — пpи ноìинаëüноì зна÷ении
÷астоты и уpовне питаþщеãо напpяжения. Воз-
ìожные их откëонения от ноìинаëüных зна÷ений
ìоãут сказыватüся на откëонениях ÷астоты, ÷то
ìожно pассìатpиватü в ка÷естве возìущаþщих
возäействий.

Туpбоìеханизì пpи этоì способе упpавëения
также pаботает в pежиìе "паспоpтной" напоpной
хаpактеpистики, котоpуþ по анаëоãии с ìехани÷е-
ской хаpактеpистикой эëектpопpивоäа также назо-
веì естественной. Она пpивоäится в техни÷еской
äокуìентаöии туpбоìеханизìа в виäе ãpафи÷еской
зависиìости Q = f(H), ãäе Q — объеìная пpоизво-
äитеëüностü; H — напоp (äавëение) на выхоäе туp-
боìеханизìа.

Дëя уäобства анаëиза напоpнуþ хаpактеpистику
(иноãäа ее называþт QH-хаpактеpистикой) ап-

пpоксиìиpуþт анаëити÷еской зависиìостüþ; оäниì
из таких соотноøений [7, 8] явëяется сëеäуþщее:

H = H0e – kQ2, (1)

ãäе H0e — напоp на выхоäе туpбоìеханизìа пpи

естественной хаpактеpистике на хоëостоì хоäу (ну-
ëевой пpоизвоäитеëüности); k — постоянный äëя
äанноãо туpбоìеханизìа коэффиöиент, котоpый
ìожно опpеäеëитü из (1), пpиpавняв H = 0, тоãäа

Q = Qìакс и k = .

В pаботе [9] показано, ÷то äëя напоpной хаpак-
теpистики виäа (1) ноìинаëüноìу pежиìу соответ-

ствует то÷ка с кооpäинатаìи Q = , H = H0e.

Есëи обозна÷итü их соответственно Qн и Hн, то (1)

запиøется в сëеäуþщеì виäе:

H = 1,5Hн – Q2 = 1,5Hн – 0,5 Q2.

Пpиняв ноìинаëüные зна÷ения напоpа и пpо-
извоäитеëüности базовыìи и pавныìи еäиниöе,
пpивеäенное выpажение ìожно записатü в относи-
теëüных веëи÷инах в виäе

H* = 1,5 – 0,5 , (2)

ãäе знак * — относитеëüное зна÷ение. 

Дëя тpубопpовоäной ìаãистpаëи напоpная ха-
pактеpистика иìеет виä [5, 10]

H = 1 + λ  + Σξc + ξa(y) , (3)

ãäе λ  — коэффиöиент тpения потока тpанспоp-

тиpуеìой сpеäы о стенки тpубопpовоäа; Σξc — суì-

ìа коэффиöиентов тpения, вызванных повоpотаìи
и ìестныìи суженияìи тpубопpовоäа; ξa(y) — ко-

эффиöиент тpения потока, опpеäеëяеìый поëоже-
ниеì затвоpа испоëнитеëüноãо ìеханизìа; y — от-
носитеëüное поëожение затвоpа (0 m y m 1); γ —
уäеëüный вес сpеäы. 

Пpи ëинейной pасхоäной хаpактеpистике испоë-
нитеëüноãо ìеханизìа äëя воäы (γ = 9810 кã/ì3)
веëи÷ина ξa(y) pасс÷итывается как

ξa(y) = , (4)
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ãäе g — ускоpение сиëы тяжести; Sус — пëощаäü
внутpеннеãо попеpе÷ноãо се÷ения тpубопpовоäа;
Qус — усëовная объеìная пpопускная способностü
pеãуëиpуþщей аpìатуpы.

Напоpнуþ хаpактеpистику ìаãистpаëи пpи поë-
ностüþ откpытой аpìатуpе (y = 1) также назовеì
естественной. Изìеняя y от 1 äо 0, ìожно ваpüиpо-
ватü зна÷ения ξa(y) от наиìенüøеãо ξa(y = 1) = min
äо ξa(y = 0) = ∞. Тоãäа в соответствии с (3) пpоиз-
воäитеëüностü буäет изìенятüся от ноìинаëüной
äо нуëя.

Зависиìостü (3) пpи пpоìежуто÷ных фиксиpо-
ванных зна÷ениях y буäеì называтü искусственны-
ìи напоpныìи хаpактеpистикаìи ìаãистpаëи. От-
сþäа виäно, ÷то упpавëение ìетоäоì äpоссеëиpо-
вания связано с пеpехоäоì на искусственные
напоpные хаpактеpистики. Но поскоëüку пpи pа-
боте туpбоìеханизìа в соответствии с (2) изìеня-
ется и напоp на вхоäе в ìаãистpаëü, то äëя поëу÷е-
ния зависиìости Q = f(y) необхоäиìо совìестное
pеøение уpавнений (2), (3) и (4). Дëя упpощения
же pас÷етов соотноøение (3) также уäобно пpеä-
ставитü в относитеëüных еäиниöах. Дëя этоãо обо-
зна÷иì

1 + λ  + Σξc + ξa(y)  = kM (5)

и еãо зна÷ение пpи y = 1 усëовно пpиìеì pавныì 1.

Тоãäа äëя искусственных напоpных хаpактеpи-
стик ìаãистpаëи, ãäе y < 1, относитеëüное зна÷ение
этоãо коэффиöиента буäет боëüøе еäиниöы. Обо-
зна÷иì еãо соответственно kM*. Леãко показатü,
÷то есëи äëя ноìинаëüноãо pежиìа ìаãистpаëи
kM* = 1,то äëя искусственных напоpных хаpакте-
pистик он pавен

kM* = . (6)

Напpиìеp, уже äëя пpоизвоäитеëüности Q* = 0,5

kM* =  = 5,5.

Соотноøение же äëя напоpных хаpактеpистик
в относитеëüных веëи÷инах сëеäуþщее:

H* = kM* . (7)

Напоpные хаpактеpистики туpбоìеханизìа и
ìаãистpаëи в относитеëüных веëи÷инах позвоëяþт
äостато÷но пpосто стpоитü их ãpафики.

В ка÷естве пpиìеpа они пpивеäены на pис. 1.
Дëя поëу÷ения же стати÷еской хаpактеpистики

коìпëекса Q* = f(y) необхоäиìо заäатüся паpаìет-
pаìи pеаëüной тpубопpовоäной аpìатуpы. Пустü это
буäет тpубопpовоä äëиной L = 200 ì, Dус = 0,1 ì,
λ = 0,02, испоëнитеëüныì ìеханизìоì явëяется
заäвижка с коэффиöиентоì сопpотивëения в от-
кpытоì состоянии ξa (y = 1) = 0,2 и пpопускной
способностüþ Qус = 885 ì3/÷.

Пpеäпоëожиì, ÷то по тpубопpовоäу тpанспоpти-
pуется воäа. Пpиìеì ноìинаëüный напоp туpбоìе-
ханизìа Hн = 1 МПа. Тpубопpовоäная ìаãистpаëü
пpи поëностüþ откpытой заäвижке и ноìинаëüноì
напоpе туpбоìеханизìа обеспе÷ивает пpоизвоäи-
теëüностü, соответствуþщуþ ноìинаëüной äëя туp-
боìеханизìа.

Тоãäа из (4) ìожно поëу÷итü

ξa(y) = .
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kM* ∞ 149,5 37 16,17 8,875 5,5 3,67 2,56 1,84 1,35 1
y 0 0,005715 0,0116 0,01788 0,0248 0,0328 0,0426 0,0556 0,0756 0,1164 1

Pис. 1. Напоpные хаpактеpистики:
1 — туpбоìеханизìа естественная; 2 —ìаãистpаëи естествен-
ная; 3 — ìаãистpаëи искусственная, Q* = 0,8; 4 —ìаãистpаëи
искусственная, Q* = 0,6; 5 — ìаãистpаëи искусственная, Q* =
0,4; 6 — туpбоìеханизìа искусственная, Q* = 0,8; 7 — туpбо-
ìеханизìа искусственная, Q* = 0,6; 8 — туpбоìеханизìа ис-

кусственная, Q* = 0,4
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Поäставëяя этот pезуëüтат в (3) и поëаãая Σξc = 0,
ìожно pасс÷итатü ноìинаëüнуþ пpоизвоäитеëü-
ностü. Пpи y = 1, Qн = 0,0547 ì3/с = 197 ì3/÷. Даëее,
pеøая совìестно (5) и (7) äëя ноìинаëüной и ëþ-
бой пpоìежуто÷ной относитеëüной пpоизвоäитеëü-
ности, ìожно опpеäеëитü äëя посëеäней зна÷ение
относитеëüноãо упpавëяþщеãо возäействия. Пpиìеp
такоãо pас÷ета пpеäставëен в табëиöе.

Из систеìы уpавнений и äанных табëиöы сëе-
äует, ÷то стати÷еская хаpактеpистика коìпëекса
явëяется неëинейной. В ÷астности, пpи ìаëой пpо-
извоäитеëüности небоëüøоìу пpиpащениþ упpав-
ëения (y) соответствует зна÷итеëüно боëüøее пpи-
pащение pасхоäа, ÷еì на пpоизвоäитеëüностях,
бëизких к ноìинаëüной. Дëя ìаãистpаëи с äpуãиìи
паpаìетpаìи стати÷еские хаpактеpистики буäут от-
ëи÷атüся от поëу÷енной, но неëинейностü ее сохpа-
няется. Дëя пpиìеpа быëи pасс÷итаны стати÷еские
хаpактеpистики äëя тpубопpовоäов той же пpоиз-
воäитеëüности, но соответственно äëиной 800 ì и
50 ì. Боëее поäpобный анаëиз хаpактеpистик буäет
äан ниже.

Статические хаpактеpистики комплекса 
пpи изменении пpоизводительности путем 

изменения частоты вpащения туpбомеханизма

Зäесü упpавëение пpоизвоäитеëüностüþ туpбо-
ìеханизìа осуществëяется за с÷ет изìенения ÷ас-
тоты вpащения пpивоäноãо äвиãатеëя. Дëя этоãо
пpеäпоëаãается эëектpопитание АД от пpеобpазо-
ватеëя ÷астоты — ПЧ. Пpи этоì напоpная хаpак-
теpистика ìаãистpаëи остается неизìенной — есте-
ственной, упpавëение же пpоизвоäитеëüностüþ
коìпëекса pеаëизуется пеpехоäоì на искусствен-
ные напоpные хаpактеpистики туpбоìеханизìа.
Осуществëяется это установкой соответствуþщей
скоpости вpащения эëектpопpивоäа.

Пеpехоä с естественной на искусственные ха-
pактеpистики в соответствии с фоpìуëаìи пpопоp-
öионаëüности теоpии поäобия [2, 11] выпоëняется
по соотноøенияì

Hиi = H0i , Qиi = Q0iω*, (8)

ãäе Hиi, Qиi — зна÷ения напоpа и пpоизвоäитеëü-

ности на искусственных хаpактеpистиках, соответ-
ствуþщих äавëениþ и пpоизвоäитеëüности H0i и

Q0i на естественной напоpной хаpактеpистике;

ω* =  — относитеëüное зна÷ение скоpости на

искусственной хаpактеpистике.

В pаботе [5] äоказан боëее пpостой ìетоä пеpе-
хоäа на искусственные напоpные хаpактеpистики.

Есëи естественная пpеäставëяется в виäе (1), то
искусственная запиøется как

H0i = H0e  – kQ2, (9)

ãäе k иìеет то же зна÷ение, ÷то и в соотноøении (1).
Пеpехоä к относитеëüныì веëи÷инаì пpеобpазует
посëеäнее соотноøение к виäу

H* = 1,5  – 0,5 . (10)

Напоpная хаpактеpистика ìаãистpаëи пpи äан-
ноì способе упpавëения остается естественной и
в относитеëüных еäиниöах соответствует соотно-
øениþ [7]. У÷итывая, ÷то пpи этоì  = 1, то оно
иìеет виä

H* = .

Пpи совìестной pаботе устpойств коìпëекса от-
носитеëüное зна÷ение напоpа в äанноì выpажении
pавно еãо зна÷ениþ в (10). Pеøая их совìестно,
иìееì

 = ω*. (11)

Отсþäа сëеäует, ÷то стати÷еская хаpактеpисти-
ка упpавëения в коìпëексе эëектpопpивоä — туp-
боìеханизì — тpубопpовоäная ìаãистpаëü иëи за-
висиìостü Q* = f(ω*) явëяется ëинейной. Напоp-
ные хаpактеpистики туpбоìеханизìа и ìаãистpа-
ëи, поясняþщие пpинöип упpавëения äëя способа
ω = var, также показаны на pис. 1.

Анализ статических хаpактеpистик

Стати÷еская хаpактеpистика äëя способа ω = var
не тpебует особых пояснений. Оäнако äëя наãëяä-
ности она пpивеäена на pис. 2 наpяäу со стати÷е-
скиìи хаpактеpистикаìи способа äpоссеëиpова-
ния. Как уже отìе÷аëосü, äëя посëеäнеãо они pас-
с÷итаны äëя тpех тpубопpовоäных ìаãистpаëей с
оäинаковой пpоизвоäитеëüностüþ, но pазëи÷ной
äëины (800, 200, 50 ì).

По оси оpäинат показаны относитеëüные зна-
÷ения пpоизвоäитеëüности, äëя котоpых ноìи-

наëüная соответствует Qн = 0,0547 ì3/с. На оси

абсöисс показаны относитеëüные веëи÷ины упpав-
ëений (y и ω*). Дëя ëинейной хаpактеpистики ко-

эффиöиент усиëения, pавный K =  = 1, по-

стоянен во всеì äиапазоне изìенения pассìатpи-
ваеìых веëи÷ин. Дëя ìетоäа äpоссеëиpования он
изìеняется в øиpоких пpеäеëах. Наибоëüøих зна-
÷ений он äостиãает в на÷аëüной ÷асти стати÷еской
хаpактеpистики пpи Q* ≈ 0, а саìых ìаëых — пpи
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поëноì откpытии pеãуëиpуþщей аpìатуpы — Q* ≈ 1

и y ≈ 1. Дëя опpеäеëенности поäpобнее pассìотpиì
ãpафик 3, поëу÷енный äëя тpубопpовоäа äëиной
200 ì (рис. 2). Соответствуþщие оöенки äëя коэф-
фиöиента усиëения поëу÷ены пpи изìенении y
от 0 äо 0,01 и от 0,99 äо 1. В ÷астности,

Kна÷ =  =  = 17,32;

Kкон =  = 0,036,

т. е. их зна÷ения отëи÷аþтся в 481 pаз.
Пpеäпоëожиì, ÷то изìенение пpоизвоäитеëü-

ности пpи pаботе коìпëекса ìожет бытü в пpеäеëах
от Q* = 1 äо Q* = 0,25. Тоãäа зна÷ение коэффиöи-
ента усиëения в окpестности то÷ки Q* = 0,25, pас-
с÷итанное по той же схеìе, составëяет

K0,25 =  = 16,786,

иëи отëи÷ие коэффиöиентов на ãpаниöах äиапазо-
на pеãуëиpования — 465-кpатное.

Пpи такоì поëожении äëя поëу÷ения тpебуеìых
показатеëей ка÷ества в заìкнутой систеìе pеãуëи-
pования необхоäиìо постоянно, в зависиìости от
пpоизвоäитеëüности, пеpестpаиватü паpаìетpы pе-
ãуëятоpов.

Аëüтеpнативой такоìу поäхоäу явëяется испоëü-
зование саìонастpаиваþщихся pеãуëятоpов, но это
существенно усëожняет систеìу упpавëения. На
пpактике настpойка pеãуëятоpов обы÷но пpово-
äится пpи pаботе на наибоëее веpоятноì зна÷ении
пpоизвоäитеëüности. Тоãäа пеpехоä на боëüøие ее
зна÷ения, ãäе коэффиöиент усиëения ìенüøе, веäет
к затяãиваниþ пеpехоäных пpоöессов и увеëи÷е-
ниþ оøибки pеãуëиpования. Пpи снижении пpо-
извоäитеëüности, напpотив, pастет быстpоäейст-
вие систеìы, увеëи÷ивается коëебатеëüностü пpо-
öесса, и пpи äаëüнейøеì снижении систеìа ìожет
статü неустой÷ивой.

От этих неäостатков свобоäен способ упpавëения
ω = var. Зäесü äостато÷на оäнокpатная то÷ная на-
стpойка, и систеìа упpавëения с оäинаковыìи по-
казатеëяìи ка÷ества буäет pаботатü во всеì äиапа-
зоне изìенения пpоизвоäитеëüности. Отсþäа виäно,
÷то äанный способ упpавëения обëаäает потенöи-
аëüно ëу÷øиìи показатеëяìи ка÷ества упpавëения
техноëоãи÷ескиì коìпëексоì в установивøихся и
пеpехоäных pежиìах.
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Pис. 2. Статические хаpактеpистики для двух способов упpав-
ления пpоизводительностью:
1 — способ ω = var; äpоссеëиpование: 2 — L = 800 ì; 3 — L =
200 ì; 4 — L = 50 ì
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Алгоpитмы опpеделения 
дальности и pадиуса зоны 
действия автоматической 

инфоpмационной системы, 
pаботающей в условиях

сложной помеховой обстановки

В настоящее вpеìя на внутpенних воäных путях
(ВВП) Pоссийской Феäеpаöии набëþäается еже-
ãоäный pост объеìов пеpевозок, осуществëяеìых
pе÷ныìи суäаìи и суäаìи "pека — ìоpе", испоëü-
зуеìых в сìеøанных pайонах пëавания. Естест-
венно, это пpивоäит к увеëи÷ениþ интенсивности
суäохоäства на всей пpотяженности ВВП Pоссии.
В таких усëовиях äëя обеспе÷ения наäëежащеãо
уpовня безопасности пëавания, несоìненно, буäет
актуаëüныì интеãpаöия в тpанспоpтнуþ систеìу
автоìати÷еских иëи автоìатизиpованных инфо-
коììуникаöионных систеì. Неотъеìëеìой ÷астüþ
pассìатpиваеìых систеì явëяется автоìати÷еская
инфоpìаöионная систеìа (АИС).

АИС поëу÷иëи весüìа øиpокое pаспpостpане-
ние на ìоpскоì тpанспоpте и в соответствии с тpе-
бованияìи 5 ãëавы Межäунаpоäной конвенöии
СОЛАС явëяþтся обязатеëüныìи äëя установки
пpакти÷ески на всех ìоpских суäах.

С этой то÷ки зpения äëя спеöиаëистов воäноãо
тpанспоpта зна÷итеëüный интеpес вызываþт вопpо-
сы, связанные с повыøениеì безопасности, уëу÷-
øениеì ìонитоpинãа и эффективности упpавëения
суäохоäствоì пpи испоëüзовании указанных систеì,
функöиониpование котоpых в зна÷итеëüной ìеpе
зависит от коìпëексноãо возäействия ìуëüтипëи-
кативных и аääитивных поìех в инфоpìаöионных
канаëах на тpассе "базовая станöия (БС) — суäовой
тpанспонäеp (СТ)". Сpеäи таких поìех иìеþт ìе-
сто øуìы, взаиìные поìехи pаäиосpеäств, внепо-
ëосное изëу÷ение ëиний эëектpопеpеäа÷ и pазëи÷-
ных пpоìыøëенных установок, pазëи÷ноãо pоäа
ìоно- и поëиãаpìони÷еские поìехи и т. п.

Постpоение АИС в указанных усëовиях, пpежäе
всеãо топоëоãия и pазìеpы зон äействия, а также
äаëüностü их äействия иссëеäоваëисü в pяäе pабот
[1, 2, 4], оäнако вопpосы остаþтся в зна÷итеëüной
ìеpе откpытыìи.

Нужно также у÷итыватü, ÷то БС АИС изëу÷аþт
в äиапазоне уëüтpакоpотких воëн (УКВ) ÷астотно-
ìанипуëиpованные сиãнаëы с непpеpываþщиìися
спектpаìи.

Известно [1], ÷то ìаксиìаëüная äаëüностü зоны
äействия БС АИС опpеäеëяется соотноøениеì

Rmax = arg[pоø(Rс) = pтp], (1)

ãäе pтp = 10–2...10–6 — тpебуеìая веpоятностü
оøибки пpи пpиеìе öифpовой äвои÷ной еäиниöы
сообщения АИС; pоø(Rс) — веpоятностü оøибки
пpиеìа в инфоpìаöионноì канаëе АИС äвои÷ной
öифpовой инфоpìаöии пpи pасстоянии БС — СТ,
pавноì Rс.

Пpи возäействии указанных выøе поìех pеøе-
ние (1) ìожет пpиниìатü pазëи÷ные фоpìы. 

Алгоpитм опpеделения дальности действия АИС 
для случая "не замиpающий сигнал — помеха, 

замиpающая по pелеевскому закону"

pоø = exp , r = 1; 2 [3]. (2)

Из выpажений (1) и (2) äëя äанноãо сëу÷ая ìожно
поëу÷итü:

Rmax = . (3)

Зäесü Rс — раäиус äействия БС; χ и χп — энеp-
ãети÷еские паpаìетpы сиãнаëа и поìехи, котоpые
ìожно опpеäеëитü сëеäуþщиì обpазоì:

χ = , (4)

χп = , (5)

ãäе Pи и PИП — соответственно, ìощностü пеpеäат-
÷ика БС АИС и исто÷ника поìехи (ИП); Mпpmin —
÷увствитеëüностü пpиеìника суäовоãо тpанспонäе-
pа АИС; h1, h2 и hп — высоты антенн БС, СТ и ИП;
G1, G2 и Gп — КПД антенн БС, СТ и ИП; η1, η2 и
ηп — соответственно КПД антенно-фиäеpных тpак-
тов БС, СТ и ИП; Rп — pасстояние ìежäу ИП и БС;

 — коэффиöиент взаиìноãо pазëи÷ия r-ãо ва-

Pассматpиваются алгоpитмы опpеделения максималь-
ной дальности действия автоматической инфоpмационной
системы, учитывающие влияние мультипликативных и
аддитивных помех.

Ключевые слова: автоматическая инфоpмационная
система, коэффициент взаимного pазличия, pадиопомеха,
дальность действия, замиpающий сигнал, замиpающая по-
меха, pетpанслиpованная помеха, взаимная помеха.
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pианта сиãнаëа и сосpеäото÷енной поìехи, опpе-
äеëенной в [3, с. 31].

Как пpавиëо, äëя сëу÷ая оäино÷ной БС АИС,
pаботаþщей в УКВ-äиапазоне, äëя опpеäеëения ее
зоны äействия с у÷етоì вëияния окpужаþщей по-
ìеховой обстановки pассìотpенных пpеäставëений
впоëне äостато÷но. Дëя созäания поëноöенно функ-
öиониpуþщей автоìатизиpованной систеìы упpав-
ëения äвижениеì суäов (АСУ ДС) необхоäиìо ин-
стаëëиpоватü нескоëüко БС АИС и соеäинитü в öепü.
В такоì сëу÷ае äëя поëу÷ения поëной каpтины не-
обхоäиìо обpатитü особое вниìание на сëу÷ай (3)
Такой поäхоä весüìа актуаëен пpи созäании АСУ
ДС, базиpуþщихся на пpиìенении техноëоãии АИС.

Испоëüзуя выpажение (3), ìожно постpоитü но-
ìоãpаììу зависиìости ìаксиìаëüной зоны äейст-
вия БС АИС (АИС-1) от pасстояния äо исто÷ника
поìехи (АИС-2) äëя pазëи÷ных зна÷ений ìакси-
ìуìов коэффиöиента взаиìноãо pазëи÷ия .

Ноìоãpаììа (pис. 1) постpоена äëя сëу÷ая,
коãäа ìощностü пеpеäат÷ика АИС-1 и ìощности
исто÷ника поìех АИС-2 pавны 2 Вт. Достато÷но
пpосто постpоитü поäобнуþ ноìоãpаììу и äëя äpу-
ãих хаpактеpных сëу÷аев, напpиìеp äëя Pи = 2 Вт,
PИП = 12 Вт и т. ä.

Алгоpитм опpеделения дальности
действия АИС для случая "замиpающий сигнал — 

помеха, замиpающая по pелеевскому закону"

Посëе несëожных ìатеìати÷еских пpеобpазова-
ний соотноøение (1) ìожно аäаптиpоватü äëя сëу-
÷ая "заìиpаþщий сиãнаë — заìиpаþщая поìеха":

Rmax = . (6)

Необхоäиìо отìетитü, ÷то соотноøения (3) и (6)
явëяþтся явныìи заìкнутыìи анаëити÷ескиìи pе-
øенияìи относитеëüно Rmax = Rmax( ). Кpоìе
тоãо, указанные выpажения явëяþтся оäновpеìен-
но и оöенкаìи свеpху äëя сëу÷аев "не заìиpаþщий
сиãнаë — не заìиpаþщая поìеха" и "заìиpаþщий
сиãнаë — не заìиpаþщая поìеха" соответственно.

Эти выpажения обëаäаþт äостато÷ной общностüþ
и позвоëяþт анаëизиpоватü вëияние на Rmax pаз-
ëи÷ных кëассов взаиìных поìех, в тоì ÷исëе таких,
как pазëи÷ноãо pоäа побо÷ные изëу÷ения и взаиì-
ные ìоноãаpìони÷еские поìехи, äëя котоpых [3]

 = ; Ωr = |krω0 – ωп|; r = 1, 2;

ω0 = , (7)

ãäе ωп = 2π fп — ÷астота поìехи; T — äëитеëüностü
посыëки öифpовоãо сообщения в АИС; kr — по-
ряäковый ноìер ãарìоники.

В табëиöе пpеäставëены зна÷ения ìаксиìуìов
 в соответствии с (7).
Зависиìости Rmax от Rп äëя некотоpых указан-

ных в этой табëиöе  показаны на pис. 1 и 2. Пpи

этоì  ≈ 1 соответствует сëу÷аþ pетpансëиpован-

ной поìехи,  = 0,4053 — сëу÷аþ ìоноãаpìони-

÷еской взаиìной поìехи, а  = 0,0472 пpакти÷е-

ски соответствует вëияниþ поìехи побо÷ноãо из-
ëу÷ения по основныì канаëаì пpиеìа.
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***

В ка÷естве закëþ÷ения необхоäиìо отìетитü, ÷то
пpи созäании АИС, pаботаþщих äëя нужä внут-
pеннеãо воäноãо тpанспоpта, особое вниìание необ-
хоäиìо уäеëитü поìехозащищенности их инфоp-
ìаöионных канаëов. В pаìках äанной статüи быë
pассìотpен äостато÷но актуаëüный вопpос опpеäе-
ëения pаäиуса сеpвисной зоны АИС с у÷етоì вëия-
ния поìех, заìиpаþщих по pеëеевскоìу закону
pаспpеäеëения äëя pазëи÷ных ìаксиìуìов коэф-
фиöиента взаиìноãо pазëи÷ия.
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Диффеpенциальные уpавнения 
ошибок коppектиpуемой 

бесплатфоpменной 
инеpциальной навигационной 
системы, функциониpующей 

в ноpмальной геогpафической 
системе кооpдинат

Введение

Пpи постpоении аëãоpитìов функöиониpова-
ния беспëатфоpìенной инеpöиаëüной навиãаöи-
онной систеìы (БИНС) испоëüзуþтся так назы-
ваеìые уpавнения иäеаëüной pаботы БИНС, т. е.
äиффеpенöиаëüные и функöионаëüные соотноøе-
ния, связываþщие пpоекöии вектоpов кажущеãося
ускоpения и абсоëþтной уãëовой скоpости объекта,
изìеpяеìые ÷увствитеëüныìи эëеìентаìи БИНС
(пpи усëовии их иäеаëüноãо функöиониpования),
с навиãаöионныìи паpаìетpаìи (кооpäинатаìи
ìестонахожäения и пpоекöияìи скоpости) и паpа-
ìетpаìи оpиентаöии. Возìожны pазëи÷ные ваpи-
анты таких уpавнений [2—4]. Анаëиз pазëи÷ных
ваpиантов уpавнений иäеаëüной pаботы БИНС, pе-
øаþщей заäа÷и оpиентаöии и навиãаöии объекта
в ãеоãpафи÷еской систеìе кооpäинат, показывает,

÷то в ка÷естве основных ìоãут бытü pекоìенäованы
испоëüзуеìые в äанной статüе уpавнения иäеаëü-
ноãо функöиониpования БИНС в ноpìаëüной ãео-
ãpафи÷еской систеìе кооpäинат (НГСК), в котоpых
в ка÷естве пpоìежуто÷ных кинеìати÷еских паpаìет-
pов оpиентаöии испоëüзуþтся паpаìетpы Эйëеpа
(Pоäpиãа-Гаìиëüтона) [5—10].

Дëя этих уpавнений вывоäятся äиффеpенöиаëü-
ные уpавнения оøибок БИНС, котоpые позвоëяþт
изу÷атü вëияние на pаботу БИНС поãpеøностей
÷увствитеëüных эëеìентов (аксеëеpоìетpов и ãиpо-
скопов), оøибок на÷аëüноãо заäания паpаìетpов
оpиентаöии и навиãаöии и т. ä. Неëинейные äиф-
феpенöиаëüные уpавнения оøибок äостато÷но сëож-
ны и позвоëяþт пpовоäитü иссëеäования тоëüко
÷исëенно. Дëя анаëити÷ескоãо иссëеäования, как
пpавиëо, испоëüзуþтся ëинеаpизованные äиффе-
pенöиаëüные уpавнения оøибок БИНС. В äанной
статüе вывоäятся и те, и äpуãие уpавнения ощибок
äëя БИНС, выpабатываþщей паpаìетpы оpиента-
öии, кооpäинаты ìестопоëожения и пpоекöии ско-
pости объекта относитеëüно ноpìаëüной ãеоãpафи-
÷еской систеìы кооpäинат. Пpи этоì БИНС с÷ита-
ется коppектиpуеìой, и фоpìа äиффеpенöиаëüных
уpавнений оøибок позвоëяет у÷итыватü pазëи÷-
ные способы ëинейной коppекöии путеì заäания
соответствуþщих коэффиöиентов коppекöии.

Уpавнения идеального функциониpования
БИНС в НГСК

Pассìатpивается заäа÷а инеpöиаëüной оpиента-
öии и навиãаöии объекта в ãеоãpафи÷еской опоpной
систеìе кооpäинат, pеøаеìая с поìощüþ БИНС,
иìеþщей в своеì составе тpи нüþтоноìетpа и пpо-
стpанственный изìеpитеëü абсоëþтной уãëовой
скоpости, жестко закpепëенные на боpту объекта,
и боpтовой вы÷исëитеëü. С÷итается, ÷то в заäа÷у
инеpöиаëüной навиãаöии вхоäит опpеäеëение оpи-
ентаöии объекта относитеëüно ãеоãpафи÷ескоãо со-
пpовожäаþщеãо тpехãpанника (паpаìетpов Эйëеpа
(Pоäpиãа-Гаìиëüтона), а также уãëов оpиентаöии

Выводятся нелинейные и линейные диффеpенциальные
уpавнения ошибок коppектиpуемой бесплатфоpменной инеp-
циальной навигационной системы, функциониpующей в ноp-
мальной геогpафической системе кооpдинат. 

Ключевые слова: инеpциальная навигация, бесплат-
фоpменные инеpциальные навигационные системы, ошибки
БИНС. 
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объекта: ãеоãpафи÷ескоãо куpса, уãëов pыскания,
танãажа и кpена), пpоекöий ëинейной скоpости
äвижения объекта относитеëüно Зеìëи на оси ãео-
ãpафи÷ескоãо сопpовожäаþщеãо тpехãpанника, кpи-
воëинейных ãеоãpафи÷еских кооpäинат ìестопоëо-
жения объекта. В ка÷естве исхоäной инфоpìаöии
äëя pеøения этой заäа÷и пpиниìаþтся пpоекöии
вектоpов кажущеãося ускоpения и абсоëþтной уãëо-
вой скоpости объекта на связанные с ниì оси (иëи
пpиpащения интеãpаëов от этих веëи÷ин), фоpìи-
pуеìые ÷увствитеëüныìи эëеìентаìи БИНС.

Пpи pассìотpении заäа÷ оpиентаöии и навиãа-
öии объекта испоëüзуþтся сëеäуþщие систеìы ко-
оpäинат:

� O1 (X *) — ãеоöентpи÷еская инеpöиаëü-

ная систеìа кооpäинат с на÷аëоì в öентpе ìасс
Зеìëи, пpиниìаеìой за эëëипсоиä вpащения.

Осü  напpавëена по поëяpной оси Зеìëи (вäоëü

вектоpа u уãëовой скоpости вpащения Зеìëи);

оси ,  pаспоëожены в пëоскости экватоpа

и не у÷аствуþт в суто÷ноì вpащении Зеìëи; 
� O1η1η2η3(η) — ãеоöентpи÷еская систеìа кооpäи-

нат, жестко связанная с Зеìëей. Осü η1 напpавëена

по оси ; оси η2, η3 pаспоëожены в пëоскости

экватоpа, пpи÷еì осü η2 совпаäает с ëинией пе-

pесе÷ения пëоскости экватоpа и ãpинви÷скоãо
ìеpиäиана;

� O2  (Z ′) — ноpìаëüная ãеоãpафи÷еская
систеìа кооpäинат (НГСК), на÷аëо O2 котоpой
совпаäает с оäной из то÷ек объекта (то÷кой ìе-
стопоëожения ÷увствитеëüных ìасс нüþтоно-
ìетpов). Осü  напpавëена по ãеоãpафи÷еской
веpтикаëи ввеpх, осü  — вäоëü касатеëüной
к ìеpиäиану h-эëëипсоиäа на севеp, осü  —
вäоëü касатеëüной к паpаëëеëи на восток;

� O2Y1Y2Y3(Y) — связанная с объектоì систеìа
кооpäинат, на÷аëо O2 котоpой совпаäает с оäной
из то÷ек объекта (то÷кой ìестопоëожения ÷ув-
ствитеëüных ìасс нüþтоноìетpов). Осü Y1 на-
пpавëена по пpоäоëüной оси объекта, осü Y2 —
по ноpìаëüной, а осü Y3 — по попеpе÷ной.
Все ввеäенные систеìы кооpäинат явëяþтся пpа-

выìи. Схеìы повоpотов кооpäинатных тpехãpанни-
ков пpивеäены на pис. 1—3. На них μ = μ0 + ut
(μ — зна÷ение уãëа pазвоpота систеìы кооpäинат η
относитеëüно X *, μ0 — зна÷ение этоãо уãëа в на-
÷аëüный ìоìент вpеìени, u — уãëовая скоpостü
вpащения Зеìëи, t — вpеìя); λ, ϕ — ãеоãpафи÷е-
ская äоëãота и øиpота ìестонахожäения объекта;
ψ — ãеоãpафи÷еский куpс объекта; ϑ, γ —уãëы тан-
ãажа и кpена.

Взаиìная оpиентаöия ввеäенных кооpäинатных
тpехãpанников заäается также паpаìетpаìи Эйëеpа
в соответствии со схеìой повоpотов

X *  Y ∼ X *  Z ′  Y, (1)

ãäе λj, æj ( j = 0, 1, 2, 3) — паpаìетpы Эйëеpа, хаpак-
теpизуþщие оpиентаöиþ объекта (тpехãpанника Y )
относитеëüно тpехãpанников X* и Z ′ соответственно;
νj ( j = 0, 1, 2, 3) — паpаìетpы Эйëеpа, хаpактеpи-
зуþщие оpиентаöиþ НГСК относитеëüно систеìы
кооpäинат X *; ω — вектоp абсоëþтной уãëовой ско-
pости вpащения объекта (систеìы кооpäинат Y );
ωc — пpоекöия вектоpа ω абсоëþтной уãëовой ско-
pости объекта на осü Y2. 

Pассìотpиì исхоäнуþ систеìу уpавнений инеp-
öиаëüной оpиентаöии и навиãаöии объекта отно-
ситеëüно ноpìаëüной ãеоãpафи÷еской систеìы ко-
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оpäинат, явëяþщихся уpавненияìи иäеаëüноãо
функöиониpования БИНС в НГСК [1]:

(2)

(3)

 = ,  = ,  = ; (4)

(5)

(6)

(7)

(8)

g = (1 + δsin2ϕ). (9)

Зäесü vp (p = N, H, E) — пpоекöии относитеëüной

скоpости (скоpости то÷ки O2 систеìы кооpäинат Y

относитеëüно зеìной повеpхности) на оси НГСК;
ai (i = 1, 2, 3) и ap (p = N, H, E) — пpоекöии вектоpа

кажущеãося ускоpения (ускоpения, изìеpяеìоãо пpо-
стpанственныì нüþтоноìетpоì) на объектовые оси
и на оси НГСК; ωi (i = 1, 2, 3) и ωp (p = N, H, E) —

пpоекöии вектоpов абсоëþтных уãëовых скоpостей
вpащения объекта и НГСК на объектовые оси и на
оси НГСК; λ, ϕ — ãеоãpафи÷еские äоëãота и øиpо-
та ìестонахожäения объекта; H — высота ìестона-
хожäения объекта; ψ, ϑ, γ — уãëы pыскания, танãажа
и кpена (уãоë ãеоãpафи÷ескоãо куpса pавен уãëу
pыскания ψ, взятоìу с пpотивопоëожныì знакоì);

n
æ
, m

æ
, nω,  — кватеpнионные ìатpиöы n- и

m-типов (сì. ниже); g — ìоäуëü ускоpения сиëы

тяжести; u = 7,29•10–5 с–1 — уãëовая скоpостü су-

то÷ноãо вpащения Зеìëи; e2 = 0,006692 — кваäpат

пеpвоãо эксöентpиситета;  = 6 378 245 ì — боëü-
øая поëуосü зеìноãо эëëипсоиäа вpащения; geo =

= 9,78049 ì/с2, δ = 5,317•10–3.

Испоëüзуеìые в описанных выøе соотноøениях
кватеpнионные ìатpиöы n- и m-типов иìеþт сëе-
äуþщий виä (äëя ëþбоãо кватеpниона æ):

n(æ)= ; m(æ)= ;

ìатpиöы nω и  — виä

nω= ; = .

Вìесто систеìы (3) ìоãут бытü испоëüзованы
äве систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений:

(10)

и ìатpи÷ное соотноøение

æ = λ = n(v0, –v1, –v2, –v3), (11)

в котоpых ìатpиöы , mv и n(v0, –v1, –v2, –v3)
сëеäуþщие:

= ;mv= ;

n(v0, –v1, –v2, –v3) = .

Кpоìе тоãо, вìесто систеìы (3) ìоãут бытü взя-
ты систеìа (10) и фоpìуëы, связываþщие паpаìет-
pы Эйëеpа vj ( j = 0, 1, 2, 3) с ãеоãpафи÷ескиìи øи-
pотой ϕ и äоëãотой λ:

v0 = cos(ϕ/2)cos(λa/2); v1 = cos(ϕ/2)sin(λa/2);

v2 = sin(ϕ/2)sin(λa/2); v3 = –sin(ϕ/2)cos(λa/2); (12)

λa = λ + μ0 + ut,

ãäе μ0 — зна÷ение уãëа pазвоpота систеìы кооpäи-
нат η относитеëüно X* в на÷аëüный ìоìент вpеìени.

 = aN + ωEvH – (uH + ωH)vE;

 = aH – ωEvN + (uN + ωN)vE – g;

 = aE + (uH + ωH)vN – (uN + ωN)vH;

v·N

v·H

v·E

2  = nωæ – n
æ

ωZ ′ = (nω – )æ;

æ = (æ0, æ1, æ2, æ3), ωZ ′ = (0, ωN, ωH, ωE);

æ
· mω

Z ′

λ·
vE

R1cosϕ
-------------- ϕ·

vN
R2

----- H
· vH

α
-----

ωN = uN + , ωH = uH + tgϕ, ωE = – ;

uN = ucosϕ, uH = usinϕ;

vE
R1

-----
vE
R1

-----
vN
R2

-----

R1 = , R2 = ,

α = (1 – e2sin2ϕ)1/2;

a H+
æ*

----------
~ a H+( ) 1 e

2
–( )

α
3

-----------------------------
~

tgψ = , tgγ = ,

sinϑ = 2(æ1æ2 + æ0æ3);

æ0æ2 æ1æ3–

æ0
2

æ1
2

0,5–+
-------------------------

æ0æ1 æ2æ3–

æ0
2

æ2
2

0,5–+
-------------------------

aZ ′ = m
æ
a, aZ ′ = (0, aN, aH, aE),

a = (0, a1, a2, a3);

n
æ

т

geoa
2
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2

----------------
~

~
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Z ′
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2  = nωλ, λ = (λ0, λ1, λ2, λ3);

2  = v, v = (v0, v1, v2, v3)
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т
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Введение коppекции

Дëя обеспе÷ения pаботы БИНС в те÷ение äëи-
теëüноãо вpеìени необхоäиìо пеpиоäи÷ески уто÷-
нятü ее pаботу по какой-ëибо коppектиpуþщей ин-
фоpìаöии, напpиìеp, по äанныì спутниковой на-
виãаöионной систеìы. Дëя ëинейной коppекöии
в пpавые ÷асти äиффеpенöиаëüных уpавнений äëя
скоpостей (2), кооpäинат ìестопоëожения (4) и
оpиентаöии (3) нужно ввести сëаãаеìые, пpопоp-
öионаëüные pазностяì (X – X к), ãäе X — паpаìетp,
опpеäеëяеìый БИНС, а X к — соответствуþщий па-
pаìетp, опpеäеëенный по коppектиpуþщиì äанныì.

Скоppектиpуеì указанныì обpазоì уpавнения
äëя скоpостей (2) и кооpäинат ìестопоëожения (4):

(13)

(14)

Дëя уpавнения оpиентаöии (3) с÷итаеì, ÷то коp-
pектиpуþщая инфоpìаöия ìожет бытü пpеäставëе-
на в виäе паpаìетpов Эйëеpа (Pоäpиãа-Гаìиëüтона)

 (p = 0, 1, 2, 3). Выпоëниì коppекöиþ сëеäуþ-

щиì обpазоì:

(15)

В этих соотноøениях  (i, j = vN, vH, vE, λ, ϕ, H),

 (p = 0, 1, 2, 3) — константы, называеìые коэффи-

циентами коppекции. Дëя  (i, j = vN, vH, vE, λ, ϕ, H)

нижний инäекс показывает, какой паpаметp коppек-
тиpуется, а веpхний инäекс указывает, по какому

паpаметpу пpоводится коppекция. Напpиìеp, 

обозна÷ает, ÷то этот коэффиöиент заäает коppекöиþ
øиpоты ϕ по pазности опpеäеëяеìой и коppекти-
pуþщей севеpных составëяþщих вектоpа скоpости

(vN – ). Коэффиöиенты  (p = 0, 1, 2, 3) испоëü-

зуþтся в äиффеpенöиаëüноì уpавнении äëя æ, и
нижний инäекс показывает, какая из коìпонент æp

(p = 0, 1, 2, 3) коppектиpуется.

О÷евиäно, ÷то коppектиpуþщие äанные äоëжны
заäаватüся так же, как и паpаìетpы, опpеäеëяеìые
БИНС, а иìенно: кооpäинаты ìестопоëожения
äоëжны заäаватüся в виäе ãеоãpафи÷еской äоëãо-
ты, øиpоты и высоты, а скоpости — в пpоекöиях
на оси НГСК. Такая инфоpìаöия, оäнако, не все-
ãäа äоступна. Напpиìеp, pассìотpиì сëу÷ай, коãäа
äëя коppекöии испоëüзуется äопëеpовский изìеpи-
теëü скоpости, котоpый опpеäеëяет составëяþщие
вектоpа относитеëüной скоpости объекта не в пpо-
екöиях на оси НГСК, а в пpоекöиях на оси связан-
ной с объектоì систеìы кооpäинат. В этоì сëу÷ае
пеpеä испоëüзованиеì в соотноøениях (13) необхо-
äиìо выпоëнитü соответствуþщее пpеобpазование
пеpепpоектиpования. Дëя этоãо, напpиìеp, ìожно
испоëüзоватü соотноøение, анаëоãи÷ное (8):

 = m
æ
V k;  = (0, , , );

V k = (0, , , ), (16)

ãäе  (i = 1, 2, 3) и  (p = N, H, E) — пpоекöии
вектоpа относитеëüной скоpости объекта, опpе-
äеëенноãо с поìощüþ коppектиpуþщих äанных,
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Соотноøение (16) эквиваëентно соотноøениþ

 = , (17)
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Нелинейные уpавнения ошибок

Дëя на÷аëа выпоëниì заìену пеpеìенных сëе-
äуþщиì обpазоì:

(19)

В этих соотноøениях веëи÷ины с веpхниì инäек-
соì "*" обозна÷аþт то÷ные (невозìущенные) зна÷е-
ния паpаìетpов, а веëи÷ины со знакоì Δ — откëо-
нения паpаìетpов от их то÷ных зна÷ений. Такиì
обpазоì, Δvi (i = 1, 2, 3), Δvp (p = N, H, E) — оøибки

опpеäеëения относитеëüной скоpости объекта в пpо-
екöиях на оси связанной систеìы кооpäинат и НГСК
соответственно; ΔH, Δλ, Δϕ — оøибки опpеäеëения
высоты, äоëãоты и øиpоты объекта; Δæ и ΔC

æij

(i, j = 1, 2, 3) — оøибки опpеäеëения оpиентаöии
объекта в паpаìетpах Pоäpиãа-Гаìиëüтона и на-
пpавëяþщих косинусах соответственно; Δai, Δωi

(i = 1, 2, 3) — инстpуìентаëüные поãpеøности ак-

сеëеpоìетpов и ãиpоскопов соответственно; Δ

(i = 1, 2, 3), Δ  (p = N, H, E) — откëонения от ис-

тинноãо зна÷ения пpеäоставëяеìой äëя коppекöии
относитеëüной скоpости объекта в пpоекöиях на
оси связанной систеìы кооpäинат и НГСК соот-
ветственно (напpиìеp, инстpуìентаëüная поãpеø-

ностü äопëеpовскоãо изìеpитеëя скоpости); ΔHk,

Δλk, Δϕk, Δæk — откëонения от истинноãо зна÷ения
пpеäоставëяеìых äëя коppекöии высоты, äоëãоты,
øиpоты и кватеpниона оpиентаöии соответствен-
но (напpиìеp, поãpеøности спутниковой навиãа-
öионной систеìы).

Дëя уäобства также буäеì испоëüзоватü веpхний
инäекс "F " в тех сëу÷аях, коãäа нужно поä÷еpкнутü
тот факт, ÷то веëи÷ина pассìатpивается как суììа
то÷ноãо (невозìущенноãо) зна÷ения и оøибки (от-
кëонения).

Дëя вывоäа собственно неëинейных äиффеpен-
öиаëüных уpавнений оøибок äëя кооpäинат ìесто-
поëожения и скоpостей необхоäиìо (19) поäста-
витü в (13)—(15), а затеì из поëу÷енных уpавнений
вы÷естü äиффеpенöиаëüные уpавнения невозìу-
щенноãо äвижения:

(20)

В этих соотноøениях

(21)

а , , ,  — кватеpнионные ìатpиöы n-

и m-типов, эëеìенты котоpых сутü веëи÷ины 

(i = 1, 2, 3),  (p = 0, 1, 2, 3),  ( j = N, H, E) и

 (p = 0, 1, 2, 3) соответственно.

В pезуëüтате этих пpеобpазований поëу÷аеì неëи-
нейные уpавнения оøибок коppектиpуеìой БИНС
относитеëüно веëи÷ин ΔvN, ΔvH, ΔvE, ΔH, Δλ, Δϕ и
Δæj ( j = 0, 1, 2, 3):

Δ  = ΔaN +  – (  + )  –  +

+ (  + )  + (ΔvN – Δ ) + (ΔvH –

– Δ ) + (ΔvE – Δ ) + (Δϕ – Δϕk);

Δ = ΔaH –  + (  + )  – Δg +  –

– (  + )  + (ΔvN – Δ ) + (ΔvH –

– Δ ) + (ΔvE – Δ ) + (ΔH – ΔHk);

vi =  =  + Δvi (i = 1, 2, 3);

vp =  =  + Δvp (p = N, H, E);

H = HF = H* + ΔH;

λ = λF = λ* + Δλ; ϕ = ϕF = ϕ* + Δϕ;

æ = æF = æ* + Δæ;

æ* = ( , , , )т; Δæ = (Δæ0, Δæ1, Δæ2, Δæ3)
т;

C
æij =  =  + ΔC

æij (i, j = 1, 2, 3);

ai =  =  + Δai; ωi =  =  + Δωi (i = 1, 2, 3);

 =  + Δ  (i = 1, 2, 3);

 =  + Δ  (p = N, H, E);

Hk = H* + ΔHk; λk = λ* + Δλk; ϕk = ϕ* + Δϕk,

æ
k = æ* + Δæk,

æ* = ( , , , )т, Δæk = (Δ , Δ , Δ , Δ )т.
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(22)

В этих уpавнениях

(23)

ãäе веëи÷ины , , , ϕF и HF опpеäеëяþтся по

соотноøенияì (19). ,  и  — кватеpнион-

ные ìатpиöы n- и m-типов, эëеìенты котоpых сутü

веëи÷ины  (i = 1, 2, 3),  (p = 0, 1, 2, 3) и 

( j = N, H, E) соответственно.
Обpатиì вниìание на веëи÷ины ΔaN, ΔaH, ΔaE

в уpавнениях (22). Выpажения äëя них поëу÷аþтся
из соотноøений (8):

ΔaZ ′ = ( )т aF – ( )т a*. (24)

Можно также испоëüзоватü выpажение

 = 

и соотноøения (18). Тоãäа поëу÷иì:

= Δ + +Δ , (25)

ãäе эëеìенты Δcij (i, j = 1, 2, 3) ìатpиöы ΔC
æ
 иìеþт

виä:

(26)

Линейные уpавнения ошибок

Поëу÷иì ëинейные уpавнения оøибок коppек-
тиpуеìой БИНС, котоpые уäобны äëя иссëеäова-
ния и позвоëяþт ìноãие заäа÷и pеøитü анаëити-
÷ескиìи ìетоäаìи, не пpибеãая к ÷исëенныì ис-
сëеäованияì.

Pазëожиì соотноøения (5) и (9) в pяä Тейëоpа,
пpенебpеãая ÷ëенаìи втоpоãо и боëее поpяäка ìа-
ëости относитеëüно веëи÷ин ΔvN, ΔvH, ΔvE, ΔH, Δϕ
и Δλ:

(27)

Δ  = ΔaE + (  + )  – (  + ) –

– (  + )  + ( + )  + (ΔvN – Δ ) +

+ (ΔvH – Δ ) + (ΔvE – Δ ) + (Δλ – Δλk);

Δ  = ( æ
F –  – æ* + ) +

+ K
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(Δæ – Δæk) = [(  – )æF –

– (  – )æ*] + K
æ
(Δæ – Δæk);

Δ = –  + (ΔvH – Δ ) + (ΔH – ΔHk);

Δ  =  –  + (ΔvN – Δ ) + (Δϕ – Δϕk);

Δ  =  –  + (ΔvE – Δ ) +

+ (Δϕ – Δϕk) + (Δλ – Δλk);
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g = g* + 2 Δϕ –

– 2 ΔH. (28)

Такиì же обpазоì поступиì с выpаженияìи äëя

uN и uH:

uN = –usinϕ*Δϕ, uH = ucosϕ*Δϕ. (29)

Поäставиì (19) и (27)—(29) в (13)—(15), а затеì

из поëу÷енных уpавнений вы÷теì äиффеpенöиаëü-

ные уpавнения невозìущенноãо äвижения (20).

Посëе этоãо уäеpжиì ÷ëены пеpвоãо поpяäка ìаëо-

сти (вкëþ÷итеëüно) относитеëüно интеpесуþщих

нас веëи÷ин ΔvN, ΔvH, ΔvE, ΔH, Δϕ, Δλ и Δæp

(p = 0, 1, 2, 3). В pезуëüтате поëу÷иì ëинейнуþ

систеìу уpавнений оøибок коppектиpуеìой БИНС:

Δ  = ΔaN – ΔvN + ΔvH –

– 2 ΔvE + ΔH –

– 2  +  –  –

– 3 Δϕ + (ΔvN – Δ ) +

+ (ΔvH – Δ )+ (ΔvE – Δ )+ (Δϕ – Δϕk);

Δ  = ΔaH – 2 ΔvN + 2 ΔvE +

+ ΔH – 2  +

+ 2  + 3  +

+ Δϕ + (ΔvN – Δ ) +

+ (ΔvH –Δ )+ (ΔvE –Δ )+ (ΔH –ΔHk);

Δ  = ΔaE + (  + )ΔvN –

– (  + )ΔvH + ΔvE +

+ ΔH +

+ 2  + 2  +  +

+ Δϕ +

+ (ΔvN – Δ ) + (ΔvH – Δ ) +

+ (ΔvE – Δ ) + (Δλ – Δλk);

Δ  =  + Δϕ +

+ (ΔvH – Δ ) + (ΔH – ΔHk);

Δ  = – ΔH – 3 Δϕ +

+ (ΔvN – Δ ) + (Δϕ – Δϕk); (30)

Δ  =  – ΔH +

+  – Δϕ + (ΔvE – Δ ) +

+ (Δϕ – Δϕk) + (Δλ – Δλk);

Δ  = ( Δæ + Δnωæ* – ΔωZ ′ – Δn
æ

); (31)

æ*= ; Δæ= ; = ; ΔωZ ′= ,(32)

ãäе , Δnω, , Δ  — кватеpнионные ìатpиöы

n-типа, составëенные соответственно из эëеìентов

, Δωj ( j = 1, 2, 3},  и Δæp (p = 0, 1, 2, 3). Дëя

поëу÷ения ΔωZ ′ ìожно из уpавнений (27) вы÷естü

уpавнения

= + , =  + tgϕ*,  = – ,(33)

вхоäящие в (21).
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Поãpеøности ΔaN, ΔaH и ΔaE с то÷ностüþ äо ве-
ëи÷ин пеpвоãо поpяäка ìаëости вкëþ÷итеëüно оп-
pеäеëяþтся соотноøенияìи:

 = ( )т  + Δ . (34)

Эëеìенты Δcij (i, j = 1, 2, 3) ìатpиöы ΔC
æ
 иìеþт

сëеäуþщий виä: 

(35)

ãäе Δæj ( j = 0, 1, 2, 3) опpеäеëяþтся из ëинейных со-
отноøений, поëу÷енных из выpажений (11):

Δæ = ( )тΔλ + Δ λ*. (36)

Выpазиì ΔC
æ
 ÷еpез Δϕ и Δλ. Соãëасно схеìе по-

воpотов (1)

C
æ
 = n

æ
 = nλ ( mλ)

т = nλ mv =

= nλ mv  = Cλ . (37)

Тоãäа поëу÷аеì ëинейное выpажение

ΔC
æ
 = Δ  + ΔCλ( )т, (38)

ãäе

 = ;

ΔCv = Δϕ  +

+ Δλ . (39)

У÷итывая соотноøение Cλ = C
æ
Cv, поëу÷аеì

(40)

Запиøеì тепеpü соотноøения äëя ΔaN, ΔaH и ΔaE
в ìатpи÷ноì виäе:

 = Δ  + ( )т . (41)

У÷итывая (40), поëу÷аеì:

 = ΔCv( )т( )т  +

+ ( )т  + Δ . (42)

Отìетиì, ÷то

( )т  = . (43)

Пpоизвеäение ΔCv( )т, с у÷етоì (39), иìеет виä

ΔCv( )т =

= Δϕ  + Δλ . (44)

Тоãäа соотноøения (42), с у÷етоì (43) и (44),
пpиìут виä

 = Δϕ  +

+ Δλ  +

+ ( )т  + Δ . (45)
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Тепеpü систеìу (30) ìожно записатü в ìатpи÷-
ноì виäе сëеäуþщиì обpазоì:

Δ  = AΔX + U + B, (46)

ãäе

Δ  = (Δ , Δ , Δ , Δ , Δ , Δ )т;

ΔX = (ΔvN, ΔvH, ΔvE, ΔH, Δϕ, Δλ)т;

U = S(ΔX – ΔX k);

ΔX k = (Δ , Δ , Δ , ΔHk, Δϕk, Δλk)т;

S = ;

B = (O1, O2, O3, 0, 0, 0)т;

Oi = Δaj + Qij ; (47)

Q = Δ .

Эëеìенты aij (i, j = 1, 2, 3, 4, 5, 6) ìатpиöы A:

a11 = – ; a12 = ; a13 = –2 ;

a14 = ; a15 = –  – 2  –

– + + 3 ; 

a16 = – sinϕ*; a21 = –2 ; a22 = 0; a23 = 2 ; 

a24 = ;

a25 =  – 2  – 2  –

– 3  – ;

a26 = cosϕ*; a31 =  + ; a32 = –  – ; 

a33 = ; a34 = ; 

a35 = 2  + 2  +

+  + ; 

a36 = sinϕ* – cosϕ*; a41 = 0; a42 = ;

a43 = 0; a44 = 0; a45 = ; a46 = 0;

a51 = ; a52 = 0; a53 = 0; a54 = – ;

a55 = –3 ; a56 = 0; a61 = 0; a62 = 0;

a63 = ; a64 = – ;

a65 =  – ; a66 = 0.

Систеìа (46) в совокупности с систеìой (31)
обpазуþт заìкнутуþ ëинейнуþ систеìу äиффе-
pенöиаëüных уpавнений относитеëüно интеpесуþ-
щих нас веëи÷ин ΔvN, ΔvH, ΔvE, ΔH, Δϕ, Δλ и Δæj
( j = 0, 1, 2, 3).

Такиì обpазоì, поëу÷ены неëинейные и ëиней-
ные äиффеpенöиаëüные уpавнения оøибок коp-
pектиpуеìой БИНС, функöиониpуþщей в НГСК.
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Введение

Достоинствоì ãиpоскопи÷еских испоëнитеëüных
оpãанов (ИО) явëяется возìожностü обеспе÷ения
зна÷итеëüных упpавëяþщих ìоìентов пpи оãpани-
÷енноì энеpãопотpебëении. Наибоëüøее пpакти-
÷еское пpиìенение поëу÷иëи:

� тpехстепенные сиëовые ãиpопpибоpы (СГП);

� оäноpотоpные äвухстепенные стабиëизатоpы
(ãиpоäины);

� ãиpоpаìы — спаpки äвухстепенных СГП.

Из них пеpвыì и посëеäниì соответствуþт äос-
тато÷но пpостые законы упpавëения, пpакти÷ески
не отëи÷аþщиеся от законов упpавëения инеpöи-
онныìи äвиãатеëяìи-ìаховикаìи. Тpехстепенные
СГП ÷pезвы÷айно сëожны констpуктивно и äопус-
каþт упpавëение в оãpани÷енноì äиапазоне по уãëо-
воìу откëонениþ. Гиpоpаìы пpакти÷ески неpабо-
тоспособны в сëу÷ае отказа оäноãо из ãиpоäинов и
поэтоìу ненаäежны.

Наибоëüøий интеpес пpеäставëяþт ãиpоäины
в коëи÷естве 4...8, обеспе÷иваþщие необхоäиìуþ
наäежностü, но они тpебуþт пpиìенения äостато÷-
но сëожных аëãоpитìов упpавëения по сpавнениþ
с äpуãиìи ИО. Мноãо÷исëенностü ваpиантов ис-
поëüзования ãиpоäинов заставëяет pазpабот÷иков
пpовоäитü саìостоятеëüные иссëеäования кон-
кpетных схеì.

В ка÷естве кpитеpия эффективности ãиpосисте-
ìы ìожно пpинятü безpазìеpный коэффиöиент

æ = minγ(ξ),

ãäе γ(ξ) = H(ξ)/ΓΣ m 1 (ΓΣ — суììаpный кинети÷е-
ский ìоìент (КМ) всех СГП), хаpактеpизуþщий
ìиниìаëüное ãаpантиpованное зна÷ение КМ H(ξ),
pазвиваеìоãо систеìой СГП по всеì возìожныì
напpавëенияì Oξ в связанной с косìи÷ескиì ап-
паpатоì (КА) систеìе кооpäинат (СК) OXYZ. Пpи
пpоектиpовании сиëовых ãиpосистеì обы÷но ставит-
ся заäа÷а ìаксиìизаöии зна÷ения æ. В [1] показа-
но, ÷то пpеäеëüно возìожное зна÷ение æ äëя сëу÷ая
пpоизвоëüноãо ÷исëа ãиpоäинов составëяет 0,785.

Анаëиз отäеëüных ãpупп, составëенных из n иäен-
ти÷ных ãиpоäинов с pазëи÷ныì pаспоëожениеì
осей ηi поäвеса (пpеöессии), а также их коìбина-
öий пpивоäит к сëеäуþщеìу закëþ÷ениþ. Пpиìе-
нение коëëинеаpных ãpупп жеëатеëüно пpи увеëи-
÷ении pазìеpов обëасти S возìожноãо КМ ãиpо-
систеìы по всеì напpавëенияì, паpаëëеëüныì
какой-ëибо пëоскости, связанной с КА. Дëя каж-
äоãо ÷исëа n существует еäинственная коìпëанаp-
ная (вееpная) ãpуппа, не вкëþ÷аþщая ãиpоскопы
с паpаëëеëüныìи осяìи поäвеса и обëаäаþщая наи-
боëüøиì äëя этоãо n зна÷ениеì коэффиöиента æ.
Эта ãpуппа обpазуется пpи pазìещении осей ηi па-
pаëëеëüно n паpаì сìежных стоpон пpавиëüноãо
2n-уãоëüника.

В зависиìости от техни÷еских усëовий pеøаеìой
заäа÷и ìожет потpебоватüся опpеäеëенная фоpìа
обëасти S. В ÷астности, äëя поëу÷ения "вытянутых"
осесиììетpи÷ных обëастей S коìпëанаpные ãpуппы
ãиpоäинов пpеäпо÷титеëüнее пpостpанственных,
а äëя поëу÷ения "сжатых" обëастей S öеëесообpаз-
но вкëþ÷итü в систеìу соответствуþщуþ коëëине-
аpнуþ ãpуппу.

Изìенитü фоpìу обëасти S в жеëаеìоì напpав-
ëении ìожно также путеì коìбинаöии кони÷еской
ãpуппы с ãpуппаìи äpуãоãо типа. Так, äобавëяя
к кони÷ескиì коëëинеаpнуþ ãpуппу с осяìи поä-
веса, паpаëëеëüныìи оси OZ, ìожно пpоизвоëüно
"pасøиpитü" обëастü S по всеì напpавëенияì, пpи-
наäëежащиì пëоскости OXY. С öеëüþ ìаксиìиза-
öии æ ìожно также испоëüзоватü пpостpанственные
ãpуппы ãиpоäинов с осяìи пpеöессии, паpаëëеëü-
ныìи ноpìаëяì к ãpаняì пpавиëüных ìноãоãpан-
ников.

Такиì обpазоì, коэффиöиент æ увеëи÷ивается
с pостоì ÷исëа ãиpоäинов n, и еãо зна÷ение, бëиз-
кое к пpеäеëüноìу, ìожно поëу÷итü äëя n поpяäка
6...8 и боëüøих, ÷то оãpани÷ивает пpакти÷еское
пpиìенение таких ãиpосистеì. Кpоìе тоãо, пpи
оäноì и тоì же ÷исëе n коìбинаöии ãиpоäинов
с высокиì показатеëеì æ обы÷но пpоиãpываþт
коìбинаöияì с ìенüøиì показатеëеì æ по äpуãиì
кpитеpияì (пpежäе всеãо, в пpостоте законов упpав-
ëения). Сëеäует отìетитü, ÷то кpитеpий сpавнитеëü-
ной оöенки ãиpосистеìы по показатеëþ æ спpавеä-
ëив в сëу÷ае, коãäа обëастü S иìеет фоpìу, пpи-
бëиженнуþ к сфеpи÷еской.

Обсуждаются особенности пpименения силовых гиpо-
скопических стабилизатоpов в задачах упpавления оpиен-
тацией космических аппаpатов. Показаны возможности и
огpаничения малоизбыточных кpатных гиpосиловых систем
на пpимеpе четыpех гиpодинов, pасположенных по схемам
"pомб" и "пиpамида".

Ключевые слова: космический аппаpат, система упpав-
ления оpиентацией, гиpоскопический стабилизатоp, гиpо-
дин, пpецессия, алгоpитм, особое состояние.
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Постановка задачи

Пpи пpоектиpовании систеìы упpавëения оpи-
ентаöией (СУО) косìи÷ескоãо аппаpата необхоäи-
ìо, в пеpвуþ о÷еpеäü, pуковоäствоватüся öеëевыì
назна÷ениеì КА. Систеìа оpиентаöии äоëжна обес-
пе÷иватü высокие äинаìи÷еские хаpактеpистики и
тpебуеìуþ то÷ностü уãëовой стабиëизаöии КА на
всех pежиìах оpбитаëüноãо поëета. Основное вниìа-
ние пpи созäании СУО уäеëяþт выбоpу pаöионаëü-
ной стpуктуpы, пpибоpноãо состава, пpоãpаììно-
аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷ения, а также вопpосаì
коìпëексноãо упpавëения и контpоëя боpтовых
поäсистеì и аãpеãатов. Назна÷ение КА вëияет также
на выбоp типа, ÷исëа, pаспоëожение осей пpеöес-
сии и констpуктивные хаpактеpистики пpиìеняе-
ìых в ка÷естве ИО сиëовых ãиpостабиëизатоpов.

Созäание ãиpосиëовой систеìы связано с pеøе-
ниеì таких заäа÷, как:
� оöенка обëасти потpебноãо кинети÷ескоãо ìо-

ìента;

� pазpаботка пpоãpаìì иссëеäования виäа особых
повеpхностей и способов их пpохожäения äëя
пpинятой систеìы ãиpоäинов;

� синтез аëãоpитìов упpавëения ãиpосистеìой
äëя заäанноãо типа, ÷исëа и pаспоëожения СГП;

� оöенка возìожности сохpанения pаботоспособ-
ности пpинятой конфиãуpаöии пpи отказе от-
äеëüных ãиpоäинов.
Выбоp закона упpавëения ИО вкëþ÷ает äва ìо-

ìента: фоpìиpование тpебуеìоãо упpавëяþщеãо
ìоìента и выбоp закона настpойки систеìы, по
котоpоìу совеpøается обхоä особых состояний,
соответствуþщих "насыщениþ" иëи "запиpаниþ"
систеìы.

Мноãоаëüтеpнативностü постpоения сиëовых ãи-
pосистеì (тип, ÷исëо, pаспоëожение СГП) не по-
звоëяет свести заäа÷у к оптиìаëüной в pаìках оã-
pани÷енной стpуктуpы, поэтоìу пpеäставëяется
поëезныì сpавнитеëüный анаëиз отäеëüных ваpи-
антов постpоения ãиpосистеì pазëи÷ных кëассов.

В äанной статüе pассìотpен КА, осуществëяþ-
щий набëþäение за заäанной то÷кой иëи pайоноì
зеìной повеpхности с констpуктивныìи и инеpöи-
онныìи хаpактеpистикаìи, паpаìетpаìи оpбиты,
pежиìаìи оpиентаöии, äинаìи÷ескиìи и то÷ност-
ныìи тpебованияìи, пpивеäенныìи в pаботе [2].

Пpеäставëяет опpеäеëенный интеpес иссëеäова-
ние ìаëоизбыто÷ной сиëовой ãиpосистеìы, вкëþ-
÷аþщей ÷етыpе ãиpоäина, pаспоëоженных по схеìаì
"пиpаìиäа" и "pоìб". В схеìе "пиpаìиäа" (pис. 1)
оси пpеöессии совпаäаþт с pебpаìи пpавиëüной
÷етыpехãpанной пиpаìиäы с уãëоì пpи веpøине β.
В сëу÷ае схеìы "pоìб" (pис. 2) иìееì кpатнуþ сис-
теìу из äвух ãpупп с взаиìно коëëинеаpныìи ося-
ìи пpеöессии и поëууãëоì β.

Известно [3], ÷то кpатные систеìы пpи оäина-
ковых КМ Γ отäеëüных СГП всеãäа уступаþт по
pазìеpаì обëасти S возìожноãо КМ некpатныì
систеìаì, иìеþт от÷етëиво выpаженнуþ выпук-
ëуþ и обы÷но вытянутуþ фоpìу, ÷то не в поëной
ìеpе соответствует тpебованияì, пpеäъявëяеìыì
к СУО. Оäнако основныì пpеиìуществоì кpатных
систеì явëяется отсутствие непpохоäиìых состоя-
ний в пpеäеëах обоëо÷ки обëасти S, ÷то существен-
но упpощает аëãоpитì упpавëения ãиpосистеìой.

На pис. 3 пpеäставëены пpоекöии обëасти S на
кооpäинатные пëоскости систеìы äëя схеìы "pоìб".
Миниìаëüная "несфеpи÷ностü" обëасти S, вы÷ис-
ëенная по фоpìуëе

(R – r)/r,

ãäе R = 4Γ, r = 2Γsin(2β) — pаäиусы описанной и
вписанной сфеp соответственно, пpи β = 45° со-
ставëяет 100 %.

Обëастü S äëя схеìы "пиpаìиäа" бëиже к сфе-
pи÷еской хаpактеpизуется боëüøиì ÷исëоì pазви-
тых особых повеpхностей, соответствуþщие pаäиу-
сы pавны R = 2Γ(1 + cos β), r = 4Γsinβ. На pис. 4
изобpажены пpоекöии обëасти S на кооpäинатные

Pис. 1. Pасположение гиpодинов по схеме "пиpамида"

Pис. 2. Pасположение гиpодинов по схеме "pомб"
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пëоскости, постpоенные с испоëüзованиеì аëãо-
pитìа, описанноãо в [4]. В этоì сëу÷ае äëя β = 45°
"несфеpи÷ностü" составëяет 20,7 %.

Пpи выбоpе основных паpаìетpов ãиpосистеìы
(КМ ãиpоäина Γ и уãëа установки β) необхоäиìо
обеспе÷итü выпоëнение усëовия: обëастü ваpиаöии
возìожноãо КМ äоëжна охватыватü обëастü потpеб-
ноãо КМ. Пpинöип фоpìиpования обëасти тpебуе-
ìоãо КМ изëожен в [4]. Данная обëастü äоëжна
обеспе÷иватü pеøение äвух заäа÷:
� коìпенсаöиþ внеøнеãо возìущаþщеãо ìоìен-

та пpи заäанноì вpеìени ìежäу pазãpузкаìи;
� выпоëнение уãëовых ìаневpов.

Дëя ìаневpиpуþщих КА pеøение втоpой заäа÷и
явëяется опpеäеëяþщиì пpи фоpìиpовании обëас-
ти потpебноãо КМ. Есëи тpебуется обеспе÷итü
оäинаковые пpеäеëüные уãëовые скоpости pазво-
pота КА по всеì осяì, то pазìеpы обëасти ваpиа-
öии КМ äоëжны бытü пpопоpöионаëüны соответ-
ствуþщиì ìоìентаì инеpöии аппаpата.

Основное вниìание в pаботе уäеëяется pежиìу
интенсивноãо ìаневpиpования с ìаксиìаëüныìи
уãëовыìи скоpостяìи и ускоpенияìи поpяäка 2,0°/с
и 0,04°/с2 соответственно на уãëы от 10 äо 180°.

Выбоp хаpактеpистик системы для схемы "pомб"

Пустü уãëовое äвижение КА вокpуã оси OY опи-
сывается выpажениеì

JY  = –Γ cos εi(t), (1)

ãäе εi — уãоë пpеöессии i-ãо ãиpоäина; JY — ìоìент
инеpöии КА относитеëüно оси Y; ϕY — уãоë пово-
pота КА вокpуã оси Y.

Возìожны тpи ваpианта изìенения ϕY (t):
1) pазãон — тоpìожение (ни в оäной из ãpупп

насыщение не äостиãается);
2) pазãон äо ìаксиìаëüной скоpости — тоpìо-

жение;
3) тpапеöеиäаëüное изìенение, вкëþ÷аþщее у÷а-

сток äвижения с постоянной скоpостüþ, на кото-
pоì обе ãpуппы äостиãаþт насыщения. 

Дëя ìиниìизаöии вpеìени pазвоpота КА с÷и-
таеì, ÷то на у÷астках pазãона и тоpìожения СГП
пpеöессиpуþт с ìаксиìаëüныìи скоpостяìи. 

Интеãpиpуя уpавнение (1), поëу÷иì

ϕY = –

ãäе ε0 — поëное зна÷ение уãëа пpеöессии;  — ìак-
сиìаëüная скоpостü пpеöессии; T — вpеìя повоpо-
та КА.

Посëеäнее соотноøение устанавëивает связü
ìежäу КМ ãиpоäина Γ и ìаксиìаëüной скоpостüþ
пpеöессии , пpи котоpых обеспе÷иваþтся pаз-
воpот КА на уãоë ϕY за вpеìя T:

Γ =  

В сëу÷ае заäанноãо вpеìени pазãона иëи тоpìо-
жения веëи÷ину Γ ìожно оöенитü сëеäуþщиì об-

Pис. 3. Сечения области S для схемы "pомб" 

Pис. 4. Сечения области S для схемы "пиpамида"
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pазоì. Пpи испоëüзовании äëя этой схеìы аëãо-
pитìа, изëоженноãо в [4], на÷аëüные зна÷ения
уãëов пpеöессии pавны: |ε|I = 60°, |ε|II = 120°. За за-
äанное вpеìя pазãона tp пpи ìаксиìаëüной скоpости
пpеöессии СГП пеpвой ãpуппы успеþт pазвеpнутüся
и äости÷ü насыщения относитеëüно оси OY, а СГП
втоpой ãpуппы не успеþт. В pезуëüтате суììаpный
КМ систеìы за вpеìя tp буäет pавен

HY(tp) = 2aΓ,

ãäе a = 1 + cos (ε0 – tp), а HY — суììаpный КМ
относитеëüно оси Y.

Из посëеäнеãо выpажения виäно, ÷то КМ оäноãо
ãиpоäина äоëжен уäовëетвоpятü усëовиþ

Γ l .

Пpи выпоëнении ìаневpа вокpуã оси ОХ  КА СГП
пеpвой и втоpой ãpупп äоëжны в сpеäнеì pазвеp-
нутüся на 90°, сëеäоватеëüно, за вpеìя tp они успе-
þт äости÷ü насыщения, и суììаpный КМ относи-
теëüно оси X буäет pавен

HX(tp) = 4Γcos β = JX ωX.

Посëеäнее выpажение показывает связü ìежäу
веëи÷иной Γ и уãëоì β.

Пpивеäенные упpощенные соотноøения позво-
ëяþт пpибëиженно оöенитü основные паpаìетpы
ãиpосистеìы. Дëя боëее то÷ных оöенок необхоäиìо
pеøение ваpиаöионной заäа÷и на ìножестве заäан-
ных пpоãpаììных äвижений с у÷етоì выбpанноãо
аëãоpитìа упpавëения. Искëþ÷итеëüно важнуþ
pоëü иãpает аëãоpитì упpавëения äëя ãиpосистеì,
иìеþщих боëüøое ÷исëо pазвитых непpохоäиìых
особых повеpхностей.

Выбоp хаpактеpистик системы для схемы "пиpамида"

Известно, ÷то ãиpосистеìа, постpоенная по схеìе
"пиpаìиäа", иìеет боëüøое ÷исëо непpохоäиìых
особых повеpхностей в обëасти S [5], поэтоìу äос-
тижение ãpаниö обëасти S, соответствуþщих насы-
щениþ систеìы, становится пpобëеìати÷ныì.

Упpавëяþщий ìоìент ãиpосистеìы pавен

M = I(ε)u, (2)

ãäе u = (u1, u2, u3, u4)
т — вектоp упpавëения;

I(ε) = (3)

— ìатpиöа pазìеpности 3 Ѕ 4, зависящая от уãëов
пpеöессии εi (i = 1, ..., 4). В сëу÷ае u =  ìатpиöа

I = 

явëяется ìатpиöей Якоби виäа

 =  ... , 

ãäе Ai (i = 1, ..., 4) — ìатpиöы установки ãиpоäинов
на боpту КА.

Вектоp упpавëения u пpеäëаãается фоpìиpоватü
с поìощüþ сиãнаëов σX, σY, σZ, поступаþщих из
контуpа стабиëизаöии äëя упpавëения ãиpосисте-
ìой соãëасно аëãоpитìу [3]

u = I +(σX, σY, σZ)
т,

ãäе I + = I т(I I т)–1 — псевäообpатная ìатpиöа. 
Выбеpеì упpавëяþщий вектоp в виäе

u = u1 + ku2, (4)

ãäе u1 — составëяþщая, обеспе÷иваþщая соãëасно
(2) упpавëение оpиентаöией КА посpеäствоì ìоìен-
та M = dH/dt (ëокаëüная пpоизвоäная в связанных
осях); u2 — составëяþщая, обеспе÷иваþщая закон
настpойки ãиpосистеìы; k — весовой коэффиöиент.
На упpавëение наëожено оãpани÷ение |u| m u0. Синтез
закона упpавëения осуществиì из усëовия ìакси-
ìизаöии функöии μ(ε), обеспе÷иваþщей наибоëü-
øуþ эффективностü pаботы ãиpосистеìы. Обы÷ныì
тpебованиеì пpи выбоpе μ(ε) явëяется ìаксиìаëü-
ное уäаëение вектоpа уãëов пpеöессии ε от особых
то÷ек ε* [1].

Функöия μ(ε) и вектоp u выбpаны из усëовия су-
ществования вектоpа g, опpеäеëяþщеãо пpоизвоä-
нуþ  = (gu), котоpый в сëу÷ае u =  pавен

g = grad μ. (5)

Составëяþщие упpавëения u в выpажении (4)
взаиìнооpтоãонаëüны и нахоäятся из усëовий

u1 = I тD –1M;

u2 = (E – I тD –1I )g, 

ãäе E — еäини÷ная кваäpатная ìатpиöа pазìеpно-
сти, pавной ÷исëу ãиpоäинов,

D = JJ т = .

Есëи в ка÷естве вектоpа g взятü зна÷ение (5), то
за кpитеpий (4) ìожно пpинятü опpеäеëитеëü Гpаììа
äëя вектоpов IX, IY, IZ

μ = detD. (6)

Поскоëüку опpеäеëитеëü (6) обëаäает свойствоì
μ l 0, а усëовие μ = 0 выпоëняется пpи совпаäе-
нии ε с особой то÷кой ε*, то ìаксиìизаöия (6) со-

ε·m

JY ωY
2 1 cos ε0 ε·mtр–( )+( )
----------------------------------------

m1X m2X m3X m4X

m1Y m2Y m3Y m4Y

m1Z m2Z m3Z m4Z

ε·

HX HY HZ, ,( )∂

ε1 ε2 ε3 ε4, , ,( )∂
----------------------------

I
(3Ѕ4)

A1

Γ1cosε1

0

Γ1sinε1–⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

 

(3Ѕ1)

A4

Γ4cosε4

0

Γ4sinε4–⎩ ⎭
⎪ ⎪
⎨ ⎬
⎪ ⎪
⎧ ⎫

(3Ѕ1)

μ· ε·

IXIX( ) IYIX( ) IZIX( )

IXIY( ) IYIY( ) IZIY( )

IXIZ( ) IYIZ( ) IZIZ( )



Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009 77

ответствует наибоëüøеìу откëонениþ систеìы
в пpостpанстве E от особых состояний.

Пpоекöии КМ ãиpосистеìы с ÷етыpüìя СГП на
связанные оси pавны

HX = Γsinβ(cos ε1 + cos ε2 + cos ε3 + cos ε4);

HY = Γ(–cos ε1cos β + sinε2 + cos ε3cos β – sinε4);

HZ = Γ(–sinε1 – cos ε2cos β + sinε3 + cos ε4).

Матpиöа Якоби пpиìет виä

J = Γ ,

а ìатpиöу D пpеäставиì в фоpìе

D = ,

ãäе a11 = sin2β(sin2ε1 + sin2ε2 + sin2ε3 + sin2ε4);

a12 = a21 = sinβ[sinε4cos ε4 – sinε2cos ε2 +

+ cos β(sin2ε3 – sin2ε1)];

a13 = a31 = sinβ[sinε1cos ε1 – cos ε3sinε3 +

+ cos β(sin2ε4 – sin2ε2)];

a22 = cos2ε2 + cos2ε4 + cos2β(sin2ε1 + sin2ε3);

a23 = a32 = cos β[–sinε1cos ε1 + sinε2cos ε2 –

– sinε3cos ε3 + sinε4cos ε4];

a33 = cos2ε1 + cos2ε2 + cos2β(sin2ε2 + sin2ε4).

Опpеäеëитеëü Гpаììа (6) pавен

μ = a11a22a33 + 2a12a23a13 – a22 – a11 – a33.

Вектоp g пpеäставиì в виäе

g = εi = a1 + 2 a2 + 2 a3 +

+ a4 + 2 a5 + a6 εi,

ãäе a1 = a22a33 – , a2 = a23a13 – a12a33,

a3 = a12a23 – a13a22, a4 = a11a33 – ,

a5 = a12a13 – a23a11, a6 = a11a22 – .

Зна÷ения ÷астных пpоизвоäных пpивеäены в таб-
ëиöе. 

Обëастü SM ваpиаöии вектоpа M в выpажении (2)
в связанных с КА осях OXYZ в общеì сëу÷ае пpеä-
ставëяет собой повеpхностü, оãpани÷еннуþ некото-
pыì выпукëыì ìноãоãpанникоì [4]. Дëины pебеp
SM оäинаковы и pавны 2Γ , поэтоìу все ãpани —
pоìбы, ÷исëо котоpых опpеäеëяется ÷еpез ÷исëо
со÷етаний по фоpìуëе γS = 2  = n(n – 1). На ìно-
жестве особых зна÷ений ε* обëастü SM выpожäается
в пëоскуþ фиãуpу. Это пpоисхоäит, коãäа все mi —
коìпëанаpны, а rang J = 2. Можно вы÷исëитü pа-
äиус r сфеpы с öентpоì в то÷ке O, вписанной в .
Сфеpа касается äвух (иëи боëее) ãpаней. В pезуëü-
тате вы÷исëения pасстояний äо всех ãpаней необ-
хоäиìо выбpатü ìиниìаëüное из них.

Кpитеpий μ(ε) = r озна÷ает выбоp ìиниìаëüно-
ãо ãаpантиpованноãо ìоìента M, котоpый способ-
на обеспе÷итü ãиpосистеìа.

Детаëüное иссëеäование pеаëüной систеìы с ÷е-
тыpüìя СГП пpакти÷ески невозìожно из-за сëожно-
сти описания ее состояния, котоpое описывается
тpинаäöатüþ пеpеìенныìи (ε1, ..., ε4, , ..., , HX,
HY, HZ, μ, r), ãäе веëи÷ина μ хаpактеpизует настpой-
ку систеìы, т. е. показывает ее уäаëенностü от осо-
бых состояний. Частü из указанных пеpеìенных
независиìа, а ÷астü зависит от на÷аëüноãо состоя-
ния систеìы и виäа функöии H(t). Поэтоìу выбоp
паpаìетpов β и k в аëãоpитìе упpавëения ìожно
осуществитü тоëüко на основании ÷исëенных pас-
÷етов.

Дëя выбоpа веëи÷ины β öеëесообpазно пpинятü
функöионаë, опpеäеëяþщий вpеìя выпоëнения
типовоãо ìаневpа пеpеоpиентаöии КА пpи выпоë-
нении усëовия r > rзаä. Физи÷ески это озна÷ает, ÷то
в те÷ение заäанноãо вpеìени пpи выпоëнении ìа-
невpа систеìа СГП ìожет pазвитü упpавëяþщий
ìоìент M = rзаä независиìо от еãо напpавëения.

sinε1sinβ– sinε2sinβ– sinε3sinβ– sinε4sinβ–

sinε1cosβ cosε2 sinε3cosβ– cosε4–

cosε1– sinε2cosβ cosε3 sinε4cosβ–

a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

a13
2

a23
2

a12
2

i 1=

4

∑
μ∂
εi∂

-----
i 1=

4

∑
a11∂

εi∂
--------⎝

⎛ a12∂

εi∂
--------

a13∂

εi∂
--------

a22∂

εi∂
--------

a23∂

εi∂
--------

a33∂

εi∂
-------- ⎠

⎞

a23
2

a13
2

a12
2

Табëиöа

Значения частных производных

∂a11 ∂a12 ∂a13 ∂a14 ∂a15 ∂a16

∂ε1 sin(2ε1)cos2β –cos(2ε1)cosβ –1/2sin(2ε1)sin(2β) –sin(2ε1) cos(2ε1)sinβ sin(2ε1)sin
2β

∂ε2 –sin(2ε2) cos(2ε2)cosβ –cos(2ε2)sinβ sin(2ε2)cos2β –1/2sin(2ε2)sin(2β) sin(2ε2)sin
2β

∂ε3 sin(2ε3)cos2β –cos(2ε3)cosβ –1/2sin(2ε3)sin(2β) –sin(2ε3) –cos(2ε3)sinβ sin(2ε3)sin
2β

∂ε4 –sin(2ε4) cos(2ε4)cosβ cos(2ε4)sinβ sin(2ε4)cos2β 1/2sin(2ε4)sin(2β) sin(2ε4)sin
2β

ε·0

Cn
2

SM
*

ε·1 ε·4
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Pезультаты моделиpования

Основной öеëüþ pас÷етов ãиpосистеìы явëяется
выбоp уãëа установки СГП β и коэффиöиента k
в законе упpавëения (4). Дëя этой öеëи быëа pаз-
pаботана пpоãpаììа ìоäеëиpования отpаботки ìа-
невpа по уãëовой скоpости, в котоpой суììаpный
КМ систеìы изìеняëся поä äействиеì упpавëяþщих
сиãнаëов по тpебуеìоìу закону H(t). Пpи этоì äëя
кажäоãо текущеãо зна÷ения КМ вы÷исëяëосü ãа-
pантиpованное зна÷ение ìоìента r, котоpый сис-
теìа ìожет pазвитü независиìо от напpавëения, и
это зна÷ение сpавниваëосü с тpебуеìыì. Как тоëüко
r становиëосü ìенüøе тpебуеìоãо, текущий ìоìент
фиксиpоваëся как коне÷ное вpеìя, и пpоãpаììа
пpи äанноì упpавëяþщеì сиãнаëе пpеpываëасü. По
набpанной статистике вы÷исëяëи сpеäнее аpифìе-
ти÷еское MT и äиспеpсиþ DT коне÷ных вpеìен.
Посëе повтоpения сеpии испытаний äëя pазëи÷-
ных зна÷ений β и k пpовоäиëи отбоp оптиìаëüных
паpаìетpов по кpитеpиþ MT → max, DT → min.
В ка÷естве типовых пpи ìоäеëиpовании pассìат-
pиваëи ìаневpы, состоящие из выøеупоìянутых
у÷астков pазãона и тоpìожения.

Пpи ìоäеëиpовании систеìы СГП по схеìе
"pоìб" испоëüзоваëи аëãоpитì, изëоженный в [4],
пpи нуëевоì на÷аëüноì КМ систеìы и паpаìетpах
αI = αII = 0, βI = 60°, βII = 120°, ãäе αk (k = I, II) —
поëожение вектоpа суììаpноãо КМ äëя k-й ãpуппы,
а βk (k = I, II) — уãоë ìежäу суììаpныì вектоpоì
ãpуппы и отäеëüныì СГП из этой ãpуппы. Моäеëи-
pование поäтвеpäиëо коppектностü пpеäваpитеëü-
ноãо выбоpа. Пpи этоì ìаксиìаëüное зна÷ение r,
соответствуþщее на÷аëüной то÷ке H = 0, pавня-
ëосü 0,866 М, ãäе M — ìаксиìаëüный ìоìент, pаз-
виваеìый СГП. Как и ожиäаëосü, пpи отpаботке
ëþбых H(t) систеìа быëа в состоянии äости÷ü обо-
ëо÷ки обëасти S.

Пpи ìоäеëиpовании систеìы СГП по схеìе "пи-
pаìиäа" и с испоëüзованиеì аëãоpитìа упpавëения
с настpойкой по опpеäеëитеëþ Гpаììа обнаpужи-
ëосü, ÷то äанный аëãоpитì не обеспе÷ивает обхоäа
внутpенних особых повеpхностей. Максиìаëüное
зна÷ение r во всех ваpиантах соответствоваëо на-
÷аëüной то÷ке H = 0 и pавняëосü 1,55 М пpи β = 30°.
В описываеìых ваpиантах ìоäеëиpования быëо пpи-
нято зна÷ение k = 1. Пpи увеëи÷ении k (k = 1,5; 2; 4)
хаpактеp повеäения систеìы изìеняëся, набëþäа-
ëисü коëебания СГП относитеëüно нуëевоãо со-
стояния с ìаксиìаëüныìи скоpостяìи пpеöессии,
но пpоãpаììа H(t) не отpабатываëасü. Пpовеäенное
иссëеäование ìожет бытü поëезныì пpи выбоpе
стpуктуpы и паpаìетpов pазpабатываеìой ãиpоси-
стеìы.

Заключение

1. С увеëи÷ениеì ÷исëа ãиpоäинов ÷исëо особых
то÷ек в обëасти ваpиаöии КМ, соответствуþщих
потеpе pаботоспособности систеìы, ìонотонно воз-
pастает, а относитеëüные pазìеpы непpохоäиìых
состояний сокpащаþтся.

2. Все систеìы, pаспаäаþщиеся на коëëинеаpные
ãpуппы ãиpоäинов, напpиìеp, на паpы с паpаë-
ëеëüныìи осяìи пpеöессии, не иìеþт непpохоäи-
ìых особых повеpхностей, за искëþ÷ениеì обо-
ëо÷ки. Дëя ìаëоизбыто÷ных систеì, вкëþ÷аþщих
÷етыpе ãиpоäина с попаpно паpаëëеëüныìи осяìи,
пеpспективны законы упpавëения с пеpеpаспpеäе-
ëениеì КМ ìежäу паpаìи.

3. Иссëеäование систеìы с ÷етыpüìя ãиpоäина-
ìи, вкëþ÷енныìи по схеìе "пиpаìиäа", показаëо,
÷то выбоp паpаìетpов в зна÷итеëüной степени за-
висит от аëãоpитìа упpавëения. Так, пpи аëãоpитìе
с кpитеpиеì настpойки по опpеäеëитеëþ Гpаììа
систеìе не уäается пpеоäоëетü внутpенних особых
повеpхностей и äости÷ü обоëо÷ки обëасти ваpиа-
öии КМ.

4. Пpи выпоëнении быстpых повоpотов КА во-
кpуã оäной и той же связанной оси наиëу÷øий pе-
зуëüтат äаþт коìпëанаpные систеìы ãиpоäинов
с осяìи пpеöессии, ноpìаëüныìи к оси повоpота.
Есëи оси тpебуеìых pазвоpотов не фиксиpованы
в теëе КА, то пpеäпо÷титеëüнее систеìы ãиpоäинов
с pавноìеpныì pаспpеäеëениеì осей пpеöессии по
сфеpе.

5. Моìентные хаpактеpистики избыто÷ных ãи-
pосистеì ìенее стабиëüны и тpебуþт пpи упpавëе-
нии иìи äостато÷но сëожных коìанäных сиãнаëов,
фоpìиpуеìых боpтовыì вы÷исëитеëüныì коìпëек-
соì. Это явëяется неäостаткоì избыто÷ных систеì.

Список литеpатуpы

1. Токаpь Е. Н. О pаöионаëüноì постpоении систеì ãиpоси-

ëовых стабиëизатоpов // Косìи÷еские иссëеäования. 1978. Т. 16.

№ 1. С. 22—30.

2. Заведеев А. И., Аpхипов P. А. Возìожные поäхоäы к по-

стpоениþ пеpспективных систеì упpавëения оpиентаöией кос-

ìи÷еских аппаpатов с поìощüþ ãиpосиëовых устpойств // Ме-

хатpоника, автоìатизаöия, упpавëение. Пpиëожение. 2008. № 2.

С. 8—12.

3. Токаpь Е. Н., Легостаев В. П., Платонов В. Н., Седых Д. А.

Кpатные ãиpосиëовые систеìы // Косìи÷еские иссëеäования.

1981. Т. 19. № 6. С. 813—822.

4. Токаpь Е. Н. Кpитеpий настpойки ãиpосиëовых систеì //

Косìи÷еские иссëеäования. 1980. Т. 18. № 3. С. 307—315.

5. Токаpь Е. Н., Платонов В. Н. Иссëеäование особых по-

веpхностей систеìы безупоpных ãиpоäинов // Косìи÷еские ис-

сëеäования. 1978. Т. 16. № 5. С. 675—685.



Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009 79

Furtat I. B. Modified Algorithm of Robust Integrator Backsteping . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

The algorithm of robust control of parametric and functionally identity linear plant is offered. Ensuring tracking of an

output of plant behind a reference signal with given accuracy and for final time. It is supposed that the scalar output of

plant is accessible to measurement. The results of computer modeling are given. It are illustrating functionability of the

proposed scheme.

Keywords: robust control, priori and functional identity plant, integrator backsteping, observer, singular�perturbed

differential equation, Lypunov function.

Makarov N. N., Vladimirov K. I. Asymptotic Deviations in Switching Control Systems. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

Disturbance accumulation task is solved using dynamic programming for discrete switching systems. Effective itera�

tive procedure for numerical solution is proposed.

Keywords: switching system, modes of switching system, disturbance accumulation, maximum deviation, dynamic

programming, numerical algorithm.

Mironov V. I., Mironov Yu. V., Yusupov R. M. The Optimum Control in Multipointed Problems on Meeting Points

Motions  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

One considers the task of optimum control of active objects movement at it’s consecutive meeting with a system of

mobile objects for special targets. One determines necessary conditions with regard of restrictions.

Keywords: optimum control, system of mobile objects, necessary conditions.

Egorov O. D., Baturova V. A. Definition of a Robot Positioning Error. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Definition of a robot positioning error methodology is considered with a respect to manufacturing and control errors.

Keywords: robot, error, parameters, mobility degree, joint coordinate.

Goritov A. N. Construction of the Plan of a Trajectory of the Industrial Robot in the Conditions of the Incomplete In�

formation on an Environment . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

The algorithm providing construction of the plan of a trajectory of moving of the working tool of the industrial robot

in the environment with an unknown arrangement of obstacles is offered. The heuristic functions are resulted, allowing

to reduce volume of calculations at construction of the plan of a trajectory, optimum on power inputs or on transition time

in a target condition.

Keywords: the industrial robot, trajectory planning.

Golovin V. F., Arkhipov M. V., Zhuravlev V. V. Force Teaching Method for Trajectory Planning of Robot for Re�

storative Medicine. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

The method of force teaching, necessary for position/force control of robots for restorative medicine, and different

from conventional position teaching is considered. The errors of position/force control in force teaching algorithms are

estimated.

Keywords: force teaching, position/force control, restorative medicine, soft tissues.

Stebulyanin M. M. The Combinational Method of Multivariable Mechatronic Systems Design in a Mode of Position

Confinement  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

The approach of design of control rule of multivariable mechatronic system in a mode of defined state stabilization

is discussed. The approach is based on examining the "big" system with m > 2 state variables as combination of two�var�

iable systems to which the direct Lyapunov method is applied similarly. It helps to tune up a new system drive using un�

complicated design technique.

Keywords: mechanical movement, multivariable system, control, stability, Lyapunov function.

Anissimov A. A., Tararykin S. V. The Forming of Optimization Criterion in the Problems of Parametric Synthesis of

the State Regulators in Electromechanical Systems  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

The article deals with the forming of optimization criterion in the problems of parametric synthesis of the state regu�

lators in electromechanical systems. The complex optimization criterion is proposed, which is based on the accuracy

factor and regulation time, as well as the factors of parametric sensitive and power consumption, normalized by the Har�

rington scale. It is shown on example of electromechanical system with the digital polynomial regulator that the method

allows to solve effectively the problem of parametric optimization in control systems.

Keywords: electromechanical system, state regulator, digital polynomial regulator, optimization criterion, quality

factors of control system, parametric sensitive.

Kochetkov V. P., Podborsky P. E., Kolovsky A. V. Optimization of Dynamic for an Electromechanical System by

the Application of Variable Structure Systems  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

The problem of dynamic optimization for two�mass electromechanical system has been solved by the application of

sliding modes presented in this paper. There is an electric drive for digging mechanisms of open�mine excavator which

has been considered as an example in various operating modes. Corresponding transients have been obtained by

means of computer modeling.

Keywords: variable structure systems, VSC, sliding mode, SMC, nonlinear control, open�mine excavator electric

drive, electromechanical system.

CONTENTS



80 Мехатроника, автоматизация, управление, № 10, 2009

Bukanova T. S., Steshina L. A., Savinyh A. B. The Optimising Concept of Construction of a Control System by

Electric Drive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

In article the approach to construction of modern systems of optimum control by the equipment on the basis of the

electric drive, based on use of a new way of power saving up management by dynamic objects is presented.

The received results are used at synthesis of a control system by the electric drive realising functions of power savings

and optimisation of operating modes of the equipment of technological processes.

Keywords: power savings, the optimising concept, the modern theory of regulation, control system, electric drive.

Anisimov V. M., Vysotsky V. E., Kaurov S. Yu., Repin A. S. Application of the Built in Microcontroller for a Control

System an Installation Starter�Generating  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

The summary. In given article various variants of block diagrammes of control systems are considered by automobile

starters�generators. The description of the basic remote terminal units of microcontrollers of such systems necessary

for creation is resulted. The description of algorithms of realisation of principal views of pulse�width modulation is given.

Algorithms of operating programs for starters�generators allowing are resulted to solve management problems.

Keywords: a starter�generator, the inverter, the gauge opposition of a rotor. the microcontroller, pulse�width modu�

lation, the electromechanical converter, an internal combustion engine, the electric machine.

Goppe G. G. Mathematical Models of the Technological Complex "Electric Drive — Turbomechanism — Pipeline".

Part 1. Mathematical Models of Static Modes by Two Methods of the Efficiency Control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

We compare static characteristics of the complex "electric drive—turbomechanism—pipeline" by two methods of the

efficiency control of the material environment being transported via pipeline. It was proved that by rotation frequency

control the characteristics are linear while by strangling method they are non�linear. Thus in the first case better control

quality can be achieved by single regulator adjustment.

Keywords: electric drive, turbomechanism, pipeline, pressure, efficiency, static characteristic, strangling, rotation

frequency, regulator.

Volkov A. B., Karetnikov V. V., Sikarev I. A. Algorithms of Definition of Range and Radius of an Operative Range

of Automatic Information System Working in Difficult Radio Noise Conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

In article algorithms of definition of the maximum range of action of the automatic information system, considering

influence of multiplicate and additive hindrances are considered

Keywords: automatic information system; the coefficient of mutual difference; the radio interference; the range

coverage; a fading signal; a fading interference; the retransmitted interference; an interference.

Chelnokov Yu. N., Loginov M. Yu. Differential Error Equations of Corrected Strapdown Inertial Navigation System

Functioning In the Normal Geographic Reference Frame  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

In this paper, nonlinear and linear differential error equations of corrected strapdown inertial navigation system,

functioning in the normal geographic reference frame, are derived.

Keywords: inertial navigation, strapdown inertial navigation systems, strapdown INS errors.

Zavedeyev A. I., Arkhipov R. A. Peculiarities of Application of Few Excessive Divisible Control Moment Gyro Sys�

tems for Spacecraft Orientation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Peculiarities of application control moment gyro stabilizers in problems of spacecraft orientation are considered.

Possibilities and restrictions of few excessive divisible control moment gyro systems are described for example four

gyrodyns located accordingly to "rhombus" and "pyramid" configurations.

Keywords: spacecraft, spacecraft control orientation system, control moment gyro system, gyrodyn, precession,

algorithm, singular state.

Издательство «НОВЫЕ ТЕХНОЛОГИИ»

107076, Москва, Стромынский пер., 4

Телефон редакции журнала: (499) 269-5397, тел./факс: (499) 269-5510

Дизайнер Т. Н. Погорелова.
Техни÷еский реäактор Е. В. Конова. Корректор Е. В. Комиссарова.

Сäано в набор 04.08.2009. Поäписано в пе÷атü 17.09.2009. Форìат 60×88 1/8. Буìаãа офсетная. Пе÷атü офсетная.
Усë. пе÷. ë. 9,8. У÷.-изä. ë. 9,48. Заказ 824. Цена äоãоворная.

Журнаë зареãистрирован в Коìитете Российской Феäераöии по äеëаì пе÷ати, 
теëераäиовещания и среäств ìассовых коììуникаöий

Свиäетеëüство о реãистраöии ПИ № 77-11648 от 21.01.02

У÷реäитеëü: Изäатеëüство "Новые техноëоãии"

Отпе÷атано в ООО "Поäоëüская Периоäика". 142110, Московская обë., ã. Поäоëüск, уë. Кирова, 15


