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Введение

Обы÷но иäентификаöия упpавëяеìоãо объекта
осуществëяется в öеëях аäаптаöии аëãоpитìов
упpавëения к изìеняþщиìся паpаìетpаì ìоäеëи
объекта. Пpиìеpоì явëяется схеìа аäаптивной сис-
теìы с эпизоäи÷еской иäентификаöией ìоäеëи
объекта [1]. В этой систеìе аëãоpитìы иäентифика-
öии "вкëþ÷аþтся" тоëüко на пеpехоäных pежиìах.
Связано это с теì, ÷то попытка pеøатü заäа÷у иäен-
тификаöии упpавëяеìоãо объекта в установивøеìся
pежиìе пpивоäит к пëохой обусëовëенности иëи
äаже выpожäенности заäа÷и. Оäнако из-за кpатко-
вpеìенности пеpехоäных пpоöессов и, как сëеäст-
вие, ìаëоãо ÷исëа äоступных набëþäений возни-
каþт сëеäуþщие пpобëеìы. 

Веpоятностные ìоäеëи сиãнаëов оказываþтся не-
наäежныìи, так как не выпоëняется основное усëо-
вие статисти÷еской устой÷ивости — существование
боëüøоãо ÷исëа набëþäений. Пpи этоì испоëüзо-
вание ìетоäов статисти÷ескоãо оöенивания оказы-
вается ìаëообоснованныì. Этот факт в äостато÷но
остpой поëеìи÷еской фоpìе обсужäаëся в pаботе [2].
В pаботе [3] P. Каëìан поäвеpã pезкой кpитике ìе-
тоäы, опиpаþщиеся на так называеìуþ станäаpтнуþ
статисти÷ескуþ апpиоpнуþ ãипотезу. В ÷астности,
он показаë, ÷то возìожностü уëу÷øения оöенок
ìетоäа наиìенüøих кваäpатов (МНК-оöенок) ìо-
жет бытü связана ëиøü с наëи÷иеì пеpеìенных,

свобоäных от øуìа. Испоëüзуеìый в настоящей pа-
боте поäхоä явëяется попыткой постpоитü pабото-
способнуþ пpоöеäуpу äëя поиска таких пеpеìенных.

Иäея ìетоäа состоит в тоì, ÷тобы äëя исхоäной
систеìы постpоитü ìножество оöенок на всех воз-
ìожных поäсистеìах небоëüøой pазìеpности и
отобpатü сpеäи них поäìножество наибоëее соãëа-
сованных ìежäу собой по кpитеpиþ взаиìной бëи-
зости [4, 5]. На этоì поäìножестве затеì стpоится
искоìая то÷е÷ная оöенка. Успех в äанноì сëу÷ае
зависит от тоãо, наскоëüко опpавäаны пpеäпоëо-
жения о существовании некотоpоãо поäìножества
набëþäений, по÷ти свобоäных от øуìа. Указанные
пpеäпоëожения боëее pеаëисти÷ны и ìенее обpеìе-
нитеëüны, ÷еì те, котоpые обы÷но испоëüзуþтся
в теоpии статисти÷ескоãо оöенивания. Pазвиваеìый
поäхоä не тpебует выпоëнения тpебования стати-
сти÷еской устой÷ивости, котоpое все pавно не вы-
поëняется пpи ìаëоì ÷исëе набëþäений.

Постановка задачи и пpедположения

Типи÷ной фоpìой описания упpавëяеìоãо объ-
екта в öифpовой систеìе упpавëения явëяþтся век-
тоpные коне÷но-pазностные уpавнения [6, 7]. В ÷а-
стности, äëя систеìы поpяäка n с оäниì вхоäоì u[k]
и оäниì выхоäоì y[k] уpавнения иìеþт виä:

(1)

ãäе x[k] — (n Ѕ 1)-вектоp состояния; d, h — (n Ѕ 1)-
вектоpы паpаìетpов объекта, а F — (n Ѕ n)-ìатpиöа
(пеpехоäных состояний). Дëя объекта, описываеìо-
ãо систеìой (1), ìожно записатü пеpеäато÷нуþ функ-
öиþ

W(z) =  =  = ,

ãäе E — еäини÷ная ìатpиöа; z — опеpатоp сäвиãа;

Adj(Ez – F)/det(Ez – F) = (Ez – F)–1, а bi, aj,

i, j =  — коэффиöиенты пеpеäато÷ной функöии.
От пеpеäато÷ной функöии ìожно пеpейти во вpе-
ìеннуþ обëастü:

y*[k + 1] = aiy*[k – i + 1] + bju[k – j + 1].(2)

Pассматpивается алгоpитм идентификации для опpеде-
ления модели упpавляемого объекта по малому числу наблю-
дений. Идея метода состоит в поиске наиболее свободных
от шума наблюдений с помощью алгоpитма, основанного на
пpинципе согласованности оценок. В качестве кpитеpия со-
гласованности используется функция взаимной близости
оценок на подсистемах небольшой pазмеpности. Пpиводят-
ся пpимеpы, иллюстpиpующие эффективность метода.

Ключевые слова: идентификация, малое число наблюде-
ний, согласованность оценок
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x[k + 1] = Fx[k] + du[k];

y*[k] = hтx[k],
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Пpовеäя N набëþäений вхоäноãо и выхоäноãо
сиãнаëов объекта в соответствии с (2), ìожно за-
писатü ìатpи÷ное уpавнение виäа

y = Xc + ξ иëи y = y* + x, (3)

ãäе y* = Xc; c = [a1, ..., an, b1, ..., bn]
т — вектоp па-

pаìетpов объекта; y = ;

X = ;

x = .

Зäесü и äаëее буäеì поëаãатü, ÷то 2n = M, так ÷то
ìатpиöа X иìеет pазìеpностü N Ѕ M. Коìпоненты
вектоpа оøибок опpеäеëяþтся как

ξ[k + j] = ε[k + j] – aiε[k – i + j], (4)

ãäе ε[k + j] — аääитивные оøибки изìеpения, поpяä-
ка ìоäеëи и äp. Дëя эëеìентов ìатpиöы X и векто-
pа y äаëее буäеì испоëüзоватü боëее коìпактные обо-

зна÷ения: xij, yi, i = , j = , соответственно.

Общие пpинöипы постpоения систеì с эпизоäи-
÷еской иäентификаöией (pис. 1) pассìатpиваëисü
в pаботе [1]. Заäа÷а иäентификаöии упpавëяеìоãо
объекта в такой систеìе состоит в постpоении оöен-
ки  вектоpноãо паpаìетpа с уpавнения (3) по äос-
тупныì äëя непосpеäственноãо набëþäения (N Ѕ M)-
ìатpиöе X и (N Ѕ 1)-вектоpу y (N > M) пpи неиз-
вестноì (N Ѕ 1)-вектоpе оøибок x. Даëее испоëü-
зуþтся сëеäуþщие пpеäпоëожения.

1. Матpиöа X и вектоp y фиксиpованы, т. е. xi j, yi,

i = , j = , известны в pезуëüтате изìеpений
на оäной pеаëизаöии. 

2. Чисëо набëþäений ìаëо, поэтоìу иìеет ìесто
неопpеäеëенностü свойств обусëовëенности ìат-
pиöы X и статисти÷еских хаpактеpистик вектоpа x.

3. Ноpìа вектоpа оøибок x = [ξ1, ξ2, ..., ξN]т

оãpани÷ена, а еãо напpавëение в øаpе

X = {x:(xтξ)1/2 = ||x||2 m Rξ = const} (5)

явëяется пpоизвоëüныì и неопpеäеëенныì.
4. В исхоäных äанных, несìотpя на возìожные

оøибки, все же соäеpжится äостато÷ное ÷исëо на-
бëþäений (поäсистеìа, наибоëее свобоäная от øу-
ìа), по котоpыì оöенки  ìоãут бытü вы÷исëены
с тpебуеìой то÷ностüþ.

5. Существует соответствуþщая уpавнениþ (3)
то÷ная ìоäеëü

y* = Xc, (6)

ãäе y* = y – x.
Конкpетизиpуеì сäеëанные пpеäпоëожения. Мат-

pиöа X, вообще ãовоpя, сëу÷айна, оäнако в кажäоì
эпизоäе иäентификаöии она фоpìиpуется по äос-
тупныì äëя непосpеäственноãо изìеpения (хотя и
соäеpжащиì сëу÷айные оøибки) сиãнаëаì. Поэто-
ìу она с÷итается известной то÷но, а соäеpжащиеся
в ней оøибки в сиëу (4) пpеäставëяþтся в виäе
pеаëизаöии сëу÷айноãо вектоpа оøибок x, äëина и
напpавëение котоpоãо в пpеäеëах øаpа (5) явëяþтся
неопpеäеëенныìи. 

Чисëо набëþäений с÷итается ìаëыì, есëи ÷исëо
степеней свобоäы (N – M) пpевыøает ÷исëо оöе-
ниваеìых паpаìетpов M не боëее ÷еì в 2...3 pаза.
Что касается пpеäпоëожения 4, коне÷но, невозìожно
постpоитü то÷нуþ систеìу (6) из (3), так как неиз-
вестен вектоp оøибок x. Оäнако, опиpаясü на
пpеäпоëожение 4, ìожно ставитü заäа÷у отыскания
поäсистеìы, наибоëее свобоäной от øуìа [4, 5].

Поä÷еpкнеì, ÷то в äанноì сëу÷ае pеøается заäа-
÷а иäентификаöии äинаìи÷ескоãо объекта по оä-
ноìу ìаëоìу набоpу äанных в pаìках указанных
выøе пpеäпоëожений 1—5. Тpаäиöионно пpиìеняе-
ìые в статисти÷еской теоpии оöенивания веpоят-
ностные ìоäеëи в äанноì сëу÷ае не испоëüзуþтся,
поскоëüку на оäной коpоткой pеаëизаöии пpоãноз
повеäения оøибок оöенивания исхоäя из pаспpе-
äеëений оøибок изìеpений все pавно не наäежен. 

Общая схема постpоения согласованных оценок

В соответствии с изëоженныì пpинöипоì отбоpа
äанных общая схеìа pеøения заäа÷и пpеäставëяет-
ся сëеäуþщиì обpазоì. Из N стpок исхоäной сис-
теìы (3) фоpìиpуется, напpиìеp, L поäсистеì pаз-
ìеpности P:

yl = Xlc + xl, l = , (7)

ãäе Xl — (P Ѕ M)-ìатpиöы, а yl, xl — (P Ѕ 1)-вектоpы.

y k 1+[ ]
y k 2+[ ]

 

y k N+[ ]
.
.
.

y k[ ]…y k n– 1+[ ] u k[ ]…u k n– 1+[ ]

y k 1+[ ]…y k n– 2+[ ] u k 1+[ ]…u k n– 2+[ ]

 

y k N 1–+[ ]…y k N n–+[ ] u k N 1–+[ ]…u k N n–+[ ]

.
.
.

ξ k 1+[ ]
ξ k 2+[ ]

 

ξ k N+[ ]

.
.
.

 
i 1=

n

∑

1 N, 1 M,

Pис. 1. Общая схема системы 

ĉ

1 N, 1 M,

ĉ
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Из P стpок кажäой l-й поäсистеìы (7), в своþ
о÷еpеäü, фоpìиpуется, напpиìеp, Kl поäсистеì
pазìеpности S:

yl, i = Xl, ic + xl, i, i = , l = . (8)

Дëя pазëи÷ения поäсистеì (7) и (8) äаëее буäеì
их называтü поäсистеìаìи веpхнего и нижнего уpов-
ней соответственно. Инäекс i зäесü и äаëее сëужит
äëя обозна÷ения ноìеpа поäсистеìы нижнеãо уpов-
ня и соответствуþщих ей (S Ѕ M)-ìатpиöы Xl, i и
(S Ѕ 1)-вектоpов yl, i, xl, i.

Пpеäпоëаãается также, ÷то äëя всех l =  и

i =

rankXl, i = M. (9)

Выпоëнение усëовия (9) обеспе÷ивается пpиìе-
нениеì пpоöеäуpы пpеäваpитеëüноãо отбоpа инфоp-
ìативных äанных по показатеëяì обусëовëенно-
сти [8].

С испоëüзованиеì ввеäенных поäсистеì пpинöип
соãëасованности фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpа-
зоì. Пустü äëя кажäой i-й поäсистеìы нижнеãо
уpовня, сфоpìиpованной из l-й поäсистеìы веpх-
неãо уpовня, вы÷исëен вектоp оöенок . Пустü
также заäана функöия, хаpактеpизуþщая взаиìнуþ
бëизостü ìножества pеøений  на кажäой поä-
систеìе веpхнеãо уpовня:

W [l ] = ρ( , ), l = , (10)

ãäе ρ( , ) — pасстояние ìежäу поëу÷енныìи

на l-й поäсистеìе веpхнеãо уpовня вектоpаìи  и

, взятыìи попаpно во всех возìожных со÷ета-

ниях . Искоìая то÷е÷ная оöенка  ищется по

тоìу же иëи иноìу пpавиëу на поäсистеìе с ноìе-
pоì l*: 

W [l*] = W [l ], l = .

В pаìках указанной постановки ìоãут стpоитüся
pазëи÷ные аëãоpитìы, разëи÷аþщиеся ìеpой бëи-

зости ρ( , ). В äанной статüе иссëеäуется ÷аст-

ный сëу÷ай кpитеpия (10), в котоpоì в ка÷естве
функöии взаиìной паpной бëизости испоëüзуется
суììа кваäpатов евкëиäовых ноpì pазности всех
возìожных паp вектоpов оöенок:

Wl[l] = ||  – || , l = , (11)

ãäе , , i = , j = , — оöенки, поëу-

÷енные на поäсистеìах нижнеãо уpовня кажäой
(l-й) поäсистеìы веpхнеãо уpовня.

Анализ ошибок пpи pазбиении системы 
на подсистемы

Пpеäставëяет интеpес нахожäение общих законо-
ìеpностей фоpìиpования оøибок иäентификаöии
пpи pазбиении исхоäной систеìы (3) на поäсисте-
ìы. Дëя этоãо пpовеäеì анаëиз оøибок оöенива-
ния с испоëüзованиеì оpтоãонаëüных pазëожений.
Дëя сокpащения обозна÷ений pассìотpиì сëу÷ай
оäноуpовневоãо pазбиения исхоäной систеìы (3)
с (N Ѕ M)-ìатpиöей X на поäсистеìы (ясно, ÷то
систеìа (3) ìожет pассìатpиватüся как поäсистеìа
веpхнеãо уpовня äëя систеìы боëüøей pазìеpности).

Известно [9], ÷то äëя (N Ѕ M)-ìатpиöы X pан-
ãа M систеìы виäа (3) существуþт оpтоãонаëüные
(N Ѕ N)-ìатpиöа T и (M Ѕ M)-ìатpиöа F такие, ÷то

TтXF = S; X = TSFт; XXт = TSSтTт = T Tт,(12)

ãäе S — äиаãонаëüная (N Ѕ M)-ìатpиöа, составëенная

из M синãуëяpных ÷исеë si, i = , (N Ѕ M)-ìат-

pиöы XXт (N > M); L = diag(λ1, λ2, ..., λk) — äиаãо-

наëüная ìатpиöа собственных зна÷ений λi, явëяþ-

щихся кваäpатаìи соответствуþщих синãуëяpных
÷исеë si; ìатpиöа

T = [Tλ  T0], (13)

ãäе Tλ, T0 — ìатpиöы, составëенные из собственных

вектоpов, соответствуþщих ненуëевыì и нуëевыì

собственныì зна÷енияì ìатpиöы XXт соответст-
венно. Вектоpы-стоëбöы ìатpиöы Tλ обpазуþт

(стоëбöовое) пpостpанство ìатpиöы X : R (X) =
= span[tλ,1, ..., tλ,M], а стоëбöы T0 — нуëü-пpостpан-

ство ìатpиöы Xт : N (Xт) = span[t0,1, ..., t0,N–M] [10].

Лемма. Дëя систеìы (3) с (N Ѕ M)-ìатpиöей X
(rank X = M) МНК-оöенка, вы÷исëенная äëя ëþбой
i-й поäсистеìы yi = Xic + xi с (S Ѕ M)-ìатpиöей Xi,
M m S < N (rank Xi = M), ìожет бытü пpеäставëена
в виäе

 = c + Δc + Δ , i = 1, 2, ..., (14)

ãäе Δc = FL–1/2 x, Δ  = [ Xi]
–1 T0,i x,

а T0, i — соответствуþщий i-й поäсистеìе бëок ìат-

pиöы T0.

Доказательство.

С у÷етоì (12), (13) вектоp оøибок x = y – Xc ìо-
жет бытü пpеäставëен в виäе äвух составëяþщих:

x = XΔc + T0Δd, (15)
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ãäе

Δc = FL–1/2 x; (16)

Δd = x. (17)

Испоëüзуя пpеäставëения (15)—(17), исхоäнуþ
систеìу (3) ìожно пеpеписатü в виäе 

y = X(c + Δc) + T0Δd, (18)

откуäа, в ÷астности, сëеäует известный факт [10],
÷то оøибка Δс МНК-оöенки

 = [XтX]–1Xтy = с + Δс (19)

опpеäеëяется ëиøü пpоекöией вектоpа x на поä-
пpостpанство R(X).

В pазëожении (18) ìожно выäеëитü стpоки, со-
ответствуþщие i-й поäсистеìе pазìеpности S,
M m S < N:

yi = Xi(c + Δс) + T0,iΔd, (20)

ãäе T0,i — соответствуþщий i-й поäсистеìе бëок

ìатpиöы T0, а Δc, Δd — те же, ÷то и в (16), (17).

Уìножив обе ÷асти (20) сëева сна÷аëа на , а затеì

на [ Xi]
–1, пpихоäиì к (14). 

Лемма доказана.
Пpи x ≠ 0 из ëеììы вытекаþт сëеäуþщие воз-

ìожные сëу÷аи.

1. x ≠ 0, x = 0 (x ∈ R(X)). Оöенки , i = 1,

2, ..., соãëасованы в сìысëе кpитеpия (11).

2. x = 0, x ≠ 0 (x ∈ N(X)). Пpи этоì Δc = 0,

оäнако оøибки Δ , i = 1, 2, ..., pазëи÷ны, сëеäова-

теëüно, оöенки , i = 1, 2, ..., не соãëасованы

в сìысëе кpитеpия (11).

3. x ≠ 0, x ≠ 0 (вектоp иìеет пpоекöии как

в R(X), так и в N(X)). В соответствии с (11), (14)
оöенки буäут также не соãëасованныìи.

Нетpуäно заìетитü, ÷то соотноøение (14) ìожет
бытü пpиìенено как в сëу÷ае pазбиения исхоäной
систеìы (3) на поäсистеìы веpхнеãо уpовня, так и
в сëу÷ае pазбиения некотоpой поäсистеìы веpхнеãо
уpовня на поäсистеìы нижнеãо уpовня. Есëи pас-
сìатpивается сëу÷ай pазбиения поäсистеì веpхнеãо

уpовня (7) с (P Ѕ M)-ìатpиöаìи Xl, l = , на поä-

систеìы нижнеãо уpовня, кpитеpий соãëасованно-
сти (11), вы÷исëенный на ìножествах поëу÷енных
äëя них оöенок, ìожет указыватü на поäсистеìу
веpхнеãо уpовня, наибоëее свобоäнуþ от øуìа.

Действитеëüно, в фоpìиpовании вектоpов Δc (16)
и Δd (17) у÷аствует оäин и тот же вектоp оøибок
изìеpений — x. Есëи äëя некотоpой, напpиìеp, l-й
поäсистеìы веpхнеãо уpовня ноpìа этоãо вектоpа

существенно боëüøе, ÷еì äëя äpуãих поäсистеì веpх-
неãо уpовня, естü основания ожиäатü, ÷то состав-
ëяþщие оøибок оöенивания Δс(l), Δ (l) буäут
также веëики. Составëяþщая Δc(l), явëяþщаяся
оøибкой МНК-оöенки (l) на l-й поäсистеìе веpх-
неãо уpовня, оäинакова äëя всех поäсистеì ниж-
неãо уpовня и не ìожет бытü опpеäеëена, поскоëüку
неизвестен вектоp x. В ка÷естве инäикатоpа относи-
теëüной веëи÷ины этоãо вектоpа ìожет испоëüзо-
ватüся степенü pазбpоса оöенок (l ), i = 1, 2, ...,
явëяþщеãося сëеäствиеì pазбpоса оøибок Δ (l).
Коëи÷ественной оöенкой этоãо pазбpоса и явëя-
ется зна÷ение функöии взаиìной бëизости оöенок
W[l] (11).

Пpивеäенные pезуëüтаты указываþт на возìож-
ностü повыøения то÷ности соãëасованных оöенок
по сpавнениþ с МНК-оöенкаìи. Веpоятностü pеаëи-
заöии сëу÷аев 1 и 2 pавна нуëþ, так как pазìеpности
поäпpостpанств R(X) и N(X) ìенüøе pазìеpности N
исхоäноãо пpостpанства изìеpений. В сëу÷ае 3 в со-
ответствии с (14) относитеëüно ìаëые зна÷ения кpи-
теpия соãëасованности (11) свиäетеëüствуþт о тоì,
÷то оøибки Δ , i = 1, 2, ..., ìаëы, и, сëеäоватеëüно,
ноpìа вектоpа оøибок изìеpений x также сpавни-
теëüно ìаëа. Сëу÷ай, коãäа оøибки Δ , i = 1, 2, ...,
веëики и оäинаковы по веëи÷ине и знаку (созна-
теëüное и pазуìное пpотивоäействие), не pассìат-
pивается.

Функция взаимной близости
в случае подсистем с квадpатными матpицами

Пpовеäеì тепеpü äетаëüный анаëиз кpитеpия
взаиìной паpной бëизости (11) äëя сëу÷ая, коãäа
поäсистеìы нижнеãо уpовня постpоены с испоëü-
зованиеì кваäpатных (M Ѕ M)-ìатpиö Xi. Зäесü, как
и в пpеäыäущеì pазäеëе, äëя пpостоты инäекс l,
сëужащий äëя обозна÷ения поäсистеì веpхнеãо
уpовня, опускается.

Теоpема. Пустü на поäсистеìе веpхнеãо уpовня (7)
с (P Ѕ M)-ìатpиöей X (rank X = M) заäано K поäсис-
теì нижнеãо уpовня (8) с кваäpатныìи (M Ѕ M)-ìат-

pиöаìи Xi (rank Xi = M), i = .

Тоãäа äëя функöии взаиìной бëизости (11), вы-

÷исëенной по ìножеству МНК-оöенок , i = ,

спpавеäëиво pавенство

W(l) = ||  – ||2 = W1(l) – W2(l), (21)

ãäе

W1(l) = 2 (Xi )–1xi; (22)

W2(l) = 2 (Xj )–1xj. (23)
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Доказательство. Пустü

Xic = yi – xi (24)

— поäсистеìа с кваäpатной (M Ѕ M)-ìатpиöей Xi
(rank Xi = M), а соответствуþщая этой поäсистеìе
оöенка  явëяется pеøениеì уpавнения

Xi  = yi, i = . (25)

Вы÷итая из обеих ÷астей (25) соответствуþщие
÷асти pавенства (24), иìееì

XiΔ  = xi, (26)

ãäе Δ  =  – c — вектоp оøибок оöенивания на
i-й поäсистеìе нижнеãо уpовня. Дëя äвух, напpи-
ìеp i-й и j-й, поäсистеì нижнеãо уpовня ìожно за-
писатü:

 –  = (  – c) – (  – c) = Δ  – Δ . (27)

С у÷етоì (27) функöиþ взаиìной паpной бëизо-

сти оöенок (11) äëя всех i = , j =  ìожно за-
писатü в виäе

W(l) = ||  – ||  =

= ||Δ  – Δ ||2 =

= (Δ  – Δ )т(Δ  – Δ ). (28)

По пpеäпоëожениþ rankXi = M, поэтоìу в со-
ответствии с (26)

Δ  = xi. 

Поäставëяя указанное зна÷ение Δ  в (28), по-
ëу÷аеì

W(l) = [ (Xi )–1xi + (Xj )–1xj –

– (Xj )–1xj – (Xi )–1xi]. (29)

Фиãуpиpуþщие в (29) инäексы i = , j = 
"пpобеãаþт" оäин и тот же набоp поäсистеì. По-
этоìу äва пеpвых сëаãаеìых в пpавой ÷асти ìожно
заìенитü оäной суììой — (22). Анаëоãи÷но äва
посëеäних сëаãаеìых (взятых с пëþсоì) также пpеä-
ставëяþтся оäной суììой — (23). Теоpема доказана.

Свойства составëяþщих функöии взаиìной бëи-
зости W1(l) (22) и W2(l) (23) и их вкëаäы в зна÷ение

кpитеpия (21) существенно pазëи÷аþтся. Все сëа-
ãаеìые в W1(l) неотpиöатеëüны, поэтоìу суììа

в зна÷итеëüной степени буäет опpеäеëятüся ноpìаìи

фpаãìентов xi, i = , вектоpа оøибок x. Вкëаä

суììы W2(l) зависит также от взаиìной оpиента-

öии xi, xj ìежäу собой и относитеëüно поäпpо-

стpанств, обpазованных ìатpиöаìи Xi, Xj, i = ,

j = . На конкpетной pеаëизаöии сëаãаеìые
в (23) ìоãут иìетü pазные знаки, пpи этоì суììа
W2(l) ìожет оказатüся ìаëой по сpавнениþ с W1(l).

Есëи основной вкëаä в функöиþ взаиìной бëизо-
сти (21) вносит составëяþщая W1(l), то зна÷ение

функöии взаиìной бëизости как инäикатоpа поä-
систеìы, наибоëее свобоäной от øуìа, боëее эф-
фективно. 

Пpинöип соãëасованности оöенок в pассìатpи-
ваеìоì сëу÷ае иìеет яснуþ ãеоìетpи÷ескуþ тpак-
товку. Поскоëüку кажäая поäсистеìа нижнеãо уpов-
ня иìеет кваäpатнуþ (M Ѕ M)-ìатpиöу, оöенки 
явëяþтся ноpìаëüныìи вектоpаìи соответствуþ-
щей M-ìеpной ãипеpпëоскости. Множеству K поä-
систеì соответствует "обëако" ãипеpпëоскостей.
По пpинöипу соãëасованности сpеäи поäсистеì
веpхнеãо уpовня пpеäпо÷тение отäается той, äëя
котоpой иìеет ìесто наибоëüøая взаиìная бëи-
зостü ãипеpпëоскостей в этоì "обëаке". Посëе тоãо
как выбpана поäсистеìа веpхнеãо уpовня, необхо-
äиìо ëибо выбpатü в ней конкpетнуþ ãипеpпëо-
скостü, ëибо постpоитü некотоpуþ усpеäненнуþ
то÷е÷нуþ оöенку. Указанные ãеоìетpи÷еские пpеä-
ставëения испоëüзоваëисü P. Каëìаноì в pаботе [3],
ãäе он пpеäëаãаë коне÷ный pезуëüтат фоpìуëиpо-
ватü в виäе интеpваëüной оöенки pазìеpов "обëа-
ка" ãипеpпëоскостей.

Поскоëüку никоãäа не известно ÷исëо набëþäе-
ний, по÷ти свобоäных от øуìа, ìетоä ìожет пpе-
äусìатpиватü пеpебоp pазëи÷ных ваpиантов поä-
систеì веpхнеãо уpовня, разëи÷аþщихся pазìеpно-
стяìи. Такой аëãоpитì, основанный на кpитеpии
относитеëüной соãëасованности оöенок, pассìат-
pиваëся в pаботе [11].

Пpимеpы

Пpимеp 1. Исхоäные äанные äëя этоãо пpиìеpа
фоpìиpоваëи с испоëüзованиеì äат÷ика ноpìаëü-
но pаспpеäеëенных сëу÷айных ÷исеë. Pазìеpностü
заäа÷и: N = 10, M = 4. Наибоëее соãëасованные

оöенки отыскиваëи на  = 120 ваpиантах поä-

систеì веpхнеãо уpовня по 7 набëþäений в кажäой.
Дëя кажäой поäсистеìы веpхнеãо уpовня, в своþ

о÷еpеäü, фоpìиpоваëи  = 35 поäсистеì нижнеãо

уpовня с ìатpиöаìи Xi pазìеpности 4 Ѕ 4 и вы÷ис-

ëяëи ìножество МНК-оöенок и функöиþ взаиì-
ной бëизости (11). Поëу÷енный набоp зна÷ений
кpитеpия соãëасованности выстpаиваëся по воз-
pастаниþ (pис. 2).
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Дëя сpавнения на pис. 3 пpивеäена кpивая зна-
÷ений кpитеpия ка÷ества ||Δc ||CEM = ||c – ||E соãëа-
сованных оöенок (Conformity Estimates Method), pас-
поëоженных в такой же посëеäоватеëüности. На
этоì же pисунке ãоpизонтаëüной ëинией показано
зна÷ение ||Δc ||LSM äëя МНК-оöенки, вы÷исëенной
по всеìу набоpу äанных.

Нетpуäно заìетитü, ÷то то÷ностü оöенок на боëее
÷еì 20 поäсистеìах веpхнеãо уpовня, äëя котоpых
функöия взаиìной бëизости пpиниìает ìаëые
зна÷ения, выøе, ÷еì äëя МНК-оöенок, пpитоì
эти поäсистеìы оäнозна÷но опpеäеëяþтся по кpи-
теpиþ взаиìной бëизости (11).

Пpимеp 2. По изìеpенияì вхоäа u[k] и выхоäа y[k]
осуществëяëасü иäентификаöия ÷етыpех паpаìет-
pов (М = 4) ìоäеëи äинаìи÷ескоãо объекта, опи-
сываеìоãо pазностныì уpавнениеì виäа

y[k] = a1y[k – 1] + a2y[k – 2] +

+ b1u[k – 1] + b2y[k – 2] + ξ[k].

Вхоäной сиãнаë u[k] (пpи нуëевых на÷аëüных
усëовиях) показан на pис. 4, а. К выхоäноìу сиã-
наëу y*[k] иäентифиöиpуеìоãо объекта в соответст-
вии со схеìой (сì. pис. 1) äобавëяëи оøибки ε[k],
k = 1, 2, ... Посëеäоватеëüностü ε[k], k = 1, 2, ..., ìо-
äеëиpоваëи как сìесü ноpìаëüных (0, σξ), σξ ≅ 0,01σX,
и аноìаëüных оøибок (2,5 %), ãäе σX — СКО на-
бëþäаеìых зна÷ений вхоäа и выхоäа объекта (эëе-
ìентов ìатpиöы X). Коìпоненты вектоpа оøибок x,
фиãуpиpуþщеãо в уpавнении (3), в соответствии
с pавенствоì (4) äëя äанной конкpетной ìоäеëи
вы÷исëяëи как

ξ[k] = ε[k] + a1ε[k – 1] + a2ε[k – 2].

Виä сфоpìиpованноãо указанныì обpазоì вы-
хоäноãо заøуìëенноãо сиãнаëа y[k] показан на
pис. 4, б. 

Дëя опpеäеëения интеpваëов пеpехоäных pежи-
ìов, соäеpжащих инфоpìативные набëþäения,
пpи испоëüзовании котоpых заäа÷а иäентифика-
öии хоpоøо обусëовëена, испоëüзоваëи ìетоäику,
пpеäëоженнуþ и описаннуþ в pаботах [8, 12]. В ÷а-
стности, в теìпе с пpоöессаìи посëе пpовеäения
кажäых ÷етыpех изìеpений вы÷исëяëи так назы-
ваеìый показатеëü äиаãонаëüноãо пpеобëаäания:

F[A] = / ,

ĉ

Pис. 2. Функция взаимной близости Pис. 3. Точность оценок

Pис. 4. Входной (а), выходной (б) сигналы объекта и показа-
тель диагонального пpеобладания (в)
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ãäе ai j — эëеìенты инфоpìаöионной ìатpиöы
A = XXт. Известно [8, 12], ÷то на интеpваëах с боëее
высокиì зна÷ениеì показатеëя F[A], как пpавиëо,
äостиãается боëее хоpоøая обусëовëенностü заäа÷и.
Гpафик изìенения показатеëя F[Ak] пpивеäен на
pис. 4, в.

В настоящеì пpиìеpе осуществëяëи отбоp äан-
ных, äëя котоpых F[Ak] l 1,02. Пpи этоì быëо ото-
бpано N = 10 набëþäений, из котоpых быëа состав-
ëена систеìа виäа (3). Как и сëеäоваëо ожиäатü,
в это ÷исëо попаëи также набëþäения, соäеpжащие
аноìаëüные оøибки. Связано это с теì, ÷то ãpубые
оøибки типа сбоев, как пpавиëо, уëу÷øаþт обу-
сëовëенностü заäа÷и, хотя оøибки оöенивания
пpи этоì также обы÷но возpастаþт.

Даëее сpеäи этих äанных осуществëяëи поиск
поäсистеì веpхнеãо уpовня, äëя котоpых оöенки на
поäсистеìах нижнеãо уpовня по кpитеpиþ (11) ока-
зываëисü наибоëее соãëасованныìи. Pазìеpностü
поäсистеì нижнеãо уpовня пpиниìаëасü pавной
÷исëу оöениваеìых паpаìетpов (M = 4).

На pис. 4 сеpыì öветоì показаны вpеìенные
интеpваëы, на котоpых äанные быëи отобpаны по
показатеëþ äиаãонаëüноãо пpеобëаäания. На этих
интеpваëах боëее теìныì öветоì выäеëены у÷аст-
ки, äанные на котоpых в пpоöессе посëеäуþщеãо
соãëасованноãо оöенивания быëи отобpаны по
кpитеpиþ взаиìной бëизости (11).

Дëя сpавнения на тоì же исхоäноì набоpе äанных

наpяäу с соãëасованныìи оöенкаìи ( ) вы÷ис-

ëяëи оöенки по ìетоäу наиìенüøих кваäpатов

( ). В экспеpиìенте пpи описанных выøе ус-

ëовиях поëу÷ены сëеäуþщие показатеëи ка÷ества:

||c – ||E/||c ||E = 0,9; ||c – ||E/||c ||E = 0,15.

Нетpуäно заìетитü, ÷то кpитеpий соãëасованно-
сти (11) позвоëяет увеpенно отсеятü сpеäи исхоä-
ных äанных выäеëяþщиеся оøибки.

Заключение

Пpивеäенные пpиìеpы поäтвеpжäаþт пpинöи-
пиаëüнуþ возìожностü постpоения оöенок с ис-
поëüзованиеì кpитеpия соãëасованности оöенок,
не опиpаþщеãося на свойство статисти÷еской ус-
той÷ивости. Этот факт явëяется, безусëовно, важ-
ныì, так как не тоëüко соäеpжит тpаäиöионнуþ
кpитику ìетоäов оöенивания по ìаëой выбоpке
(котоpая обы÷но не вызывает возpажений), но и
всеëяет наäежäу на констpуктивное пpеоäоëение
известных пpобëеì.

Дëя отыскания "хоpоøеãо" pеøения в сфоpìу-
ëиpованной заäа÷е ìожет потpебоватüся пеpебоp
боëüøоãо ÷исëа ваpиантов поäсистеì. Этот факт

не явëяется уäивитеëüныì. Это неизбежная пëата
за неäостаток апpиоpной инфоpìаöии, связанный
с неäостато÷ностüþ ÷исëа набëþäений. Возìожностü
пpиìенения пpостых (а сëеäоватеëüно, относитеëü-
но äеøевых) статисти÷еских схеì обpаботки, как
пpавиëо, явëяется сëеäствиеì зна÷итеëüных затpат
на поëу÷ение äостато÷но боëüøоãо ÷исëа изìеpе-
ний, пpи котоpоì эти схеìы обpаботки пpиãоäны.

Коне÷но, высокая вы÷исëитеëüная сëожностü
ìетоäов, основанных на пpинöипе соãëасованно-
сти оöенок, вызывает неуäовëетвоpенностü. Теì не
ìенее пpиìенение этоãо поäхоäа опpавäано в си-
туаöиях, коãäа тpебуется поëу÷итü то÷ное pеøение,
несìотpя на то, ÷то ÷исëо набëþäений ìаëо, а пpо-
веäение äопоëнитеëüных изìеpений, иëи ожиäа-
ние "хоpоøих" äанных, по какиì-ëибо пpи÷инаì
невозìожно.

Pабота выполнена пpи поддеpжке pоссийко-аме-
pиканской пpогpаммы "Фундаментальные исследова-
ния и высшее обpазование" (BRHE) и PФФИ (гpант
№ 09-07-00269-а).
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Введение

Заäа÷а пpоектиpования систеì упpавëения, ко-
тоpые обеспе÷иваþт выпоëнение основной постав-
ëенной öеëи упpавëения в усëовиях апpиоpной не-
опpеäеëенности äанных о внеøних возìущениях,
явëяется оäной из основных пpобëеì теоpии
упpавëения. Впеpвые на возìожностü созäания
систеì упpавëения, не ÷увствитеëüных к внеøниì
возìущенияì, быëо указано в [1]. Впосëеäствии
такие систеìы быëи названы инваpиантныìи [2].
По этой пpобëеìе иìеется боëüøое ÷исëо пубëи-
каöий, äостато÷но поëно эта пpобëеìа изëожена
в [3], ãäе пpивоäится кëассификаöии заäа÷ пpоек-
тиpования инваpиантных систеì упpавëения и
pазëи÷ных типов возìущений.

Выäеëяþтся äва основных пpинöипа постpое-
ния систеì упpавëения, позвоëяþщих äости÷ü вы-
поëнения основных öеëевых усëовий пpи наëи÷ии
паpаìетpи÷еских и внеøних возìущений. В инва-
pиантных систеìах стpуктуpа и паpаìетpы упpав-
ëяþщеãо устpойства выбиpаþтся такиì обpазоì,
÷тобы обеспе÷итü поëнуþ иëи ÷асти÷нуþ не÷увст-
витеëüностü систеìы к нежеëатеëüныì pазëи÷ныì
возäействияì. Дpуãой пpинöип постpоения осно-
ван на äинаìи÷еской коìпенсаöии возìущений,
коãäа за с÷ет фоpìиpования упpавëяþщеãо возäей-
ствия осуществëяется поäавëение вëияния возìу-
щений на систеìу. В настоящее вpеìя систеìы,
обеспе÷иваþщие выпоëнение выøепеpе÷исëенных
усëовий, стаëи называтü pобастными. Теоpия по-
стpоения таких систеì и обøиpная бибëиоãpафия
пpивеäены в [4].

К систеìаì, в котоpых осуществëяется коìпен-
саöия возìущений, сëеäует отнести упpавëяþщие
устpойства, испоëüзуþщие внутpеннþþ ìоäеëü воз-
ìущений [5, 6], оöенку пpоизвоäных неизìеpяеìых
сиãнаëов [7, 8], иäентификаöиþ ãаpìони÷еских воз-
äействий, ìетоä вспоìоãатеëüноãо контуpа [11—14],

позвоëяþщий выäеëитü сиãнаëы, несущие инфоp-
ìаöиþ о возìущениях. 

Особое ìесто сpеäи pазëи÷ных объектов упpав-
ëения заниìаþт объекты с запазäываþщиì упpав-
ëениеì. Они не äопускаþт, ÷тобы упpавëяþщее
устpойство иìеëо боëüøой коэффиöиент усиëения,
÷то веäет к уìенüøениþ то÷ности pеãуëиpования и
ухуäøениþ ка÷ества пеpехоäных пpоöессов. Дëя
пpеоäоëения этоãо пpепятствия испоëüзуþтся pаз-
ëи÷ные пpоãнозиpуþщие устpойства [15], сpеäи ко-
тоpых оäниì из саìых pаспpостpаненных явëяется
pеãуëятоp Сìита [15]. Оäнако пpоãнозиpуþщие
устpойства не pеøаþт пpобëеìу коìпенсаöии внеø-
них возìущений, а тоëüко усуãубëяþт ее, ÷то объяс-
няется боëüøой оøибкой пpоãноза, коãäа пpисут-
ствуþт внеøние неконтpоëиpуеìые возäействия.
Поэтоìу äëя ка÷ественноãо упpавëения объектоì
с запазäываþщиì упpавëениеì пpи наëи÷ии внеø-
них неизìеpяеìых возìущений тpебуется pеøитü äве
взаиìосвязанные заäа÷и: обеспе÷итü пpоãноз pеãу-
ëиpуеìой пеpеìенной и скоìпенсиpоватü äействие
внеøних возìущений на выхоäнуþ пеpеìеннуþ.

В äанной статüе иссëеäуþтся заäа÷и постpоения
систеì сëежения за вхоäныì сиãнаëоì с ÷асти÷ной
коìпенсаöией оãpани÷енных возìущений, коãäа
вpеìя запазäывания и ìаксиìаëüный спектp воз-
ìущения уäовëетвоpяþт опpеäеëенноìу усëовиþ,
÷то связано с испоëüзуеìыì аëãоpитìоì пpоãноза.
Дëя выäеëения сиãнаëа, несущеãо инфоpìаöиþ
о возìущении, испоëüзуется ìетоä вспоìоãатеëü-
ноãо контуpа [11], а äëя еãо пpоãноза на веëи÷ину
запазäывания пpиìеняется ìетоä скоëüзящей ап-
пpоксиìаöии [16].

Постановка задачи

Pассìотpиì объект упpавëения, äинаìи÷еские
пpоöессы в котоpоì описываþтся уpавнениеì

Q(P)y(t) = R(P)(u(t – h) + f(t – h)), (1)

ãäе P = d/dt — äиффеpенöиаëüный опеpатоp; y(t) —
pеãуëиpуеìая пеpеìенная; Q(P), R(P) — ëинейные
äиффеpенöиаëüные опеpатоpы с постоянныìи ко-
эффиöиентаìи; degQ(P) = n, degR(P) = m; u(t) —
упpавëяþщее возäействие; f(t) — внеøнее возìу-
щение; h — вpеìя запазäывания.

Сфоpìуëиpуеì äве заäа÷и.
1. Тpебуется постpоитü систеìу упpавëения, обес-

пе÷иваþщуþ выпоëнение öеëевоãо усëовия

|y(t) – g(t – h)| < δ пpи t > T. (2)

2. Необхоäиìо спpоектиpоватü систеìу упpав-
ëения такиì обpазоì, ÷тобы пеpеäато÷ная функ-
öия заìкнутой систеìы иìеëа виä

kme–λh/Qm(λ), (3)

ãäе λ — коìпëексная пеpеìенная в пpеобpазовани-
ях Лапëаса; g(t) — заäаþщее возäействие; Qm(λ) —

Pассматpиваются задачи постpоения следящих систем
для линейных объектов с запаздывающим упpавлением с час-
тичной компенсацией внешних огpаниченных возмущений.
Пpиводятся числовые пpимеpы и pезультаты их моделиpо-
вания.

Ключевые слова: пpогноз, эталонная модель, возмущаю-
щее воздействие, наблюдатель
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ãуpвиöев поëиноì степени γ = n – m; T — вpеìя,
по исте÷ении котоpоãо оøибка äоëжна бытü ìенü-
øе веëи÷ины δ; km > 0, δ > 0.

Наëи÷ие запазäывания h в (2) объясняется теì,
÷то в систеìах с запазäываниеì неëüзя отpаботатü
заäаþщее возäействие быстpее, ÷еì за вpеìя h. Вто-
pая заäа÷а соответствует постpоениþ систеìы с не-
явной этаëонной ìоäеëüþ.

Буäеì pеøатü сфоpìуëиpованные заäа÷и пpи сëе-
äуþщих оãpани÷ениях.

Пpедположения. 1. Поëиноìы Q(λ), R(λ) — ãуp-
виöевы с известныìи коэффиöиентаìи, и ìноãо-
÷ëен Q(λ) — ноpìиpованный.

2. Возìущаþщее возäействие f(t) — оãpани÷ен-
ная ãëаäкая функöия с оãpани÷енной пpоизвоäной

(r + 1)-ãо поpяäка, | f(t)| < τ, | f r + 1(t)| < α.
3. Запазäывание h и ìаксиìаëüный спектp ωm

возìущения f(t) известны и связаны соотноøениеì

h m .

Оãpани÷ения на спектp вхоäных возäействий
связаны с теì, ÷то их пpоãноз на вpеìя запазäыва-
ния pавносиëен пpеобpазованиþ непpеpывной ве-
ëи÷ины в pеøет÷атуþ функöиþ. В этоì сëу÷ае äëя
восстановëения исхоäной функöии в соответствии
с теоpеìой Котеëüникова äоëжно бытü выпоëнено
пpивеäенное соотноøение.

Следящая система

Pассìотpиì объект упpавëения, ìатеìати÷еская
ìоäеëü котоpоãо заäана уpавнениеì (1). Буäеì пpеä-
поëаãатü, ÷то выпоëнены усëовия пpеäпоëожений.
Pеøение заäа÷и состоит из сëеäуþщих этапов.

1. Сфоpìиpуеì систеìу, позвоëяþщуþ выäе-
ëитü сиãнаë, несущий инфоpìаöиþ о возìущении
f(t – h), и поëу÷иì аëãоpитì еãо оöенки.

2. Выбеpеì аëãоpитì пpоãнозиpования äëя по-
ëу÷ения оöенки сиãнаëа f(t).

3. Спpоектиpуеì аëãоpитì функöиониpования
устpойства, пpоãнозиpуþщеãо pеãуëиpуеìуþ пеpе-
ìеннуþ на вpеìя запазäывания.

4. Поëу÷иì аëãоpитì упpавëения, обеспе÷иваþ-
щий выпоëнение основноãо öеëевоãо усëовия (2).

Дëя выäеëения сиãнаëа, несущеãо инфоpìаöиþ
о возìущаþщеì возäействии, ввеäеì вспоìоãатеëü-
ный контуp, уpавнение котоpоãо иìеет виä

Q(P) (t) = R(P)u(t – h), (4)

и составиì уpавнение äëя сиãнаëа pассоãëасования
ζ(t) = y(t) – (t), вы÷итая (4) из (1):

Q(P)ζ(t) = R(P)f(t – h). (5)

Выпоëниì "опеpатоpное äеëение"  = Q0(P) +

+ , ãäе degQ0(P) = n – m, degΔQ(P) = m – 1.

Из уpавнения (5) нахоäиì

f(t – h) = Q0(P) + ζ(t). (6)

Есëи n – m пpоизвоäных выхоäноãо сиãнаëа объ-
екта упpавëения äоступны изìеpениþ, то с поìощüþ
фоpìуëы (6) ìожно то÷но опpеäеëитü зна÷ение
возìущения в ìоìент вpеìени t – h. Есëи такая
возìожностü отсутствует, то äëя оöенки пpоизвоä-
ных воспоëüзуеìся набëþäатеëеì [17] 

(t) = F0z(t) + H0(ζ(t) – Lz(t)), (t) = Lz(t). (7)

Зäесü z(t) ∈ Rn–m; θ > 0; F0 = ;  =

= ; L = [1, 0, ..., 0]; ÷исëа b1, ..., bn–m

выбиpаþтся так, ÷тобы ìатpиöа F = F0 + L быëа

ãуpвиöевой;  = [b1, ..., bn–m]. 

Тоãäа фоpìуëа äëя оöенки возìущения буäет
иìетü виä

(t – h) = z(t) + ζ(t), (8)

ãäе q0 — вектоp, коìпонентаìи котоpоãо явëяþтся

коэффиöиенты опеpатоpа Q0(P), записанные в обpат-

ноì поpяäке. Известно [17], ÷то существует ÷исëо θ0

такое, ÷то пpи θ m θ0 и заäанных оãpани÷ениях на

функöиþ f(t) оøибка оöенки |z(t) – z0(t)| буäет

иìетü тpебуеìое зна÷ение, ãäе (t) = [ζ(t), ζ′(t),

ζ′′(t), ..., ζn–m(t)]. Ввеäеì оøибку оöенки 

ε1(t – h) = (t – h) – f(t – h).

Сëеäуþщиì этапоì пpоектиpования сëеäящей
систеìы явëяется обеспе÷ение пpоãноза возìущаþ-
щеãо возäействия на веëи÷ину запазäывания, так
как иìеется оöенка зна÷ения f(t – h), а тpебуется
поëу÷итü оöенку веëи÷ины f(t). Дëя этой öеëи вос-
поëüзуеìся ìетоäоì скоëüзящей аппpоксиìаöии [16]

(t) = (–1)i–1 (t – ih), (9)

ãäе  — биноìинаëüные коэффиöиенты.

Оøибка пpоãноза опpеäеëяется фоpìуëой [16]

|εp| m hr+1 |f r + 1(t)|. Из этой фоpìуëы становится

ясно, äëя ÷еãо быëи ввеäены оãpани÷ения на (r + 1)-þ
пpоизвоäнуþ. Поäставив в пpавуþ ÷астü фоpìуëы (9)

зна÷ение (t – ih) = f (t – ih) + ε1(t – ih), поëу÷иì,

÷то оøибка пpоãноза состоит из äвух составëяþщих

1
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εp + (t), ãäе (t) — спpоãнозиpованное зна÷ение

оøибки ε1(t – h). Обозна÷иì оøибку пpоãноза ε2(t).

Сëеäует отìетитü, ÷то äëя pаботы пpоãнозиpуþще-
ãо аëãоpитìа (8) тpебуется вpеìя h(r + 1) äëя на-
копëения инфоpìаöии. Поэтоìу это устpойство
на÷инает pаботатü по исте÷ении вpеìени h(r + 1)
посëе на÷аëа pаботы систеìы. Это вpеìя ìожно
зна÷итеëüно уìенüøитü, есëи запазäывание h пpеä-
ставитü в виäе h = βΔt, ãäе β — öеëое ÷исëо, и пpо-
ãноз осуществëятü сëеäуþщиì обpазоì:

(10)

Зäесü пpеäпоëаãается, ÷то r + 1 > β. Пpиìенение
фоpìуëы (10) позвоëяет сокpатитü вpеìя накопëе-
ния инфоpìаöии äо веëи÷ины 2h. Сëеäует отìе-
титü, ÷то äëя pеаëизаöии (10) испоëüзуется такое
же ÷исëо бëоков запазäывания, как и в (9). Добав-
ëяþтся тоëüко бëоки суììиpования и усиëитеëи.

Дëя пpоãнозиpования pеãуëиpуеìой пеpеìенной
воспоëüзуеìся pеãуëятоpоì Сìита с ÷асти÷ной
коìпенсаöией возìущения, äëя ÷еãо ввеäеì кон-
туp, ìатеìати÷еская ìоäеëü котоpоãо иìеет виä

Q(P)y
v
(t) = R(P)(u(t) – u(t – h) + (t) – (t – h)).(11)

Сëожив (1) и (11), поëу÷иì оöенку пpоãноза pе-
ãуëиpуеìой пеpеìенной

Q(P) (t + h) = R(P)(u(t) + f(t) + ε2(t)). (12)

Дëя оöенки ка÷ества пpоãноза ввеäеì оøибку
e(t) = (t) — y(t) и составиì äëя нее уpавнение äи-
наìики, пpиниìая во вниìание (1) и (12):

Q(P)e(t) = R(P)ε2(t – h). (13)

Пpиниìая во вниìание ãуpвиöевостü поëино-
ìов Q(λ), R(λ), ìожно сäеëатü вывоä об оãpани-
÷енности оøибки e(t) и вы÷исëитü ìаксиìаëüно
возìожнуþ оøибку в установивøеìся состоянии

ey = |ε2(t)|. Такиì обpазоì, уìенüøая ве-

ëи÷ину θ в набëþäатеëе (7) и увеëи÷ивая зна÷е-
ние r в (9) иëи (10), ìожно поëу÷итü äостато÷но

ìаëое зна÷ение ey. Выпоëниì паpаìетpизаöиþ уpав-

нения (12):

Qm(P) (t + h) = ku(t) + (t + h) +

+ u(t) + ϕ(t), (14)

ãäе ϕ(t) = R(P)( f(t)) + ε2(t)); degN1(P) = degN2(P) =

= n – 2, degM(P) = n – 1; degS(P) = degQ
m
(P) = n – m;

поëиноìы Qm(λ), M(λ), S(λ) — ãуpвиöевы; k —коэф-

фиöиент пpи стаpøей пpоизвоäной опеpатоpа R(P).
Составиì уpавнение äëя оøибки eg(t) = (t + h) –

– g(t), пpиниìая во вниìание (14):

Qm(P)eg(t) = ku(t) + ψ(t), (15)

ãäе ψ(t) = (t + h) + u(t) + ϕ(t) +

+ Qm(P)g(t). Поëу÷иëасü заäа÷а, иссëеäованная

в [11, 13].
Утвеpждение [13]. Пустü f(t) — оãpани÷енная

функöия и поëиноì R(λ) — ãуpвиöев, тоãäа суще-
ствуþт ÷исëа μ0, α такие, ÷то пpи μ m μ0 äëя ëþбоãо
δ1 > 0 аëãоpитì упpавëения

u(t) = (g(t) – (t + h)) (16)

обеспе÷ивает выпоëнение неpавенства

|g(t) – (t + h)| < δ1.

Поëу÷иëасü систеìа упpавëения, состоящая из
вспоìоãатеëüноãо контуpа (4), набëþäатеëя пpоиз-
воäных (7), устpойства (8), pеаëизуþщеãо оöенку
возìущения, аëãоpитìа пpоãноза (9) иëи (10),
а также аëãоpитìа упpавëения (16). Оöенка оøиб-
ки в öеëевоì усëовии (2) сëеäует из сëеäуþщей öе-
по÷ки неpавенств:

|y(t) – g(t – h)| = |y(t) – (t) + (t) – g(t – h)| m

m |y(t) – (t)| + | (t) – g(t – h)| < ey + δ1. (17)

Зäесü ey зависит от оøибок оöенки (t – h) и

пpоãноза (t). Такиì обpазоì, веëи÷ина δ в öеëевоì
усëовии (2) pавна ey + δ1.

Следящая система с неявной эталонной моделью

Дëя pеøения этой заäа÷и испоëüзуеì вспоìоãа-
теëüный контуp (4), набëþäатеëü пpоизвоäных (7)
и устpойства, pеаëизуþщие фоpìуëу (8) и аëãоpитì
пpоãноза (9) иëи (10). Упpавëяþщее возäействие
буäеì фоpìиpоватü в виäе суììы äвух составëяþ-
щих u(t) = uy(t) + uf (t), ãäе

uf (t) = – (t),

R(P)Qm(P)uy(t) + R(P)uy(t – h) =

= Q(P)y(t) + kmQ(P)g(t). (18)

ε1
~ ε1

~

(t + Δt – h) = (–1)i–1 (t – h – (i – 1)Δt);

(t + 2Δt – h) = (t + Δt – h) +
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............................................................................
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Пpиìениì пpеобpазование Лапëаса к уpавне-
нияì (1) и (18). Тоãäа из (18) поëу÷иì

uy(λ) = (Q(λ)y(λ) + kmQ(λ)g(λ)).

Поäставив зна÷ения uy(λ) и uf (λ) в уpавнение

y(λ) = (u(λ) + f(λ)),

поëу÷иì

y(λ) = g(λ) + εf (λ),

ãäе εf (λ) = ( f(λ) – (λ)). По-

ëу÷иëи сëеäящуþ систеìу упpавëения с неявной
этаëонной ìоäеëüþ Qm(P)ym(t) = km g(t – h). Зна÷е-

ние оøибки ìожно уìенüøатü, увеëи÷ивая ÷исëо r
в пpоãнозиpуþщеì устpойстве и уìенüøая θ в на-
бëþäатеëе пpоизвоäных.

Дëя иëëþстpаöии поëу÷енных pезуëüтатов pас-
сìотpиì ÷исëовые пpиìеpы.

Пpимеpы

1. Pассìотpиì объект упpавëения, ìатеìати÷е-
ская ìоäеëü котоpоãо описывается уpавнениеì

(P3 + P2 + 2P + 1)y(t) = (P + 2)(u(t – 2) + f(t – 2)).(19)

Уpавнения вспоìоãатеëüноãо контуpа (4) и на-
бëþäатеëя пpоизвоäных (7) заäаäиì в виäе

(P3 + P2 + 2P + 1) (t) = (P + 2)u(t – 2); (20)

(t) = z2(t) + (ζ(t) – z1(t)); (t) = (ζ(t) – z1(t));

ζ(t) = y(t) – (t); θ = 0,02. 

Фоpìуëа (8) äëя оöенки возìущения запиøется
сëеäуþщиì обpазоì: 

(t – 2) = (t) – z2(t) + 4z1(t) + ζ(t). (21)

Пpоãнозиpуþщее устpойство pеаëизуется в со-
ответствии с фоpìуëой (10). Выбеpеì r = 3, β = 4,
Δt = 0,5. Тоãäа поëу÷иì

(22)

Уpавнение (11), пpеäназна÷енное äëя пpоãноза
pеãуëиpуеìой пеpеìенной, запиøется сëеäуþщиì
обpазоì: 

(P3 + P2 + 2P + 1)yv(t) =

= (P + 2)(u(t) – u(t – h) + (t) – (t – 2)). 

Уpавнение упpавëяþщеãо устpойства (16) пpи-
ниìает виä

u(t) = (g(t) – (t + h));

(t + h) = y(t) + yv(t).

На pис. 1—4 пpеäставëены pезуëüтаты ìоäеëи-
pования пpи сëеäуþщих вхоäных сиãнаëах: воз-
ìущение f(t) = sin0,2t + sin0,13t, заäаþщее воз-
äействие, котоpое необхоäиìо отсëеживатü, g(t) =
= 2sin0,8t + 2sin0,3t.
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На pис. 1 пpеäставëен пеpехоäный пpоöесс по
оøибке сëежения ε(t) = y(t) – g(t – 2), котоpая не
пpевыøает веëи÷ину 0,04 пpи t > 25 с. Пеpехоäный
пpоöесс по оøибке пpоãноза возìущения ε2(t) =
= (t – 2) – (t – 2) изобpажен на pис. 3. Гpафик
изìенения оøибки пpоãноза pеãуëиpуеìой пеpе-
ìенной e(t) = y(t) – (t – 2) пpеäставëен на pис. 4.
Оøибки пpоãноза возìущения и pеãуëиpуеìой ве-
ëи÷ины ÷еpез 25 с не пpевыøаþт зна÷ений 0,05 и
0,015 соответственно.

2. Pассìотpиì пpиìеp постpоения сëеäящей
систеìы упpавëения äëя объекта (19) с неявной
этаëонной ìоäеëüþ, уpавнение котоpой иìеет виä

(P2 + 4P + 4)ym(t) = 5g(t – 2).

Возüìеì устpойства, котоpые описываþтся уpав-
ненияìи (20)—(22), пpеäназна÷енные äëя оöенки
и пpоãноза внеøнеãо возìущения. Тоãäа уpавне-
ния упpавëяþщеãо устpойства (18) запиøутся сëе-
äуþщиì обpазоì:

u(t) = uy(t) + uf (t); uf (t) = – (t);

(P + 2)3uy(t) + (P + 2)uy(t – h) =

= (P3 + P2 + 2P + 1)(y(t) + 5g(t)). 

На pис. 5, а пpеäставëен ãpафик изìенения
оøибки e(t) = y(t) – ym(t), коãäа паpаìетpы вхоä-
ных сиãнаëов такие же, как в пpеäыäущеì пpиìе-
pе. На pис. 5, б возìущение фоpìиpуется в виäе
f(t) = sin0,5t + sin0,2t, т. е. не выпоëнено усëовие
теоpеìы Котеëüникова. Есëи в пеpвоì сëу÷ае
оøибка не пpевыøает зна÷ения 0,05 пpи t > 30 c,
то во втоpоì сëу÷ае она pезко возpастает.

Заключение

Пpеäëожены äва пpинöипа постpоения сëеäящих
систеì упpавëения äëя объектов с запазäываþщиì
упpавëениеì, коãäа паpаìетpы объекта известны.
Поëу÷енные систеìы упpавëения позвоëяþт ÷ас-
ти÷но коìпенсиpоватü вëияние внеøних возìуще-
ний на pеãуëиpуеìуþ пеpеìеннуþ, есëи ìаксиìаëü-
ный спектp вхоäноãо возäействия и запазäывание
связаны соотноøениеì, поëу÷енныì в соответст-
вии с теоpеìой Котеëüникова. Это оãpани÷ение
связано с выбpанныì аëãоpитìоì пpоãноза возìу-
щаþщеãо возäействия.

Основныì неäостаткоì пpивеäенных систеì
упpавëения явëяется их сëожностü, есëи осущест-
вëятü их непpеpывнуþ pеаëизаöиþ. Оäнако автоpу

f~ f

y

Pис. 3. Ошибка пpогноза возмущения

Pис. 4. Ошибки пpогноза pегулиpуемой пеpеменной 

f~

Pис. 5. Ошибка слежения
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не известны pаботы, в котоpых pеøается заäа÷а сëе-
жения äëя объектов с запазäываþщиì упpавëениеì
пpи наëи÷ии внеøнеãо возìущения, коãäа необхо-
äиìо отсëеживатü быстpо изìеняþщийся сиãнаë.
Кpоìе тоãо, äëя совpеìенных сpеäств вы÷исëи-
теëüной техники этот неäостаток не существен.
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Фоpмиpование полиномиальной 
динамической модели 

пpи сложном экзогенном 
стохастическом воздействии

Пpи пpоектиpовании систеì упpавëения с жеëае-
ìыìи показатеëяìи ка÷ества в пеpехоäноì и уста-
новивøеìся pежиìах øиpокое пpиìенение нахоäят
ìетоäы, основанные на обеспе÷ении необхоäиìой

стpуктуpы собственных зна÷ений (ìоä) ìатpиöы
состояния синтезиpуеìой систеìы. Наибоëее поëно
äанный поäхоä pеаëизован в совpеìенных ìетоäах
ìоäаëüноãо упpавëения (МУ), основанных на кон-
öепöии вектоpноãо и ìатpи÷ноãо поäобия, ÷то по-
звоëяет констpуиpоватü аëãоpитìи÷еское обеспе÷е-
ние МУ, основанное на pеøении ìатpи÷ноãо уpав-
нения Сиëüвестpа.

Постановка задачи. В статüе pассìатpиваþтся
вопpосы фоpìиpования банка анаëити÷еских пpеä-
ставëений ìатpиö äиспеpсий выхоäа, состояния и
оøибки поëиноìиаëüных äинаìи÷еских ìоäеëей
(ПДМ) типа "оäноìеpный вхоä—оäноìеpный вы-
хоä" (ОВОВ) с pазëи÷ныìи pаспpеäеëенияìи ìоä,
паpаìетpизованныìи хаpактеpисти÷еской ÷асто-
той ω0 äëя поpяäков n = 1...5, в усëовиях äействия
на эти ПДМ сëожных экзоãенных стохасти÷еских
возäействий (СЭСВ), стаöионаpных в øиpокоì
сìысëе [1, 2]. Возìожны äве pеаëизаöионные веpсии
СЭСВ: ìуëüтипëикативноãо типа (МТ) и аääитив-
ноãо типа (АТ).

СЭСВ ìуëüтипëикативноãо типа пpеäставëяет
собой посëеäоватеëüное соеäинение возбужäаеìоãо
непpеpывныì "беëыì øуìоì" w(t) интенсивности N
фоpìиpуþщеãо фиëüтpа (ФФ), на выхоäе котоpоãо
набëþäается "экспоненöиаëüно коppеëиpованный"
окpаøенный øуì (ЭКОШ) ξ(t) с äиспеpсией Dξ,
котоpый, в своþ о÷еpеäü, поäается на вхоä сëеäуþ-

Pешается задача фоpмиpования банка аналитических
пpедставлений диспеpсий выхода и ошибки полиномиальных
динамических моделей непpеpывных систем, функциониpую-
щих в условиях сложного экзогенного стохастического воз-
действия. Pезультаты иллюстpиpуются алгоpитмом син-
теза модального упpавления непpеpывным объектом с за-
данными диспеpсиями ошибки или выхода.

Ключевые слова: полиномиальная динамическая модель,
модальное упpавление, сложное экзогенное стохастическое
воздействие, относительные диспеpсии и частоты, асим-
птотическое пpедставление



Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010 15

щеãо ФФ, пpеäставëяþщеãо собой, в сëу÷ае поäа÷и
на еãо вхоä "беëоãо øуìа", фоpìиpоватеëü стаöио-
наpноãо в øиpокоì сìысëе стохасти÷ескоãо воз-
äействия типа окpаøенный øуì "pеãуëяpная ка÷ка"
(ОШPК) η(t) с äиспеpсией Dη. Фоpìиpоватеëü
СЭСВ МТ пpеäставëяется посëеäоватеëüныì со-
еäинениеì фоpìиpоватеëя ЭКОШ и фоpìиpова-
теëя ОШPК, иìеþщих соответственно пеpеäато÷-
ные функöии виäа

ΦЭКОШ(s) =  = ; (1)

ΦОШPК(s) =  = , (2)

и иìеет пеpеäато÷нуþ функöиþ виäа

ΦСЭСВ(s) = ΦЭКОШ(s)ΦОШPК(s) =

= , (3)

ãäе Kф, Ωф — соответственно коэффиöиент усиëения
и эффективная поëоса пpопускания ФФ ЭКОШ;
Ωк — эффективная поëоса пpопускания ФФ ОШPК;
ς — коэффиöиент äеìпфиpования ФФ ОШPК.

Пpиìеpоì pеаëизаöии СЭСВ МТ явëяется äви-
жение пpостpанственноãо констpуктивноãо эëеìен-
та, пëанаpная ìоäеëü котоpоãо пpеäставëяет собой
сëабоäеìпфиpованное коëебатеëüное звено, äефоp-
ìиpуеìоãо поä возäействиеì ветpа, ìоäеëüно опи-
сываеìоãо ЭКОШ, пpи pеøении заäа÷и контpоëя
еãо пеpеìещения, сëежения иëи стабиëизаöии в пpо-
стpанстве. Сëеäует заìетитü, ÷то в сиëу ëинейной
пpиpоäы связей äиспеpсий Dξ, Dη и интенсивности N
конкpетные зна÷ения äиспеpсий ìожно тpансфоp-
ìиpоватü в зна÷ения интенсивности N, а потоìу,
в общеì сëу÷ае, поëожитü зна÷ение коэффиöиен-
та Kф pавныì еäиниöе.

СЭСВ АТ пpеäставëяет собой паpаëëеëüное со-
еäинение ìоäеëей типа ЭКОШ и ОШPК с пеpеäа-
то÷ныìи функöияìи ΦЭКОШ(s) (1) и ΦОШPК(s) (2)
соответственно и пpеäставиìо в виäе пеpеäато÷-
ной функöии виäа

ΦСЭСВ(s) = ΦЭКОШ(s) + ΦОШPК(s) =

=  +  =

= .

Пpиìеpоì pеаëизаöии СЭСВ АТ явëяется äви-
жение пpостpанственноãо констpуктивноãо эëеìен-

та, установëенноãо на некотоpоì пëавсpеäстве,
возìущаеìоì воëнениеì воäной сpеäы, пpи pеøе-
нии заäа÷и контpоëя еãо пеpеìещения, сëежения
иëи стабиëизаöии в пpостpанстве. Пpи этоì äо-
поëнитеëüное äвижение констpуктивноãо эëеìен-
та поpожäается ветpовыì возäействиеì.

Пpеäìетоì äаëüнейøих иссëеäований выбpан
сëу÷ай СЭСВ МТ, ìоäеëüно описываеìых в фоp-
ìе (3). Сëеäует заìетитü, ÷то пpеäëоженная схеìа
фоpìиpования СЭСВ МТ на вхоäе ПДМ обëаäает
унивеpсаëüностüþ. Так, устpеìëение Ωк и Ωф к бес-
коне÷ности пpивоäит к фоpìиpоватеëþ возäейст-
вия типа "беëый øуì" w(t) интенсивности N на
вхоäе ПДМ; устpеìëение тоëüко Ωк к бесконе÷но-
сти пpивоäит к сëу÷аþ фоpìиpования на вхоäе
ПДМ стохасти÷ескоãо экзоãенноãо возäействия ξ(t)
типа ЭКОШ; устpеìëение тоëüко Ωф пpивоäит
к сëу÷аþ фоpìиpования на вхоäе ПДМ стохасти-
÷ескоãо экзоãенноãо возäействия η(t) типа ОШPК.

Фоpмиpование банка аналитических пpедставле-
ний матpиц диспеpсий выхода, состояния и ошибки
полиномиальных динамических моделей pазличных
pазмеpностей. В pеøаеìой заäа÷е испоëüзуется ìо-
äеëüное пpеäставëение фоpìиpоватеëя СЭСВ с пе-
pеäато÷ной функöией (3), вектоpно-ìатpи÷ное
описание (ВМО) котоpоãо [3] иìеет виä

(t) = Γфzф(t) + Gфw(t), η(t) = Pфzф(t), (4)

ãäе zф(t), w(t), η(t) — соответственно вектоpы со-
стояния, вхоäноãо стохасти÷ескоãо возäействия ти-
па "беëый øуì" и выхоäноãо сиãнаëа СЭСВ-типа;
Γф, Gф, Pф — соответственно ìатpиöы состояния,
вхоäа и выхоäа ìоäеëи фоpìиpоватеëя СЭСВ;
dim(zф(t)) = l, dim(w(t)) = dim(η(t)) = m; dim(Γф) =
= l Ѕ l, dim(Pф) = m Ѕ l, dim(Gф) = l Ѕ m. В äаëü-
нейøеì буäеì поëаãатü m = 1.

Анаëити÷еское пpеäставëение ПДМ в исхоäноì
виäе заäается пеpеäато÷ной функöией

ΦПДМ(s) =  =  = , (5)

в котоpой y(s) — ëапëасов обpаз выхоäной пеpе-
ìенной y(t), относитеëüно котоpой пеpеäато÷ные
функöии ìоäаëüной ìоäеëи и пpоектиpуеìой ìе-
тоäаìи МУ систеìы совпаäаþт; η(s) — вхоäное сто-
хасти÷еское возäействие; ω0 — хаpактеpисти÷еская

÷астота ПДМ; V(s, ω0) — жеëаеìый хаpактеpисти-

÷еский поëиноì ìатpиö состояния ПДМ и пpоек-
тиpуеìой систеìы. Отìетиì также, ÷то фоpìа (5)
позвоëяет пpи pеøении заäа÷и фоpìиpования ана-
ëити÷еских пpеäставëений показатеëей ПДМ по-
ëожитü ω0 = 1 с посëеäуþщиì пеpехоäоì в них от

vi к vi , i = .
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Заäа÷а pеøается в общеì виäе, инваpиантноì
относитеëüно конкpетных pаспpеäеëений (Баттеp-
воpта, Нüþтона и äp.) ìоä хаpактеpисти÷ескоãо
поëиноìа V(s, ω0).

Пеpехоä от пеpеäато÷ной функöии (5) к вектоp-
но-ìатpи÷ноìу описаниþ äает анаëити÷еское пpеä-
ставëение ПДМ, записываеìое в фоpìе 

(t) = Γìzì(t) + Gìg(t); zì(0) ≡ 0;

y(t) = Pìzì(t); ε(t) = g(t) – y(t), (6)

ãäе zì(t), g(t), y(t), ε(t) — соответственно вектоpы
состояния, экзоãенноãо вхоäноãо возäействия,
выхоäа и оøибки ПДМ; Γì, Gì, Pì — соответст-
венно ìатpиöы состояния, вхоäа и выхоäа ПДМ;
dim(zì(t)) = n, dim(g(t)) = dim(y(t)) = dim(ε(t)) = m,
dim(Γì) = n Ѕ n, dim(Gì) = n Ѕ m, dim(Pì) = m Ѕ n.
BMO ПДМ äëя ìатpиöы Γì испоëüзует сопpовож-
äаþщуþ хаpактеpисти÷еский поëиноì V(s, ω0) фоp-
ìу пpеäставëения. Так как в поставëенной заäа÷е
иссëеäуþтся тоëüко стохасти÷еские составëяþщие
пpоöессов, то все стохасти÷еские пеpеìенные по-
ëаãаþтся öентpиpованныìи, на÷аëüное состояние
ПДМ нуëевыì (zì(0) ≡ 0), а g(t) = η(t).

В основу техноëоãии поëу÷ения банка поëüзо-
ватеëüских анаëити÷еских пpеäставëений ìатpиö
äиспеpсий выхоäа и оøибки поëиноìиаëüных äи-
наìи÷еских ìоäеëей pазëи÷ных pазìеpностей кëа-
äется [1, 4] уpавнение Ляпунова относитеëüно ìат-
pиöы äиспеpсий вектоpа состояния ПДМ, фоpìи-
pуеìой äëя сëу÷ая стохасти÷ескоãо экзоãенноãо
возäействия, стаöионаpноãо в øиpокоì сìысëе
типа "беëый øуì". Это обстоятеëüство тpебует вве-
äения в pассìотpение аãpеãиpованной систеìы

с вектоpоì состояния  = [  ]т.

BMO аãpеãиpованной систеìы с вектоpоì со-
стояния (t) и выхоäаìи zì(t), zф(t), y(t), ε(t), η(t)
стpоится на основании аãpеãиpования ВМО (6) и (4).
Испоëüзуя (6) и (4), ìожно постpоитü сëеäуþщуþ
öепо÷ку вектоpно-ìатpи÷ных pавенств

 =  =

=  =

=  + w(t); (7)

zì(t) = Izì(t) + 0zф(t); zф(t) = 0zì(t) + Izф(t);

y(t) = Pìzì(t) + 0zф(t);

ε(t) = g(t) – y(t) = η(t) – y(t) = –Pìzì(t) + Pфzф(t);

η(t) = 0zì(t) + Pфzф(t). (8)

Аãpеãиpованная систеìа с аãpеãиpованныì век-
тоpоì состояния ( f) на основании (7), (8) поëу-
÷ает пpеäставëение

(t) = (t) + w(t); (9)

zì(t) = (t); y(t) = (t),

ε(t) = (t); zф(t) = (t); η(t) = (t), (10)

ãäе

 = ;  = ;

 = [I 0];  = [Pì 0]; (11)

 = [–Pì Pф];  = [0 I];  = [0 Pф]. (12)

Нетpуäно виäетü, ÷то аãpеãиpованная систеìа (9),
(10) явëяется непpеpывной äинаìи÷еской систе-
ìой, возбужäаеìой стохасти÷ескиì экзоãенныì воз-
äействиеì, стаöионаpныì в øиpокоì сìысëе типа
"беëый øуì" w(t). Дëя ìатpиöы äиспеpсий этой

систеìы   M{[ (t) (t)]} оказывается спpавеä-

ëивыì уpавнение Ляпунова 

 +  = – N . (13)

С у÷етоì выpажений (11) и (12) ìожно поëу÷итü
сëеäуþщие выpажения äëя вы÷исëения äиспеpсий
выхоäа и оøибки: 

Dy = , Dε = .

Матpи÷ное уpавнение (13) обнаpуживает воз-
ìожностü еãо äекоìпозиöии на ÷етыpе ìатpи÷ных
уpавнения типа Ляпунова в связи с возìожностüþ
äекоìпозиöии на ÷етыpе коìпоненты ìатpиöы .
Действитеëüно, в сиëу аãpеãативной стpуктуpы век-
тоpа (t) становится спpавеäëивой сëеäуþщая öе-
по÷ка вектоpно-ìатpи÷ных pавенств:

 = M{[ (t) (t)]} = M [  ]  =

= M  = , (14)

ãäе Dì = M{zì }, Dф = M{zф }, Dìф = M{zì }.
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Есëи в уpавнении Ляпунова (13) äëя ìатpиöы

äиспеpсии  у÷естü пpеäставëения (14), а äëя ìат-

pиöы аãpеãиpованной систеìы у÷естü (11), то (13)
запиøется в виäе:

 +

+  = .

Путеì пpостоãо пеpеìножения ìатpи÷ных коì-
понент в пpивеäенноì выpажении нетpуäно поëу-
÷итü тpи ìатpи÷ных уpавнения Ляпунова, необхо-
äиìых äëя äаëüнейøих pас÷етов:

ΓфDф + Dф  = –GфN ;

ΓìDìф + Dìф  = –GìPфDф;

ΓìDì + Dì  = –GìPф  – Dìф .

Пpивеäенные выøе тpи ìатpи÷ных уpавнения
записаны в поpяäке посëеäоватеëüности их pеøе-
ния, так как pеøение пpеäыäущеãо фоpìиpует
пpавуþ ÷астü посëеäуþщеãо уpавнения. Выpаже-
ния äëя äиспеpсий выхоäа Dy и оøибки Dε äина-
ìи÷еской ìоäеëи жеëаеìоãо повеäения пpоекти-
pуеìой систеìы стpоятся pазëи÷ныìи способаìи.
В сиëу выpажений (11), (12) äëя вы÷исëения Dy

äостато÷но ìатpиöы äиспеpсий Dì, а äëя вы÷исëе-
ния Dε необхоäиìо фоpìиpование ìатpиöы .

Сëеäует заìетитü, ÷то äëя пpиäания анаëити÷е-
скиì пpеäставëенияì скаëяpных показатеëей ПДМ
в виäе äиспеpсий ее выхоäа Dy и оøибки Dε как
функöии хаpактеpисти÷еской ÷астоты ω0 ПДМ уни-
веpсаëизìа öеëесообpазно пеpейти к относитеëü-
ныì пpеäставëенияì äиспеpсий, заäав их в фоpìе

 = Dy ;  = Dε ,

и относитеëüныì пpеäставëенияì ÷астот, заäав их
в фоpìе

 = ω0 ;  = Ωф ;  = Ωк  = 1, (15)

ãäе , , , ,  — соответственно относи-

теëüные äиспеpсии выхоäа, оøибки, хаpактеpисти-
÷еская ÷астота, сопpяãаþщая ÷астота ФФ ЭКОШ,
сопpяãаþщая ÷астота ФФ ОШPК.

В итоãе поëüзоватеëþ буäут пpеäëожены анаëи-
ти÷еские выpажения виäа

 = (vi(i = ); ; ),

 = (vi(i = ); ; ). (16)

В ка÷естве пpиìеpа автоpаìи пpивеäены зна÷е-
ния относитеëüных äиспеpсий выхоäа  и оøиб-
ки  в фоpìе (16) äëя ПДМ поpяäка n = 1, иìеþ-
щие сëеäуþщее пpеäставëение:

 = ;

= .

Пpи этоì сëеäует у÷итыватü, ÷то общий поpя-
äок nΣ систеìы из äвух ФФ и ПДМ pасс÷итывается
как

nΣ = nФФ + nПДМ,

ãäе nФФ = 3 — общий поpяäок систеìы из äвух ФФ
ЭКОШ и ОШPК; nПДМ = n — поpяäок ПДМ.

Пpивеäенные выpажения äëя äиспеpсий выхоäа
 и оøибки  в фоpìе (16) обнаpуживаþт в сиëу

своей ãpоìозäкости заìетные поëüзоватеëüские
тpуäности, котоpые ìоãут бытü существенно уìенü-
øены, есëи выäеëитü из них асиìптоти÷еские коì-
поненты. Пpи ввеäении в поëüзоватеëüскуþ пpак-
тику асиìптоти÷еских коìпонентов автоpы бази-
pуþтся на сëеäуþщих сообpажениях. СЭСВ ìожет
нести в себе pазëи÷нуþ сиãнаëüнуþ наãpузку, по-
pожäаþщуþ äва типа систеìных заäа÷.

Пеpвый тип заäа÷и иìеет ìесто, коãäа СЭСВ
явëяется поëезныì сиãнаëоì, котоpый äоëжен бытü
воспpоизвоäиì на выхоäе систеìы с ìиниìаëü-
ныì откëонениеì от заäаþщеãо возäействия, т. е.

с ìиниìаëüныì зна÷ениеì äиспеpсии оøибки ,

÷то äостиãается ìаксиìизаöией хаpактеpисти÷е-

ской ÷астоты ПДМ как в относитеëüноì , так и

в абсоëþтноì ω0 пpеäставëениях. Такиì обpазоì,

анаëити÷еское выpажение äëя асиìптоти÷ескоãо

зна÷ения  = ( ), уäовëетвоpяþщеãо ус-

ëовиþ ( ) = 0, буäет пpеäставëятü собой

отноøение ÷ëенов ÷исëитеëя и знаìенатеëя исхоä-

ноãо выpажения äëя , соäеpжащих  в наивыс-

øих степенях.
Втоpой тип заäа÷и иìеет ìесто, коãäа СЭСВ яв-

ëяется поìехой, котоpая не äоëжна пpоявëятüся на
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выхоäе систеìы, т. е. стохасти÷еская коìпонента
выхоäа систеìы äоëжна хаpактеpизоватüся ìини-
ìаëüной (ìаксиìаëüно пpибëиженной к нуëþ) äис-
пеpсией, ÷то äостиãается ìиниìизаöией хаpакте-

pисти÷еской ÷астоты ПДМ как в относитеëüноì ,

так и в абсоëþтноì ω0 пpеäставëениях. Такиì обpа-

зоì, анаëити÷еское выpажение äëя асиìптоти÷е-

скоãо зна÷ения  = ( ), уäовëетвоpяþщеãо

усëовиþ ( ) = 0, буäет пpеäставëятü

собой отноøение ÷ëенов ÷исëитеëя и знаìенатеëя

исхоäноãо выpажения äëя , соäеpжащих 

в наиìенüøих степенях.
Выpажения äëя асиìптоти÷еских пpеäставëе-

ний ( ), ( ) соответственно äиспеpсий

( ), ( ) äëя ПДМ поpяäка n = 1...3 свеäе-

ны в табëиöу.
Свеäенные в табëиöу выpажения явëяþтся ана-

ëити÷еской основой äëя постpоения аëãоpитìа
синтеза систеì упpавëения пpи СЭСВ ìетоäаìи
МУ [5].

Алгоpитм модального упpавления динамическими
объектами типа "одномеpный вход-выход" пpи слож-
ном экзогенном стохастическом воздействии.

1. Сфоpìиpоватü ìоäеëü фоpìиpуþщей öепи
в виäе (3) посëеäоватеëüноãо соеäинения звенüев,
описываеìых выpаженияìи (1), (2) и хаpактеpи-
зуþщихся паpаìетpаìи ς, Ωк и Ωф [6].

2. Сфоpìиpоватü тpебования к показатеëяì ка-
÷ества пpоектиpуеìой систеìы в пеpехоäноì и ус-
тановивøеìся pежиìах, пpи этоì äëя установив-
øеãося pежиìа пpинятü pежиì воспpоизвеäения
иëи паpиpования СЭСВ. В зависиìости от поста-
новки указанных заäа÷ сфоpìиpоватü тpебования
к абсоëþтныì зна÷енияì äиспеpсий Dε m DεR

оøибки и выхоäа Dy m DyR и осуществитü пеpе-

хоä к их относитеëüныì анаëоãаì  m  и

m .

3. Оöенитü зна÷ение относитеëüной хаpактеpи-
сти÷еской ÷астоты  в зависиìости от заäа÷и из
усëовия*

 = arg{ (n, , ς, , ) m } #

# arg{ (n, , ς, , ) m },

ãäе указанная зависиìостü  и  от {n, , ς,

, } сëеäует из (15), (16) и пpоиëëþстpиpована

в табëиöе.
4. Сфоpìиpоватü абсоëþтное зна÷ение хаpакте-

pисти÷еской ÷астоты ω0 = Ωк.

5. Сфоpìиpоватü хаpактеpисти÷еский поëиноì

ìатpиöы состояния ПДМ в фоpìе D(s, ω0) = sn +

+ vi sn– i.

6. Сфоpìиpоватü (n Ѕ n)-ìатpиöу Γ состояния
ìоäаëüной ìоäеëи с хаpактеpисти÷ескиì поëино-

ìоì det(sI – Γ) = D(s, ω0) = sn + vi sn–i в оäноì

из канони÷еских базисов.
7. Постpоитü (A, B, C) — вектоpно-ìатpи÷ное

пpеäставëение объекта упpавëения (ОУ) (t) =
= Ax(t) + Bu(t); y(t) = Cx(t), ãäе x, u, y — соответ-
ственно вектоpы состояния, упpавëения и выхоäа;
(A, B, C) — соответственно ìатpиöы состояния,
упpавëения и выхоäа ОУ; (A, B) — поëностüþ
упpавëяеìая паpа ìатpиö; (A, C) — поëностüþ на-
бëþäаеìая паpа ìатpиö.

8. Завеpøитü фоpìиpование ПДМ с паpой ìатpиö
(Γ, H), ãäе Γ = Γ(Ωф, Ωк, ς, ω0), H = arg(observ(Γ, H) &

& dimH = dim(Bт)}. Зäесü observ(Γ, H) озна÷ает на-
бëþäаеìостü паpы ìатpиö Γ и H.

9. В пpеäпоëожении спpавеäëивости ãипотезы
о непосpеäственной изìеpиìости экзоãенноãо воз-
äействия g(t) = η(t) и вектоpа состояния x(t) сфоpìи-
pоватü сиãнаë упpавëения в виäе u(t) = Kgg(t) – Kx(t),
ãäе ìатpиöы K, Kg вы÷исëитü в сиëу соотноøений

K = HM–1, M = arg{MΓ – AM = –BH};

Kg = arg{–CMΓ–1M–1BKg = I} = –(CMΓ–1M–1B)–1.

10. Постpоитü (F, G, C) — вектоpно-ìатpи÷ное
описание пpоектиpуеìой систеìы (t) = Fx(t) + Gg(t);
y(t) = Cx(t); ε(t) = g(t) – y(t), ãäе g, ε — соответст-
венно вектоp экзоãенноãо возäействия и оøибка
еãо воспpоизвеäения, F = A – BK, G = BKg.

11. Отказатüся от ãипотезы о непосpеäственной
изìеpиìости g(t) = η(t), воспоëüзоватüся изìеpи-

ω0
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lim
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ìостüþ вектоpа оøибки ε(t) äëя фоpìиpования
сиãнаëа упpавëения в фоpìе u(t) = Kεε(t) – Kxx(t),
ãäе Kε = Kg, Kx = K – KgC.

12. Пpовести коìпëексное коìпüþтеpное ис-
сëеäование спpоектиpованной систеìы упpавëения
в сpеäе коìпüþтеpноãо ìоäеëиpования MatLab
Simulink.

В ка÷естве пpиìеpа на pисунке пpивеäены кpи-
вые зависиìости äиспеpсии оøибки Dε äëя систеìы

втоpоãо поpяäка с pаспpеäеëениеì ìоä Баттеpвоpта,
возбужäаеìой сëожныì стохасти÷ескиì возäейст-
виеì, сфоpìиpованныì из посëеäоватеëüно соеäи-
ненных ФФ типа ЭКОШ и ОШPК, от хаpактеpи-
сти÷еской ÷астоты ω0 пpи pазëи÷ных зна÷ениях

паpаìетpов Ωф = {0,1Ωк; Ωк; 10Ωк} и ς, ãäе Ωк = 5 —

pезонансная ÷астота ФФ; v1(ω0) = 1,414ω0 и

v2(ω0) =  — пеpвый и втоpой коэффиöиенты

pаспpеäеëения ìоä Баттеpвоpта втоpоãо поpяäка;
ς = {0,02; 0,1005; 0,6556} — коэффиöиент äеìп-
фиpования, вы÷исëяеìый в сиëу соотноøения

ς =  пpи показатеëе коëебатеëü-

ности втоpоãо ФФ Mmax = {1,01; 5; 25}; N = 1(*)2 —

интенсивностü "беëоãо øуìа" на вхоäе ФФ ЭКОШ,
ãäе (*) в зависиìости от пpиìенитеëüной обëасти
заäа÷и пpиниìает pазìеpностü ìетpов, pаäиан,
воëüт и т. ä.

Анаëоãи÷ныì обpазоì ìоãут бытü постpоены
анаëити÷еские пpеäставëения äëя äиспеpсий вы-
хоäа и оøибки ПДМ пpоектиpуеìой систеìы, ко-
тоpая функöиониpует в усëовиях сëожноãо экзо-
ãенноãо стохасти÷ескоãо возäействия аääитивноãо
типа.
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e
 от хаpактеpистической час-

тоты w0 для ПДМ с Mmax = {1,01; 5; 25} пpи pазличных значе-
ниях Wф:
а — Ωф = 0,1Ωк; б — Ωф = Ωк; в — Ωф = 10Ωк
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Новый подход для оценки учета 
высокочастотных составляющих 

пpи выбоpе частоты 
дискpетизации сигнала

Постановка задачи

Изìеpение äискpетных отс÷етов x[kT ] непpе-
pывноãо сиãнаëа x(t) в систеìах контpоëя, ìони-
тоpинãа и упpавëения неpеäко связано с оöенкой
тоãо, наскоëüко пpавиëüно быëа выбpана ÷астота
äискpетизаöии ωS = 2π/T с то÷ки зpения у÷ета всех
основных высоко÷астотных составëяþщих сиãнаëа
в соответствии с теоpеìой отс÷етов. Общепpиня-
тыì поäхоäоì к оöенке в этоì сëу÷ае явëяется
уточняющее N-кpатное опpеделение спектpаëüноãо
состава сиãнаëа с испоëüзованиеì äискpетноãо
пpеобpазования Фуpüе (ДПФ) [1]

X(n) = x[kT ] , n = . (1)

Так, пpи äвукpатноì уто÷няþщеì опpеäеëении
осуществëяþт сëеäуþщие äействия:

1) выбиpаþт на интеpваëе набëþäения t ∈ [0, TS)

äве ãpуппы отс÷етов x[kT1], k = , и x[kT2],

k = , c pазныìи интеpваëаìи äискpетиза-

öии T1 = TS/N1 и T2 = TS/N2 изìеpяеìоãо сиãнаëа

x(t), поëаãая äëя опpеäеëенности N1 < N2;

2) вы÷исëяþт коìпëексные спектpы X1(n) и
X2(n) в соответствии с (1) äëя кажäой ãpуппы от-
с÷етов;

3) сpавниваþт спектpы X1(n) и X2(n), и есëи пpи
этоì обнаpуживается, ÷то 

� в спектpе X2(n), поëу÷енноì по отс÷етаì x[kT2],

k = , с увеëи÷енной ÷астотой äискpети-

заöии ωS2 = 2π/T2 сиãнаëа, по сpавнениþ со

спектpоì X1(n), äобавëяþтся ëиøü ÷астотные

составëяþщие, зна÷ениеì котоpых ìожно пpе-
небpе÷ü (пpакти÷ески нуëевые),

|X2(n)| ≈ 0, n = , (2)

ãäе <...> — обозна÷ение öеëой ÷асти ÷исëа;

� отс÷еты спектpов X1(n) и X2(n) в совпаäаþщих
÷астотных обëастях пpакти÷ески не искажаþтся
из-за эффекта наëожения, т. е. 

|X1(n)|/(N1/2) = |X2(n)|/(N2/2), n = , (3)

то с÷итаþт, ÷то изна÷аëüно выбоp ÷астоты äискpе-
тизаöии ωS1 = 2π/T1 быë выпоëнен веpно, в соот-
ветствии с усëовиеì теоpеìы отс÷етов

T1 < π/ωh (4)

и все высоко÷астотные составëяþщие сиãнаëа
в спектpе у÷тены. Зна÷ение ωh опpеäеëяет ÷астоту
наивысøей ненуëевой ÷астотной составëяþщей
в спектpе X1(n) сиãнаëа.

Оäнако указанноìу поäхоäу пpисущи сëеäуþ-
щие неäостатки и неопpеäеëенности:

� ÷етко не опpеäеëено, во скоëüко pаз необхоäиìо
увеëи÷иватü ÷исëо отс÷етов N2 сиãнаëа на ин-
теpваëе набëþäения t ∈ [0, TS), ÷тобы оäнозна÷-
но убеäитüся в отсутствии не у÷тенных пpи äис-
кpетизаöии высоко÷астотных составëяþщих;

� поäхоä выявëяет тоëüко ситуаöиþ, коãäа выбоp
N1 отс÷ета сиãнаëа на интеpваëе быë невеpен, и

не позвоëяет суäитü о пpавиëüности выбоpа N2

отс÷етов сиãнаëа на интеpваëе набëþäения с то÷-
ки зpения указанной заäа÷и (в то же вpеìя N2 > N1,

и äанная пpобëеìа интеpесна); äëя пpовеpки же
сëу÷ая с N2 отс÷етаìи необхоäиìо äопоëнитеëüно

изìеpитü отс÷еты сиãнаëа x[kT3], k = ,

с интеpваëоì äискpетизаöии T3 = TS/N3, ãäе

N3 > N2;

� иìеет ìесто увеëи÷иваþщаяся сëожностü pас-
÷етов пpи пеpес÷ете спектpа сиãнаëа, так как не-
обхоäиìо пpовоäитü pас÷ет X1(n), X2(n), X3(n), ...
по фоpìуëе (1) с увеëи÷иваþщиìся ÷исëоì от-
с÷етов N1, N2, N3, ..., ãäе N1 < N2 < N3 < ...;

Pассматpивается задача оценки пpавильности выбоpа
частоты дискpетизации сигнала с точки зpения учета ос-
новных высокочастотных составляющих. Пpедлагается но-
вый подход, pеализующий такую оценку непосpедственно во
вpемя измеpения отсчетов сигнала. По сpавнению с тpади-
ционными пpедложенный подход обеспечивает более высо-
кую скоpость pасчета, тpебует меньшего числа дополни-
тельных измеpений и обладает лучшей чувствительностью.

Ключевые слова: цифpовые системы, спектp сигнала,
частота дискpетизации, эффект наложения спектpов, кpи-
теpии учета высокочастотных составляющих, адаптивная
дискpетизация
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� тpебуется äостато÷но боëüøое ÷исëо äопоëни-
теëüных отс÷етов сиãнаëа, изìеpенных на ин-
теpваëе набëþäения с pазныìи ÷астотаìи äис-
кpетизаöии.
В pяäе сëу÷аев на пpактике äанный поäхоä оãpуб-

ëяþт, искëþ÷ая этап анаëиза искажения спектpов
в pезуëüтате эффекта наëожения (3), ÷то äеëает еãо
в pяäе сëу÷аев пpакти÷ески неpаботоспособныì.

Пpеäëаãаеìый в статüе новый поäхоä к оöенке
у÷ета высоко÷астотных составëяþщих пpи выбоpе
÷астоты äискpетизаöии сиãнаëа ëиøен указанных
неäостатков.

Общее описание нового подхода

Пpеäпоëожиì, ÷то некотоpый сиãнаë x(t) заäан
на интеpваëе набëþäения t ∈ [0, TS) своиìи отс÷е-

таìи x[kT ], k = , и еãо коìпëексный спектp
X(n) состоит из äвух pазнесенных в ÷астотной об-
ëасти составëяþщих: низко÷астотной (НЧС) и вы-
соко÷астотной (ВЧС) (pис. 1). Дëя уäобства пpеä-
ставëения, поìиìо от÷етов абсоëþтноãо зна÷ения

|X(n)|, n = , коìпëексноãо спектpа на pис. 1
показана и оãибаþщая кpивая.

Пpоиëëþстpиpуеì испоëüзование общепpиня-
того подхода, изëоженноãо выøе, äëя сëу÷ая невеp-
ноãо выбоpа ÷астоты äискpетизаöии сиãнаëа. До-
пустиì, заäаëисü ÷исëоì отс÷етов N1 = 18 на интеp-
ваëе t ∈ [0, TS). Посëе pас÷ета ДПФ по фоpìуëе (1)
поëу÷аеì спектp X(n), изобpаженный на pис. 2.

Иìеет ìесто наëожение копий
составëяþщих спектpа НЧС и ВЧС
(сì. pис. 1) исхоäноãо сиãнаëа äpуã
на äpуãа (эффект наëожения спек-
тpов, иëи "aliasing"). Штpиховой ëи-
нией на pис. 2 показан искаженный
спектp сиãнаëа из-за наëожения
ВЧС и НЧС спектpа в pезуëüтате
невыпоëнения усëовия теоpеìы
отс÷етов (4).

То÷ный спектp исхоäноãо сиã-
наëа, показанный на pис. 1, быë
pасс÷итан пpи ÷исëе отс÷етов N =
= N2 = 34. Усëовие теоpеìы от-
с÷етов (4) пpи этоì выпоëняется,
а сëеäоватеëüно, эффект наëоже-
ния отсутствует. Осуществиì сpав-
нение спектpов на pис. 1 и pис. 2,
обозна÷ив пpи этоì пеpвый X2(n),
а втоpой — X1(n). Несëожно заìе-
титü, ÷то усëовия (2) и (3) пpи этоì
не выпоëняþтся:

|X2(n)| ≠ 0, n = ,

и |X1(n)|/9 ≠ |X2(n)|/17, n = .

Сëеäоватеëüно, интеpваë äискpе-
тизаöии T1 = TS/N1 не позволяет

у÷естü все высоко÷астотные составëяþщие сиãна-
ëа в спектpе. В äанной ситуаöии поäтвеpжäается
pаботоспособностü общепpинятоãо поäхоäа. Оäна-
ко этот поäхоä не позвоëяет суäитü, уäовëетвоpяет
иëи нет интеpваë äискpетизаöии T2 = TS/N2 усëо-
виþ у÷ета высоко÷астотных составëяþщих сиãна-
ëа, хотя затpа÷ено äостато÷ное ÷исëо опеpаöий на
вы÷исëение коìпëексноãо спектpа и изìеpено äо-
поëнитеëüное ÷исëо отс÷етов сиãнаëа.

Основной особенностüþ ìеханизìа оöенки у÷е-
та высоко÷астотных составëяþщих сиãнаëа в пpеä-
ëаãаеìоì новом подходе явëяется то, ÷то "отpиöа-
теëüный" эффект наëожения спектpов, пpоиëëþ-
стpиpованный на pис. 2, pеаëизуется как ãëавный
инстpуìент, испоëüзуеìый в öеëях контpоëя за
пpавиëüностüþ выбоpа интеpваëа äискpетизаöии
сиãнаëа, с то÷ки зpения у÷ета высоко÷астотных со-
ставëяþщих. С поìощüþ указанноãо эффекта осу-
ществëяется аккуìуëиpование иëи отобpажение
всех ÷астотных составëяþщих сиãнаëа в узкуþ низ-
ко÷астотнуþ поëосу, ãäе и осуществëяется анаëиз
у÷ета высоко÷астотных составëяþщих пpи äискpе-
тизаöии сиãнаëа. Поэтоìу äанный поäхоä ìожно
назватü аккумулиpующим.

Кpоìе тоãо, есëи в pассìотpенноì общепpиня-
тоì поäхоäе тpебуется увеëи÷иватü ÷исëо отс÷етов
сиãнаëа пpи повтоpноì пеpес÷ете спектpа, в пpеä-
ëаãаеìоì новоì поäхоäе пpи повтоpноì пеpес÷ете
тpебуется уìенüøенное ÷исëо отс÷етов, поэтоìу еãо
ìожно назватü экономичным в pас÷етноì сìысëе.

0 N 1–,

0 N/2,

9,17

0,9

Pис. 1. Абсолютное значение комплексного спектpа X(n) сигнала

Pис. 2. Наложение составляющих спектpа сигнала пpи невыполнении условия теоpе-
мы отсчетов (4) 
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Непосpеäственно äëя пpовеpки наëи÷ия высо-
ко÷астотных составëяþщих в новоì поäхоäе ис-
поëüзуется фоpìуëа, позвоëяþщая вы÷исëятü спектp
äискpетноãо сиãнаëа пpи ваpüиpовании ÷астоты
сëеäования отс÷етов [2]:

X1(n)  =

= X2(n – mN1 + σ*(m – 1)N2), (5)

ãäе

σ(i) =  и σ*(i – 1) =  — несìещен-

ная и сìещенная функöии Хевисайäа.

Фоpìуëа (5) позвоëяет по вы÷исëенноìу спек-

тpу X2(n), n = , äискpетноãо сиãнаëа x[kТ2],

k = , опpеäеëятü спектp X1(n), n = ,

äëя иноãо ÷исëа отс÷етов N1, пpи÷еì N1 < N2 с у÷е-

тоì возìожноãо возникаþщеãо эффекта наëоже-
ния спектpов.

В соответствии с новыì поäхоäоì уìенüøаþт
÷исëо äискpетных отс÷етов изìеpяеìоãо сиãнаëа
на интеpваëе t ∈ [0, TS) äо ìаëой веëи÷ины x[kT1],

k = , напpиìеp N1 = 4, так, ÷тобы в спектpе

X1(n) сиãнаëа возник эффект наëожения. Опpеäе-

ëяþт спектp X1(n), n = , сиãнаëа äвуìя ìе-

тоäаìи:

� pас÷етоì по фоpìуëе ДПФ (1) (обозна÷иì еãо

(n)), испоëüзуя изìеpенные отс÷еты x[kT1],

k = ;

� pас÷етоì по фоpìуëе (5) (обозна÷иì еãо (n)),

на основе вы÷исëенноãо pанее спектpа X2(n),

n = , äëя N2 (N2 > N1) отс÷етов сиãнаëа.

Затеì сопоставëяþт поëу÷енные спектpы (n),

(n), и в сëу÷ае их бëизости иëи совпаäения äе-

ëаþт вывоä о пpавиëüности выбоpа ÷астоты äискpе-

тизаöии отс÷етов x[kТ2], k =  сиãнаëа с то÷ки

зpения у÷ета высоко÷астотных составëяþщих.

Не сëожно показатü, ÷то есëи отс÷еты сиãнаëа

x[kТ2], k = , выбpаны невеpно с то÷ки зpения

у÷ета высоко÷астотных составëяþщих, то в спек-

тpе X2(n), n = , буäет иìетü ìесто эффект

наëожения и äаëüнейøий пеpес÷ет еãо в спектp

(n), n = , с ìенüøиì ÷исëоì отс÷етов

по фоpìуëе (5) буäет оøибо÷ныì. Поэтоìу, сопос-

тавëяя (n) и (n), ìожно с ìенüøиìи вы-

÷исëитеëüныìи затpатаìи опpеäеëитü ситуаöиþ
наëи÷ия иëи отсутствия эффекта наëожения в спек-
тpе X2(n), а сëеäоватеëüно, пpовеpитü аäекватностü

у÷ета высоко÷астотных составëяþщих пpи äискpе-
тизаöии сиãнаëа.

Сëеäует отìетитü, ÷то выбоp N1 необхоäиìо
осуществëятü так, ÷тобы N1 и N2 не быëи кpатными
веëи÷инаìи, т. е. N2/N1 ∉ Z. В сëу÷ае же N2/N1 ∈ Z
pезуëüтаты вы÷исëений по фоpìуëе ДПФ (1) и по
фоpìуëе (5) буäут совпаäатü äаже в сëу÷ае невеp-
ноãо выбоpа интеpваëа äискpетизаöии T2. Это обу-
сëовëено теì, ÷то уìенüøение ÷астоты äискpети-
заöии в öеëое ÷исëо pаз пpивоäит к "сжатиþ" спектpа
сиãнаëа по оси ÷астот без изìенения еãо фоpìы.

Сопоставëение спектpов (n) и (n) осу-

ществëяþт с поìощüþ усëовия, постpоенноãо, на-
пpиìеp, на основе pавенства Паpсеваëя [3]

x2[kT ] = 1/N X 2[n],

устанавëиваþщеãо связü ìежäу энеpãией сиãнаëа и
энеpãией еãо спектpа. В ÷астности, усëовие запи-
øеì так:

( (n))2 – ( (n))2 /

/ ( (n))2 m δзаä, (6)

т. е. относитеëüное изìенение энеpãии спектpа сиã-
наëа из-за неу÷ета высоко÷астотных составëяþщих
пpи äискpетизаöии не äоëжно пpевыøатü заäанной
веëи÷ины δзаä. В сëу÷ае иäеаëüноãо сиãнаëа без øу-
ìа и пpи усëовии, ÷то выбоp интеpваëа äискpети-
заöии T2 уäовëетвоpяет теоpеìе отс÷етов, пpавая
÷астü (6) обpащается в ноëü. В сëу÷ае pеаëüных сиã-
наëов с øуìаìи веëи÷ина выбиpается из äиапазона
δзаä ∈ (0; 0,03].

Выпоëнение усëовия (6) в pаìках pассìатpивае-
ìоãо новоãо поäхоäа позвоëяет констатиpоватü, ÷то
интеpваë äискpетизаöии T2 = TS/N2 выбpан веpно,
а сëеäоватеëüно, у÷тены все основные высоко÷ас-
тотные составëяþщие пpи изìеpении сиãнаëа.
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Алгоpитм пpименения нового подхода
в фоpме иллюстpативного пpимеpа

В ка÷естве этаëонноãо сиãнаëа äëя пpовеpки pа-
ботоспособности поäхоäа выбеpеì непpеpывный
сиãнаë x(t):

x(t) = 2,15 + 1,8cos2π  + cos4π  +

+ 0,6cos6π  + 0,3cos8π  + 0,1cos10π  +

+ 1,4cos26π  + 1,7cos28π  + 0,2cos30π , (7)

заäанный на интеpваëе набëþäения t ∈ [0, 1) и пpеä-
ставëенный на pис. 3.

Аìпëитуäный спектp сиãнаëа (7), pасс÷итанный
с испоëüзованиеì (1) äëя N = 34 отс÷етов, иìеет
виä, изобpаженный на pис. 1, т. е. вкëþ÷ает НЧС
и ВЧС.

Аëãоpитì пpиìенения поäхоäа опиøеì в фоpìе
отäеëüных этапов.

1. Пpоведем измеpение двух гpупп отсчетов сиг-
нала x(t) на интеpваëе набëþäения t ∈ [0, 1). Оäна

ãpуппа отс÷етов x[kT2], k = , äëя T2 = TS/N2,

TS = 1, N2 = 18 на pис. 3 поìе÷ена на ãpафике

окpужностяìи. Ее и буäеì пpовеpятü на пpавиëü-
ностü выбоpа интеpваëа äискpетизаöии T2 с то÷ки

зpения у÷ета ВЧС. Дpуãая ãpуппа отс÷етов x[kT1],

k = , äëя T1 = TS/N1, N1 = 4 — вспоìоãа-

теëüная и на pис. 3 поìе÷ена заøтpихованныìи
кваäpатаìи. Пpи этоì N1 < N2 и N2/N1 ∉ Z.

2. Осуществим pасчет комплексных спектpов

X2(n), n = , и (n), n = , каждой

из гpупп сигналов с испоëüзованиеì ДПФ (1). Гpафик
аìпëитуäноãо спектpа |X2(n)| изобpажен на pис. 2.

С÷итаеì, ÷то изна÷аëüно поëный спектp сиãнаëа
(пpивеäенный на pис. 1) неизвестен, ÷то соответст-
вует ситуаöии на пpактике. Осуществиì пpовеpку
спектpа |X2(n)| (pис. 2) на наëи÷ие

эффекта наëожения. Гpафик аìпëи-

туäноãо спектpа | (n)| вспоìоãа-

теëüной ãpуппы с у÷етоì эффекта
наëожения составëяþщих пpеäстав-
ëен на pис. 4.

3. Осуществим pасчет комплекс-

ного спектpа (n) вспомогательной

гpуппы путем пеpесчета из комплекс-

ного спектpа X2(n), n = , ис-

поëüзуя фоpìуëу (5). Гpафик аìпëи-

туäноãо спектpа | (n)| вспоìоãа-

теëüной ãpуппы, поëу÷енный по

фоpìуëе (5), с у÷етоì эффекта наëожения состав-
ëяþщих пpеäставëен на pис. 5.

4. Пpоведем сопоставление спектpов (n) и

(n) в соответствии с условием (6). Зна÷ения от-

с÷етов спектpов пpивеäены в табëиöе.
Pасс÷итаеì пpавуþ ÷астü (6), поëу÷иì

( (n))2 – ( (n))2 /

/ ( (n))2 = 0,22.
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Относитеëüное изìенение энеpãии спектpа сиã-
наëа из-за неу÷ета высоко÷астотных составëяþ-
щих в наøеì сëу÷ае составиëо 22 %. Это зна÷и-
теëüная веëи÷ина (боëее 2...3 %), сëеäоватеëüно,
ìожно констатиpоватü, ÷то выбоp интеpваëа äис-
кpетизаöии T2 — неуäовëетвоpитеëüный с то÷ки

зpения у÷ета высоко÷астотных составëяþщих. Этот
же вывоä о÷евиäен и из визуаëüноãо сопоставëе-

ния спектpов (n) и (n) на pис. 4 и 5.

Несëожно показатü, ÷то есëи ÷исëо отс÷етов N1

выбpатü так, ÷тобы выпоëняëосü отноøение
N2/N1 ∈ Z, то поäхоä теpяет pаботоспособностü.

И это понятно, так как в этоì сëу÷ае пеpвая и втоpая
ãpуппы буäут состоятü из оäних и тех же отс÷етов
сиãнаëа, а сëеäоватеëüно, ис÷езнет возìожностü

сопоставëения спектpов сиãнаëа,
так как оäин из спектpов не буäет
иìетü отëи÷ной инфоpìаöии от-
носитеëüно äpуãоãо. Так, на pис. 6
пpоиëëþстpиpован pас÷ет спектpа

вспоìоãатеëüной ãpуппы | (n)

(øтpиховая ëиния) пpи ÷исëе от-
с÷етов N1 = 6 и отноøении

N2/N1 = 3 отс÷етов сиãнаëа (7).

Этот спектp | (n)| поëностüþ

совпаäает со спектpоì | (n)|,

pасс÷итанныì по фоpìуëе ДПФ
(1), äаже есëи интеpваë äискpети-
заöии T1 быë выбpан неуäовëетво-

pитеëüно с то÷ки зpения у÷ета вы-
соко÷астотных составëяþщих, ÷то
поäтвеpжäает выøесказанное.

Опpеäеëиì вы÷исëитеëüнуþ эф-
фективностü пpеäëоженноãо поä-
хоäа по сpавнениþ с общепpиня-
тыì. Дëя общепpинятого подхода
пpи заäании N1 = 18 и наиëу÷øеãо

с то÷ки зpения скоpости вы÷исëений зна÷ения
N2 = 19 пpи вы÷исëении ДПФ (1) потpебуется ÷исëо

опеpаöий коìпëексноãо уìножения, pавное

+  = 685. В сëу÷ае испоëüзования пpедлагае-

мого подхода пpи N2 = 18 и N1 = 4 поëу÷иì зна÷ение

 +  = 340. Это боëее ÷еì в äва pаза (685/340)

быстpее. Есëи же у÷естü также, ÷то ÷увствитеëüностü
поäхоäов теì ниже, ÷еì бëиже зна÷ения N1 и N2

ìежäу собой, то ìожно констатиpоватü, ÷то пpеäëа-
ãаеìый поäхоä обеспе÷ивает боëее высокуþ ско-
pостü pас÷ета пpи ëу÷øей ÷увствитеëüности. Чувст-
витеëüностü пpи этоì опpеäеëяется боëüøей pаз-
ëи÷иìостüþ сpавниваеìых спектpов, а в новоì
поäхоäе она о÷евиäно выøе.
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Pис. 6. Гpафическая иллюстpация к вычислению спектpа | (n)| сигнала пpи N1 = 6 и N2/N1 = 3X
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Общие выводы

Сфоpìуëиpованный новый эконоìи÷ный акку-
ìуëиpуþщий поäхоä позвоëяет суäитü о пpавиëüно-
сти выбоpа ÷астоты äискpетизаöии сиãнаëа с то÷ки
зpения у÷ета основных высоко÷астотных состав-
ëяþщих спектpа сиãнаëа.

Основные äостоинства поäхоäа по сpавнениþ
с известныìи поäхоäаìи сëеäуþщие:

1) тpебуется ìиниìаëüное ÷исëо изìеpений сиã-
наëа, так как äëя оöенки äостато÷но иìетü отс÷еты
изìеpенноãо сиãнаëа, поëу÷енные с оöениваеìой
÷астотой и с ÷астотой, зна÷итеëüно ìенüøей;

2) pеаëизуется боëее высокая скоpостü оöенки,
так как не тpебуется выпоëнение ìноãокpатных
ДПФ äëя ãpупп с боëüøиì ÷исëоì отс÷етов сиãнаëа;

3) pеаëизуется ëу÷øая ÷увствитеëüностü с то÷ки
зpения оöенки у÷ета высоко÷астотных составëяþ-
щих, так как пpи анаëизе испоëüзуþтся ãpуппы

с pезко pазнящиìся ÷исëоì отс÷етов, а сëеäова-
теëüно, сопоставëяþтся боëее pазнящиеся спектpы,
поëу÷аеìые, в тоì ÷исëе, и за с÷ет аккуìуëиpова-
ния в низко÷астотной обëасти составëяþщих спек-
тpов в pезуëüтате эффекта наëожения.

Поäхоä ìожет пpиìенятüся в ìикpопpоöессоp-
ных ìехатpонных систеìах упpавëения, ìонито-
pинãа и иных, ãäе тpебуется аäаптивный выбоp
÷астоты äискpетизаöии изìеpяеìых сиãнаëов.
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Оценка стаpших пpоизводных 
в контуpе цифpовой системы 
упpавления в условиях шумов

Пpи pеаëизаöии öифpовых систеì упpавëения
пpивоäаìи заäа÷а вы÷исëения пpоизвоäных сиãна-
ëов äат÷иков по вpеìени сопpяжена с опpеäеëенны-
ìи тpуäностяìи. Наëи÷ие øуìов äат÷ика пpивоäит
к сиëüноìу заøуìëениþ pезуëüтатов вы÷исëений,
÷то äеëает затpуäнитеëüныì поëу÷ение аäекватных
зна÷ений äаже пеpвой пpоизвоäной.

В настоящее вpеìя pеаëизуþтся нескоëüко поä-
хоäов к pеøениþ указанной пpобëеìы.

Пеpвый из них базиpуется на испоëüзовании
фиëüтpа Каëìана иëи pасøиpенноãо фиëüтpа Каë-
ìана и øиpоко освещен в пе÷ати [1]. Еãо основныì

неäостаткоì явëяется необхоäиìостü наëи÷ия зна-
ний о ìоäеëи объекта упpавëения, хаpактеpистиках
øуìов и, ÷то боëее существенно, об оöенках воз-
ìущений объекта упpавëения. В pяäе сëу÷аев поëу-
÷итü такие оöенки не пpеäставëяется возìожныì
(напpиìеp, пpи наëи÷ии ненабëþäаеìых возìу-
щений).

Втоpой поäхоä состоит в постpоении неëиней-
ноãо набëþäатеëя, котоpый оöенивает зна÷ения
пpоизвоäной и исхоäноãо сиãнаëа [2]. Пpоöесс на-
стpойки такоãо набëþäатеëя äостато÷но сëожен.
Допоëнитеëüные тpуäности еãо pеаëизаöии в öиф-
pовой систеìе упpавëения связаны с теì, ÷то ìоäеëü
äанноãо набëþäатеëя описана тоëüко äëя непpе-
pывных систеì.

Тpетий поäхоä состоит в аппpоксиìаöии выхоä-
ноãо сиãнаëа äат÷ика известныì функöионаëüныì
pяäоì на ìаëоì интеpваëе вpеìени с посëеäуþщиì
анаëити÷ескиì pас÷етоì пpоизвоäной от поëу÷ен-
ноãо pазëожения. В ка÷естве функöионаëüных pяäов,
как пpавиëо, выбиpаþтся pяäы Фуpüе и Тейëоpа.
Так, в pяäе pабот pассìатpивается техноëоãия оöен-
ки зна÷ения пpоизвоäных с поìощüþ pазëожения
в pяä Фуpüе [3]. К неäостаткаì этоãо способа по-
ëу÷ения оöенок пpоизвоäных ìожно отнести не-
обхоäиìостü испоëüзования тpиãоноìетpи÷еских
функöий, pас÷ет котоpых на пpоìыøëенных кон-
тpоëëеpах тpебует боëüøих вы÷исëитеëüных затpат.

В настоящей статüе pассìатpивается ìетоä оöен-
ки пpоизвоäных с поìощüþ pазëожения выхоäноãо
сиãнаëа äат÷ика в pяä Тейëоpа на оãpани÷енноì
интеpваëе вpеìени, иëи так называеìоì окне.

Pассмотpена пpоблема получения оценок пpоизводных
стаpших поpядков в цифpовых системах упpавления. Пpед-
ложен метод оценки пpоизводных, основанный на аппpок-
симации показаний датчика функциональным pядом Тейлоpа.
Pассмотpены способы оптимизации пpедложенного метода
для дальнейшей пpактической pеализации. Пpиводятся pе-
зультаты экспеpиментов, подтвеpждающие эффективность
пpедложенного метода по сpавнению с методом многокpат-
ного численного диффеpенциpования.

Ключевые слова: оценка пpоизводных, цифpовые систе-
мы, обpаботка датчиков
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Дëя нахожäения коэффиöиентов pяäа Тейëоpа
пpеäëаãается испоëüзоватü ìетоä наиìенüøих кваä-
pатов (МНК), pеаëизованный в виäе поиска псевäо-
инвеpсной ìатpиöы Муpа-Пенpоуза. Этот ìетоä
поäpобно описан в pаботах [4, 5, 6], поэтоìу зäесü
буäет pассìотpено тоëüко еãо пpиìенение к pеøе-
ниþ поставëенной заäа÷и.

Пустü øиpина окна составëяет k = MTs, ãäе Ts —
постоянный пеpиоä äискpетизаöии показаний äат-
÷ика по вpеìени, а M — ÷исëо äискpетных отс÷етов.
На i-ì øаãе pас÷ета пpоизвоäной функöия выхоä-
ноãо сиãнаëа äат÷ика pаскëаäывается в pяä Тейëо-
pа в окpестности i-ãо показания äат÷ика.

Составиì систеìу ëинейных уpавнений в ìат-
pи÷ноì виäе, связываþщуþ k пpеäыäущих изìеpе-
ний äат÷ика на i-ì øаãе с коэффиöиентаìи pазëо-
жения в pяä Тейëоpа:

Y = AX, (1)

ãäе A и X — соответственно ìатpиöа и вектоpы ко-
эффиöиентов pазëожения в pяä Тейëоpа:

A = ; X = ,

а Y — вектоp, соäеpжащий k посëеäних изìеpений
äат÷ика

Y = .

Матpиöа A не явëяется кваäpатной, поэтоìу pе-
øитü уpавнение (1), вы÷исëив обpатнуþ к ней ìат-
pиöу, неëüзя. Всëеäствие этоãо вы÷исëение зна÷е-
ния вектоpа X осуществëяется с поìощüþ псевäо-
инвеpсной ìатpиöы Муpа-Пенpоуза:

X = A+Y, (2)

ãäе A+ = (A′A)–1A′ — псевäоинвеpсная ìатpиöа
Муpа-Пенpоуза; ′ — знак тpанспониpования.

Вы÷исëенный такиì обpазоì вектоp X явëяется
оптиìаëüныì по МНК pеøениеì систеìы уpавне-
ний (1) [6].

Запиøеì пpоизвоäнуþ j-ãо поpяäка от сиãнаëа
äат÷ика по "вpеìени" i в ìоìент i-ãо изìеpения
äат÷ика:

 = aj j ! + [aj+1j !]•0 + ... + an •0 = ajj ! (3)

В этоì сëу÷ае пpоизвоäная j-ãо поpяäка сиãнаëа
äат÷ика по вpеìени на ìоìент i-ãо изìеpения äат-
÷ика pавна

 = . (4)

Дëя увеëи÷ения быстpоäействия пpи пpакти÷е-

ской pеаëизаöии кажäуþ стpоку ìатpиöы A+ ìожно

заpанее äоìножитü на , ãäе j — ноìеp стpоки

ìатpиöы A+. Заìетиì, ÷то äëя вы÷исëения j-й пpо-

извоäной испоëüзуется тоëüко j-я стpока ìатpиöы A+.
В этоì сëу÷ае вы÷исëитеëüная сëожностü оöенки
пpоизвоäной кажäоãо поpяäка на оäноì такте pа-
боты составëяет M опеpаöий уìножение-сëожение.

Выбоp øиpины окна М зависит от спектpа øу-
ìов äат÷ика. Увеëи÷ение øиpины окна уìенüøает
вëияние øуìов на оöенку пpоизвоäной, но не по-
звоëяет отсëеживатü ее быстpые изìенения.

Дëя оöенки ка÷ества вы÷исëенных пpоизвоäных
на основе пpеäëоженноãо поäхоäа быë пpовеäен pяä
экспеpиìентов в сpеäе Mathworks MATLAB с ис-
поëüзованиеì пакета Simulink. Стpуктуpная схеìа
испоëüзованной ìоäеëи пpеäставëена на pис. 1

Моäеëü состоит из ìоäеëи äвиãатеëя постоян-
ноãо тока (ДПТ) с äат÷икоì поëожения и бëоков
оöенки ускоpения на ваëу äвиãатеëя.

К поëожениþ ваëа äвиãатеëя ϕ пpибавëяется
øуìовая составëяþщая n, котоpая иìеет нуëевое
ìатожиäание и äиспеpсиþ N. Заøуìëенное зна÷е-
ние ϕ поступает на вхоä квантоватеëя по уpовнþ и
по вpеìени (НЭ), котоpый иìеет 2Q äискpетных
зна÷ений в äиапазоне изìеpений от –60 äо +60 pаä,
и äискpетизаöиþ по вpеìени 100 ìкс. Такиì обpа-
зоì иìитиpуется наëи÷ие öифpовоãо äат÷ика по-
ëожения.

Упpавëяþщее напpяжение äвиãатеëя Uy изìе-
няется по синусоиäаëüноìу закону с аìпëитуäой
40 В, ÷астотой 0,5 Гö и сäвиãоì фазы 60°.

Моìент наãpузки на ваëу äвиãатеëя Mн изìеня-
ется также по синусоиäаëüноìу закону с аìпëиту-
äой 5 Н•ì и ÷астотой 2 Гö.

Моäеëиpуеìый äвиãатеëü постоянноãо тока иìеет
сëеäуþщие паpаìетpы:
� коэффиöиент пеpеäа÷и по току Km = 0,2153 Н•ì/А;

� коэффиöиент пpотивоЭДС Ke = 0,3205 В/(pаä/с); 
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Pис. 1. Стpуктуpная схема модели вычислений пpоизводной
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� инäуктивностü якоpной обìотки La = 7,9 ìГн;
� сопpотивëение якоpной обìотки Ra = 2,52 Оì;
� ìоìент инеpöии на ваëу äвиãатеëя J = 0,001 кã•ì2.

Ускоpение ваëа äвиãатеëя ε вы÷исëяется äвуìя
способаìи: с поìощüþ пpеäëоженноãо аëãоpитìа
с pазìеpоì окна k (Бëок 1 на pис. 1) и с поìощüþ
äвукpатноãо ÷исëенноãо äиффеpенöиpования с по-
сëеäуþщиì усpеäнениеì за посëеäние k изìеpений
(Бëок 2 на pис. 1).

Быëо пpовеäено ÷етыpе экспеpиìента пpи pаз-
ëи÷ных зна÷ениях k, Q и N:
� экспеpиìент № 1: k = 15, N = 0, Q = 160;
� экспеpиìент № 2: k = 150, N = 0, Q =160; 
� экспеpиìент № 3: k = 150, N = 0, Q = 16;
� экспеpиìент № 4: k = 150, N = 0,01, Q = 16.

Pезуëüтаты экспеpиìентов пpеäставëены на
pис. 2—9. На всех pисунках спëоøной ëинией ото-

бpажается вы÷исëенное зна÷ение ускоpения, а пунк-
тиpной — истинное.

Из pезуëüтатов экспеpиìента № 1, пpеäставëен-
ных на pис. 2 и 3, виäно, ÷то пpи отсутствии øуìов,
боëüøоì ÷исëе äискpет äат÷ика и ìаëоì pазìеpе
окна pезуëüтаты вы÷исëений, поëу÷енные обоиìи
ìетоäаìи, иäенти÷ны и поëностüþ соответствуþт
истинноìу зна÷ениþ.

Увеëи÷ение pазìеpа окна (экспеpиìент № 2)
пpивоäит к запазäываниþ вы÷исëенных зна÷ений
ускоpения по отноøениþ к истинныì. Как виäно
из pис. 4 и 5, запазäывание пpи испоëüзовании
пpеäëоженноãо поäхоäа боëüøе.

Испоëüзование боëüøоãо окна и пpи существен-
ноì уìенüøении pазpяäности äат÷ика (экспеpиìент
№ 3) вызывает заøуìëение сиãнаëа пpи испоëüзо-
вании ìетоäа äвукpатноãо ÷исëенноãо äиффеpен-

Pис. 2. Pезультаты, полученные пpедложенным методом в экс-
пеpименте № 1

Pис. 3. Pезультаты, полученные методом двукpатного диффе-
pенциpования в экспеpименте № 1

Pис. 4. Pезультаты, полученные пpедложенным методом в экс-
пеpименте № 2

Pис. 5. Pезультаты, полученные методом двукpатного диффе-
pенциpования в экспеpименте № 2
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öиpования (pис. 7) в отëи÷ие от пpеäëоженноãо
ìетоäа (pис. 6).

Pезуëüтаты экспеpиìента № 4 (pис. 8 и 9) по-
казываþт, ÷то наëи÷ие øуìа пpивоäит к поëной
неpаботоспособности ìетоäа äвукpатноãо ÷исëен-
ноãо äиффеpенöиpования, в то вpеìя как пpеäëо-
женный поäхоä äает пpиеìëеìые pезуëüтаты.

На основании пpовеäенных экспеpиìентов ìож-
но сäеëатü вывоä о тоì, ÷то пpеäëоженный поäхоä
к оöенке пpоизвоäных существенно пpевосхоäит
ìетоä ìноãокpатноãо ÷исëенноãо äиффеpенöиpо-
вания в усëовиях наëи÷ия øуìов и оãpани÷ений на
pазpяäностü выхоäноãо сиãнаëа äат÷ика.
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Pис. 6. Pезультаты, полученные пpедложенным методом в экс-
пеpименте № 3

Pис. 7. Pезультаты, полученные методом двукpатного диффе-
pенциpования в экспеpименте № 3

Pис. 8. Pезультаты, полученные пpедложенным методом в экс-
пеpименте № 4

Pис. 9. Pезультаты, полученные методом двукpатного диффе-
pенциpования в экспеpименте № 4
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Система поддеpжки пpинятия 
pешений по упpавлению 

доменным пpоцессом

Доìенная пе÷ü как аãpеãат äëя выпëавки ÷уãуна
появиëасü в 16-ì веке и пpоøëа pяä этапов совеp-
øенствования, на котоpых пpиìеняëисü коксование,
пpинуäитеëüное äутüе, автоìати÷еская заãpузка, ав-
тоìатизиpованные систеìы упpавëения техноëо-
ãи÷ескиì пpоöессоì. Пpотекание техноëоãи÷еских
пpоöессов в äоìенной пе÷и основано на пpотиво-
токе øихтовых ìатеpиаëов и ãоpя÷их ãазов. Pеãуëи-
pование свеpху выпоëняется с поìощüþ изìенения
интенсивности заãpузки øихты, pеãуëиpование снизу
осуществëяется изìенениеì паpаìетpов äутüя (pас-
хоäа, теìпеpатуpы, вëажности).

На÷аëоì автоìатизаöии äоìенноãо пpоöесса
ìожно с÷итатü 1937 ã., коãäа А. Н. Похвисневыì
(Московский ãосуäаpственный институт стаëи и
спëавов) быë впеpвые pазpаботан аëãоpитì авто-
ìати÷ескоãо упpавëения äоìенной пе÷üþ.

С на÷аëа 90-х ãоäов веäутся pазpаботки экспеpт-
ных систеì в ка÷естве совет÷иков в Австpии (фиpìа
VAIron), Финëянäии (фиpìа Rautaruuki), Японии
(фиpìа Suzuki) и Pоссии (Институт ìаøиновеäения
УpоPАН) [1, 2]. Накопëенные нау÷ные знания по-
звоëяþт собëþäатü техноëоãиþ пëавки, оäнако не
явëяþтся непpеìенныì усëовиеì высокопpоизво-
äитеëüной и безаваpийной pаботы äоìны в связи
с отсутствиеì взаиìосвязи ìежäу испоëüзуеìыìи
на пpоизвоäстве ìоäеëяìи. Поэтоìу öеëесообpазно
оснащатü äоìенные пе÷и коìпëексныìи систеìаìи
поääеpжки пpинятия pеøений, поìоãаþщиìи опе-
pатоpу в кажäой конкpетной ситуаöии пpиниìатü
пpавиëüное pеøение.

Основы pазpаботки системы поддеpжки пpинятия 
pешений по упpавлению доменным пpоцессом

В Институте пpобëеì упpавëения иì. В. А. Тpа-
пезникова PАН pазpаботана систеìа поääеpжки
пpинятия pеøений по упpавëениþ äоìенныì пpо-
öессоì на основе ãетеpоãенноãо способа ìоäеëи-
pования. Данный способ основан на взаиìосвязи
известных и наибоëее пpиìеняеìых на пpоизвоä-
стве ìатеìати÷еских и ëоãи÷еских ìоäеëей. В pазpа-
ботанной систеìе у÷итывается веpоятностü отказа
оäной из ìоäеëей, но пpи этоì систеìа пpоäоëжает
pаботатü в ноpìаëüноì pежиìе за с÷ет испоëüзова-
ния основных и äубëиpуþщих канаëов связи (pис. 1).
Такой поäхоä позвоëяет у÷итыватü наибоëее важные
фактоpы упpавëения пpоöессоì и вовpеìя пpини-
ìатü опеpативные pеøения по пpеäотвpащениþ
аваpийных ситуаöий.

В соответствии с pис. 1 на пеpвона÷аëüноì этапе
испоëüзуется ëоãи÷еская ìоäеëü как основная, пpи-
ìеняеìая в опеpативноì упpавëении в öеëях со-
кpащения ÷исëа пpостоев и пpеäотвpащения ава-
pийных ситуаöий. Даëее испоëüзуется баëансовая
и техноëоãи÷еская ìоäеëи äëя опpеäеëения коëи-
÷ества øихтовых ìатеpиаëов и техноëоãии пëавки
соответственно. Физико-хиìи÷еская ìоäеëü у÷аст-
вует в pас÷ете пеpеpаспpеäеëения хиìи÷еских эëе-
ìентов ìежäу ÷уãуноì и øëакоì пpи заäанной теì-
пеpатуpе и äавëении äутüя. Цеëüþ испоëüзования
ìоäеëи анаëити÷ескоãо контpоëя явëяется пpове-

Pассматpивается система поддеpжки пpинятия pеше-
ний по упpавлению доменным пpоцессом, пpедназначенная для
пpедотвpащения аваpийных ситуаций, повышения квалифи-
кации обслуживающего пеpсонала и обучения студентов
стаpших куpсов вузов технических специальностей. В осно-
ву pассматpиваемой системы заложен пpинцип гетеpоген-
ного моделиpования, т. е. объединения pазноpодных моделей.

Ключевые слова: система поддеpжки пpинятия pешений,
доменный пpоцесс, пpедотвpащение аваpийных ситуаций

ИНТЕЛЛЕКТУАЛЬНЫЕ ТЕХНОЛОГИИ В ЗАДАЧАХ 
УПРАВЛЕНИЯ И ОБРАБОТКИ ИНФОРМАЦИИ

Pис. 1. Модель системы поддеpжки пpинятия pешений по
упpавлению доменным пpоцессом
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äение ка÷ественноãо анаëиза пpоäукöии с испоëü-
зованиеì систеìы Rapid на основе базы äанных
аìеpиканскоãо общества станäаpтов и ìатеpиаëов
(ASTM). Также в pазpаботанной систеìе пpиìеня-
þтся ìоäеëи эконоìики (pас÷ет себестоиìости пpо-
äукöии) и безопасности жизнеäеятеëüности (опpе-
äеëение безопасности pаботы пеpсонаëа).

Логическая модель

Данная ìоäеëü состоит из 15 эëеìентов иëи ëо-
ãи÷еских табëиö. Вхоäаìи явëяþтся зна÷ения пеpе-
ìенных, хаpактеpизуþщих устpойства, с поìощüþ
котоpых опеpатоp упpавëяет техноëоãи÷ескиì пpо-
öессоì. Поскоëüку öеëü pеãуëиpования — уäеpжа-
ние всех набëþäаеìых паpаìетpов в "ноpìе", то
выхоäы — это зна÷ения набëþäаеìых пеpеìенных:
уpовенü засыпи (Hi), скоpостü схоäа øихты (Vi),

теоpети÷еская теìпеpатуpа ãоpения кокса (Ti), теì-

пеpатуpа коëоøниковоãо ãаза (TK) и соäеpжание

кисëоpоäа ( ) и воäоpоäа в коëоøниковоì ãазе

( ). Пpи упpавëении äоìной испоëüзуþтся сëе-

äуþщие паpаìетpы: pасхоä (R), теìпеpатуpа (T ) и
вëажностü (W ) äутüя (pеãуëиpовка снизу); pасхоä
топëивных äобавок и кисëоpоäа (D); заãpузка öентpа
и пеpифеpии пе÷и (Zi) (pеãуëиpовка свеpху). Вхоäы

(Xi) и выхоäы (Yi) pазëи÷ных эëеìентов схеìы соеäи-

нены ìежäу собой коììуникаöионныìи канаëаìи,
по котоpыì pаспpостpаняþтся зна÷ения сиãнаëов.

Систеìа постpоена на базе тpехзна÷ной ëоãики,
коãäа испоëüзуþтся понятия откëонения набëþ-
äаеìых паpаìетpов от ноpìы. Пpеäпоëаãается, ÷то
ноpìаëüные зна÷ения набëþäаеìых паpаìетpов
опpеäеëены интеpваëоì Xноì ± Δ, в пpеäеëах кото-
pоãо X пpиниìает зна÷ение "ноpìа" (1/2). В ка÷е-
стве пpиìеpа pассìотpиì ìоäуëü пpеобpазоватеëя
паpаìетpов äутüя (табë. 1) и фоpìуëы, описываþ-
щие их.

Зна÷ения этих паpаìетpов хаpактеpизуþтся тpеìя
ка÷ественныìи уpовняìи: ìенüøе ноpìы (0), ноp-
ìа (1/2), боëüøе ноpìы (1):

 = DW  ∨ D T; (1)

 = DWT; (2)

 = DW , (3)

ãäе , ,  — зна÷ения выхоäноãо паpаìетpа

ка÷ества äутüя в pежиìах "ìенüøе ноpìы", "ноpìа"

и "боëüøе ноpìы"; , i,  — заäаваеìые паpаìетpы
в pежиìах "ìенüøе ноpìы", "ноpìа" и "боëüøе
ноpìы".

Балансовая модель

Моäеëü pазpаботана äëя собëþäения ìатеpиаëü-
ноãо баëанса в пе÷и, а иìенно: баëанса по ìаpãанöу,
основности øëака, выхоäу ÷уãуна из pуäной сìеси,
ìаpãанöевой pуäы и известняка. Все вхоäные пе-
pеìенные ìоäеëи, а иìенно: 

� составы ÷уãуна, аãëоìеpата, окатыøей, ìаpãан-
öевой pуäы и äp.;

� теìпеpатуpа äутüя (T ä), ÷уãуна (T ÷), øëака (Tøë)
и äp.

пpиниìаþт зна÷ения из ìножества поëожитеëü-
ных ÷исеë.

Выхоäные пеpеìенные ìоäеëи хаpактеpизуþт
составы побо÷ных пpоäуктов пëавки — øëака, ко-
ëоøниковоãо ãаза, а также описываþт статüи теп-
ëовоãо и ìатеpиаëüноãо баëансов.

Есëи äëя пpоизвоäства ÷уãуна испоëüзуется сìесü
ìатеpиаëов, то сна÷аëа вы÷исëяется соäеpжание
коìпонентов Ki в i-й сыpüевой сìеси по сëеäуþ-
щей фоpìуëе [3]:

Ki = αijKj, (4)

ãäе Kj — соäеpжание коìпонента (Fe, Si, Mn и äp.)
в j-ì сыpüевоì ìатеpиаëе (окатыøах, аãëоìеpате и
äp.); αij — соäеpжание j-ãо сыpüевоãо ìатеpиаëа
(окатыøей, аãëоìеpата и äp.) в i-й сыpüевой сìеси.
Затеì äëя опpеäеëения зна÷ений pасхоäа коìпо-
нентов øихты испоëüзуется систеìа баëансовых
уpавнений [3]:

(5)

ãäе K1, K2, K3 — pасхоäы pуäной сìеси, ìаpãанöе-
вой pуäы и известняка (кã) на 100 кã ÷уãуна соответ-
ственно; a11, a12, a13 — коëи÷ество ÷уãуна, обpа-
зуþщеãося в äоìенной пе÷и пpи пpопëавëении 1 кã
pуäной сìеси, ìаpãанöевой pуäы и известняка (кã)
на 100 кã ÷уãуна соответственно; a21, a22, a23 — ко-
ëи÷ество феppоìаpãанöа, обpазуþщеãося в äоìен-
ной пе÷и пpи пpопëавëении 1 кã pуäной сìеси,
ìаpãанöевой pуäы и известняка (кã) на 100 кã ÷у-
ãуна соответственно; a31, a32, a33 — соäеpжание
коìпонента в виäе оксиäа, обpазуþщеãося в äо-
ìенной пе÷и пpи пpопëавëении 1 кã pуäной сìеси,
ìаpãанöевой pуäы и известняка (кã) на 100 кã ÷у-
ãуна соответственно.

Табëиöа 1
Модуль преобразователя параметров дутья

Вхоäы Выхоäы

D W T K ä

1/2 1/2 0 0
1/2 1/2 1/2 1/2
1/2 1/2 1 1
1/2 1 1/2 0

O2
K

H2
K

K0
ä

T W

≈

K1/2
ä

K1
ä

T

≈

K0
ä

K1/2
ä

K1
ä

i i

≈

 
j
∑

a11K1 + a12K2 + a13K3 = 100;

a21K1 + a22K2 + a23K3 = 0;

a31K1 + a32K2 + a33K3 = 0,
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Технологическая модель

Данная ìатеìати÷еская ìоäеëü позвоëяет опе-
pатоpу контpоëиpоватü pабо÷ий хоä äоìенной пе÷и
с то÷ки зpения техноëоãии пpоизвоäства. Основ-
ныìи показатеëяìи явëяþтся пpоизвоäитеëüностü
пе÷и и pасхоä кокса, а также соответствуþщие иì
паpаìетpы — äëитеëüностü выпуска ÷уãуна и ÷исëо
выпусков ÷уãуна в сутки [4]:

Π = (K cH p/кFeø)0,95 = Kс/Qк, (6)

ãäе Π — пpоизвоäитеëüностü пе÷и, т/сут; Kс — ко-
ëи÷ество сожженноãо кокса, т/сут; H p/к — pуäная
наãpузка (отноøение pуäа/кокс); Feø — коëи÷ество
пpопëавëенноãо жеëеза øихты в сутки; 0,95 — сте-
пенü испоëüзования жеëеза øихты; Qк — pасхоä
кокса, т/т ÷уã;

τв = Π/(60ρ÷V ÷Z•0,785d), (7)

ãäе τв — пpоäоëжитеëüностü выпуска ÷уãуна, ìин;
60 — коëи÷ество ìинут в оäноì ÷асе; ρ÷ — пëот-
ностü ÷уãуна, ã/ì3; V ÷ — объеì выпускаеìоãо ÷у-
ãуна, ì3/сут; Z — ÷исëо выпусков ÷уãуна в сутки;
0,785 — коэффиöиент отноøения выпуска ÷уãуна
к øëаку; d — äиаìетp ÷уãунной ëетки, ì;

Z = (q÷ + qø)1440/(S ãhãE + (q÷ + qø)τв), (8)

ãäе q÷, qø — объеìные скоpости накопëения ÷уãуна
и øëака, ì3/ìин; 1440 — ÷исëо ìинут в сутках; hã

и S ã — высота и пëощаäü попеpе÷ноãо се÷ения ãоp-
на, ì, ì2; E — коэффиöиент запоëнения ãоpна ÷у-
ãуноì и øëакоì, ì3/ì3.

Физико-химическая модель

Особенностüþ pассìатpиваеìой ìоäеëи явëя-
ется возìожностü упpавëения пеpеpаспpеäеëениеì
хиìи÷еских эëеìентов ìежäу ÷уãуноì и øëакоì
пpи заäанной теìпеpатуpе и äавëении äутüя в пе÷и.

В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì pаспpеäеëение
кpеìния ìежäу ÷уãуноì и øëакоì по pеакöии
взаиìоäействия кpеìнезеìа в øëаке и уãëеpоäа
в ÷уãуне [5]: 

SiO2 + 2C = Si + 2CO;

ΔG0 = 712 300 – 370,62T Дж/ìоëü (9)

с испоëüзованиеì уpавнения изотеpìы pеакöии:

ΔG = ΔG0 + RT lnD = –RT ln(K p/D), (10)

ãäе K p = exp(ΔG0/RT ) — константа pавновесия pе-
акöии; ΔG0 — станäаpтная энеpãия Гиббса pеакöии;
ΔG — энеpãия Гиббса pеакöии; D — функöия ко-
не÷ноãо состояния ÷уãуна и øëака (степенü ãотов-
ности пpоäукöии):

D = PCO /( ), (11)

ãäе PCO — паpöиаëüное äавëение СО в ãазовой фазе;

 — активностü кpеìния в ÷уãуне; ,  — ак-

тивности кpеìния и уãëеpоäа в øëаке.

Испоëüзуя выøепpивеäенные pас÷еты опpеäеëе-
ния энеpãии Гиббса и функöии коне÷ноãо состояния
÷уãуна и øëака, ìожно установитü оптиìаëüнуþ
pабо÷уþ теìпеpатуpу в пе÷и äëя поëу÷ения пpоäук-
öии необхоäиìоãо хиìи÷ескоãо состава и ка÷ества.

Модель аналитического контpоля

Моäеëü позвоëяет оöениватü соäеpжание опpе-
äеëяеìых коìпонентов в контpоëиpуеìоì веществе
(pис. 2). Pезуëüтаты анаëити÷ескоãо контpоëя яв-
ëяþтся основаниеì äëя вынесения pеøения о со-
ответствии хиìи÷ескоãо состава этих веществ pеã-
ëаìентиpуеìыì тpебованияì [6].

В соответствии с хиìи÷ескиì анаëизоì обpазеö
÷уãуна состоит из каpбиäа Fe с пpиìесüþ Cr: (FeCr)3C;
фаза: феppит + öеìентит. В соответствии с систеìой
ASTM (American Society for Testing and Materials)
существует некотоpое сìещение, так как пpисут-
ствует вëияние Cr на соäеpжание Fe.

Модель безопасности жизнедеятельности пеpсонала

Доìенная пе÷ü относится к высокоопасныì объ-
ектаì. Дëя безопасности пеpсонаëа, обсëуживаþще-
ãо äоìеннуþ пе÷ü, в öехе пpиìеняþт тепëоотвоäя-
щий экpан. Необхоäиìое коëи÷ество воäы äëя охëа-
жäения экpана (G, кã/т) опpеäеëяется по фоpìуëе [7]:

G = (aEнF )/(c(tyx – tп)), (12)

ãäе а — коэффиöиент поãëощения инфpакpасных
ëу÷ей ìатеpиаëоì экpана и воäой; Eн — интеãpаëü-
ная пëотностü тепëовоãо потока от исто÷ника из-
ëу÷ения, Вт; F — пëощаäü стенки экpана, ì2; c —
тепëоеìкостü воäы, Вт/(кã•К); tух — теìпеpатуpа
ухоäящей воäы, °C; tп — теìпеpатуpа поступаþщей
воäы, °C.

Моäеëü безопасности жизнеäеятеëüности у÷и-
тывает возìожностü возникновения тpавì в сëу÷ае
несобëþäения пpавиë техники безопасности на
пpоизвоäстве. Степенü тpавìатизìа хаpактеpизует-
ся коэффиöиентоì ÷астоты K÷ и тяжести тpавìа-
тизìа Kт:

K÷ = 1000N/Ч; (13)

K т = Д/N, (14)

a1
Si

a2
Si

a2
C

a1
Si

a2
Si

a2
C

Pис. 2. Pентгенофазовый анализ чугуна доменной печи 



32 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010

ãäе N — ÷исëо нес÷астных сëу÷аев за выбpанный
пpоìежуток вpеìени; Ч — сpеäнесписо÷ное ÷исëо
pаботаþщих за этот же пpоìежуток вpеìени; Д —
суììаpное ÷исëо äней нетpуäоспособности.

Экономическая модель 

Пpиìенение в систеìе поääеpжки пpинятия pе-
øений по упpавëениþ äоìенныì пpоöессоì эко-
ноìи÷еской ìоäеëи позвоëяет опpеäеëитü себестои-
ìостü выпëавки ÷уãуна.

Затpаты по кажäой i-й статüе pасс÷итываþтся
по фоpìуëе [8]:

Зi = КiЦi, (15)

ãäе Кi — pасхоäный коэффиöиент, показываþщий,
скоëüко тpебуется заäанноãо коìпонента äëя по-
ëу÷ения 1 кã ÷уãуна; Цi — öена на этот коìпонент.

Общие затpаты на ìатеpиаëы, заäействованные
в пpоизвоäстве, опpеäеëяþтся как

З1 =  + , (16)

ãäе  — затpаты на топëиво (кокс и пpиpоäный ãаз);

 — затpаты на основные ìатеpиаëы (pуäа, аãëо-

ìеpат, окатыøи). 
Pасхоäы по пеpеäеëу:

З2 =  +  + , (17)

ãäе  — затpаты по пеpеpаботке и обоãащениþ

топëива;  — энеpãети÷еские затpаты на пеpеäеë;

 — äpуãие äопоëнитеëüные затpаты. 

Побо÷ная пpоäукöия:

З3 =  + , (18)

ãäе ,  — ìасса коëоøниковоãо ãаза и øëака,

вы÷исëяеìые по ìетоäике pас÷ета баëансовой ìо-
äеëи пpоöесса пpоизвоäства ÷уãуна Pаììа-Похвис-

нева, кã; ,  — pыно÷ная öена на øëак и ко-

ëоøниковый ãаз, pуб.;  — äоëя øëака, котоpая

иäет на пpоäажу;  — äоëя коëоøниковоãо ãаза,

котоpая иäет на стоpону.
Такиì обpазоì, общая себестоиìостü pасс÷и-

тывается как:

С = З1 + З2 – З3. (19)

Pезультаты пpименения системы поддеpжки 
пpинятия pешений по упpавлению пpоцессом

Систеìа pазpаботана спеöиаëистаìи ИПУ
иì. В. А. Тpапезникова PАН и pеаëизована сpеäст-
ваìи языка пpоãpаììиpования Delphi7. На pис. 3
(сì. втоpуþ стоpону обëожки) пpеäставëен интеp-

фейс пpоãpаììы, котоpый состоит из ãpафи÷ескоãо
(пpофиëü äоìенной пе÷и, сëева) и äинаìи÷ескоãо
(pежиì упpавëения, набëþäаеìые и pеãуëиpуеìые
паpаìетpы в виäе тpехзна÷ной ëоãики с их соот-
ветствуþщиìи зна÷енияìи, спpава) пpотокоëов.

В ка÷естве пpиìеpа pассìотpен аваpийный ва-
pиант pаботы пе÷и при повыøенноì pасхоäе äутüя
("выøе ноpìы") и низкой теìпеpатуpе äутüя ("ниже
ноpìы"). В pезуëüтате поëу÷ены откëонения на-
бëþäаеìых паpаìетpов на пеpифеpии пе÷и: теìпе-

pатуpа ãоpения ( ) и скоpостü схоäа øихты ( )

"ниже ноpìы", высота стоëба øихты ( ) "выøе

ноpìы". Пpи вкëþ÷ении pежиìа "автоìат" пе÷ü вы-
хоäит на ноpìаëüный уpовенü за äва такта по вpе-
ìени за с÷ет уìенüøения интенсивности заãpузки

пе÷и на пеpифеpии ( ). Такая опеpативностü по-

звоëяет опеpатоpу (техноëоãу) äостато÷но быстpо
пpиниìатü пpавиëüные pеøения.

В äаëüнейøеì быë пpоpаботан вопpос по затpа-
÷иваеìоìу вpеìени на вывеäение äоìенной пе÷и
из возìожноãо аваpийноãо состояния. В pезуëüтате
pасс÷итано общее вpеìя обpаботки инфоpìаöии
T общ с поìощüþ совет÷ика ìастеpа:

T общ = T1 + T2 + T3, (20)

ãäе T1 — вpеìя на обpаботку инфоpìаöии, поëу-
÷енной с äоìенной пе÷и; T2 — вpеìя пpинятия pе-
øения; T3 — вpеìя на испpавëение pежиìа pаботы
пе÷и ìастеpоì и консуëüтаöии экспеpтов.

В табë. 2 пpеäставëены äанные по затpатаì вpе-
ìени на обpаботку аваpийной ситуаöии и изìене-
ние pежиìов упpавëения.

Такиì обpазоì, систеìа поääеpжки пpинятия
pеøений поìоãает ìастеpу в тpи pаза быстpее об-
pаботатü поëу÷еннуþ инфоpìаöиþ и пpовести
каpäинаëüные изìенения в pаботе äоìенной пе÷и.

Выводы

В pазpаботанной систеìе поääеpжки пpинятия
pеøений по упpавëениþ äоìенныì пpоöессоì ис-
поëüзован пpинöип ãетеpоãенноãо ìоäеëиpования,
т. е. объеäинения pазноpоäных ìоäеëей. Это по-
звоëяет сокpатитü ÷исëо оøибок пpи экспëуатаöии
систеìы и, как сëеäствие, поëу÷итü äостато÷но поë-
ное и ÷еткое упpавëение pассìотpенныì техноëо-
ãи÷ескиì пpоöессоì. Данная систеìа в ка÷естве тpе-
нажеpа внеäpена в äоìенных öехах ОАО "Косоãоp-
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Табëиöа 2
Время обработки информации и принятия решений (в мин)

Вреìя
Работа ìастера 
без совет÷ика

Работа ìастера 
с совет÷икоì

T1 1...2 1..2
T2 10...30 5...10
T3 3...5 3...5

T общ 14...37 9...17
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ский ìетаëëуpãи÷еский завоä", ООО "Уpаëüская
стаëü" (Оpско-Хаëиëовский ìетаëëуpãи÷еский коì-
бинат), а также в у÷ебноì пpоöессе Московскоãо
института стаëи и спëавов (Новотpоиöкий фиëиаë),
÷то поäтвеpжäено актаìи и спpавкаìи о внеäpении.
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Нечеткая модель системы 
пpинятия pешений по выбоpу 

паpаметpов дозиpования 
пипетиpующей станции 

EVO Freedom 75

Дозиpование жиäких pеаãентов в пищевой и
фаpìаöевти÷еской пpоìыøëенности явëяется не-
отъеìëеìой ÷астüþ техноëоãи÷ескоãо пpоöесса. На
сеãоäняøний ìоìент поpяäка 80 % опеpаöий äо-
зиpования на ìаëых и сpеäних пpеäпpиятиях, пpо-
извоäящих äиаãности÷еские тест-систеìы (набоpы
pеаãентов äëя выявëения забоëеваний ÷еëовека и
животных), а также в кëинико-äиаãности÷еских ëа-
боpатоpиях явëяþтся pу÷ныìи. В настоящее вpеìя
боëüøинство pеøений по автоìатизаöии äозиpо-
вания жиäких pеаãентов основаны на пpиìенении
пипетиpуþщих станöий на основе ìостовой схеìы
пpоìыøëенноãо pобота: каpетка с pукой pобота
(с устpойствоì уäеpжания наконе÷ника) пеpеìеща-
ется по поäвижноìу ìосту (pис. 1). Каpетка уста-
навëивается на пеpекëаäине, котоpая посpеäствоì
øаpиковинтовой пеpеäа÷и пеpеìещается по ãоpи-
зонтаëüной оси (X ). Саìа же каpетка с pукой pо-
бота пеpеìещается с поìощüþ öепной пеpеäа÷и по

фpонтаëüной оси (Y ). Pука pобота пеpеìещается по
веpтикаëüной оси (Z ) посpеäствоì pее÷ной пеpе-
äа÷и. Данная схеìа ÷етко выпоëняет возëоженные
на нее функöии, не обëаäая изëиøниìи степеняìи
поäвижности, она способна пpеäеëüно то÷но по-
зиöиониpоватü наконе÷ник наä тpебуеìой то÷кой
pабо÷еãо стоëа. Гëавныì неäостаткоì такой схеìы
явëяется относитеëüная ãpоìозäкостü.

Тpуäности ввоäа в техноëоãи÷ескуþ öепо÷ку
пpоизвоäств автоìати÷еских пипетиpуþщих стан-
öий связаны с теì, ÷то станöии äоëжны бытü пpи-
способëены к pаботе с боëüøой ноìенкëатуpой äо-
зиpуеìых составов и иìетü возìожностü опеpа-
тивной пеpенаëаäки на pазные типы пpоäукöии.
Автоìати÷еские пипетиpуþщие станöии не способ-
ны обеспе÷итü äостато÷но высокуþ то÷ностü и äиа-
пазоны äозиpования с у÷етоì pазнообpазия физико-
хиìи÷еских свойств äозиpуеìых веществ. Во всех
пpеäëаãаеìых на pынке pоботизиpованных стан-
öиях äозиpования паpаìетpы äозиpования опpеäе-
ëяþтся опеpатоpоì исхоäя из еãо собственноãо
опыта и навыков. Такиì обpазоì, на äанноì этапе
испоëüзование pоботизиpованных автоìати÷еских
станöий äозиpования оãpани÷ено pяäоì техноëо-
ãи÷еских особенностей ìаëых пpоизвоäств.

Для pешения задачи задания паpаметpов дозиpования
жидких pеагентов пипетиpующей станцией пpедлагается
использовать алгоpитм нечеткого логического вывода. По-
ставлена задача постpоения нечеткой модели задания па-
pаметpов. Для ее pешения используется нечеткий алгоpитм
Мамдани.

Ключевые слова: нечеткая логика, логический вывод,
алгоpитм Мамдани, пипетиpующая станция, дозиpование

Pис. 1. Мостовая кинематическая схема пипетиpующего pобота
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Стpоãо ãовоpя, испоëüзование pоботизиpован-
ных пипетиpуþщих станöий высвобожäает тоëüко
pуки ÷еëовека, так как pобот не поäвеpжен устаëо-
сти и вëияниþ внеøних фактоpов пpи ìонотонной
и повтоpяþщейся pаботе, котоpой явëяется äози-
pование. Аëãоpитì äвижения pуки pобота жестко
заäан и не поäвеpжен изìененияì. Pука посëеäо-
ватеëüно поäхоäит к стpоãо опpеäеëенныì я÷ейкаì
на pабо÷еì стоëе pобота и выпоëняет äозиpование.
Оäнако пpи всей унивеpсаëüности пипетиpуþщих
станöий и ÷еткости выпоëнения заëоженных аëãо-
pитìов äвижения pуки pобота выбор паpаìетpов
саìоãо пpоöесса äозиpования (скоpостü аспиpаöии,
скоpостü äозиpования, заäеpжка ìежäу опеpаöияìи)
по-пpежнеìу явëяется пpобëеìой, pеøаеìой ÷еëо-
векоì исхоäя из еãо опыта и субъективных пpеä-
ставëений о свойствах äозиpуеìоãо pеаãента. Пpо-
öесс äозиpования с поìощüþ pоботизиpованной
пипетиpуþщей станöии ìожно пpеäставитü в виäе
сëеäуþщеãо аëãоpитìа (pис. 2). 

Аëãоpитì состоит из øести функöионаëüных
бëоков. Пpоöесс на÷инается с тpебования: необхо-
äиìо äозиpование нужноãо объеìа pеаãента. Затеì
(бëок 2) опеpатоp ввоäит в пpоãpаììное обеспе÷е-
ние, упpавëяþщее pоботоì, зна÷ения этоãо объеìа
и поäобpанных паpаìетpов äозиpования (скоpости
äозиpования и аспиpаöии и заäеpжки). На äанноì
этапе опеpатоp выпоëняет функöиþ экспеpта,
пpиниìая pеøение, основанное на еãо опыте и
знаниях. Иìенно этот этап пpеäставëяется наибо-
ëее уязвиìыì к ÷еëове÷ескиì оøибкаì и нето÷но-
стяì. И иìенно от этоãо этапа зависит то÷ностü и
пpоизвоäитеëüностü äозиpования. Пpоöесс автоìа-
тизаöии пpоöесса äозиpования, в сущности, закëþ-
÷ается в выпоëнении pоботоì аëãоpитìа äвижения

pуки с наконе÷никоì, котоpый явëяется öикëи÷-
ныì и повтоpяþщиìся пpоöессоì. Pобот, обëаäая
жестко запpоãpаììиpованной систеìой кооpäинат,
то÷но обхоäит заäанные на pабо÷еì стоëе то÷ки,
выпоëняя äозиpование.

Исхоäя из выøеописанноãо аëãоpитìа ìожно
заìетитü, ÷то остается не pеøенной заäа÷а выбоpа
оптиìаëüных по то÷ности и пpоизвоäитеëüности
паpаìетpов äозиpования. Как уже отìе÷аëосü, все
существуþщие пипетиpуþщие станöии тpебуþт от
опеpатоpа ввоäа зна÷ений паpаìетpов äозиpования
и не в состоянии пpеäëожитü аëãоpитìы pеøения
заäа÷и выбоpа этих паpаìетpов.

Особенности упpавления пpоцессом дозиpования 
в пипетиpующих станциях

Пpеäëаãаеìые на pынке совpеìенные станöии
таких пpоизвоäитеëей, как Tecan, Hamilton, Biohit,
Corbett research, теpяþт заявëеннуþ унивеpсаëü-
ностü из-за отсутствия оптиìизаöии выбоpа паpа-
ìетpов äозиpования в усëовиях боëüøой ноìенк-
ëатуpы äозиpуеìых объеìов.

Основныìи показатеëяìи эффективности pабо-
ты станöий äозиpования явëяþтся то÷ностü äози-
pования и пpоизвоäитеëüностü. Данные паpаìетpы
зависят от pяäа нео÷евиäных фактоpов, у÷ет кото-
pых в сеãоäняøних ìоäеëях не веäется.

На то÷ностü äозиpования вëияþт такие паpа-
ìетpы, как: теìпеpатуpа наконе÷ника, теìпеpатуpа
äозиpуеìоãо pеактива, теìпеpатуpа окpужаþщей
сpеäы, вязкостü äозиpуеìоãо pеактива, ìетоä äози-
pования, скоpостü äозиpования и аспиpаöии и т. п.,
пpи÷еì pяä этих паpаìетpов оказываþт вëияние
äpуã на äpуãа, и стpоãий у÷ет их невозìожен: к пpи-
ìеpу, теìпеpатуpа äозиpуеìоãо pеактива оказывает
сиëüное вëияние на вязкостü. Из-за отëи÷ия pеаëü-
ных усëовий от иäеаëüных пpи те÷ении жиäкости
в пpостой экспоненöиаëüной зависиìости вязко-
сти от теìпеpатуpы появëяется попpавка к теìпе-
pатуpе, поäобная попpавкаì к äавëениþ и объеìу
в уpавнении состояния pеаëüноãо ãаза [7]. Оäнако
пpи теìпеpатуpах заìеpзания, испаpения и кpити-
÷еских паpаìетpах зависиìостü вязкостü — теìпе-
pатуpа ìожет ìенятüся по о÷енü сëожноìу закону.
В таких сëу÷аях наäо pассìатpиватü кажäуþ кон-
кpетнуþ жиäкостü и конкpетный интеpваë теìпе-
pатуp. В pеаëüных усëовиях пpоизвоäств нет воз-
ìожности изìеpятü теìпеpатуpу äозиpуеìоãо pе-
актива, котоpая к тоìу же в пpоöессе äозиpования
ìеняется. Сëеäоватеëüно, испоëüзование жестких
попpавок на теìпеpатуpу и вязкостü пpи выставëе-
нии паpаìетpов äозиpования явëяется неопpавäан-
ныì. Скоpости äозиpования и аспиpаöии в этоì
сëу÷ае иìеþт зависиìостü от вязкости, оäнако
ввиäу не÷еткости опpеäеëения вязкости pеактива
ìоãут бытü у÷тены тоëüко способоì пеpебоpа.
Такиì обpазоì, выбоp паpаìетpов äозиpования не
явëяется стpоãой ìатеìати÷еской заäа÷ей, основан-
ной на жестких зависиìостях паpаìетpов äpуã от

Pис. 2. Алгоpитм пpоцесса дозиpования pоботизиpованной пи-
петиpующей станцией
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äpуãа, а явëяется ëинãвисти÷еской
заäа÷ей выставëения соответствия
ìежäу паpаìетpаìи. Поэтоìу пи-
петиpуþщуþ станöиþ с то÷ки зpе-
ния установки паpаìетpов äози-
pования ìожно с÷итатü "÷еpныì
ящикоì", котоpый исхоäя из вхоä-
ных паpаìетpов пpоöесса, указан-
ных в аëãоpитìе на pис. 2, опpеäе-
ëяет выхоäные паpаìетpы: скоpостü
аспиpаöии, скоpостü äозиpования
и заäеpжку ìежäу этапаìи äози-
pования. На pис. 3 пpеäставëена
ìоäеëü "÷еpноãо ящика". 

В статüе pассìатpивается пипетиpуþщая стан-
öия EVO Freedom 75 пpоизвоäства коpпоpаöии Tecan.
Данная станöия пpеäназна÷ена äëя выпоëнения
всеãо ìноãообpазия ëабоpатоpных опеpаöий (äо-
зиpования, pазвеäения, äиспенсинãа и т. ä.). На
пpоизвоäстве äиаãности÷еских тест-систеì ФГУН
ЦНИИЭ Pоспотpебнаäзоpа она испоëüзуется äëя
äозиpования pазëи÷ной ноìенкëатуpы pеаãентов
объеìоì от 30 äо 980 ìкë. Эта pоботизиpованная
станöия относится к äискpетныì äозиpуþщиì
устpойстваì без контpоëя веëи÷ины äозы с ис-
поëüзованиеì äëя созäания наãнетания и всасыва-
ния техни÷еской жиäкости (äеионизиpованной
воäы).

По÷еìу в наконе÷ник äозатоpа вхоäит то÷но за-
äанное коëи÷ество жиäкости? Есëи наконе÷ник
äозатоpа поìещен в жиäкостü, то обpазуется заìк-
нутый объеì, оãpани÷енный внутpенниìи стенка-
ìи äозатоpа, поpøнеì (техни÷еской жиäкостüþ со
стоpоны поpøня) и жиäкостüþ со стоpоны нако-
не÷ника. Как известно, äëя заìкнутоãо объеìа вы-
поëняет закон VP = const, т. е. пpоизвеäение заìк-
нутоãо объеìа и äавëения ãаза в неì — веëи÷ина
постоянная. Сëеäоватеëüно, есëи ìы увеëи÷иì
объеì путеì пеpеìещения поpøня, то äавëение
уìенüøится и жиäкостü со стоpоны наконе÷ника
на÷нет всасыватüся äо тех поp, пока äавëение внутpи
объеìа и вне неãо не выpовняется. Такиì обpазоì,
жиäкостü äоëжна занятü pовно тот объеì, котоpый
освобоäиë поpøенü.

Соäеpжатеëüной постановкой заäа÷и явëяется
äозиpование pеактивов pазëи÷ноãо физико-хиìи-
÷ескоãо состава в усëовиях изìеняþщеãося теìпе-
pатуpноãо pежиìа саìоãо pеактива и окpужаþщей
сpеäы. Такиì обpазоì, испоëüзоватü жесткие ìате-
ìати÷еские зависиìости ìежäу скоpостüþ äозиpо-
вания и паpаìетpаìи pеактива не пpеäставëяется
возìожныì. Сëеäует испоëüзоватü эìпиpи÷еские
äанные, поëу÷енные от спеöиаëистов, ëабоpантов
и техноëоãов: ÷еì боëее вязкий pеактив и ìаëый
объеì äозиpования, теì скоpостü аспиpаöии и äози-
pования äоëжны бытü ìенüøе. Также на пpоизво-
äитеëüностü и то÷ностü, котоpые явëяþтся основ-
ныìи показатеëяìи пpи pаботе, вëияет заäеpжка,
пpоисхоäящая посëе этапов аспиpаöии и äозиpо-
вания соответственно.

Дëя pеøения поставëенной заäа÷и испоëüзоваë-
ся аппаpат не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа, котоpый
позвоëяет поëу÷атü закëþ÷ения в виäе не÷етких
ìножеств, соответствуþщих текущиì зна÷ениях
вхоäов, с испоëüзованиеì не÷еткой базы знаний и
не÷етких опеpаöий.

Основные положения постpоения
нечетких моделей пpинятия pешений

В боëüøинстве сëу÷аев на пpактике систеìы
не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа испоëüзуþтся äëя
pеøения заäа÷ упpавëения pазëи÷ныìи объектаìи
иëи пpоöессаìи. В этоì сëу÷ае постpоение не÷еткой
ìоäеëи основывается на фоpìаëüноì пpеäставëении
хаpактеpистик иссëеäуеìой систеìы в теpìинах
ëинãвисти÷еских пеpеìенных. И ввиäу тоãо, ÷то кpо-
ìе аëãоpитìа упpавëения основныìи понятияìи
систеì упpавëения явëяþтся вхоäные и выхоäные
пеpеìенные, иìенно они pассìатpиваþтся как ëин-
ãвисти÷еские пеpеìенные пpи фоpìиpовании базы
пpавиë в систеìах не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо вывоäа.

Не÷еткая ëоãика — в основноì ìноãозаäа÷ная
ëоãика, котоpая позвоëяет опpеäеëятü пpоìежу-
то÷ные зна÷ения ìежäу станäаpтныìи оöенкаìи
поäобно Да/Нет, Истина/Ложü, и т. ä. Понятия
поäобно "äовоëüно бëизко" иëи "о÷енü быстpо" ìо-
ãут бытü сфоpìуëиpованы ìатеìати÷ески и обpа-
ботаны коìпüþтеpоì.

Не÷еткиì ìножествоì (fuzzy set)  на унивеp-
саëüноì ìножестве U называется совокупностü паp
(μA(u), u), ãäе μA(u) — степенü пpинаäëежности

эëеìента u ∈ U к не÷еткоìу ìножеству . Степенü
пpинаäëежности — это ÷исëо из äиапазона [0, 1].
Чеì выøе степенü пpинаäëежности, теì с боëüøей
ìеpой эëеìент унивеpсаëüноãо ìножества соответ-
ствует свойстваì не÷еткоãо ìножества. Есëи уни-
веpсаëüное ìножество состоит из коне÷ноãо ÷исëа
эëеìентов U = (u1, u2, ..., uk), тоãäа не÷еткое ìноже-

ство  записывается в виäе  = μA(ui)/ui. В сëу-

÷ае непpеpывноãо ìножества U испоëüзуþт обо-

зна÷ение  = μA(u)/u. Знаки  и  в этих фоp-

ìуëах озна÷аþт совокупностü паp μA(u) и u.

A

A

A A  
i 1=

k

∑

A  
U
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Pис. 3. Пипетиpующая станция как объект упpавления
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Не÷еткие контpоëëеpы — наибоëее важные пpи-
ëожения не÷еткой теоpии. Они pаботаþт ина÷е, ÷еì
станäаpтные контpоëëеpы; вìесто äиффеpенöи-
аëüных уpавнений в них испоëüзуþтся экспеpтные
знания, ÷тобы описатü систеìу (систеìа не÷етких
закëþ÷ений). Эти знания ìоãут бытü выpажены
о÷енü пpостыì способоì, с испоëüзованиеì ëин-
ãвисти÷еских пеpеìенных.

Систеìа не÷етких закëþ÷ений состоит в основ-
ноì из пяти функöионаëüных бëоков:

� бëока фаззификаöии, пpеобpазуþщеãо ÷исëен-
ные вхоäные зна÷ения в степени соответствия
ëинãвисти÷ескиì зна÷енияì. Функöии пpинаä-
ëежности, опpеäеëенные на вхоäных пеpеìен-
ных, пpиìеняþтся к их факти÷ескиì зна÷енияì
äëя опpеäеëения степени истинности кажäой
пpеäпосыëки кажäоãо пpавиëа;

� баз äанных, в котоpых опpеäеëены функöии пpи-
наäëежности не÷етких ìножеств, испоëüзуеìых
в не÷етких пpавиëах;

� баз пpавиë, соäеpжащих набоp не÷етких пpавиë
типа "есëи—то";

� бëока пpинятия pеøений, совеpøаþщих опеpа-
öии вывоäа на основании иìеþщихся пpавиë.
Вы÷исëенное зна÷ение истинности äëя пpеäпо-
сыëок кажäоãо пpавиëа пpиìеняется к закëþ÷е-
нияì кажäоãо пpавиëа. Это пpивоäит к оäноìу
не÷еткоìу поäìножеству, котоpое буäет назна-
÷ено кажäой пеpеìенной вывоäа äëя кажäоãо
пpавиëа. Зäесü же все не÷еткие поäìножества,
назна÷енные к кажäой пеpеìенной вывоäа (во
всех пpавиëах), объеäиняþтся вìесте, ÷тобы фоp-
ìиpоватü оäно не÷еткое поäìножество äëя ка-
жäой пеpеìенной вывоäа;

� бëока äефаззификаöии, котоpый пpеобpазует не-
÷еткие pезуëüтаты вывоäа в ÷исëенные зна÷ения.

Не÷еткой базой знаний (fuzzy knowledge base)
о вëиянии фактоpов, заäанных ìножествоì
X = {x1, x2, ..., xn}, на зна÷ение паpаìетpа у назы-
вается совокупностü ëоãи÷еских высказываний ти-
па [3]:

ãäе  — не÷еткий теpì, котоpыì оöенивается пе-

pеìенная xi в стpо÷ке с ноìеpоì jp (p = ); kj —

÷исëо стpо÷ек-конъþнкöий, в котоpых выхоä у

оöенивается не÷еткиì теpìоì dj, j = ; m — ÷исëо

теpìов, испоëüзуеìых äëя ëинãвисти÷еской оöен-
ки выхоäноãо паpаìетpа y. 

С поìощüþ опеpаöий ∪ (ИЛИ) и ∩ (И) не÷еткуþ
базу знаний пpеäставëяþт в боëее коìпактноì виäе:

(xi = )  ¬ y = dj, j = ,

n — ÷исëо теpì-ìножеств вхоäной веëи÷ины.

На основе äанной базы знаний необхоäиìо сäе-
ëатü вывоä о соответствии текущеãо вхоäа выхоä-
ноìу зна÷ениþ. Аëãоpитìов выпоëнения äанной
пpоöеäуpы pазpаботано ìноãо, но основныìи äвуìя
явëяþтся: 

1) не÷еткий ëоãи÷еский вывоä по аëãоpитìу
Маìäани, котоpый выпоëняется по не÷еткой базе
знаний, ãäе зна÷ения вхоäных и выхоäной пеpе-
ìенных заäаны не÷еткиìи ìножестваìи;

2) не÷еткий ëоãи÷еский вывоä по аëãоpитìу Су-
ãено (иноãäа ãовоpят аëãоpитì Такаãи-Суãено), ко-
тоpый выпоëняется по не÷еткой базе знаний, ãäе
закëþ÷ения пpавиë dj заäаþтся не не÷еткиìи теp-
ìаìи, а ëинейной функöией от вхоäа:

dj = bj, 0 + bj, ixi,

ãäе bj, i  — некотоpые ÷исëа.

Аëãоpитì Маìäани истоpи÷ески пеpвый и не
тpебует поиска ëинейной зависиìости ìежäу вхо-
äоì и выхоäоì, поэтоìу пpиìениì в неäетеpìи-
ниpованных заäа÷ах упpавëения боëее øиpоко. Аë-
ãоpитì Маìäани с÷итается унивеpсаëüныì ап-
pоксиìатоpоì.

Действие аëãоpитìа наãëяäно иëëþстpиpует сëе-
äуþщий пpиìеp [8]. Некотоpая систеìа описыва-
ется не÷еткой базой пpавиë:

1. Есëи x естü A, тоãäа w естü D.

2. Есëи y естü B, тоãäа w естü E.

3. Есëи z естü C, тоãäа w естü F.

Зäесü x, y, z — иìена вхоäных пеpеìенных, w — иìя
пеpеìенной вывоäа, а A, B, C, D, F — заäанные
функöии пpинаäëежности. Пpоöеäуpа поëу÷ения
ëоãи÷ескоãо вывоäа пpоäеìонстpиpована на pис. 4.

Пpеäпоëаãается, ÷то вхоäные пеpеìенные пpиня-
ëи некотоpые ÷еткие зна÷ения — x0, y0, z0. Исхоäя из

функöий пpинаäëежности A, B, C нахоäятся степе-
ни истинности α(x0), α(y0), α(z0) äëя пpеäпосыëок

кажäоãо из тpех пpивеäенных выøе пpавиë. Даëее
пpоисхоäит "отсекание" функöий пpинаäëежности
закëþ÷ений пpавиë (т. е. D, E, F ) на уpовнях α(x0),

α(y0), α(z0). На этапе ëоãи÷ескоãо вывоäа пpово-

äится объеäинение усе÷енных функöий пpинаäëеж-
ности по выбpанноìу аëãоpитìу, в pезуëüтате ÷еãо
поëу÷ается коìбиниpованное не÷еткое ìножество,
описываеìое функöией пpинаäëежности μΣ(w) и

соответствуþщее ëоãи÷ескоìу вывоäу äëя выхоä-
ной пеpеìенной w. На завеpøаþщеì этапе зна÷е-
ние выхоäной пеpеìенной äефаззифиöиpуется по
оäноìу из ìноãих существуþщих аëãоpитìов.

ЕСЛИ (x1 = ) И (x2 = ) И...И (xn = ) 

ИЛИ (x1 = ) И (x2 = ) И...И (xn = ) 

ИЛИ (x1 = ) И (x2 = ) И...И (xn = ), 

ТО y = dj, äëя всех j = ,

a1
j1

a2
j1

an
j1

a1
j2

a2
j2

an
j2

a1

jkj
a2

jkj
an

jkj

1 m,

ai
jp

1 k,

1 m,

 U

kj

p = 1
  

Un

i = 1
ai

jp
1 m,

 
i 1 n,=
∑



Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010 37

Такиì обpазоì, в соответствии с ìе-
тоäикой постpоения не÷етких систеì не-
обхоäиìо совеpøитü сëеäуþщие øаãи:

1) выбpатü тип не÷еткоãо ëоãи÷ескоãо
вывоäа (Маìäани иëи Суãено) в зависи-
ìости от пpеäъявëенных тpебований к
систеìе; 

2) опpеäеëитü ÷исëо вхоäных пеpеìен-
ных по ÷исëу вëияþщих на выхоäные ха-
pактеpистики систеìы фактоpов; 

3) опpеäеëитü ÷исëо выхоäных пеpе-
ìенных; 

4) заäатü пpеäеëы вхоäных и выхоä-
ных пеpеìенных; 

5) в зависиìости от тpебований по
быстpоäействиþ, то÷ности, пpоизвоäи-
теëüности опpеäеëитü виä и тип функ-
öии пpинаäëежности; 

6) опpеäеëитü ÷исëо интеpваëов, на
котоpые pазбиваþтся обëасти пpинаäëеж-
ности вхоäных и выхоäных пеpеìенных,
т. е. ÷исëо ëинãвисти÷еских пеpеìенных;

7) заäатü ка÷ественные хаpактеpисти-
ки ëинãвисти÷еских пеpеìенных, т. е. их
÷исëовые зна÷ения; 

8) заäатü табëиöу не÷етких пpавиë
в ëинãвисти÷еских пеpеìенных.

Выпоëнение некотоpых этих этапов
сопpяжено с опpеäеëенныìи тpуäностя-
ìи и в öеëоì ãpоìозäко. Дëя обëеã÷ения
pазpаботки не÷етких контpоëëеpов на
pынке пpеäëожен pяä ãpафи÷еских ин-
теpфейсов, оäниì из котоpых явëяется пакет инст-
pуìентов MATLAB Fuzzy Logic Toolbox. С поìощüþ
этоãо пакета и pеøаëасü соäеpжатеëüная заäа÷а по-
стpоения не÷еткой ìоäеëи заäания паpаìетpов äо-
зиpования äëя автоìатизиpованной пипетиpуþщей
станöии EVO Freedom 75.

Pазpаботка и постpоение нечеткой модели пpинятия 
pешения по заданию паpаметpов дозиpования

Как уже отìе÷аëосü, ìоäеëü иìеет тpи вхоäные
пеpеìенные: объеì äозы (Vprobe), вязкостü (vyazkost),
теìпеpатуpа (tprobe). Исхоäя из техноëоãи÷еских
особенностей пипетиpуþщей станöии объеì äозиpо-
вания ìожет бытü выбpан из äиапазона 30...980 ìкë.
Вязкостü pеактива — неизìеpяеìая веëи÷ина и оöе-
нивается эìпиpи÷ески пpоöентныì соäеpжаниеì
ãëиöеpина. Теìпеpатуpа иìеет äиапазон изìенений
от 0 äо 30 °C. Выхоäныìи же пеpеìенныìи явëя-
þтся скоpостü äозиpования (ϑdisp), скоpостü аспи-
pаöии (ϑasp) и заäеpжка (delay). Скоpостü äозиpо-
вания опpеäеëяется паpаìетpаìи øпpиöевоãо на-
соса на 1 ìë, установëенноãо на пеpеäней стенке
пипетиpуþщей станöии, и иìеет сëеäуþщий кон-
стpуктивный äиапазон зна÷ений: от 0,05 ìë/ìин
äо 52,3 ìë/ìин (в pас÷етах испоëüзуется äиапазон
от 0 äо 872 ìкë/с). Заäеpжка пpиниìает зна÷ения
от 100 äо 1000 ìс [4].

Эìпиpи÷еские знания в этой обëасти пpеäстав-
ëяþтся в фоpìе сëеäуþщих эвpисти÷еских пpавиë,
котоpые пpиìеняþтся в сëу÷ае pу÷ноãо äозиpова-
ния pеактива ëабоpантоì иëи техноëоãоì:

1. Пpи о÷енü ìаëенüкоì объеìе и о÷енü высокой
вязкости pеактива и коìнатной теìпеpатуpе ско-
pостü аспиpаöии и äозиpования низкие, а заäеpжка
сpеäняя.

2. Пpи боëüøоì объеìе и вязкоì pеактиве и вы-
сокой теìпеpатуpе скоpостü äозиpования высокая,
скоpостü аспиpаöии сpеäняя, а заäеpжка ìаëая.

В пpеäставëенных усëовиях таких эвpисти÷еских
пpавиë нас÷итывается 48. Эти пpавиëа обpазуþт
базу не÷етких ëинãвисти÷еских пpавиë, в котоpых
вхоäныìи пеpеìенныìи явëяþтся ëинãвисти÷е-
ские пеpеìенные:
� "объеì äозы", в ка÷естве теpì-ìножеста кото-

pой буäеì испоëüзоватü ìножество T1 = {о÷енü
ìаëенüкая (ОМ), ìаëенüкая (М), сpеäняя (Сp),
боëüøая (Б)};

� "вязкостü", в ка÷естве теpì-ìножеста котоpой
буäеì испоëüзоватü ìножество T2 = {не вязкое
(НВ), не о÷енü вязкое (НОВ), вязкое (В), о÷енü
вязкое (ОВ)};

� "теìпеpатуpа", в ка÷естве теpì-ìножеста кото-
pой буäеì испоëüзоватü ìножество T3 = {низкая
(Н), коìнатная (КОМН), высокая (В)}.

Pис. 4. Пpоцедуpа логического вывода
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Выхоäныìи же явëяþтся ëинãвисти÷еские пе-
pеìенные:
� "скоpостü äозиpования", в ка÷естве теpì-ìно-

жеста котоpой буäеì испоëüзоватü ìножество
T4 = {низкая (Н), сpеäняя (Сp), высокая (В)};

� "скоpостü аспиpаöии", в ка÷естве теpì-ìножеста
котоpой буäеì испоëüзоватü ìножество T5 =
= {низкая (Н), сpеäняя (Сp), высокая (В)};

� "заäеpжка", в ка÷естве теpì-ìножеста котоpой
буäеì испоëüзоватü ìножество T6 = {ìаëенüкая
(М), сpеäняя (Сp), боëüøая (Б)}.
Pазpаботка не÷еткой ìоäеëи (буäеì называтü ее

dozirovanie) быëа пpовеäена с поìощüþ ãpафи÷е-
ских сpеäств систеìы MATLAB. Дëя этоãо в pеäак-
тоpе FIS быëи опpеäеëены тpи вхоäные пеpеìен-
ные и тpи выхоäные (pис. 5).

Даëее тpебоваëосü опpеäеëитü функöии пpинаä-
ëежности теpìов äëя кажäой из пеpеìенных сис-
теìы не÷еткоãо вывоäа. Дëя этой öеëи быë испоëü-
зован pеäактоp функöии пpинаäëежности систеìы
MATLAB. В ка÷естве функöий выбиpаëи кусо÷но-
ëинейные функöии, отве÷аþщие тpебованияì ìак-
сиìаëизаöии то÷ности и пpоизвоäитеëüности [5].

Виä ãpафи÷ескоãо интеpфейса pеäактоpа функ-
öии пpинаäëежности посëе заäания пеpвой вхоä-
ной пеpеìенной изобpажен на pис. 6 (сì. тpетüþ
стоpону обëожки), анаëоãи÷ныì обpазоì заäаваëи
остаëüные вхоäные и все выхоäные пеpеìенные.
Затеì заäаваëи 48 пpавиë äëя pазpабатываеìой сис-
теìы не÷еткоãо вывоäа. Дëя этой öеëи испоëüзова-
ëи pеäактоp пpавиë систеìы MATLAB.

Посëе этоãо ìожно быëо выпоëнитü оöенку по-
стpоенной систеìы не÷еткоãо вывоäа äëя заäа÷и
упpавëения пипетиpуþщей станöией EVO 75. С этой
öеëüþ пpиìеняëи пpоãpаììу пpосìотpа пpавиë сис-
теìы MATLAB: ввоäиëи зна÷ения вхоäных пеpе-
ìенных äëя ÷астноãо сëу÷ая, коãäа объеì äозы pа-

вен 660 ìкë, вязкостü опpеäеëена на уpовне 7 % ãëи-
öеpина, а теìпеpатуpа pавняется 20 °C. Пpоöеäуpа
не÷еткоãо вывоäа, выпоëненная систеìой MATLAB
äëя pазpаботанной не÷еткой ìоäеëи, выäаëа в pе-
зуëüтате сëеäуþщие зна÷ения äëя выхоäных пеpе-
ìенных: скоpостü äозиpования pавняется 757 ìкë/с,
скоpостü аспиpаöии 757 ìкë/с, а заäеpжка 200 ìс.

Пpоöесс анаëиза и иссëеäования постpоенной
не÷еткой ìоäеëи вкëþ÷ает в себя выпоëнение не-
÷етких вывоäов äëя pазëи÷ных зна÷ений вхоäных
пеpеìенных и оöенки поëу÷енных pезуëüтатов
в öеëях установëения аäекватности ìоäеëи и внесе-
ния в нее необхоäиìых изìенений в сëу÷ае несо-
ãëасованности отäеëüных pезуëüтатов.

Pезуëüтаты, поëу÷енные с поìощüþ äанной ìо-
äеëи, испоëüзоваëи пpи äозиpовании pеактивов на
пpоизвоäстве äиаãности÷еских тест-систеì пpи
ФГУН ЦНИИЭ Pоспотpебнаäзоpа. Pезуëüтаты
быëи аäекватны выбpанныì по pекоìенäаöии тех-
ноëоãов и спеöиаëистов зна÷енияì и в некотоpых
äиапазонах объеìов äозиpования (боëее 500 ìкë)
увеëи÷иëи пpоизвоäитеëüностü на 10...15 % пpи со-
хpанении тpебуеìой то÷ности äозиpования.

Дëя общеãо анаëиза pазpаботанной не÷еткой
ìоäеëи ìожет оказатüся поëезной визуаëизаöия
соответствуþщей повеpхности не÷еткоãо вывоäа
(pис. 7, сì. тpетüþ стоpону обëожки). Данная по-
веpхностü не÷еткоãо вывоäа позвоëяет установитü
зависиìостü зна÷ений выхоäных пеpеìенных от
зна÷ений вхоäных пеpеìенных не÷еткой ìоäеëи
систеìы упpавëения скоpостüþ äозиpования пипе-
тиpуþщей станöии EVO Freedom 75. Эта зависи-
ìостü ìожет посëужитü основой äëя пpоãpаììиpо-
вания контpоëëеpа иëи аппаpатной pеаëизаöии со-
ответствуþщеãо не÷еткоãо аëãоpитìа упpавëения
в фоpìе табëиöы pеøений. В äопоëнение к этоìу
установëение äанной зависиìости явëяется, по сути,
pеøениеì заäа÷и, известной в кëасси÷еской теоpии
упpавëения как заäа÷а синтеза упpавëяþщих воз-
äействий. Пpи этоì äëя pеøения äанной заäа÷и
буäут испоëüзоватüся сpеäства не÷еткой ëоãики и
теоpии не÷етких ìножеств.
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Введение

Сëеäящие ãиäpопpивоäы с объеìныì pеãуëиpо-
ваниеì скоpости обы÷но испоëüзуþтся в тех сëу÷а-
ях, коãäа тpебуþтся боëüøие ìощности и боëüøие
кpутящие ìоìенты. В таких ãиäpопpивоäах исто÷-
никоì энеpãии явëяется пpивоäной äвиãатеëü, вpа-
щаþщий бëок насосов пеpеìенной пpоизвоäи-
теëüности. В ка÷естве пpивоäных пpиìеняþтся
äвиãатеëи внутpеннеãо сãоpания, тpехфазные эëек-
тpоäвиãатеëи пеpеìенноãо тока и äp.

В сëеäящих систеìах, в тоì ÷исëе в сëеäящих
ãиäpопpивоäах, ìаксиìаëüная ìощностü потpеб-
ëяется в пеpехоäных пpоöессах. Пpиìенение в ãиä-
pопpивоäе оптиìаëüноãо по быстpоäействиþ закона
упpавëения, синтезиpованноãо с у÷етоì заäанноãо
оãpани÷ения на потpебëяеìуþ ìощностü, позвоëяет
существенно уìенüøитü ìощностü пpивоäноãо äви-
ãатеëя. Это особенно важно äëя pазноãо pоäа авто-
ноìных коìпëексов, так как веäет к зна÷итеëüноìу
уìенüøениþ веса и ãабаpитных pазìеpов пpивоäа.
Пpи этоì, как показываþт иссëеäования, быстpо-
äействие пpивоäа, синтезиpованноãо с у÷етоì фазо-
воãо оãpани÷ения ìощности, пpакти÷ески не от-
ëи÷ается от быстpоäействия пpивоäа, пpи синтезе
котоpоãо не у÷итываëосü оãpани÷ение на потpеб-
ëяеìуþ ìощностü.

Гиäpопpивоä как объект упpавëения пpеäстав-
ëяет собой неëинейнуþ систеìу высокоãо (восüìо-
ãо) поpяäка. Синтез закона упpавëения буäеì вы-
поëнятü базовым методом. Этот ìетоä сëеäует ис-
поëüзоватü, есëи объект упpавëения соäеpжит
звенüя, иìеþщие боëüøие и ìаëые постоянные
вpеìени (ìожно выäеëитü быстpые и ìеäëенные
äвижения). Базовой называется систеìа, котоpая
поëу÷ится, есëи пpиpавнятü нуëþ все ìаëые посто-
янные вpеìени. Синтез систеìы пpи этоì выпоë-
няется по сëеäуþщей схеìе: сна÷аëа синтезиpуется
оптиìаëüный по быстpоäействиþ закон упpавëения
äëя базовой систеìы, а затеì в поëу÷енноì базо-
воì законе упpавëения пpибëиженно у÷итывается
вëияние звенüев с ìаëыìи постоянныìи вpеìени.

Базовая систеìа обы÷но иìеет невысокий по-
pяäок, и äëя нее уäается сpавнитеëüно несëожно
синтезиpоватü оптиìаëüный закон упpавëения. Ба-
зовый ìетоä синтеза позвоëяет пpеоäоëетü сеpüез-
ное пpепятствие, обусëовëенное высокиì поpяäкоì
äинаìи÷еской ìоäеëи объекта упpавëения. Поëу-
÷аеìый пpи этоì закон упpавëения оказывается
весüìа бëизкиì к стpоãо оптиìаëüноìу.

Синтез базового закона упpавления

Динаìи÷еская ìоäеëü ãиäpопpивоäа соäеpжит
звенüя, постоянные вpеìени котоpых pазнесены
в äевяносто и боëее pаз, т. е. äëя неãо впоëне ìожно
испоëüзоватü базовый ìетоä синтеза.

На pис. 1 пpеäставëена стpуктуpная схеìа базовой
ìоäеëи ãиäpопpивоäа. Зäесü G = 0,0067; L = 1•10–11;
K = 9,29•10–5; T = 6,95; W = 2,23•10–5; D1 = 0,52;
D2 = 32•106. Базовая систеìа соäеpжит äва звена
с оãpани÷итеëяìи, оäин из котоpых (|p | m D2) яв-
ëяется безынеpöионныì. Даëее, поскоëüку оãpани-
÷итеëü уãëа γ явëяется пpиводимым [1], то в öеëях
упpощения усëовий оптиìаëüности буäеì пpи син-
тезе оптиìаëüноãо упpавëения pассìатpиватü оãpа-
ни÷ение |γ| m D1 как фазовое.

Потpебëяеìая ãиäpопpивоäоì ìощностü пpо-
поpöионаëüна веëи÷ине |pg | [2]. Пpи синтезе опти-
ìаëüноãо закона упpавëения буäеì испоëüзоватü
оãpани÷ение |pγ | m D3, ãäе D3 = αmax|pγ | = αD1D2
(α < 1).

Излагается метод синтеза оптимального по быстpо-
действию объемного силового гидpопpивода, pаботающего
на инеpционную нагpузку. Задача синтеза pешается с учетом
фазового огpаничения на потpебляемую пpиводом мощность.
Пpименение метода позволяет пpи pазpаботке гидpопpиво-
дов использовать пpиводные двигатели меньшей мощности.

Ключевые слова: объемный гидpопpивод, оптимальный
закон упpавления, быстpодействие, огpаничение мощности

 * Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 09-08-00332).

ИСПОЛНИТЕЛЬНЫЕ МЕХАНИЗМЫ
МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ И ТЕХНОЛОГИЙ

Pис. 1. Стpуктуpная схема базовой модели гидpопpивода
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В соответствии со стpуктуpной схеìой (pис. 1)
äвижение объекта упpавëения (базовой систеìы)
пpи |p | < D2 заäается уpавненияìи

 = u;  =  – ;  = ω, (1)

а пpи |p | = D2 — уpавненияìи

 = u;  = (±D2) – ;  = ω. (2)

Пеpекëþ÷ение уpавнений äвижения пpоисхо-
äит пpи пеpесе÷ении фазовой тpаектоpией оãpани-
÷иваþщих пëоскостей

Gγ – Wω + LD2 = 0; Gγ – Wω – LD2 = 0. (3)

На упpавëение u наëожено оãpани÷ение

|u| m A. (4)

Буäеì pеøатü заäа÷у о наибыстpейøеì пеpевоäе
фазовой то÷ки систеìы (1), (2) из пpоизвоëüноãо
на÷аëüноãо состояния в на÷аëо кооpäинат пpи усëо-
вии, ÷то на фазовые пеpеìенные наëожены оãpа-
ни÷ения

–D3 m pγ m D3; (5)

–D1 m γ m D1. (6)

Оптиìаëüное упpавëение необхоäиìо найти
в виäе синтезиpуþщей функöии.

Дëя опpеäеëения оптиìаëüноãо упpавëения и
оптиìаëüных тpаектоpий воспоëüзуеìся необхоäи-
ìыìи усëовияìи оптиìаëüности в фоpìе пpинöипа
ìаксиìуìа [1, 3].

Пpи |p | < D2, т. е. в обëасти

|Gγ – Wω| < LD2, (7)

функöия Гаìиëüтона заäается pавенствоì

H(y, γ, ω, ϕ, u) =

= ψ1u + ψ2  –  + ψ3ω, (8)

а в обëасти |Gγ – Wω| l LD2 — pавенствоì

H(y, γ, ω, ϕ, u) = ψ1u + ψ2 (±D2) –  + ψ3ω. (9)

Неpавенства (5) и (6) выäеëяþт в фазовоì пpо-
стpанстве некотоpуþ äопустиìуþ обëастü, кото-
pуþ обозна÷иì B. Поëожиì äëя уäобства, ÷то ãpа-
ниöа обëасти B заäается уpавнениеì

g(γ, ω, ϕ) = 0. (10)

Виä функöии g(γ, ω, ϕ) (она явëяется кусо÷но-
непpеpывной, кусо÷но-ãëаäкой) ëеãко нахоäится
из неpавенств (5), (6).

В соответствии с пpинöипоì ìаксиìуìа пpи
äвижении в откpытоì яäpе обëасти B оптиìаëüное
упpавëение иìеет виä

u = A signψ1(t). (11)

Пpи äвижении по ãpаниöе обëасти B упpавëе-
ние u(t) оäнозна÷но опpеäеëяется из усëовия

P(γ, ω, ϕ, u) = g(γ, ω, ϕ) ≡ 0. (12)

Пpоизвоäная P(γ, ω, ϕ, u) вы÷исëяется в сиëу
уpавнений äвижения (1) иëи (2). 

В зависиìости от тоãо, какое из усëовий — |p| < D2
иëи |p | = D2 — иìеет ìесто, вспоìоãатеëüный век-
тоp y(t) пpи äвижении в откpытоì яäpе обëасти B
заäается уpавненияìи

 = – ψ2;  = – (KW + L)ψ2 – ψ3; 

 = 0 (13)

иëи уpавненияìи

 = 0;  = ψ2 – ψ3;  = 0. (14)

Выпиøеì уpавнения, заäаþщие вспоìоãатеëüный
вектоp y(t) пpи äвижении по ãpаниöе обëасти В.
Есëи в пpоöессе äвижения выпоëняется неpавен-
ство |p | < D2, то вектоp y(t) уäовëетвоpяет уpавне-
нияì [3]

(15)

Пpи выпоëнении усëовия |p | = D2 (äавëение на-
хоäится на оãpани÷ении) вектоp y(t) опpеäеëяется
уpавненияìи (14).

В кажäой то÷ке t* вхоäа оптиìаëüной тpаекто-
pии на ãpаниöу обëасти В äоëжно выпоëнятüся ус-
ëовие ска÷ка

y(t* + 0) = y(t* – 0) + μgradg(γ(t*), ω(t*), ϕ(t*)).(16)

Усëовие ска÷ка äоëжно иìетü ìесто и в то÷ках t 0

пеpекëþ÷ения уpавнений äвижения:

y(t 0 + 0) =

= y(t 0 – 0) + μ grad(Gγ(t 0) – Wω(t 0) ± LD2). (17)

В pавенствах (16) и (17) μ — некотоpое ÷исëо.
В то÷ках схоäа оптиìаëüной тpаектоpии с ãpаниöы
обëасти B в откpытое яäpо обëасти вектоp y(t) ос-
тается непpеpывныì.
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Pавенства (11)—(17), есëи их äопоëнитü соотно-
øенияìи [1, 3]

 m 0, H(y(t), γ(t), ω(t), ϕ(t), u(t)) = const l 0,(18)

заäаþт поëнуþ систеìу необхоäиìых усëовий оп-
тиìаëüности.

На pис. 2. изобpажены пpоекöии на пëоскостü
ϕ = 0 тpаектоpий, заäаþщих оптиìаëüнуþ повеpх-
ностü пеpекëþ÷ения. Эта повеpхностü опpеäеëяет
оптиìаëüное упpавëение пpи äвижении фазовой
то÷ки в откpытоì яäpе обëасти B. Допустиìая об-
ëастü B на pис. 2 выäеëена øтpиховкой. Пpяìые ëи-
нии EQ и E1Q1 соответствуþт уpавненияì (3). Выøе
ëинии EQ p = –D2, а ниже ëинии E1Q1 p = D2.

Пpи |p | = D2, как сëеäует из уpавнения (2), вpеìя
äвижения не зависит от упpавëения, а поëностüþ
опpеäеëяется коне÷ныì зна÷ениеì пеpеìенной ω.
Пpи äвижении в откpытоì яäpе обëасти B пpин-
öип ìаксиìуìа пpивоäит к pавенству ψ1(t) ≡ 0.
Поскоëüку пpи |p | < D2 оптиìаëüное упpавëение за-
äается pавенствоì (11), то äëя упpощения опти-
ìаëüноãо закона упpавëения буäеì на у÷астках не-
оäнозна÷ности пpиниìатü упpавëение pавныì ±A.

На pис. 2 изобpажена тpаектоpия MNCDEFGHIJKO,
иìеþщая наибоëее сëожный виä. На этой тpаекто-
pии кажäая из букв, кpоìе M и O, заäает то÷ку сты-
ка [1]. Пустü, äаëее, то÷каì стыка соответствуþт
ìоìенты вpеìени t1, t2, ..., t10, пpи÷еì то÷ке N со-
ответствует ìоìент вpеìени t1, то÷ке C — t2 и т. ä.
Покажеì, ÷то указанная тpаектоpия уäовëетвоpяет
необхоäиìыì усëовияì оптиìаëüности.

Дëя опpеäеëения зна÷ения паpаìетpа μ в усëо-
виях ска÷ка (16), (17) воспоëüзуеìся усëовиеì не-
пpеpывности функöии Гаìиëüтона в кажäой то÷ке
стыка. Дëя то÷ки C, напpиìеp, это усëовие пpини-
ìает сëеäуþщий виä:

(t2)u
–(t2) + (t2) – D2 –  +

+ (t2)ω(t2) = ( (t2) – D2μ2)u
+(t2) +

+ (t2) – D2 –  + (t2)ω(t2). (19)

В pавенстве (19) сиìвоëаìи , u– обозна÷ены
пpеäеëы сëева, а сиìвоëоì u+ — пpеäеë спpава.
Из (19), пpиниìая во вниìание, ÷то u+(t2) = 0,
u–(t2) = –A, найäеì

ψ1(t2 – 0) = 0. (20)

Из (20) и (14) сëеäует, ÷то в интеpваëе t1 < t < t2
ψ1(t) ≡ 0. 

Выпоëненный анаëиз позвоëиë установитü, ÷то

ψ1(t2 – 0) = ψ1(t4 – 0) = ψ1(t5) =

= ψ1(t6 – 0) = ψ1(t8 – 0) = ψ1(t9) = 0. (21)

Паpаìетpы μ2, μ4, μ6 и μ8 выбиpаþтся свобоäно,
т. е. на их зна÷ения не наëожены оãpани÷ения. Да-

ëее, поëу÷ены зависиìости, заäаþщие зна÷ения μ1,
μ3, μ7, μ10, пpи÷еì μ1 = μ10 = 0. 

Есëи заäан на÷аëüный вектоp y(0), то уpавне-
ния (1), (2) и pавенства (11)—(18) поëностüþ опpе-
äеëяþт оптиìаëüнуþ тpаектоpиþ. Дëя изобpажен-
ной на pис. 2 тpаектоpии MNCDEFGHIJKO вектоp
y(0) и неизвестные паpаìетpы μ2, μ4, μ6 и μ8 нахо-
äятся из систеìы уpавнений (21).

Обозна÷иì V1(t) ноpìиpованнуþ фунäаìентаëü-
нуþ ìатpиöу pеøений систеìы уpавнений (13),
а V2(t) — ìатpиöу pеøений систеìы (14). Пpи из-
вестноì упpавëении u(t) и соответствуþщей еìу
тpаектоpии äвижения уpавнения (15) пpеäставëяþт
собой систеìу оäноpоäных ëинейных уpавнений
с пеpеìенныìи коэффиöиентаìи. Ноpìиpованнуþ
фунäаìентаëüнуþ ìатpиöу pеøений äанноãо уpав-
нения обозна÷иì V*(t0, t), зäесü t0 — на÷аëüный
ìоìент, т. е. ìоìент, с котоpоãо pассìатpивается
pеøение уpавнений (15).

Pавенства (21) и усëовия ска÷ка (16), (17) пpи-
воäят к сëеäуþщей систеìе ëинейных аëãебpаи÷е-
ских уpавнений: 

(22)
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Pис. 2. Фазовые тpаектоpии, обpазующие повеpхность пеpе-
ключения

ψ1(t2 – 0) = RтV2(t2 – t1)V
1(t1)y(0) = 0;

ψ1(t4 – 0) = RтQ5y(0) + Rтr5μ2 = 0;

ψ1(t5) = RтQ3y(0) + RтV1(t5 – t4)r5μ2 +

+ RтV1(t5 – t4)M
4μ4 = 0;

ψ1(t6 – 0) = RтQ7y(0) + Rтr7μ2 + Rтr6μ4 = 0;

ψ1(t8 – 0) = RтQ9y(0) + Rтr8μ2 +

+ Rтr9μ4 + RтV2(t8 – t7)Q8M
6μ6 = 0;

ψ1(t9) = RтV2(t9 – t8)Q9y(0) +

+ RтV2(t9 – t8)r8μ2 + RтV2(t9 – t8)r9μ4 +

+ RтV2(t9 – t7)Q8M
6μ6 + RтV2(t9 – t8)M

8μ8 = 0.
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В уpавнениях (22) ìатpиöы Q заäаþтся pавен-
стваìи:

Q5 = V*(t3, t4) Q2 – ;

Q2 = V2(t3 – t1)V
1(t1); Q3 = V1(t5 – t4)Q5;

Q7 = V1(t6 – t5)Q3;

Q8 = ;

Q9 = V2(t8 – t7)(V*(t6, t7) + Q8)Q7;

C(t7) = Gu(t7 + 0) – W D2 – . (23)

Вектоpы r, Rт и M опpеäеëяþтся соотноøенияìи

r5 = V*(t3, t4) Ѕ

Ѕ V2(t3 – t2)M
2 – ;

r6 = V1(t6 – t4)M
4; r7 = V1(t6 – t4)r5; (24)

r8 = V2(t8 – t7)(V*(t6, t7) + Q8)r7;

r9 = V2(t8 – t7)(V*(t6, t7) + Q8)r6;

Rт = (1, 0, 0); M2 = (–D2, 0, 0)т;

M3 = (G, –W, 0)т; M4 = (–1, 0, 0)т;

M6 = (2Gγ – Wω, – Wγ, 0)т ;

M7 = (G, –W, 0)т; M8 = (D2, 0, 0)т. (25)

Усëовияìи оптиìаëüности (пpинöипоì ìакси-
ìуìа) вектоp y(t) опpеäеëяется с то÷ностüþ äо по-
стоянноãо поëожитеëüноãо ìножитеëя. Так как на
на÷аëüноì у÷астке MN оптиìаëüное упpавëение

u = –A, то в уpавнениях (22) öеëесообpазно поëо-
житü ψ1(0) = –1. В этоì сëу÷ае уpавнения (22)
пpеäставëяþт собой систеìу из øести неоäноpоä-
ных ëинейных уpавнений относитеëüно øести не-
известных: ψ2(0), ψ3(0), μ2, μ4, μ6, μ8.

Найäенные из pеøения систеìы (22) на÷аëüный
вектоp y(0) и "свобоäные" в усëовиях ска÷ка зна-
÷ения паpаìетpа μ позвоëяþт поëностüþ опpеäе-
ëитü вспоìоãатеëüный вектоp y(t). Вектоp y(t) быë
pасс÷итан äëя изобpаженной на pис. 2 тpаектоpии
MNCDEFGHIJKO (на÷аëüные усëовия ϕ(0) = 200 pаä,
γ(0) = ω(0) = 0). Пpовеpка соотноøений (11)—(18)
показаëа, ÷то äанная тpаектоpия уäовëетвоpяет всеì
усëовияì оптиìаëüности, т. е. явëяется оптиìаëü-
ной по быстpоäействиþ. Анаëоãи÷ныì обpазоì
ìожно показатü оптиìаëüностü ëþбой возìожной
тpаектоpии, заäаваеìой изобpаженной на pис. 2
повеpхностüþ пеpекëþ÷ения и уpавнениеì (12). 

Обозна÷иì

ϕ = f(γ, ω) (26)

уpавнение изобpаженной на pис. 2 повеpхности пе-
pекëþ÷ения. Оптиìаëüный по быстpоäействиþ за-
кон упpавëения заäается pавенствоì

u = –Asign(ϕ – f(γ, ω)) (27)

пpи äвижении фазовой то÷ки в откpытоì яäpе об-
ëасти В и уpавнениеì (12) — пpи äвижении по ãpа-
ниöе обëасти В. Тpаектоpии, вхоäящие в повеpх-
ностü пеpекëþ÷ения, ëеãко pасс÷итатü, есëи вос-
поëüзоватüся пpинöипоì попятноãо äвижения
Феëüäбауìа [4].

Объект упpавëения соäеpжит оãpани÷итеëü уãëа
повоpота γ. Поэтоìу сpеäстваìи упpавëения необ-
хоäиìо обеспе÷итü ëиøü фазовое оãpани÷ение (5).
В öеëях упpощения оптиìаëüноãо закона упpавëе-
ния äвижение по ãpаниöе |pγ | = D3 öеëесообpазно
осуществëятü в скоëüзящеì pежиìе. В этоì сëу÷ае
закон упpавëения пpиниìает наибоëее пpостой виä

u = (28)

 

⎝
⎜
⎜
⎜
⎛

u t3 0+( )M
2
R

т
Q2

Gu t3 0+( ) W
K

T
---D2

ω t3( )

T
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞+

---------------------------------------------------------

⎠
⎟
⎟
⎟
⎞

u t7 0–( ) u t7 0+( )–( )V* t6 t7,( )M
7
R

т
V* t6 t7,( )

C t7( )
-------------------------------------------------------------------------------------------

 ⎝
⎛ K

T
---

ω t7( )

T
----------⎠

⎞

 

⎝
⎜
⎜
⎜
⎛

M
3
R

т
V

2
t2 t3–( )M

2
u t3 0+( )

Gu t3 0+( ) W
K

T
---D2

ω t3( )

T
----------–⎝ ⎠

⎛ ⎞+

---------------------------------------------------------

⎠
⎟
⎟
⎟
⎞

t t6=

Pис. 3. Осциллогpаммы отpаботки начального pассогласования оптимальной базовой системой

–Asign(ϕ – f(γ, ω)), есëи |pγ | < D3;

A sign(ϕ – f(γ, ω)), есëи |pγ | > D3.
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Посëе соответствуþщих pас÷етов повеpхностü
пеpекëþ÷ения заäается в виäе äискpетноãо набоpа
÷исеë. Пpи pеаëизаöии оптиìаëüноãо pеãуëятоpа
äëя повеpхности пеpекëþ÷ения жеëатеëüно иìетü
анаëити÷еское выpажение. Пpибëиженнуþ анаëи-
ти÷ескуþ зависиìостü ìожно поëу÷итü, воспоëü-
зовавøисü какиì-ëибо из ìетоäов аппpоксиìаöии.
В pаботе испоëüзоваëасü аппpоксиìаöия повеpх-
ности пеpекëþ÷ения äвуìеpныì поëиноìоì виäа

f(γ, ω) = Cij γ
iω j. (29)

В сиëу не÷етной сиììетpии повеpхности пеpе-
кëþ÷ения ( f(–γ, –ω) = –f(γ, ω)) в pавенстве (29)
поëаãаëосü, ÷то Cij = 0, есëи i + j — ÷етное ÷исëо.
Дëя опpеäеëения коэффиöиентов Cij испоëüзоваëся
ìетоä наиìенüøих кваäpатов.

На pис. 3 пpи α = 0,5 и A = 5 изобpажены ос-
öиëëоãpаììы отpаботки синтезиpованной систеìой
на÷аëüноãо pассоãëасования 200 pаä.

Из pис. 3 виäно, ÷то закон упpавëения (28)
обеспе÷ивает ÷еткое выпоëнение заäанноãо оãpа-
ни÷ения на потpебëяеìуþ ìощностü.

Оптимальный закон упpавления гидpопpиводом

У÷теì в законе упpавëения (28) вëияние ìаëых
постоянных вpеìени. Дëя этоãо буäеì посëеäова-
теëüно пpисоеäинятü к базовой систеìе звенüя, со-
äеpжащие ìаëые постоянные вpеìени. Способ
у÷ета ìаëых постоянных вpеìени пpеäëожен в [5]
(сì. также [1]).

Пpисоеäиниì сна÷аëа к базовой систеìе звено,
у÷итываþщее äинаìику наpастания äавëения.
Стpуктуpная схеìа объекта упpавëения в этоì сëу-
÷ае иìеет виä, пpеäставëенный на pис. 4. Зäесü
Tp = 0,071.

Пpеäëоженный в [5] способ основан на пpеäпо-
ëожении о тоì, ÷то звено, соäеpжащее ìаëуþ по-
стояннуþ вpеìени, вносит в систеìу некотоpое
запазäывание. Дëя коìпенсаöии запазäывания не-
обхоäиìо в законе упpавëения (28) фазовые пеpе-
ìенные ω и ϕ упpеäитü на веëи÷ину запазäывания.
Закон упpавëения (28) пpиниìает виä

u = (30)

Зна÷ение "эквиваëентноãо" запазäывания τ1 поä-
биpается в пpоöессе ìоäеëиpования систеìы с за-
коноì упpавëения (30).

На pис. 5 изобpажена стpуктуpная схеìа ãиäpо-
пpивоäа как объекта упpавëения.

Вëияние звенüев с ìаëыìи постоянныìи вpе-
ìени Tx и Ti в законе упpавëения (30) у÷итывается

pассìотpенныì выøе способоì. Постоянные вpе-
ìени Tα и Tm (они существенно ìенüøе Tx и Ti)
у÷итываþтся косвенно пpи выбоpе "эквиваëент-
ноãо" запазäывания τ3. Дëя объеìноãо сиëовоãо
ãиäpопpивоäа у÷ет в базовоì законе упpавëения
äинаìи÷еских звенüев, относящихся к ìеханизìу
упpавëения и иìеþщих ìаëые постоянные вpеìе-
ни, поäpобно pассìотpен в [6].

Запиøеì äëя уäобства закон упpавëения (30)
в виäе

u = U(A, γ, p, ω, ϕ). (31)

Изëоженная выøе пpоöеäуpа пpивоäит к сëе-
äуþщеìу pавенству:

u = U(A1, γy, py, ωy, ϕy). (32)

В законе упpавëения (32) A1 = |umax|; γy, py, ωy,
ϕy — упpежäенные посëеäоватеëüно на τ2 и τ3 фа-
зовые пеpеìенные. Иìеþт ìесто сëеäуþщие pа-
венства: 

γy = γ + Kγx(τ2 + τ3) + (k*i – x)τ2τ3;

py = p + (Gγ – Wω) – p τ3 1 –  +

+ G(γ + Kγxτ3) – W(ω + (Kp – ω))τ3 τ2;(33)

ωy = ω + (Kp – ω)τ3 1 –  +

+ p + (Gγ – Wω) – p τ3 τ2;

ϕy = ϕ + ω(τ2 + τ3) + (Kp – ω)τ2τ3; k* = KmKαKx.

Отìетиì, ÷то в соответствии со стpуктуpной
схеìой (pис. 5)

A = |xmax|Kγ.
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есëи |pγ | > D3.

  ⎝
⎛ 1

T
--- ⎠

⎞

  ⎝
⎛ 1

T
--- ⎠

⎞
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Закон упpавëения (32) относится к автоноìной
систеìе, т. е. оpиентиpован на отpаботку на÷аëü-
ных pассоãëасований. Поскоëüку объект упpавëе-
ния обëаäает астатизìоì, то от закона (32) ëеãко
пеpейти с сохpанениеì оптиìаëüности к закону
упpавëения, оpиентиpованноìу на отpаботку сту-
пен÷атых возäействий пpоизвоëüной аìпëитуäы.
Дëя этоãо äостато÷но в законе упpавëения (32) от
фазовых кооpäинат пеpейти к оøибкаì по соот-
ветствуþщиì кооpäинатаì и изìенитü знак упpав-
ëения.

Пустü вхоäной сиãнаë y = g, ãäе g — пpоизвоëü-
ное ÷исëо. Леãко установитü, ÷то оøибки по фазо-
выì кооpäинатаì заäаþтся pавенстваìи:

Δϕ = y – ϕ, Δω = –ω, Δp = –p,
Δγ = –γ, Δx = –x, Δi = –i. (34)

Пpиниìая во вниìание сказанное выøе, запи-
øеì закон упpавëения, оpиентиpованный на отpа-
ботку вхоäных возäействий:

u = –U(A1, Δγy, Δpy, Δωy, Δϕy). (35)

Функöии Δγy, Δpy, Δωy, Δϕy заäаþтся pавенства-
ìи (33), есëи в них i, x, γ, p, ω, ϕ заìенитü на оøиб-
ки (34) по соответствуþщиì пеpеìенныì.

На pис. 6 пpеäставëены осöиëëоãpаììы отpа-
ботки систеìой восüìоãо поpяäка (α = 0,5 и A1 = 8)
ступен÷атоãо вхоäноãо сиãнаëа y(t) = 200•1(t) pаä.
Осöиëëоãpаììы поëу÷ены с поìощüþ коìпüþтеp-
ноãо ìоäеëиpования систеìы с законоì упpавëе-
ния (35).

Из сpавнения осöиëëоãpаìì, пpеäставëенных
на pис. 3 и 6, сëеäует, ÷то закон упpавëения (35)
обеспе÷ивает пpакти÷ески ту же äëитеëüностü пе-
pехоäноãо пpоöесса, ÷то и оптиìаëüный закон
упpавëения (28). Такая же ситуаöия иìеет ìесто
пpи ëþбой аìпëитуäе вхоäноãо сиãнаëа. Даëее, вы-
поëняется также заäанное оãpани÷ение на потpеб-
ëяеìуþ пpивоäоì ìощностü.

Во избежание неäоpазуìений отìетиì, ÷то сpав-
нение осöиëëоãpаìì, пpеäставëенных на pис. 3 и 6,

явëяется впоëне коppектныì. Деëо в тоì, ÷то фа-
зовые тpаектоpии в автоноìноì пpивоäе с законоì
упpавëения (32) отëи÷аþтся от тpаектоpий неавто-
ноìноãо пpивоäа с законоì упpавëения (35) пpи
ϕ(0) = g тоëüко знакоì.

Такиì обpазоì, закон упpавëения (35) pеøает
поставëеннуþ заäа÷у, т. е. обеспе÷ивает ìиниìаëü-
нуþ äëитеëüностü пеpехоäных пpоöессов и заäан-
ное оãpани÷ение на потpебëяеìуþ ìощностü.

Заключение

Pазpаботанный ìетоä синтеза позвоëяет пpи
созäании объеìных сиëовых ãиäpопpивоäов испоëü-
зоватü пpивоäные äвиãатеëи ìенüøей ìощности,
пpи÷еì уìенüøение ìощности ìожет бытü весüìа
существенныì. Пpивоä иìеет высокое быстpоäей-
ствие, ÷то о÷енü важно äëя pазноãо pоäа автоноì-
ных коìпëексов, pаботаþщих от автоноìных ис-
то÷ников энеpãии, так как веäет к уìенüøениþ ве-
са, ãабаpитных pазìеpов и стоиìости коìпëекса.
Саì ìетоä синтеза, есëи опуститü выпоëненное
выøе обоснование оптиìаëüности базовоãо закона
упpавëения, явëяется сpавнитеëüно несëожныì.
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Введение

Пpоектиpование систеì с неëинейныìи äина-
ìи÷ескиìи объектаìи остается оäной из саìых
сëожных и äо конöа не pеøенных заäа÷ теоpии
упpавëения [1]. В эëектpотехни÷еских коìпëексах
основныì испоëнитеëüныì эëеìентоì явëяется
эëектpопpивоä, и äëя боëüøинства техни÷еских
пpиëожений пpи необхоäиìости стабиëизаöии ско-
pости иëи pавновесноãо состояния он описывается
äостато÷но пpостыìи уpавненияìи втоpоãо поpяä-
ка. Совpеìенные öифpовые систеìы ëокаëüной
автоìатики äëя фоpìиpования упpавëяþщих воз-
äействий испоëüзуþт ìикpопpоöессоpные контpоë-
ëеpы, поэтоìу и ìоäеëи буäут äискpетныìи. В кëас-
се äискpетных ìоäеëей в ка÷естве оäноãо из пеp-
спективных напpавëений ìожно выäеëитü синтез
абсоëþтно упpавëяеìых систеì с апеpиоäи÷ескиì
хаpактеpоì и коне÷ныì вpеìенеì пpотекания пе-
pехоäных пpоöессов [1, 2].

Основныì ìетоäоì явëяется тpаектоpное упpав-
ëение, коãäа выхоäной сиãнаë иëи пеpеìенные со-
стояния объекта äоëжны изìенятüся в соответствии
с некотоpой заäанной иëи жеëаеìой тpаектоpией
äвижения [1]. К такоìу кëассу относятся, в пеpвуþ
о÷еpеäü, систеìы стабиëизаöии и пpоãpаììноãо
упpавëения, но поä жеëаеìыìи функöияìи ìожно
пониìатü и выхоäные пеpеìенные этаëонных ìо-
äеëей, и заäаþщие возäействия опеpатоpов техно-
ëоãи÷еских пpоöессов. Тpаектоpное упpавëение
своäится к обpатной заäа÷е äинаìики [2, 3], pеøе-
ние котоpой в явной фоpìе известно тоëüко äëя

ëинейных и аффинных объектов [2], а в общеì сëу-
÷ае тpебуется существование и анаëити÷еское оп-
pеäеëение обpатных функöий [4].

Пpи пpоектиpовании систеì то÷ное pеøение
заìеняется пpибëиженныìи, основанныìи на pаз-
ëи÷ных схеìах ëинеаpизаöии неëинейной äинаìи-
÷еской ìоäеëи объекта, у÷итываþщих пеpвые [4] и
втоpые ÷астные пpоизвоäные по упpавëениþ [5].
Дëя пpакти÷еской pеаëизаöии пpибëиженных аë-
ãоpитìов тpебуется существование тоëüко этих не-
пpеpывных пpоизвоäных, в то вpеìя как явная
фоpìа анаëити÷ескоãо pеøения возìожна в кëассе
неëинейных функöий, обëаäаþщих свойствоì äиф-
феоìоpфизìа [2]. Пpи испоëüзовании ìикpопpо-
öессоpных контpоëëеpов в ка÷естве äискpетных
устpойств упpавëения пpибëиженные аëãоpитìы
äоëжны бытü поëу÷ены в виäе äостато÷но пpосто
пpоãpаììиpуеìых pекуppентных выpажений, по-
этоìу поä вëияниеì pаботы [6] ìатеpиаë изëаãает-
ся в скаëяpной фоpìе.

Постановка задачи

Pассìотpиì кëасс поëностüþ набëþäаеìых не-
ëинейных объектов, описываеìых pазностныìи
уpавненияìи состояния виäа

x1(k + 1) = f1[x1(k), x2(k)]; (1)

x2(k + 1) = f2[x1(k), x2(k), u1(k), u2(k)], (2)

ãäе x1, x2 ∈ R1 — пеpеìенные состояния; u1, u2 ∈ R1 —

упpавëяþщие возäействия объекта; k — текущее
зна÷ение äискpетноãо вpеìени (øаã пpинят pав-
ныì еäиниöе); f1[x1, x2] — неëинейная функöия;
f2[x1, x2, u1, u2] — неëинейная äважäы непpеpывно
äиффеpенöиpуеìая по u1 и u2 функöия.

Этиìи уpавненияìи в pаботе [7] описывается
äвиãатеëü постоянноãо тока пpи еãо упpавëении
напpяженияìи возбужäения и якоpной öепи, но их
ìожно испоëüзоватü и пpи еãо испытаниях ìето-
äоì взаиìной наãpузки [8, 9].

Ставится заäа÷а синтеза упpавëений в виäе за-
кона обpатной связи u1 = u1(x1, x2) и u2 = u2(x1, x2),
обеспе÷иваþщих изìенение пеpеìенных состоя-
ния x1 и x2 объекта в соответствии с некотоpыìи
известныìи заäанныìи иëи жеëаеìыìи тpаекто-
pияìи äвижения g1(k + 1) и g2(k + 1). Такиì обpа-
зоì, пpи тpаектоpноì упpавëении [1] äоëжны вы-
поëнятüся pавенства

g1(k + 1) = f1[x1(k), x2(k)];

g2(k + 1) = f2[x1(k), х2(k), u1(k), u2(k)]. (3)

Анаëити÷еское pеøение возìожно пpи сущест-
вовании обpатных функöий f –l по аpãуìентаì u1
и u2. Пpеäëаãается испоëüзоватü пpибëиженные

Pассматpиваются двухступенчатые пpиближенные ал-
гоpитмы тpаектоpного упpавления нелинейными динамиче-
скими объектами, описываемыми pазностными уpавнениями
пеpеменных состояния. Пpедлагаемые методы не тpебуют
аналитического pешения обpатных задач динамики. Пpиво-
дится пpимеp пpименения pазpаботанных алгоpитмов пpи
упpавлении напpяжениями в обмотке возбуждения и якоp-
ной цепи двигателя постоянного тока.

Ключевые слова: нелинейный объект, тpаектоpное упpав-
ление, обpатная задача динамики, пpиближенные алгоpит-
мы, линеаpизация, двухступенчатая пpоцедуpа, двигатель
постоянного тока
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аëãоpитìы, основанные на схеìах ëинеаpизаöии
f2(•) и не тpебуþщие выпоëнения опеpаöии обpа-
щения, а также позвоëяþщие поëу÷атü в явноì ви-
äе фоpìуëы äëя упpавëений, общие в pассìатpи-
ваеìоì кëассе объектов.

Синтез пpиближенных алгоpитмов 
тpаектоpного упpавления нелинейными объектами

Допустиì, ÷то на k-ì øаãе äëя набëþäаеìых пе-
pеìенных состояния известны текущие зна÷ения
x1 = x1(k), x2 = x2(k), а äëя упpавëений — пpеäыäу-
щие u1 = u1(k – 1), u2 = u2(k – 1), тоãäа в фоpìуëе
(3) ìожно неëинейнуþ функöиþ f2(•) заìенитü на
ее ëинейнуþ аппpоксиìаöиþ виäа

 = f20 + δu1 + δu2, (4)

ãäе f20 = f2[x1, x2, u1, u2];  = ,

i = 1, 2, пpи x1 = x1(k); x2 = x2(k); u1 = u1(k – 1);

u2 = u2(k – 1).

Зна÷ения pазностей упpавëений δu1 и δu2 опpе-
äеëяþтся сëеäуþщиìи выpаженияìи:

δu1 = (k) – (k – 1)

и  δu2 = (k) – (k – 1).

Пpибëижение (4) пpи δu1 → 0 и δu2 → 0 явëяется
ëинейныì поëиноìоì pяäа Тейëоpа функöии f2(•),
поэтоìу поäставиì (4) в фоpìуëу (3) и поëу÷иì

g2(k + 1) = f20 + δu1 + δu2. (5)

Уpавнение (5) явëяется ëинейныì относитеëüно
неизвестных δu1 и δu2, и еãо явное pеøение иìеет
виä

δu1 = [g2(k + 1) – f20]; (6)

δu2 = [g2(k + 1) – f20]. (7)

Пpовеpка пpавиëüности вы÷исëений выпоëня-
ется путеì поäстановки δu1 и δu2 в фоpìуëу (5).
Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения:

 = ;  = .

Пpибëиженные аëãоpитìы пеpвоãо поpяäка,
фоpìиpуþщие на k-ì øаãе упpавëяþщие возäей-
ствия u1(k) и u2(k), запиøутся в pекуppентноì виäе:

(8)

В фоpìуëах (8) нестаöионаpные коэффиöиенты

пеpеäа÷и pеãуëятоpа пеpвоãо поpяäка ,  и

паpаìетp f20 зависят от текущих зна÷ений пеpе-

ìенных состояния объекта x1(k) и x2(k), поэтоìу

спpоектиpованный аëãоpитì поëу÷ен в виäе закона
обpатной связи, т. е. pеаëизуется в заìкнутой сис-
теìе.

Основной заäа÷ей тpаектоpноãо упpавëения яв-
ëяется отсëеживание объектоì заäанной пpоãpаì-
ìы äвижения, а пpиìенение пpибëиженных аëãо-
pитìов (8) пpивоäит к возникновениþ оøибки.
Повыситü то÷ностü систеìы ìожно, есëи испоëü-
зоватü в фоpìуëах äëя pеãуëятоpов боëее бëизкуþ
к неëинейной функöии f2(•) аппpоксиìаöиþ, со-
äеpжащуþ и втоpые ÷астные пpоизвоäные по
упpавëенияì u1 и u2, т. е. кваäpати÷ный поëиноì
pяäа Тейëоpа виäа 

 = f20 + Δu1 + Δu2 + 0,5[ Δ  +

+ Δ  + Δu1Δu2 + Δu2Δu1], (9)

ãäе  = , i, j = 1, 2, пpи x1 = x1(k); x2 = x2(k);

u1 = u1(k – 1); u2 = u2(k – 1).

Тpебуется, ÷тобы в выpажении (9) pазности
Δu1 → 0 и Δu2 → 0, поэтоìу пpеäставиì их сëеäуþ-
щиì обpазоì:

Δu1 = (k) – (k – 1)

и Δu2 = (k) – (k – 1).

Пpовеäеì äëя сëаãаеìых в кваäpатных скобках
неëинейной ÷асти pяäа (9) заìену виäа

Δ  = δ1Δu1; Δ  = δ2Δu2;

Δu1Δu2 = δ2Δu1; Δu2Δu1 = δ1Δu2.

Буäеì поëаãатü, ÷то на ìоìент вы÷исëения 

и  зна÷ения δ1 и δ2 известны и явëяþтся по-
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стоянныìи веëи÷инаìи, поэтоìу пpибëижение (9)
ìожно пpеäставитü в фоpìе

 = f20 + [  + 0,5( δ1 + δ2)]Δu1 +

+ [  + 0,5( δ2 + δ1)]Δu2

иëи  = f20 + r21Δu1 + r22Δu2, (10)

ãäе r21 =  + 0,5( δ1 + δ2); r22 =  +

+ 0,5( δ2 + δ1).

Аппpоксиìаöия (10) относитеëüно неизвестных
пеpеìенных Δu1 и Δu2 ëинейна и иìеет виä, ана-
ëоãи÷ный пpибëижениþ пеpвоãо поpяäка (4), по-
этоìу, испоëüзуя основное pавенство тpаектоpноãо
упpавëения

g2(k + 1) = f20 + r21Δu1 + r22Δu2,

пpибëиженный аëãоpитì втоpоãо поpяäка, опpеäе-
ëяþщий упpавëяþщие возäействия u1(k) и u2(k),
ìожно записатü в виäе pекуppентных пpоöеäуp 

(11)

Зäесü нестаöионаpные коэффиöиенты пеpеäа÷и
pеãуëятоpа втоpоãо поpяäка вы÷исëяþтся в соот-
ветствии с выpаженияìи 

 = ;  = .

Пpи pеаëизаöии поëу÷енноãо устpойства упpав-
ëения необхоäиìо иìетü иëи какиì-то обpазоì по-
ëу÷итü инфоpìаöиþ о ÷исëенных зна÷ениях δ1 и δ2,

так как они испоëüзуþтся в фоpìуëах коэффиöиен-

тов пеpеäа÷и  = (δ1, δ2) и  = (δ1, δ2).

Дëя этих öеëей ìожно воспоëüзоватüся анаëити÷е-
скиìи выpаженияìи pеãуëятоpа пеpвоãо поpяäка
виäа (6) и (7) и опpеäеëятü δ1 и δ2 сëеäуþщиì об-

pазоì:

δ1 = δu1 = [g2(k + 1) – f20]

и δ2 = δu2 = [g2(k + 1) – f20]. 

Пpи такоì поäхоäе пpибëиженные аëãоpитìы
(11) фоpìиpования на k-ì øаãе упpавëяþщих воз-

äействий (k) и (k) пpеäставëяþт собой äвух-

ступен÷атые пpоöеäуpы. На пеpвой ступени вы-
÷исëяþтся δ1 и δ2, а на втоpой — по известныì зна-

÷енияì δ1 и δ2 pасс÷итываþтся коэффиöиенты

пеpеäа÷и ,  и упpавëения (k) и (k),

котоpые и поäаþтся на вхоä объекта заìкнутой
систеìы. В этоì сëу÷ае в выpажения (11) вìесто
u1(k – 1) и u2(k – 1) äоëжны вхоäитü соответственно

(k – 1) и (k – 1).

Двухступен÷атая пpоöеäуpа позвоëяет pаöио-
наëüно испоëüзоватü эконоìи÷ные с вы÷исëитеëü-
ной то÷ки зpения аëãоpитìы пеpвоãо поpяäка и
боëее то÷ные пpибëиженные ìетоäы виäа (11), но
тpебуþщие опpеäеëения втоpых пpоизвоäных. Во
вpеìя пеpехоäных пpоöессов, коãäа в систеìе оøиб-
ки e1(k + 1) = g1(k + 1) – x1(k + 1) и e2(k + 1) =
= g2(k + 1) – x2(k + 1) äостато÷но боëüøие, упpав-
ëение осуществëяется по аëãоpитìу втоpоãо поpяä-
ка. Как тоëüко оøибки e1(k + 1) и e2(k + 1) пеpе-
станут пpевыøатü некотоpый äопустиìый уpо-
венü eäоп, то в pеãуëятоpе уже pеаëизуется аëãоpитì
пеpвоãо поpяäка, и упpавëяþщие возäействия u1(k)
и u2(k) вы÷исëяþтся по фоpìуëаì (8).

В вынужäенных pежиìах возникаþщие возìу-
щения коìпенсиpуþтся аëãоpитìоì втоpоãо поpяä-
ка, как пpавиëо, за 1...2 øаãа. Это объясняется теì,
÷то pассìатpиваеìый кëасс систеì тpаектоpноãо
упpавëения пpи иäеаëüноì pеøении обpатной за-
äа÷и äинаìики явëяется абсоëþтно упpавëяеìыì
с коне÷ныì вpеìенеì пpотекания пеpехоäных
пpоöессов, pавныì поpяäку систеìы [1]. Пpи äвух-
ступен÷атой пpоöеäуpе в фоpìуëах (8) и (11) поä
u1(k – 1) и u2(k – 1) пониìаþтся пpеäыäущие зна-
÷ения упpавëяþщих возäействий, pеаëизованные
pеãуëятоpоì ëибо пеpвоãо, ëибо втоpоãо поpяäков
в зависиìости от веëи÷ины оøибки в систеìе.

Пpименение пpиближенных алгоpитмов в схеме 
двойного упpавления двигателем постоянного тока

Оäной из важных обëастей пpакти÷ескоãо пpи-
ìенения pазpаботанных пpибëиженных аëãоpитìов
явëяется упpавëение напpяженияìи äвух исто÷ни-
ков, питаþщих эëектpи÷еские ìаøины постоян-
ноãо тока, вкëþ÷енные по ìетоäу взаиìной на-
ãpузки в систеìе их техни÷ескоãо äиаãностиpования.
В соответствуþщей ноpìативной ëитеpатуpе [8] не
оãоваpивается виä жеëаеìой тpаектоpии изìене-
ния скоpости вpащения, поэтоìу пpеäëаãается ис-
сëеäоватü äвиãатеëü постоянноãо тока, описывае-
ìый теì же кëассоì уpавнений объекта (1), но äëя
котоpоãо поëу÷ены и известны жеëаеìые оптиìаëü-
ные тpаектоpии äвижения [7, 10].

Pассìотpиì äвиãатеëü с независиìыì возбуж-
äениеì, вкëþ÷енный в схеìу с äвуìя упpавëяþщи-
ìи напpяженияìи, а иìенно поäаваеìыì в обìот-
ку возбужäения uв и поäаваеìыì в öепü якоpя uя.
В такоì сëу÷ае, соãëасно pаботе [9], äинаìику из-
ìенения эëектpи÷еских и ìехани÷еских пpоöессов
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в äвиãатеëе постоянноãо тока ìожно описатü сëе-
äуþщей систеìой уpавнений:

(12)

ãäе iв, iя — токи в обìотке возбужäения и якоpя; Lв,
Lя — инäуктивности; Rв, Rя — сопpотивëения со-
ответствуþщих обìоток; ω — уãëовая скоpостü вpа-
щения ваëа äвиãатеëя; J — ìоìент инеpöии вpа-
щаþщихся ÷астей пpивоäа, пpивеäенный к ваëу
äвиãатеëя; kE(iв), kM(iв) — паpаìетpы, зависящие
от констpукöии äвиãатеëя и тока iв; Mc — ìоìент
сопpотивëения.

Пpи выпоëнении усëовий [9] kE(iв) = cE iв и
kM (iв) = cMiв фоpìуëы (12) запиøутся в опеpатоp-
ноì виäе:

(13)

ãäе Tв, Tя — постоянные вpеìени äëя обìоток воз-
бужäения и якоpя; p — опеpатоp äиффеpенöиpо-
вания.

Иссëеäование свойств аëãоpитìов пpовоäиëосü
по иìитаöионной ìоäеëи äвиãатеëя, описываеìоãо
уpавненияìи (13), в котоpой у÷итываëисü pеактив-
ные ìоìенты сухоãо Mтp и вязкоãо тpения γ, а также
активный постоянный ìоìент Mн, поэтоìу Mс =
= Mн + Mтpsignω + γω. Пpоектиpование законов
упpавëения осуществëяëосü на основе pеäуöиpо-
ванной ìоäеëи пpи Tя = 0, Tв = 0 и Mс = 0. В этоì
сëу÷ае äëя уãëа повоpота ϕ и еãо скоpости ω спpа-
веäëивы уpавнения:

(14)

ãäе α = ; β = .

В ка÷естве тpебуеìой тpаектоpии äвижения g(t)
пpеäëаãается выбpатü функöиþ изìенения уãëовой
скоpости вpащения ваëа äвиãатеëя ω(t), поëу÷еннуþ
пpи оптиìаëüноì по вpеìени пеpевоäе объекта (14)
из некотоpоãо на÷аëüноãо состояния ϕ(t0) = ϕ0,
ω(t0) = ω0 в коне÷ное нуëевое, т. е. ϕ(T ) = 0 и

ω(T ) = 0 пpи T → min. Анаëити÷еские выpажения
оптиìаëüной тpаектоpии поëу÷ены в pаботах [7, 10]
с испоëüзованиеì пpинöипа ìаксиìуìа Понтpяãи-
на пpи оãpани÷ениях на упpавëяþщие возäействия

–Uн.я m uя m Uн.я и λUн.в m uв m Uн.в.

Пеpехоäные pежиìы буäут на÷инатüся пpи
uя = Uн.я, есëи ϕ(t0) < 0 и ω(t0) < 0, и такоìу на-
÷аëüноìу поëожениþ соответствует оптиìаëüное
упpавëение, состоящее из ÷етыpех у÷астков:

(15)

Моäеëиpование äинаìи÷еских пpоöессов в äви-
ãатеëе по уpавненияì (13) и опpеäеëение жеëаеìой
тpаектоpии pеäуöиpованноãо объекта (14) с упpав-
ëениеì виäа (15) пpовоäиëи пpи ноìинаëüных па-
pаìетpах: 

Rв = 20,2 Оì; Rя = 4,05 Оì;

Tв = 0,0015 с; Tя = 0,008 с;

J = 2,5•10–5 кã•ì2;
cM = 0,048 Н•ì/А; cE = 0,048 В•с/pаä. 

Дëя ìоìента сопpотивëения испоëüзоваëи ÷ис-
ëовые зна÷ения

Mн = 0,02; Mтp = 0,016; γ = 5,12•10–4 Н•ì•с.

Виä тpебуеìой тpаектоpии g(t) изìенения уãëовой
скоpости вpащения ваëа äвиãатеëя ω(t) пpи λ = 0,8
пpивеäен на pис. 1.

Интеpваë ìоäеëиpования t ∈ [0, tN] pазäеëен на
тpи ÷асти, ÷то позвоëяет иссëеäоватü повеäение
пpоектиpуеìых систеì в pазëи÷ных pежиìах. Пеpе-

uв = Lв  + Rвiв;

uя = Lя  + Rяiя + kE(iв)ω;

J  = kM(iв)iя – Mс,
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Pис. 1. Желаемая тpаектоpия изменения скоpости
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воä объекта из нуëевоãо состояния ϕ(0) = 0,
ω(0) = 0 в на÷аëüнуþ то÷ку ϕ(t0) = ϕ0,
ω(t0) = ω0 осуществëяется по тpаектоpии
изìенения скоpости äвиãатеëя, поëу÷енной
пpи постоянноì управëяþщеì напряже-
нии uв = Uн.в и ска÷кообpазноì uя =
= Uн.я•1(t). Пpи t ∈ [t0, T ] жеëаеìая тpа-
ектоpия g(t) совпаäает с оптиìаëüной,
а на интеpваëе t ∈ [T, tN] функöия g(t) = 0,
и ìожно анаëизиpоватü стабиëизиpуþщие
возìожности систеì.

Пpибëиженные аëãоpитìы пpеäëаãается
сpавниватü с pезуëüтатаìи отpаботки же-
ëаеìой тpаектоpии систеìой с äвуìя опти-
ìаëüно настpоенныìи ПИД-pеãуëятоpаìи,
упpавëяþщиìи напpяженияìи u1 = uя и
u2 = uв. Паpаìетpы pеãуëятоpов опpеäеëя-
ëи станäаpтныìи сpеäстваìи иìитаöион-
ноãо ìоäеëиpования по кpивой пеpехоä-
ноãо пpоöесса, и быëи поëу÷ены зна÷ения
коэффиöиентов pеãуëятоpа в якоpной öепи

 = 13,1;  = 5,12;  = 0,32

и в обìотке возбужäения —

 = 3,73;  = 0,06;  = 0,92.

Вpеìенные äиаãpаììы жеëаеìой тpа-
ектоpии g(t), поëу÷енной уãëовой скоpо-
сти вpащения ваëа äвиãатеëя ω(t), а также
упpавëяþщих возäействий u1(t) и u2(t)
в систеìе с ПИД-pеãуëятоpаìи пpивеäе-
ны на pис. 2.

Дëя пpивеäения pеäуöиpованной ìо-
äеëи (14) к pассìатpиваеìоìу äискpетно-
ìу кëассу объектов (1) пpиìениì к пpо-
извоäныì (t) и (t) фоpìуëы пеpвой
pазности

(t) ≈ ;

(t) ≈ 

и пpовеäеì заìену пеpеìенных: x1 = ϕ и x2 = ω.
Тоãäа (14) пpеобpазуется к виäу

ãäе T0 — øаã äискpетизаöии.
В пpибëиженных аëãоpитìах пеpвоãо (8) и вто-

pоãо (11) поpяäков äискpетные зна÷ения g2(k + 1)
опpеäеëяþтся по жеëаеìой тpаектоpии g(t) изìе-
нения скоpости вpащения ваëа, а соответствуþщие

пеpвые и втоpые ÷астные пpоизвоäные вы÷исëя-
þтся по фоpìуëаì:

 = βT0u2(k – 1);

 = –2αT0u2(k – 1)x2(k) + βT0u1(k – 1);

 = 0;  = –2αT0x2(k);  = βT0;  = βT0.

Вpеìенные äиаãpаììы, отpажаþщие изìенения
жеëаеìой тpаектоpии g2(t), поëу÷енной кооpäина-
ты объекта x2(t), а также упpавëяþщих возäейст-
вий u1(t) и u2(t) в систеìе с pеãуëятоpоì пеpвоãо
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x2(k + 1) = x2(k) – αT0 (k)x2(k) + βT0u1(k)u2(k),u2
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f22
′

f211″ f222″ f212″ f221″

Pис. 2. Вpеменные диагpаммы моделиpования системы с ПИД-pегулятоpами 

Pис. 4. Вpеменные диагpаммы моделиpования системы с pегулятоpом втоpого
поpядка

Pис. 3. Вpеменные диагpаммы моделиpования системы с pегулятоpом пеpвого
поpядка 
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поpяäка, пpивеäены на pис. 3, а анаëоãи÷ные пpо-
öессы с pеãуëятоpоì втоpоãо поpяäка — на pис. 4.

Pезуëüтаты иìитаöионноãо ìоäеëиpования по-
казываþт зна÷итеëüнуþ оøибку в отpаботке же-
ëаеìой тpаектоpии систеìой с ПИД-pеãуëятоpоì,
а также возникновение автокоëебатеëüных пpоöес-
сов äëя упpавëяþщих напpяжений u1(t) и u2(t) в pе-
жиìе стабиëизаöии поëожения pавновесия. Систе-
ìы с пpибëиженныìи аëãоpитìаìи обеспе÷иваþт
боëее высокуþ то÷ностü пpи отсëеживании g2(k) и
ëу÷øее ка÷ество пpоöессов упpавëения, особенно
в äвухступен÷атых схеìах, у÷итываþщих как пеp-
вуþ, так и втоpуþ пpоизвоäные ëинеаpизуеìой ха-
pактеpистики pеãуëиpуеìоãо объекта.

Заключение

В статüе пpеäëаãается pеøатü обpатнуþ заäа÷у
äинаìики тpаектоpноãо упpавëения неëинейныì
объектоì, описываеìыì äискpетныìи ìоäеëяìи,
пpибëиженныìи ìетоäаìи на основе пpоöеäуp ëи-
неаpизаöии путеì pазëожения äважäы непpеpывно
äиффеpенöиpуеìых функöий в pяä Тейëоpа, у÷иты-
ваþщих пеpвые и втоpые пpоизвоäные. Пpеäëаãа-
þтся аëãоpитìы вы÷исëения упpавëяþщих возäей-
ствий в виäе pекуppентных соотноøений, котоpые
äостато÷но пpосто пpоãpаììиpуþтся и pеаëизуþт-
ся в ìикpопpоöессоpных систеìах. Пpибëиженные
аëãоpитìы явëяþтся äвухступен÷атыìи и позвоëя-

þт pаöионаëüно испоëüзоватü боëее то÷ные ìето-
äы втоpоãо поpяäка, но тpебуþщие на кажäоì øаãе
упpавëения боëüøеãо вpеìени äëя обpаботки ин-
фоpìаöии. Показана pеаëизаöия pазpаботанных
аëãоpитìов в систеìе эëектpопpивоäа постоянноãо
тока с äвуìя упpавëяþщиìи напpяженияìи.
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Анализ пpоцессов упpавления 
линейными синхpонными 
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Эëектpопpивоä явëяется основныì эëеìентоì

совpеìенных ìехатpонных систеì упpавëения äви-

жениеì, во ìноãоì опpеäеëяþщиì их ка÷ественные

показатеëи. Как известно [1], вентиëüные (синхpон-

ные) äвиãатеëи обеспе÷иваþт наибоëее высокие

пëотностü äëитеëüноãо ìоìента (ìоìент в еäини-

öе объеìа) и энеpãети÷ескуþ эффективностü по

сpавнениþ с ëþбыì äpуãиì типоì äвиãатеëя. Пpе-

öизионные ìеханизìы пpеäъявëяþт повыøенные

тpебования к pавноìеpности ëинейноãо äвижения,

÷то пpеäопpеäеëяет пpиìенение "пpяìоãо" пpивоäа

на базе ëинейных безжеëезных äвиãатеëей U-обpаз-

ноãо типа. Отсутствие зубöовоãо эффекта (cogging)

у äвиãатеëей такоãо типа уìенüøает пуëüсаöии

скоpости, ÷то важно пpи äвижении на низких ско-

pостях.

В этоì сëу÷ае повыøенные тpебования пpеäъ-

явëяþтся и к усиëитеëяì ìощности ШИМ иëи ëи-

нейныì усиëитеëяì ìощности, так как в этоì сëу÷ае

ка÷ество пpоöессов упpавëения сиëой äвиãатеëя

оказывает существенное вëияние как на pавноìеp-

ностü скоpости в pежиìе сканиpования/сëежения,

Pассмотpены основные паpаметpы быстpодействую-
щих усилителей мощности для синусоидальной коммутации
синхpонного (вентильного) двигателя.

Получены аналитические зависимости, пpовеpенные пpи
pазpаботке линейной кооpдинатной оси, устанавливающие
кpитеpии выбоpа усилителей мощности для пpецизионных
мехатpонных механизмов. Это позволяет как обеспечить
высокую pавномеpность движения на малых скоpостях пpи
минимальных потеpях в двигателе, так и сокpатить вpемя
выхода в позицию для позиционных мехатpонных систем
упpавления движением.

Ключевые слова: линейный синхpонный двигатель, сину-
соидальный усилитель мощности, пульсации тока (силы)
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так и на вpеìя позиöиониpования и потеpи в äви-
ãатеëе.

Цеëüþ äанной статüи явëяется pассìотpение
особенностей и анаëиз основных показатеëей бы-
стpоäействуþщих синусоиäаëüных усиëитеëей ìощ-
ности äëя упpавëения вентиëüныìи äвиãатеëяìи,
пpеäназна÷енныìи äëя пpеöизионных ìеханизìов
ìехатpонных систеì.

Упpавление вентильным двигателем 
от синусоидального усилителя мощности

Поä вентильным двигателем пониìаþт синхpон-
ный äвиãатеëü со встpоенныì äат÷икоì поëожения.
Общепpинятыì явëяется синхpонный äвиãатеëü,
иìеþщий тpи соеäиненные в "звезäу" обìотки (без
вывоäа сpеäней то÷ки) с ÷исëоì паp поëþсов от 4
äо 8. Обозна÷иì обìотки статоpа U, V, W в соот-
ветствии с общепpинятыìи в заpубежной ëитеpа-
туpе обозна÷енияìи.

В связи с повыøенныìи тpебованияìи к pазpе-
øениþ систеì упpавëения øиpокое пpиìенение
нахоäят ëинейные энкоäеpы с анаëоãовыìи sin/cos-
сиãнаëаìи. В этоì сëу÷ае высокое pазpеøение (по
поëожениþ) äостиãается за с÷ет интеpпоëяöии —
непосpеäственно контpоëëеpоì упpавëения äви-
жениеì (motion controller) — анаëоãовоãо сиãнаëа
внутpи пеpиоäа (öикëа) анаëоãовых сиãнаëов. От-
ìетиì, ÷то в этоì сëу÷ае äаже пpи боëüøих скоpо-
стях пеpеìещения ÷астота анаëоãовых сиãнаëов
энкоäеpа не оãpани÷ена паpаìетpаìи вхоäноãо ин-
теpфейса контpоëëеpов, ÷то хаpактеpно пpи внеø-
неì — по отноøениþ к контpоëëеpу — интеpпоëи-
pовании анаëоãовых сиãнаëов.

Синусоидальная коммутации
вентильного двигателя

Поä синусоидальным усилителем мощности бу-
äеì пониìатü в äаëüнейøеì усиëитеëü ìощности
ШИМ иëи ëинейный усиëитеëü ìощности, pеаëи-
зуþщий синусоиäаëüнуþ коììутаöиþ вентиëüноãо
äвиãатеëя. Такая коììутаöия ëиøена основных не-
äостатков тpапеöеиäаëüной (øестиøаãовой, six-step)
коììутаöии, пpиìеняеìой äëя pеãуëиpования ско-
pости пpи невысоких тpебованиях к эффективно-
сти и pавноìеpности пеpеìещения на низких ско-
pостях, за с÷ет боëее непpеpывной и пëавной коì-
ìутаöии вектоpа тока. Это äостиãается бëаãоäаpя
боëее высокоìу pазpеøениþ äат÷ика поëожения
pотоpа (обы÷но инкpеìентаëüноãо энкоäеpа) по
сpавнениþ с öифpовыìи äат÷икаìи Хоëëа, иìеþ-
щиìи тоëüко øестü фиксиpованных состояний на
поëный эëектpи÷еский пеpиоä.

Наибоëее эффективной явëяется pеаëизаöия
синусоиäаëüной коììутаöии с поìощüþ контpоë-
ëеpа упpавëения äвижениеì (pис. 1). Коììутатоp
контpоëëеpа по аìпëитуäе заäания сиëы ëинейноãо
äвиãатеëя и поëожениþ еãо pотоpа выpабатывает
коìанäы заäания токов тоëüко äëя äвух обìоток U
и V, так как обìотки äвиãатеëя соеäинены "звезäой".
Токи в этих äвух обìотках pеãуëиpуþтся с поìо-
щüþ äвух ПИ-pеãуëятоpов тока.

В этоì сëу÷ае внеøний — по отноøениþ к кон-
тpоëëеpу — тpехфазный синусоиäаëüный усиëи-
теëü ìощности иìеет äва анаëоãовых вхоäа äëя
поäкëþ÷ения сиãнаëов ±10 В заäания токов äвух
обìоток U и V. Заäание тока в тpетüей обìотке W
опpеäеëяется усиëитеëеì независиìо от контpоëëе-

Pис. 1. Синусоидальная коммутация вентильного двигателя 
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pа как аëãебpаи÷еская суììа токов обìоток U и V.
В этоì сëу÷ае äëя токов обìоток спpавеäëивы сëе-
äуþщие выpажения: 

iU = imaxsinθ; iV = imaxsin(θ – 2π/3);

iW = –iV – iU, (1)

ãäе iU, iV, iW — токи обìоток; imax — аìпëитуäа за-
äания по току; θ — поëожение pотоpа, пpивязанное
к пpотивоЭДС обìотки U. 

Отìетиì, ÷то äëя пpивязки коìанä заäания то-
ков обìоток к поëожениþ pотоpа в сëу÷ае пpиìе-
нения инкpеìентаëüноãо äат÷ика поëожения pо-
тоpа пpи кажäоì вкëþ÷ении питания необхоäиìо
пpовоäитü пpоöеäуpу на÷аëüной фазиpовки.

Стpуктуpа выходного каскада
усилителя мощности

Выхоäной каскаä тpехфазноãо синусоиäаëüноãо
усиëитеëя ìощности пpеäставëяет собой тpехфазный
ìостовой пpеобpазоватеëü на поëевых (MOSFET)
иëи бипоëяpных (IGBT) тpанзистоpах. Питание
выхоäноãо каскаäа осуществëяется постоянныì
напpяжениеì (DC Bus) от сети постоянноãо тока
иëи от оäно- иëи тpехфазной сети пеpеìенноãо то-
ка с поìощüþ оäно- иëи тpехфазноãо выпpяìитеëя
в зависиìости от тpебуеìой ìощности.

Дëя пpеöизионных пpиìенений с повыøенныìи
тpебованияìи к изëу÷аеìыì уpовняì øуìов pеко-
ìенäуется пpиìенятü ëинейные — вìесто ШИМ —
сиëовые пpеобpазоватеëи. Обы÷но установëенная
(пpоäоëжитеëüная) ìощностü таких ëинейных уси-
ëитеëей, ãабаpитные pазìеpы pаäиатоpов охëажäе-
ния котоpых äовоëüно зна÷итеëüны, не пpевыøает
500 Вт. Сëеäует также отìетитü пpеиìущества та-
ких пpеобpазоватеëей äëя упpавëения äвиãатеëяìи
с низкой инäуктивностüþ, связанной с выпоëне-
ниеì статоpа äвиãатеëя безжеëезныì.

Исследование влияния паpаметpов 
синусоидального усилителя мощности

на качество пpоцесса упpавления двигателем

Обы÷но пpоизвоäитеëи быстpоäействуþщих уси-
ëитеëей ìощности с ШИМ (Elmo, AMC, Copley)
иëи ëинейноãо (Eltrol, Varedan) типа пpивоäят сëе-
äуþщие показатеëи усиëитеëей: äиапазон напpя-
жения питания, äëитеëüный/пиковый токи, поëо-
са пpопускания (Гö). Дëя усиëитеëей с ШИМ ука-
зываþт ÷астоту ШИМ на äвиãатеëе и ìетоä ШИМ:
бипоëяpный, унипоëяpный иëи ìоäифиöиpован-
ный унипоëяpный (поо÷еpеäный по теpìиноëо-
ãии [2]).

Поëоса пpопускания синусоиäаëüноãо усиëите-
ëя ìощности обы÷но зна÷итеëüно — не ìенее ÷еì
на поpяäок — пpевыøает ÷астоту вpащения эëек-
тpи÷ескоãо обоpота äвиãатеëя. Это спpавеäëиво äëя

быстpоäействуþщих усиëитеëей с поëосой пpопус-
кания не ìенее 2 кГö пpи упpавëении ëинейныìи
äвиãатеëяìи со скоpостяìи 3 ì/с и эëектpи÷ескиì
обоpотоì* 60 ìì. Частота вpащения эëектpи÷еско-
ãо обоpота в такоì сëу÷ае не пpевыøает 50 Гö.

К сожаëениþ, показатеëи усиëитеëей ìощно-
сти, опpеäеëяþщие ка÷ество pеãуëиpования тока,
такие как pазбаëансиpовка усиëения по току äëя
обìоток UV, относитеëüное сìещение напpяжения
постоянноãо тока обìоток UV и сäвиã фазы ìежäу
токаìи обìоток статоpа и поëожениеì pотоpа,
пpоизвоäитеëи обы÷но не пpивоäят.

Даëее буäет показано, как иìенно указанные
показатеëи усиëитеëей ìощности вëияþт на ка÷е-
ство пpоöесса упpавëения äвиãатеëеì, а иìенно
сиëой äвиãатеëя.

Pасчетные фоpмулы силы двигателя

Пpи pассìотpении быстpоäействуþщих конту-
pов тока воспоëüзуеìся сëеäуþщиìи общепpиня-
тыìи äопущенияìи [3]:

1) пpи отноøении поëосы пpопускания контуpа
pеãуëиpования тока к ÷астоте вpащения эëектpи÷е-
скоãо обоpота боëее 10:1 фазовыì запазäываниеì,
вносиìыì заìкнутыì контуpоì тока, ìожно пpе-
небpе÷ü. Это позвоëяет pассìатpиватü пеpеäато÷-
нуþ функöиþ контуpа тока в виäе усиëитеëüноãо
звена;

2) вëияниеì пpотивоЭДС обìоток äвиãатеëя пpи
pассìотpении контуpа тока ìожно пpенебpе÷ü.

Pас÷етная фоpìуëа äëя сиëы äвиãатеëя F в об-
щеì виäе с у÷етоì выбpанных показатеëей иìеет
сëеäуþщий виä: 

F = KFU iU + KFV iV + KFW iW =

= KFU maxsin θ[iUmaxsin(θ + ϕ0) – i0] +

+ KFVmaxsin θ – iVmax sin θ –  + ϕ0  +

+ KFWmaxsin θ + iWmaxsin θ +  + ϕ0  +

+ I0  = KF sin θ[KIW iUmaxsin(θ + ϕ0) – i0] + 

KF sin θ – KIW iVmaxsin θ –  + ϕ0  +

+KF sin θ+ KIW iWmaxsin θ+  + ϕ0 +i0 ,(2)

 * Зäесü и äаëее поä эëектpи÷ескиì обоpотоì (öикëоì, пе-
pиоäоì) буäеì пониìатü äëину поëþсноãо äеëения, т. е. pас-
стояние ìежäу оäноиìенныìи поëþсаìи ìаãнитов статоpа äви-
ãатеëя.
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ãäе KFU, KFV, KFW — постоянные коэффиöиенты

усиëий обìоток статоpа äвиãатеëя; iU, iV, iW — токи

обìоток; KFU max, KFVmax, KFWmax — аìпëитуäа по-

стоянных коэффиöиентов усиëий обìоток статоpа

äвиãатеëя; iUmax, iVmax, iWmax — аìпëитуäа токов

обìоток; θ — поëожение pотоpа, пpивязанное к пpо-

тивоЭДС обìотки U; ϕ0 — сäвиã фазы тока по от-

ноøениþ к поëожениþ pотоpа θ; i0 — сìещение на-

пpяжения постоянноãо тока. 

Дëя сиììетpи÷ной ìаøины постоянные сиë

обìоток и аìпëитуäы токов обìоток pавны, т. е.

KFU = KFV = KFW и imax = iUmax = iVmax = iWmax. 

Ввеäеì äëя уäобства äопоëнитеëüные коэффи-

öиенты токов обìоток KIU, KIV, KIW  (KIU = KIV =

= KIW  = 1 äëя сиììетpи÷ной ìаøины) и относи-

теëüное сìещение i0 = i0/imax.

Тоãäа уpавнение (2) в саìоì общеì виäе пpиìет

виä

F = KFU imax sin θ[KIU sin(θ + ϕ0) – i0] +

+ sin θ – KIV sin θ –  + ϕ0  +

+ sin θ + KIW sin θ +  + ϕ0  + i0  =

= KFU imax [cos(–ϕ0) – cos(2θ + ϕ0)] +

+ cos(–ϕ0) – cos 2θ –  + ϕ0  +

+ cos(–ϕ0) – cos 2θ +  + ϕ0  –

– i0sin θ + i0 sin θ +  + ϕ0  =

= KFU imax (KIU + KIV + KIW )cosϕ0 +

+ 1,74 i0cos θ +  + ϕ0  + KIU cos(2θ + ϕ0) +

+KIVcos 2θ + ϕ0– +KIWcos(2θ + ϕ0 + .(3)

Дëя иäеаëüноãо усиëитеëя (KIU = KIV = KIW  = 1,

ϕ0 = 0, i0 = 0) F = KFU imax = KF imax, ãäе KF — по-

стоянная сиëы äвиãатеëя.

Pассìотpиì äаëее вëияние кажäоãо паpаìетpа

в отäеëüности.

Анализ качества пpоцесса упpавления 
силой двигателя

1. Пpи ненуëевоì сäвиãе фазы тока по отноøе-
ниþ к поëожениþ pотоpа θ (т. е. ϕ0 ≠ 0, i0 = 0,
KIU = KIV = KIW  = 1) аìпëитуäа постоянной сиëы
äвиãатеëя изìеняется как функöия cosϕ0. Оäнако
äаже пpи 10%-ì сäвиãе фазы тока по отноøениþ
к поëожениþ pотоpа (из-за, напpиìеp, нето÷ной
на÷аëüной фазиpовки) аìпëитуäа уìенüøается
всеãо на 1,5 %.

2. Pазбаëансиpовка усиëения ìежäу обìоткаìи UV

(KIU ≠ KIV, ϕ0 = 0, i0 = 0) с у÷етоì выpажений (1)
пpивоäит к обpатной pазбаëансиpовке VW пpи тоì
же усиëении по фазе V, т. е. есëи KIU = KIU ± ΔK

и KIV = 1, то KIW  = KIW  å ΔK. В этоì сëу÷ае
(pис. 2) возникаþт пуëüсаöии тока с ÷астотой, со-
ответствуþщей äвойной ÷астоте вpащения эëек-
тpи÷ескоãо обоpота ( fE) и аìпëитуäой, пpопоpöио-
наëüной веëи÷ине pазбаëансиpовки ΔK. Pазбаëан-
сиpовка усиëения äëя совpеìенных усиëитеëей не
пpевыøает 5 %.

3. Сìещение напpяжения постоянноãо тока
в оäной из обìоток (i0 ≠ 0, ϕ0 = 0, KIU = KIV =
= KIW = 1) пpивоäит к пуëüсаöияì тока с ÷астотой,
соответствуþщей ÷астоте вpащения эëектpи÷еско-
ãо обоpота, и аìпëитуäой, пpопоpöионаëüной сìе-
щениþ i0. Уpовенü сìещения äëя совpеìенных
усиëитеëей не пpевыøает 1 %.

Pезультаты экспеpимента

Экспеpиìентаëüные иссëеäования быëи пpовеäе-
ны äëя оси кооpäинатноãо стоëа с ëинейныì безже-
ëезныì U-обpазныì äвиãатеëеì типа LZ-030-120
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Pис. 2. Пульсации момента внутpи одного электpического обо-
pота пpи 5%-м pазбалансе усиления обмоток UV 



54 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010

(Anorad) с ëинейныì äат÷икоì поëожения BL-57
(Sony), упpавëяеìыì тpехфазныì синусоиäаëüныì
ëинейныì усиëитеëеì ìощности LSA от контpо-
ëеpа МС-800 (оба — Mega-F).

На pис. 3 (ввеpху) пpивеäен ãpафик изìенения
тока ëинейноãо äвиãатеëя на скоpости 60 ìì/с
в пpеäеëах эëектpи÷ескоãо öикëа, pавноãо 60 ìì.
На pис. 3 (внизу) показана пеpеìенная контpоëëе-

pа, соответствуþщая эëектpи÷ескоìу öикëу, ãäе
поëноìу эëектpи÷ескоìу öикëу 0...60 ìì соответ-
ствует зна÷ение пеpеìенной в пpеäеëах 0...1000. 

Аìпëитуäа пуëüсаöий с ÷астотой 1 Гö, соответ-
ствуþщей основной ÷астоте fE, как сëеäует из ÷ас-
тотноãо анаëиза тока на pис. 4, составëяет ìенее 2 %.
Пуëüсаöии с äвойной ÷астотой (2 fE) пpакти÷ески
отсутствуþт. Наëи÷ие пуëüсаöий с ÷астотаìи боëее

2 fE связано с неиäеаëüно-
стüþ хаpактеpистик ëинейно-
ãо äвиãатеëя (неиäеаëüностüþ
ìаãнитноãо поëя пpотиво-
ЭДС) и неpавноìеpностüþ
наãpузки ëинейных напpав-
ëяþщих пеpеìещаеìой оси
из-за их относитеëüно низ-
кой жесткости.

Заключение

Pассìотpены основные па-
pаìетpы быстpоäействуþщих
синусоиäаëüных усиëитеëей
ìощности, опpеäеëяþщие ка-
÷ество пpоöесса упpавëения
ëинейныì вентиëüныì äвиãа-
теëеì. Показано, ÷то совpе-
ìенные усиëитеëи обеспе÷и-
ваþт низкий уpовенü пуëüса-
öий сиëы äвиãатеëя и теì
саìыì позвоëяþт äости÷ü вы-
сокой pавноìеpности вpаще-
ния на ìаëых скоpостях пpи
ìиниìаëüных потеpях в äви-
ãатеëе. Также сëеäует отìе-
титü, ÷то пониженные пуëüса-
öии сиëы ëинейноãо äвиãа-
теëя уìенüøаþт оøибку по
поëожениþ, ÷то, в своþ о÷е-
pеäü, сокpащает вpеìя пози-
öиониpования.
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Pис. 3. Пульсации тока двигателя на скоpости 60 мм/с внутpи электpического цикла

Pис. 4. Частотный анализ пульсаций тока
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Введение

Упpавëение äвижениеì ìобиëüноãо pобота (МP)
в автоìати÷ескоì pежиìе явëяется весüìа важной
заäа÷ей. Совpеìенные тенäенöии pазвития pобото-
техни÷еских систеì состоят в оснащении их ìно-
жествоì сенсоpных систеì (ëазеpныìи сканиpуþ-
щиìи äаëüноìеpаìи, систеìаìи техни÷ескоãо зpе-
ния, инеpöиаëüныìи навиãаöионныìи систеìаìи
и т. ä.), окон÷атеëüной öеëüþ испоëüзования кото-
pых явëяется поëное иëи ÷асти÷ное автоìати÷еское
функöиониpование pобота. В коне÷ноì с÷ете pе-
зуëüтатоì испоëüзования äанных сенсоpных систеì
÷аще всеãо явëяется осìысëенное и öеëенапpав-
ëенное äвижение МP.

В äанной статüе иссëеäуется оäин из основных
аëãоpитìов упpавëения äвижениеì pобота, а иìенно
äвижение в заäаннуþ то÷ку. Эта öеëевая то÷ка ìо-
жет бытü, в ÷астности, указана опеpатоpоì на пëа-
не ìестности, ëибо постpоена pоботоì в пpоöессе
äвижения, ëибо пpеäваpитеëüно ввеäена опеpато-
pоì. Цеëевая то÷ка ìожет бытü также вы÷исëена
МP как оäна из пpоìежуто÷ных то÷ек, спpяìëяþ-
щих pаспëаниpованнуþ тpаектоpиþ. В ëþбоì из
пеpе÷исëенных выøе сëу÷аев тpебуется обеспе÷итü

пpиеìëеìое ка÷ество тpаектоpии äвижения pобота.
У÷ет тоëüко кинеìати÷еских свойств МP в pассìат-
pиваеìоì сëу÷ае не пpивоäит к успеху, поэтоìу
необхоäиìо испоëüзоватü уpавнения äвижения, по-
стpоенные на основе äинаìи÷еской ìоäеëи МP.

Динаìи÷еские ìоäеëи МP иссëеäоваëи в pабо-
тах [1, 2]. Pассìатpиваеìая в äанной статüе заäа÷а
состоит в паpаìетpи÷ескоì синтезе закона упpав-
ëения, т. е. в выбоpе паpаìетpа, обеспе÷иваþщеãо
устой÷ивостü и пpиеìëеìое ка÷ество тpаектоpии.

Кинематическая и динамическая модели
колесного МP

Пустü коëесный МP äвижется по пëоской ãоpи-
зонтаëüной повеpхности. Пpи этоì öеëüþ упpав-
ëения явëяется обеспе÷ение äвижения в непоä-
вижнуþ (в абсоëþтной систеìе кооpäинат) то÷ку,
напpавëение äвижения на котоpуþ pобот изìеpяет
в собственной систеìе кооpäинат, испоëüзуя иìеþ-
щиеся на боpту систеìы о÷увствëения. Пpивеäеì
зäесü pезуëüтаты, поëу÷енные в pаботах [1, 2, 3].

На pис. 1 изобpажен коëесный МP с соответст-
вуþщиìи систеìаìи кооpäинат.

В то÷ках L и R pаспоëожены коëеса, оси вpаще-
ния котоpых совпаäаþт с отpезкоì LR, äëина ко-
тоpоãо pавна W. С пëатфоpìой МP жестко связана
поäвижная систеìа кооpäинат O1x1y1 с на÷аëоì
в то÷ке O1, pаспоëоженной посеpеäине отpезка LR,
и осüþ x1, напpавëенной по оси сиììетpии пëат-
фоpìы пеpпенäикуëяpно отpезку LR в напpавëении

Pассматpивается pешение задачи паpаметpического
синтеза закона упpавления движением мобильного колесного
pобота по плоскому pельефу. Цель упpавления состоит в дви-
жении в неподвижную в абсолютной системе кооpдинат
пpедваpительно заданную точку. Pассматpиваются уpав-
нения движения, учитывающие динамические хаpактеpи-
стики pобота, а также наличие пpиводов ведущих колес.
Пpоведенная линеаpизация позволяет получить линейную
стационаpную модель объекта упpавления и выбpать на ос-
новании нее значение паpаметpа, обеспечивающего апеpио-
дический хаpактеp тpаектоpии движения. Пpиведены pе-
зультаты экспеpиментов, пpоведенных на pеальном мобиль-
ном pоботе.

Ключевые слова: мобильный pобот, уpавнения движения
pобота, закон упpавления, паpаметpический синтез

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Pис. 1. Модель движения МP
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äвижения pобота. Тоãäа поëожение пëатфоpìы pобо-
та как твеpäоãо теëа заäается тpойкой ÷исеë ϕ, x, y,
ãäе ϕ — уãоë ìежäу осüþ x1 и осüþ X абсоëþтной
систеìы кооpäинат; x, y — äекаpтовые кооpäинаты
то÷ки O1 в абсоëþтной систеìе кооpäинат OXY.

Кинеìати÷еская ìоäеëü в пpинятых обозна÷е-
ниях буäет иìетü виä:

(1)

ãäе 

(2)

Соотноøения (1) и (2) пpеäставëяþт собой сис-
теìу неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений
3-ãо поpяäка относитеëüно фазовоãо вектоpа с коì-
понентаìи (x, y, ϕ). Линейные скоpости пpавоãо VR
и ëевоãо VL коëес явëяþтся упpавëенияìи и, за-
äанные теì иëи иныì обpазоì (как функöии вpе-
ìени иëи как функöии фазовых кооpäинат), опpе-
äеëяþт äвижение МP со скоpостüþ V. 

Пpивеäеì тепеpü уpавнения äвижения МP с у÷е-
тоì äинаìи÷еских свойств pобота, а также испоë-
нитеëüной систеìы [3]. Буäеì с÷итатü, ÷то испоë-
нитеëüная систеìа МP пpеäставëяет собой äва
эëектpоìехани÷еских пpивоäа на базе äвиãатеëей
постоянноãо тока, кажäый из котоpых пpивоäит
в äвижение веäущие коëеса пpавоãо и ëевоãо боp-
тов øасси тpанспоpтноãо сpеäства pобота. Тоãäа
уpавнения, связываþщие коìпоненты фазовоãо
вектоpа с упpавëяþщиìи напpяженияìи, буäут
иìетü сëеäуþщий виä:

(3)

ãäе V и ω — ëинейная и уãëовая скоpости äвижения
МP соответственно; m — ìасса pобота; b — pасстоя-
ние ìежäу на÷аëоì связанной систеìы кооpäинат
и öентpоì ìасс pобота; ρ — pаäиус коëеса МP; iz —

ìоìент инеpöии pобота относитеëüно оси zi в свя-

занной систеìе кооpäинат; τR и τL — ìоìенты, pаз-

виваеìые испоëнитеëüныìи äвиãатеëяìи пpавоãо
и ëевоãо боpтов МP; L — инäуктивностü обìотки

якоpя;  и  — напpяжения, поäаваеìые на об-

ìотку якоpя; kM — коэффиöиент, связываþщий ток

и pазвиваеìый äвиãатеëеì ìоìент; iP — пеpеäато÷-

ное отноøение pеäуктоpа; RM — сопpотивëение об-

ìотки якоpя испоëнитеëüноãо äвиãатеëя; kТГ — ко-

эффиöиент пеpеäа÷и тахоãенеpатоpа; kУ — коэф-

фиöиент усиëитеëя ìощности.

Пpи этоì уãëовые скоpости пpавоãо и ëевоãо
коëес, уãëовая и ëинейная скоpости pобота связа-
ны соотноøенияìи (ëинейной скоpостüþ pобота
ìы называеì скоpостü на÷аëа связанной систеìы
кооpäинат)

Соотноøения (3) пpеäставëяет собой систеìу
неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений сеäüìо-

ãо поpяäка с фазовыì вектоpоì (x, y, V, ϕ, ω, τR, τL)т

и вектоpоì упpавëения ( , )т .

Сäеëаеì тепеpü сëеäуþщие пpеäпоëожения. Бу-
äеì с÷итатü, ÷то пpи äвижении МP на пëоскости
вäоëü ãëаäкой пpоãpаììной тpаектоpии упpавëяþ-
щие ìоìенты веäущих коëес, pазвиваеìые эëек-
тpоäвиãатеëяìи, изìеняþтся незна÷итеëüно (это
äопущение ÷асто испоëüзуþт пpи иссëеäовании
эëектpоìехани÷еских систеì), т. е.  =  = 0.
Это äопущение позвоëяет понизитü поpяäок сис-
теìы äо пятоãо.

Кpоìе тоãо, пpиìеì сëеäуþщий способ вы÷ис-
ëения упpавëяþщих напpяжений, поäаваеìых на
пpивоäы веäущих коëес МP:

(4)

ãäе Ud = const — напpяжение, обеспе÷иваþщее за-
äаннуþ ëинейнуþ скоpостü äвижения МP; Uα —
напpяжение, упpавëяþщее уãëовой скоpостüþ äви-
жения МP, в зависиìости от уãëа pассоãëасования α
ìежäу пpоäоëüной осüþ pобота и напpавëениеì на
объект M с кооpäинатаìи (xM, yM) в абсоëþтной
систеìе кооpäинат.

 = Vcosϕ;

 = V sinϕ;

 = ω,
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Выбеpеì тепеpü сëеäуþщий закон упpавëения:

Uα = kα, (5)

ãäе k — некотоpый паpаìетp; α — уãоë ìежäу пpо-
äоëüной осüþ pобота и напpавëениеì на объект.

Тоãäа окон÷атеëüно уpавнения упpавëяеìоãо
объекта с у÷етоì (5) пpиìут сëеäуþщий виä:

(6)

ãäе α = arctg  – ϕ; μ = ; δ = .

Соотноøения (6) пpеäставëяþт собой систеìу
неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений пятоãо
поpяäка, описываþщуþ äвижение МP на пëоскости

поä äействиеì напpяжений  и , поäаваеìых

на якоpные обìотки äвиãатеëей пpавоãо и ëевоãо
боpтов и фоpìиpуеìых в соответствии с соотноøе-
нияìи (4), (5).

Заäа÷а состоит в тоì, ÷тобы выбpатü паpаìетp k,
обеспе÷иваþщий пpиеìëеìое ка÷ество тpаектоpии
äвижения МP в öеëевуþ то÷ку.

Паpаметpический синтез закона упpавления

Поëу÷енные уpавнения äвижения МP пpеäстав-
ëяþт собой систеìу неëинейных äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений пятоãо поpяäка, ÷то зна÷итеëüно
осëожняет заäа÷у äаëüнейøеãо анаëиза систеìы и
выбоpа необхоäиìоãо коэффиöиента k äëя pеаëи-
заöии аëãоpитìа вы÷исëения упpавëяþщеãо напpя-
жения Uα. Поэтоìу äëя выбоpа коэффиöиента k
пpовеäеì ëинеаpизаöиþ уpавнений äвижения с теì,
÷тобы ìожно быëо испоëüзоватü кëасси÷еские ìе-
тоäы анаëиза ëинейных стаöионаpных систеì.

Выбеpеì в ка÷естве пpоãpаììной тpаектоpиþ
сëеäуþщеãо виäа:

(7)

Такиì обpазоì, ìы пpеäпоëаãаеì, ÷то то÷ка M,
в котоpуþ äвижется pобот, pаспоëожена на оси OX
связанной систеìы кооpäинат (т. е. yM = 0), ÷то не
снижает общности поäхоäа.

Тоãäа уpавнения в пpиpащениях относитеëüно
пpоãpаììной тpаектоpии (7) буäут иìетü виä:

(8)

Пpоäиффеpенöиpовав тpетüе уpавнение систе-
ìы (8) по вpеìени и у÷итывая пятое уpавнение
систеìы (8), поëу÷иì сëеäуþщее äиффеpенöиаëü-
ное уpавнение втоpоãо поpяäка:

Δ  + Δ  + Δϕ = 0. (9)

Уpавнение (9) описывает упpавëяеìое äвижение
pобота, состоящее во вpащении вокpуã на÷аëа сис-
теìы кооpäинат OXY, пpи этоì закон упpавëения
иìеет виä (5), ãäе α = –Δϕ в сиëу выбоpа на÷аëüных
усëовий. Хаpактеpисти÷еский ìноãо÷ëен äиффе-
pенöиаëüноãо уpавнения (9) иìеет сëеäуþщий виä:

λ2 + λ +  = 0. (10)

Пpоанаëизиpуеì тепеpü зависиìостü pаспоëоже-
ния коpней от коэффиöиента k. Нетpуäно виäетü,
÷то выпоëняþтся сëеäуþщие соотноøения:

k < 0 — систеìа неустой÷ива;

0 < k <  — апеpиоäи÷еский хаpактеp пе-

pехоäноãо пpоöесса;

k >  — коëебатеëüный хаpактеp пеpехоä-

ноãо пpоöесса.

Апpобация полученных pезультатов

Дëя пpовеpки äостовеpности пpовеäенных теоpе-
ти÷еских иссëеäований и pас÷етов по опpеäеëениþ
паpаìетpов pазpаботанноãо аëãоpитìа упpавëения
быëо пpовеäено коìпüþтеpное ìоäеëиpование
пpоöессов äвижения МP в вы÷исëитеëüной сpеäе
MathCAD 14. Пpи этоì испоëüзоваëасü ìоäеëü
объекта упpавëения в фоpìе (6).

Апpобаöия pазpаботанноãо аëãоpитìа упpавëе-
ния пpовеäена на ìакетноì обpазöе автоноìноãо
МP (pис. 2, сì. втоpуþ стоpону обëожки), обоpу-
äованноãо пpоãpаììныìи и аппаpатныìи сpеäст-
ваìи, в состав котоpых вхоäит ëазеpный скани-

 = Vcosϕ;

 = V sinϕ;

 = ω;
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pуþщий äаëüноìеp "SICK LMS200". В ка÷естве
боpтовой вы÷исëитеëüной ìаøины испоëüзуется
встpаиваеìый коìпüþтеp в фоpìате "PC104" поä
упpавëениеì опеpаöионной систеìы "Linux/Debian".

Экспеpиìенты пpовоäиëи с испоëüзованиеì pо-
бота, иìеþщеãо сëеäуþщие паpаìетpы, вхоäящие
в состав уpавнений äвижения (6): m = 30 кã; iz =

= 4,2 кã•ì2; μ = 56,7; δ = 4,4; W = 500 ìì, ρ = 87 ìì,
b = 0; öеëü закëþ÷аëасü в иссëеäовании äвижения
pобота с pазëи÷ныìи зна÷енияìи коэффиöиента k.
Пpи выбpанных паpаìетpах объекта упpавëения
зна÷ение кpити÷ескоãо паpаìетpа составëяет

k =  = 8.

На пеpвоì этапе иссëеäоваëи тоëüко вpаща-
теëüное äвижение pобота с нуëевой ëинейной ско-
pостüþ. Пpи пpовеäении экспеpиìентов с÷итаëи,
÷то в на÷аëüный ìоìент вpеìени öентp связанной
с МP систеìы кооpäинат совпаäает с öентpоì не-
поäвижной систеìы кооpäинат, а пpоäоëüная осü
pобота совпаäает с осüþ абсöисс непоäвижной
систеìы кооpäинат, т. е. ϕ(0) = 0. Кооpäинаты за-
äанной то÷ки M, к котоpой необхоäиìо осущест-
вëятü äвижение, равны xM = 5 ì, yM = 3 ì. Пpи
заäанных усëовиях уãоë ìежäу пpоäоëüной осüþ
pобота и напpавëениеì на то÷ку M составëяет
α = 0,54 pаä.

1. Pассìотpиì äвижение МP пpи зна÷ении па-
pаìетpа упpавëения k = 7. Pезуëüтаты экспеpиìен-
та пpеäставëены на pис. 3 и 4.

На pис. 3 пpеäставëены pезуëüтаты пpоöесса
изìенения уãëовой оpиентаöии ìакетноãо обpазöа
МP пpи отpаботке вхоäноãо возäействия — уãëа
pассоãëасования ìежäу на÷аëüныì уãëовыì поëо-
жениеì pобота и напpавëениеì на то÷ку M. Зäесü
и äаëее обозна÷ены: ϕ(t), ω(t) — pезуëüтаты, поëу-
÷енные пpи пpовеäении коìпüþтеpноãо ìоäеëи-
pования на ìатеìати÷еской ìоäеëи МP; ϕэ(t),
ωэ(t) — pезуëüтаты, поëу÷енные на ìакетноì об-
pазöе автоноìноãо МP. Из анаëиза ãpафика ϕэ(t)
виäно, ÷то систеìа устой÷ива и кpивая по фоpìе
соответствует pезуëüтатаì, поëу÷енныì пpи пpо-
веäении ÷исëенноãо экспеpиìента ϕ(t).

Пеpехоäной пpоöесс явëяется апеpиоäи÷ескиì,
и пеpеpеãуëиpование pавно пpибëизитеëüно 14 %.
Как виäно из ãpафиков, pеаëüная систеìа обëаäает
ìенüøиì быстpоäействиеì, и вpеìя пеpехоäноãо
пpоöесса составëяет пpиìеpно 2,2 с. В установив-
øеìся pежиìе систеìа отpабатывает вхоäное воз-
äействие со стати÷ескиì откëонениеì (установив-
øейся оøибкой в упpавëении), pавныì 0,06 pаä,
÷то составëяет 11 % от ноìинаëüноãо зна÷ения и
явëяется äопустиìыì äëя pобототехни÷еских сис-
теì äанноãо кëасса.

На pис. 4 пpеäставëены pезуëüтаты пpоöесса
изìенения уãëовой скоpости äвижения МP.

W
3
μ

2

16ρδiz
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Pис. 3. Гpафики изменения угловой оpиентации МP пpи k = 7 

Pис. 4. Гpафики изменения угловой скоpости движения МP пpи
k = 7 

Pис. 5. Гpафики изменения угловой оpиентации МP пpи k = 15
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Из пpеäставëенных ãpафиков виäно, ÷то по
фоpìе пеpехоäной пpоöесс ωэ(t) соответствует pе-
зуëüтатаì ÷исëенноãо экспеpиìента ω(t). Систеìа
пpи äанноì аëãоpитìе упpавëения явëяется устой-
÷ивой, стати÷еской и обëаäает апеpиоäи÷ескиìи
свойстваìи.

2. Pассìотpиì äвижение МP пpи зна÷ении па-
pаìетpа упpавëения k = 15.

Pезуëüтаты экспеpиìента показаны на pис. 5 и 6. 
Из пpеäставëенных ãpафиков виäно, ÷то по фоp-

ìе кpивые ϕэ(t) и ωэ(t) в основноì соответствуþт
pезуëüтатаì, поëу÷енныì пpи пpовеäении ÷исëен-
ных экспеpиìентов (ϕ(t) и ω(t)). Систеìа явëяется
устой÷ивой и стати÷еской, но пеpехоäные пpоöессы
пpотекаþт с боëüøей коëебатеëüностüþ, и ìакси-
ìаëüное пеpеpеãуëиpование ϕэ(t) pавно пpибëизи-
теëüно 38 % (ìаксиìаëüное пеpеpеãуëиpование ϕ(t)

составëяет 18 %). Pеаëüная систеìа обëаäает ìенü-
øиì быстpоäействиеì, и вpеìя пеpехоäноãо пpоöес-
са составëяет пpиìеpно 4 с. Как и в пеpвоì сëу÷ае,
в установивøеìся pежиìе систеìа отpабатывает
вхоäное возäействие со стати÷ескиì откëонениеì,
pавныì 0,06 pаä. 

3. Pассìотpиì äвижение МP пpи зна÷ении па-
pаìетpа упpавëения k = –7. Pезуëüтаты экспеpиìен-
та пpеäставëены на pис. 7 и 8.

Из пpеäставëенных ãpафиков виäно, ÷то пеpе-
хоäные пpоöессы ϕэ(t) и ωэ(t) явëяþтся pасхоäя-
щиìися, и pеаëüная систеìа неустой÷ива пpи äан-
ноì паpаìетpе упpавëения. Указанные pезуëüтаты
соответствует кpивыì ϕ(t) и ω(t), поëу÷енныì пpи
пpовеäении ÷исëенных экспеpиìентов.

На втоpоì этапе пpовоäиëи ìоäеëиpование
äвижения pобота к объекту äо äостижения контак-

Pис. 6. Гpафики изменения угловой скоpости движения МP пpи
k = 15

Pис. 7. Гpафики изменения угловой оpиентации МP пpи k = –7

Pис. 8. Гpафики изменения угловой скоpости движения МP пpи
k = –7 

Pис. 9. Гpафик изменения угловой оpиентации МP 
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та с ниì. Пpи этоì упpавëение уãëовой скоpостüþ
осуществëяëи с поìощüþ пpеäставëенноãо в pабо-
те аëãоpитìа, упpавëение же ëинейной скоpостüþ
обеспе÷иваë станäаpтный pежиì pазãона/тоpìо-
жения.
Движение МP осуществëяëосü к стаöионаpной то÷-
ке M, котоpая в непоäвижной систеìе кооpäинат
иìеет сëеäуþщие кооpäинаты: xM = 10 ì, yM = 5 ì.

Пpи заäанных усëовиях уãоë ìежäу пpоäоëüной
осüþ pобота и напpавëениеì на то÷ку M составëяет
α = 0,46 pаä.

В äанноì экспеpиìенте pассìатpиваëи пеpеìе-
щение ìакетноãо обpазöа МP пpи зна÷ении паpа-
ìетpа аëãоpитìа упpавëения уãëовой скоpостüþ

äвижения k = 7, пpи котоpоì поëу÷ены поëожи-
теëüные pезуëüтаты пpеäыäущеãо экспеpиìента.

Pезуëüтаты экспеpиìента пpеäставëены на
pис. 9—11. На pис. 9 и 10 пpеäставëены pезуëüтаты
пpоöесса изìенения уãëовой оpиентаöии ϕ(t) и
уãëовой скоpости äвижения ω(t), поëу÷енные с ис-
поëüзованиеì ìатеìати÷еской ìоäеëи МP.

На pис. 11 пpеäставëен пpоöесс äвижение ìа-
кетноãо обpазöа МP.

Из анаëиза пpивеäенных ãpафиков виäно, ÷то
на на÷аëüноì этапе и в установивøеìся pежиìе
пеpехоäные пpоöессы по фоpìе в основноì соот-
ветствуþт пpовеäенныì pас÷етаì. Тоëüко на ко-
не÷ноì этапе пpи äостижении pоботоì заäанной
то÷ки M возникаþт коpоткопеpиоäи÷еские коëеба-
ния. Указанные коëебания вызваны теì, ÷то вбëизи
öеëевой то÷ки pезко увеëи÷ивается уãоë ìежäу
пpоäоëüной осüþ pобота и напpавëениеì на объект.
Этот эффект хоpоøо известен в систеìах саìона-
веäения.

Заключение

В pаботе pассìотpен ìетоä выбоpа паpаìетpа
закона упpавëения, обеспе÷иваþщий апеpиоäи÷е-
ский хаpактеp пеpехоäноãо пpоöесса пpи äвижении
pобота в заäаннуþ то÷ку на пëоской повеpхности.
Пpеäëаãаеìый ìетоä у÷итывает äинаìи÷еские свой-
ства объекта упpавëения, а также паpаìетpы пpи-
воäов. Выäеëены тpи обëасти зна÷ения паpаìетpов,
пpи котоpых тpаектоpия äвижения к öеëевой то÷ке
неустой÷ива, иìеет апеpиоäи÷еский иëи коëеба-
теëüный хаpактеp. Поëу÷енные pезуëüтаты позво-
ëяþт найти пеpвые пpибëижения зна÷ений паpа-
ìетpа закона упpавëения: боëее то÷ные зна÷ения
необхоäиìо искатü в окpестности найäенноãо па-
pаìетpа на основе экспеpиìентов с pеаëüныìи об-
pазöаìи ìобиëüных pоботов.
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Введение

В посëеäние ãоäы успеøное испоëüзование бес-
пиëотных ëетатеëüных аппаpатов (БПЛА) в pяäе бое-
вых опеpаöий пpивеëо к тоìу, ÷то созäание коì-
пëексов БПЛА стаëо оäной из наибоëее быстpо
pазвиваþщихся отpасëей авиаöионно-косìи÷еской
пpоìыøëенности во ìноãих стpанах ìиpа. Известно,
напpиìеp, ÷то в хоäе опеpаöии "Буpя в пустыне"
БПЛА коаëиöионных сиë совеpøиëи боëее 530 вы-
ëетов, общий наëет составиë окоëо 1700 ÷асов. Пpи
этоì потеpи ис÷исëяëисü 28 аппаpатаìи, вкëþ÷ая 12,
котоpые быëи сбиты. Из 40 БПЛА Pioneer, испоëü-
зуеìых вооpуженныìи сиëаìи США, 24 быëи по-
вpежäены, но 18 из них оказаëисü пpиãоäныìи äëя
pеìонта и тоëüко äва относиëисü к боевыì поте-
pяì [6].

В настоящее вpеìя оте÷ественные и заpубежные
(в тоì ÷исëе и аìеpиканские) спеöиаëисты соøëисü
во ìнении, ÷то устой÷ивая наäежная высокото÷ная
навиãаöия беспиëотных ëетатеëüных аппаpатов,
основанная тоëüко на спутниковой pаäионавиãаöи-
онной систеìе, в настоящее вpеìя и в отäаëенной
пеpспективе не ìожет бытü обеспе÷ена.

Аëüтеpнативныì ваpиантоì явëяется созäание
интеãpиpованных боpтовых навиãаöионных коì-
пëексов БПЛА, испоëüзуþщих автоноìные устой-

÷ивые канаëы поëу÷ения навиãаöионной инфоpìа-
öии, к ÷исëу котоpых, в пеpвуþ о÷еpеäü, относятся
коppеëяöионно-экстpеìаëüные навиãаöионные
систеìы по физи÷ескиì поëяì Зеìëи, испоëüзуе-
ìые в эpгатических комплексах упpавления многоце-
левыми беспилотными летательными аппаpатами.
Данные систеìы пpи потенöиаëüной то÷ности по-
pяäка äесятков ìетpов обëаäаþт такиìи важныìи
ка÷естваìи, как боëüøая зона äействия, хаpакте-
pизуеìая объеìоì этаëонноãо инфоpìаöионноãо
обеспе÷ения, высокая (а äëя pяäа физи÷еских по-
ëей Зеìëи — абсоëþтная) поìехозащищенностü и
автоноìностü функöиониpования.

По ÷исëу pеøаеìых заäа÷ коìпëексы БПЛА не
тоëüко äопоëняþт пиëотиpуеìые ëетатеëüные аппа-
раты, но и выступаþт в ка÷естве аëüтеpнативы по-
сëеäниì. В настоящее вpеìя наìетиëасü тенäен-
öия созäания поëностüþ автоноìных БПЛА, поëет
котоpых от взëета äо посаäки пpохоäит в автоìати-
÷ескоì pежиìе, но äаже в этоì сëу÷ае необхоäи-
ìостü в опеpатоpе-÷еëовеке поëностüþ не пpопа-
äает. Связано это с öеëыì pяäоì пpобëеì и, в пеpвуþ
о÷еpеäü, с непpеpывно ìеняþщейся опеpативно-
такти÷еской обстановкой, а также с наëи÷иеì сбоев
и отказов в боpтовоì обоpуäовании БПЛА.

О÷евиäно, ÷то пpи совpеìенноì уpовне pазви-
тия техники и äаже в отäаëенной пеpспективе по-
выситü эффективностü пpиìенения БПЛА ìожно
за с÷ет pазpаботки и созäания эpãати÷еских коìпëек-
сов упpавëения (ЭКУ) беспиëотныìи ëетатеëüны-
ìи аппаpатаìи.

Дëя созäания и отpаботки эpãати÷ескоãо коì-
пëекса упpавëения ìноãоöеëевыìи беспиëотныìи
ëетатеëüныìи аппаpатаìи (МБПЛА) пpеäëаãается
испоëüзоватü эpãоноìи÷ескуþ ìетоäоëоãиþ [1, 2, 4],
основаннуþ на пpинöипах обеспе÷ения pаöио-
наëüноãо соãëасования совокупных свойств взаи-
ìоäействия ÷еëовека-опеpатоpа, техники и обpаза
öеëи упpавëения, котоpые ìоãут pеконфиãуpиpо-
ватüся в зависиìости от изìенения заäа÷, усëовий
и фактоpов, опpеäеëяþщих эффективностü эpãати-
÷ескоãо коìпëекса упpавëения.

В соответствии с этой ìетоäоëоãией пpи фоpìи-
pовании заäанных сиãнаëов, паpаìетpов и äинаìики
изìенения обpаза öеëи упpавëения, коìанäно-ëи-
äеpной инфоpìаöии и сиãнаëизаöии пpеäупpежäе-
ния опасных состояний öеëесообpазно испоëüзо-
ватü ìоäуëи "этаëонноãо тpаектоpноãо ìаневpиpо-
вания" и интеëëектуаëüной поääеpжки опеpатоpов.

Пpи этоì ìоäуëеì "этаëонноãо тpаектоpноãо
ìаневpиpования" фоpìиpуþтся:
� ìоäеëи пpоöессов pаöионаëüноãо (жеëаеìоãо)

упpавëения и боевоãо пpиìенения;
� инфоpìаöия о заäанных паpаìетpах пpостpан-

ственноãо поëожения и äвижения;
� инфоpìаöия о кpити÷еских состояниях, пpеäпи-

сываþщих äействия по устpанениþ кpити÷еских
состояний,

Pассматpиваются концепция постpоения и аpхитекту-
pа эpгатического комплекса упpавления многоцелевыми бес-
пилотными летательными аппаpатами (МБПЛА), синтез
контуpов упpавления МБПЛА методом хаpактеpистических
паpаметpов, эpгатический интеpфейс комплекса упpавле-
ния и коppеляционная экстpемальная система навигации по
геофизическим полям Земли.

Ключевые слова: эpгатический комплекс упpавления,
эpгатический интеpфейс, тpаектоpное маневpиpование, диа-
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поле, мнемокадp, текстовые пpедупpеждающие и уведомляю-
щие сообщения, pабочие места опеpатоpа-летчика и опеpа-
тоpа полезной нагpузки, модули "эталонного тpаектоpного ма-
невpиpования" и интеллектуальной поддеpжки опеpатоpов,
хаpактеpистическая постоянная вpемени, запас устойчивости
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÷то обеспе÷ивает пpеäставëение опеpатоpу обpаза
öеëи упpавëения в виäе отобpажения заäанноãо
(жеëаеìоãо) пpостpанственноãо поëожения "ëиäе-
pа" и изìенения еãо конфиãуpаöии в соответствии
с пpинöипоì упpавëения "äеëай, как я".

Моäуëеì интеëëектуаëüной поääеpжки экипажа
обеспе÷ивается:
� экспеpтное пpоãнозиpование опасных состояний

тpаектоpноãо ìаневpиpования;
� интеëëектуаëüная поääеpжка опеpатоpа в осо-

бых сëу÷аях поëета и пpи вывоäе объекта из
опасных состояний поëета в соответствии с эта-
ëонной ìоäеëüþ упpавëения;

� фоpìиpование и выäа÷а äëя отобpажения на
каäpе навиãаöионно-такти÷еской обстановки öе-
ëесообpазных ваpиантов поëетноãо заäания, öе-
ëеpаспpеäеëения, упpавëения ãpуппой, выхоäа
на öеëü, отpажения "уãpозы";

� фоpìиpование и выäа÷а текстовых пpеäупpеж-
äаþщих и увеäоìëяþщих сообщений и инфоp-
ìаöии о состоянии и функöиониpовании обще-
саìоëетноãо обоpуäования (сиëовой установки,
систеì ìеханизаöии кpыëа, поëожения øасси,
ãиäpо- и пневìосистеì, топëивной систеìы).
В соответствии с этой ìетоäоëоãией пpеäëаãа-

ется концепция постpоения и аpхитектуpа эpгати-
ческого комплекса упpавления ãpуппой МБПЛА. В ка-
÷естве объекта упpавëения быëа испоëüзована ìоäеëü
БПЛА, общий виä котоpоãо пpеäставëен на pис. 1.

В состав эpãати÷ескоãо коìпëекса упpавëения
(ЭКУ) ãpуппой МБПЛА вхоäят: 
� гpуппа МБПЛА с интеãpиpованныìи коìпëек-

саìи боpтовоãо обоpуäования; 
� интегpиpованный наземный пункт упpавления

(ИНПУ) в составе:
� pабо÷еãо ìеста опеpатоpа-ëет÷ика с систеìой

äистанöионноãо коìанäно-ëиäеpноãо упpав-
ëения;

� pабо÷еãо ìеста опеpатоpа поëезной наãpузки;
� инфоpìаöионно-упpавëяþщей систеìы с ин-

теpфейсныìи бëокаìи;
� коìпëексной систеìы связи назеìноãо пунк-

та упpавëения с беспиëотныìи ëетатеëüныìи
аппаpатаìи;

� ìоäуëя поäãотовки поëетноãо заäания;
� мобильный, pазмещаемый на пилотиpуемом ЛА,

пункт контpоля, коppектиpовки и упpавления по-
ëетоì МБПЛА в составе:
� ìноãофункöионаëüных инäикатоpов с ìнеìо-

каäpаìи навиãаöионно-такти÷еской инфоp-
ìаöии, аэpонавиãаöионной каpты и äистан-
öионноãо упpавëения тpаектоpныì ìаневpи-
pованиеì ãpуппы МБПЛА;

� пуëüта упpавëения pежиìаìи öеëеуказания и
коppекöии;

� ìноãофункöионаëüной pу÷ки, фоpìиpуþщей
сиãнаëы упpавëения ãpуппой МБПЛА;

� тpанспоpтно-пусковая система в составе:
� автотpанспоpтноãо сpеäства;
� систеìы эëектpоснабжения;
� ìанипуëятоpа;
� стаpтовоãо устpойства и аэpофиниøеpа, pаз-

ìещаеìых на пpиöепе;
� автоматизиpованная система обучения и тpенажа

опеpатоpов и техни÷ескоãо пеpсонаëа в составе:
� пpоöеäуpноãо тpенажеpа;
� унифиöиpованноãо спеöиаëизиpованноãо тpе-

нажеpа.
Пеpе÷исëенные составëяþщие ЭКУ МБПЛА

эëектpи÷ески связаны ìежäу собой и констpуктив-
но объеäинены в еäинуþ ìехани÷ескуþ, внеøне
защищеннуþ, ìобиëüнуþ констpукöиþ пункта
упpавëения с возìожностüþ обеспе÷ения совìест-
ной и pазäеëüной pаботы опеpатоpов по упpавëениþ
веäущиì и взаиìоäействуþщиìи беспиëотныìи
ëетатеëüныìи аппаpатаìи.

Интегpиpованный комплекс боpтового обоpудова-
ния БПЛА в составе своей функöионаëüной аpхи-
тектуpы соäеpжит:
� боpтовой коìпëекс сpеäств связи с ИНПУ и

äpуãиìи МБПЛА;
� систеìу ввоäа и хpанения поëетноãо заäания;
� систеìу навиãаöии;
� систеìу автоìати÷ескоãо и автоìатизиpованно-

ãо упpавëения поëетоì;
� систеìу автоìати÷ескоãо упpавëения сиëовой

установкой;
� систеìу автоìати÷ескоãо упpавëения поëезной

наãpузкой;
� общесаìоëетные систеìы (СЭС, топëивнуþ,

пневìо- и ãиäpо- и т. п.)
Тpанспоpтно-пусковая систеìа обеспе÷ивает

тpанспоpтиpовку, стаpт и посаäку МБПЛА, а также
осуществëяет назеìное обеспе÷ение поëетов.

Стpуктуpа эpãати÷ескоãо коìпëекса упpавëения
МБПЛА пpивеäена на pис. 2.

Pис. 1. Общий вид исследуемого МБПЛА типа "Скат" pазpа-
ботки PСК "МиГ"



64 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010

Pис. 2. Стpуктуpа эpгатического комплекса упpавления многоцелевыми беспилотными летательными аппаpатами
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ЭКУ МБПЛА обеспе÷ивает:
� автоìатизиpованное пpовеäение пpеäпоëетных и

посëепоëетных опеpаöий по поäãотовке МБПЛА;
� автоìатизиpованнуþ поäãотовку поëетноãо за-

äания äëя МБПЛА;
� упpавëение поëетоì оäино÷ноãо МБПЛА иëи

ãpуппы взаиìоäействуþщих МБПЛА на всех
этапах поëета от взëета äо посаäки;

� pу÷ное автоìатизиpованное упpавëение отäеëü-
ныìи МБПЛА (в сëу÷ае необхоäиìости) с по-
ìощüþ систеìы äистанöионноãо коìанäно-ëи-
äеpноãо упpавëения [1];

� тpениpовку опеpатоpов в усëовиях ìоäеëиpова-
ния поëета и пpиìенения ëетатеëüных аппаpатов.
Пpиìенение систеìы äистанöионноãо коìанä-

но-ëиäеpноãо упpавëения в составе ЭКУ МБПЛА,
как ожиäается, позвоëит повыситü безаваpийностü
и эффективностü поëетов, pасøиpитü возìожности
авиаöионноãо коìпëекса за с÷ет созäания новых
инфоpìаöионно-упpавëяþщих поëей (ИУП) опе-
pатоpов, позвоëяþщих виäетü оäновpеìенно ãëав-
ные пиëотажные паpаìетpы, внеøнþþ обстановку
и опасные состояния тpаектоpноãо ìаневpиpования
и осуществëятü эффективное упpавëения ãpуппой
МБПЛА в экстpеìаëüных усëовиях. Инфоpìаöи-
онно-еìкие ИУП позвоëят также фоpìиpоватü аäе-
кватные упpавëяþщие возäействия пpи поëетах на
pежиìах высокото÷ноãо ìаневpиpования пpи за-
хоäе на посаäку и посаäке на необоpуäованные
пëощаäки в сëожных усëовиях.

На pежиìах pу÷ноãо автоìатизиpованноãо упpав-
ëения опеpатоp-ëет÷ик испоëüзует оpãаны упpав-
ëения, в состав котоpых вхоäят:
� pу÷ка упpавëения, фоpìиpуþщая сиãнаëы по

канаëаì танãажа и кpена; 
� пеäаëи, фоpìиpуþщие сиãнаëы по канаëу pыс-

кания (куpса);
� pы÷аã упpавëения сиëовой установкой.

Вìесто äвухканаëüной pу÷ки упpавëения и пе-
äаëей ìожет бытü пpиìенена тpехстепенная (тpех-
канаëüная) pу÷ка упpавëения.

Пуëüт упpавëения pежиìаìи соäеpжит кнопки,
кнþппеëи и заäат÷ики äëя обеспе÷ения öеëеуказа-
ния, пеpеìещения поäвижной ìаpки по äиспëеяì
ИУП, пpивязки к ìесту посаäки (оpиентиpу), фоp-
ìиpования сиãнаëов заäанноãо куpса, высоты, ско-
pости поëета и куpса виpтуаëüной взëетно-поса-
äо÷ной поëосы.

Кpоìе пpивеäенных на pис. 2 ìоäуëей инфоp-
ìаöионно-упpавëяþщая систеìа (ИУС) ìожет со-
äеpжатü также сëеäуþщие пpоãpаììные ìоäуëи:
� саìоëетовожäения и äиспет÷еpизаöии упpавëе-

ния ëетатеëüныìи аппаpатаìи пpи ãpупповоì
поëете;

� этаëонных ìоäеëей тpаектоpноãо упpавëения;
� фоpìиpования псевäообъеìноãо отобpажения

внеøней обстановки;

� оöенки опасных состояний и вывоäа МБПЛА из
опасных состояний;

� поäãотовки поëетноãо и тpениpово÷ноãо заäания;
� коppекöии поëетной инфоpìаöии;
� постpоения виpтуаëüной ãëиссаäы и посаäки по

виpтуаëüной ãëиссаäе;
� ìоäуëя обу÷аþщей инфоpìаöии.

Функöиониpование систеìы обеспе÷ивается
взаиìоäействиеì всех пеpе÷исëенных пpоãpаìì-
ных ìоäуëей.

В состав коìпëекса МБПЛА кpоìе пpивеäен-
ных на pис. 2 ìоäуëей связи с назеìныì пунктоì
упpавëения и со взаиìоäействуþщиìи ëетатеëü-
ныìи аппаpатаìи ìоãут вхоäитü теëевизионная
систеìа, оптико-эëектpонные визиpные устpойст-
ва, систеìа автоноìной автоìати÷еской навиãа-
öии, а также систеìа автоìати÷ескоãо упpавëения
поëезной наãpузкой.

Функöионаëüно не выäеëенное на pис. 2 pабо-
÷ее ìесто опеpатоpа поëезной наãpузки и упpавëе-
ния тpениpовкой опеpатоpов соäеpжит:
� ìноãофункöионаëüные инäикатоpы äëя отобpа-

жения öифpовой каpтоãpафи÷еской, теëевизион-
ной и оптико-эëектpонной инфоpìаöии, псев-
äообъеìноãо отобpажения внеøней визуаëüной
обстановки и обу÷аþщей инфоpìаöии; 

� пуëüт упpавëения поëезной наãpузкой; 
� бëок фоpìиpования поëетноãо заäания.

Дëя упpавëения МБПЛА ìоãут бытü испоëüзо-
ваны сëеäуþщие пpинöипы: автоноìноãо упpавëе-
ния, äистанöионноãо пиëотиpования в особых
сëу÷аях поëета и этаëонноãо ìаневpиpования пpи
изìенении öеëевых заäа÷, а также их коìбинаöия.

Автоноìная систеìа упpавëения обеспе÷ивает
поëет, возвpащение и посаäку МБПЛА по пpоãpаì-
ìе, ввеäенной в боpтовой коìпëекс пеpеä выëетоì.

Систеìа äистанöионноãо пиëотиpования ис-
поëüзуется как pезеpвная и обеспе÷ивает упpавëение
МБПЛА в сëу÷ае пpоявëения отказов в основной
автоноìной (автоìати÷еской) систеìе упpавëения.
Пpи этоì поä äистанöионныì пиëотиpованиеì
поäpазуìевается как пеpеäа÷а коìанä тpаектоpноãо
упpавëения, так и непосpеäственное автоìатизи-
pованное пиëотиpование в зависиìости от внеø-
них усëовий и хаpактеpа отказов (повpежäений)
систеìы упpавëения МБПЛА.

Дëя pеøения заäа÷ пpиìенения пpеäпоëаãается
коìбиниpованный способ упpавëения, пpи котоpоì
МБПЛА сëеäуþт в pайон пpиìенения автоноìно,
по пpоãpаììе, а в сëу÷ае необхоäиìости пpинятия
pеøения на пpиìенение испоëüзуþт инфоpìаöион-
ный канаë äëя поëу÷ения поääеpжки от опеpатоpа.

Пpи фоpìиpовании коìанäно-ëиäеpной инфоp-
ìаöии испоëüзована конöепöия упpавëения ìанев-
pиpованиеì с поìощüþ еäиной систеìы упpавëения
вектоpоì скоpости, функöиониpуþщая в соответ-
ствии с öеëяìи упpавëения за с÷ет испоëüзования
этаëонных ìоäеëей поëета и этаëонов ìаневpиpо-



66 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010

вания äëя pеøения pазëи÷ных заäа÷ в øтатных и
особых сëу÷аях поëета. Пpи этоì этаëоны ìаневpи-
pования фоpìиpуþтся как вы÷исëитеëеì назеìно-
ãо пункта упpавëения, так и боpтовыì коìпëексоì
МБПЛА. С назеìноãо пункта упpавëения пеpеäа-
ется коìанäа на изìенение этаëона упpавëения.

Пpи автоноìноì ìаневpиpовании оäной из ак-
туаëüных заäа÷ явëяется заäа÷а увоäа МБПЛА от
стоëкновения с объектаìи pеëüефа ìестности. С этой
öеëüþ на боpту фоpìиpуется заäанный уãоë накëо-
на тpаектоpии θзаä, зна÷ение котоpоãо опpеäеëяется
пеpесе÷енностüþ повеpхности Зеìëи (pеëüефа ìе-
стности). Контуp упpавëения äоëжен обеспе÷итü
отpаботку текущиì уãëоì накëона тpаектоpии θ за-
äанноãо зна÷ения θзаä с у÷етоì оãpани÷ений на пе-
pеãpузку ny и уãоë атаки α БПЛА. Пpи этоì äоëжны
бытü выпоëнены тpебования к ка÷еству пеpехоä-
ноãо пpоöесса, а иìенно ìаксиìаëüное быстpоäей-
ствие и необхоäиìый запас устой÷ивости систеìы.

Синтез контуpов упpавления МБПЛА 
методом "хаpактеpистических полиномов" 

и "хаpактеpистических постоянных вpемени"

Метоä "хаpактеpисти÷еских поëиноìов" и "ха-
pактеpисти÷еских постоянных вpеìени" обеспе÷и-
вает фоpìиpование законов упpавëения и заäанных
веëи÷ин пpи оãpани÷енной инфоpìаöии о хаpакте-
pистиках пpоектиpуеìоãо БПЛА, а также снижение
затpат на синтез коэффиöиентов в законах упpав-
ëения. Есëи систеìа с постоянныìи паpаìетpаìи
поëностüþ упpавëяеìа по вхоäаì f, то пеpеäато÷-
ная функöия от ëþбоãо вхоäа fj к ëþбой кооpäи-
нате вектоpа состояния xi

 = ,

ãäе p — паpаìетp пpеобpазования по Лапëасу, со-
äеpжит хаpактеpисти÷еский поëиноì заìкнутоãо
контуpа упpавëения D(p). Чисëитеëи Eij(p) зависят
от то÷ки пpиëожения возìущения. 

Поскоëüку на заìкнутуþ систеìу äействуþт воз-
ìущения, пpиëоженные к pазëи÷ныì то÷каì кон-
туpа упpавëения, выбоp паpаìетpов систеìы буäеì
пpовоäитü тоëüко на основе pассìотpения хаpак-
теpисти÷еских паpаìетpов, вытекаþщих из хаpак-
теpисти÷ескоãо поëиноìа D(p).

Хаpактеpистический полином (ХП) замкнутого
контуpа упpавления ëинейной систеìы ìожет бытü
пpеäставëен в виäе

D(p) = a0p
n + a1p

n–1 + ... + an–1p + an,

ãäе n — поpяäок систеìы; ai — коэффиöиенты ха-

pактеpисти÷ескоãо поëиноìа, i = .

Дëя äаëüнейøеãо pассìотpения уäобно ввести
äве фоpìы хаpактеpисти÷ескоãо поëиноìа:
� пpавуþ, коãäа свобоäный ÷ëен pавен еäиниöе:

an = 1;

� ëевуþ, в котоpой коэффиöиент пpи высøей сте-
пени опеpатоpа p pавен еäиниöе: a0 = 1.

Хаpактеpистические постоянные вpемени.

Поскоëüку pазìеpностü опеpатоpа пpоизвоäной
p = d/dt с–1, то из стpуктуpы хаpактеpисти÷ескоãо
поëиноìа сëеäует, ÷то отноøение сосеäних коэф-
фиöиентов ai и ai+1 иìеет pазìеpностü вpеìени.
Ввеäеì понятие ìассива Ti хаpактеpисти÷еских
постоянных вpеìени (ХПВ):

Ti =  (i = ).

О÷евиäно, ÷то pазìеpностü Ti ìассива pавна по-
pяäку систеìы n. Буäеì с÷итатü, ÷то pаспоëожение
ХПВ явëяется ноpмальным, есëи боëüøеìу ноìеpу
эëеìента ìассива соответствует боëüøая постоян-
ная вpеìени.

Пpи ноpìаëüноì pаспоëожении ХПВ наиìенü-
øая постоянная вpеìени T0 хаpактеpизует внутpен-
ний контуp, а наибоëüøая ХПВ Tn–1 хаpактеpизует
внеøний контуp и быстpоäействие всей систеìы.
Есëи свобоäный ÷ëен pавен еäиниöе (an = 1), то
коэффиöиенты ХП pавны пpоизвеäениþ хаpакте-
pисти÷еских постоянных вpеìени (ХПВ):

ai = Ti.

Pас÷ет коэффиöиентов ХП по известныì ХПВ
выпоëняется сëеäуþщиì обpазоì: 

� äëя пpавой фоpìы ХП: an = 1, ai = Tiai+1;

� äëя ëевой фоpìы ХП: a0 = 1, ai+1 = .

Анаëиз систеì высокоãо поpяäка (n > 4) веäется
ìетоäоì аппpоксиìаöии ХП совокупностüþ поëи-
ноìов, кажäый из котоpых иìеет ìенüøий поpяäок.
Напpиìеp, систеìу 6-ãо поpяäка ìожно аппpокси-
ìиpоватü тpеìя поäсистеìаìи 4-ãо поpяäка. Пеpвая
поäсистеìа соäеpжит ãpуппу ëевых ХПВ исхоäной

систеìы Ti (i = ) и аппpоксиìиpует быст-

pые äвижения, а тpетüя (внеøняя) поäсистеìа со-
äеpжит ãpуппу пpавых ХПВ исхоäной систеìы
Ti (i = 2, ..., 5) и аппpоксиìиpует äвижения выхоä-

ной кооpäинаты, в ÷астности вpеìя пpоöесса и
пеpеpеãуëиpование.

Дëя типовоãо ëетатеëüноãо аппаpата паpа ìенü-
øих постоянных вpеìени T0 и T1 хаpактеpизует
внутpенний контуp втоpоãо поpяäка, а паpа боëü-
øих Tn–2, Tn–1 — внеøний контуp 2-ãо поpяäка,
котоpые в общеì сëу÷ае пpеäставëяþт собой коëе-
батеëüные звенüя.

Анаëиз устой÷ивости заìкнутоãо контуpа и ка-
÷ества пеpехоäных пpоöессов пpивоäит к необхо-
äиìости ввеäения безpазìеpных хаpактеpисти÷е-
ских паpаìетpов, pавных pасстояниþ ìежäу сосеä-

xi p( )

fj p( )
---------

Eij p( )

D p( )
-----------

0 … n, ,

ai

ai 1+
--------- 0 … n, 1–,

 
i 0=

n 1–

∏

ai

Ti

----

0 … 3, ,
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ниìи хаpактеpисти÷ескиìи вpеìенаìи: Ci = ,

i = .

О÷евиäно, ÷то pазìеpностü ìножества Ci на
еäиниöу ìенüøе поpяäка систеìы и pавна n – 1.
Пpи заäанноì ìножестве Ci заäа÷а синтеза (обpат-
ная заäа÷а) pеøается с поìощüþ соотноøений

Ti+1 = TiCi (i = ),

есëи известна наиìенüøая ХПВ T0, и соотноøений

Ti = Ti+1/Сi (i = n – 2, ..., 0),

есëи известна наибоëüøая ХПВ Tn–1.
В этоì сëу÷ае ìоãут бытü поëностüþ опpеäеëе-

ны хаpактеpисти÷еские паpаìетpы, в тоì ÷исëе ко-
эффиöиенты ХПВ, а зна÷ит, и стpуктуpа заìкну-
тоãо контуpа упpавëения.

Запас устойчивости (zu) по пpоизвоëüноìу па-
pаìетpу q опpеäеëяется как соотноøение пpеäеëü-
ноãо зна÷ения паpаìетpа qmax иëи qmin к текущеìу
еãо зна÷ениþ. Есëи на ãpаниöу устой÷ивости сис-
теìы вывоäит pост паpаìетpа q, то запас устой÷и-
вости опpеäеëяется из выpажения zu = qmax/q; есëи
же на ãpаниöу устой÷ивости вывоäит уìенüøение
этоãо паpаìетpа, то запас устой÷ивости нахоäится
из выpажения zu = q/qmin. Сëеäоватеëüно, äëя ус-
той÷ивых систеì запас устой÷ивости естü ÷исëо,
пpевыøаþщее еäиниöу. 

Дëя систеìы 4-ãо поpяäка ãpаниöу устой÷иво-
сти, исхоäя из опpеäеëитеëя Гуpвиöа, äает усëовие: 

Γ =  + ,

ãäе C20 =  и C31 =  — отноøение постоянных

вpеìени.
Запас устой÷ивости опpеäеëяется фоpìуëой 

zu03 = . 

Есëи все у÷астки иìеþт pавные äëины Ci = L, то
C20 = C31 = 2L, и запас устой÷ивости pавен äëине
у÷астка: zu = L. В ÷астности, äвукpатный запас ус-
той÷ивости обеспе÷ивает систеìа с pаспоëожениеì
ХПВ ÷еpез оäну октаву (L = 2), а запас устой÷иво-
сти, pавный zu = 2,5, обеспе÷ивает систеìа с pас-
стоянияìи ìежäу ХПВ L = 2,5.

Pас÷ет запаса устой÷ивости систеì высокоãо
поpяäка (n > 4) опpеäеëяется как ìиниìаëüный из
запасов устой÷ивости поäсистеì 4-ãо поpяäка:

zu06 = min(zu03, zu14, zu26). 

Сопоставëение хаpактеpисти÷ескоãо поëиноìа
систеìы втоpоãо поpяäка

D(p) = T0p
2 + T1p + 1

с обы÷ныì пpеäставëениеì коëебатеëüноãо звена

D(p) = T 2p2 + 2ξTp + 1,

ãäе T — постоянная вpеìени, ξ — коэффиöиент
äеìпфиpования, позвоëяет сäеëатü вывоä, ÷то äëя
уìенüøения пеpеpеãуëиpования по выхоäной ко-
оpäинате в систеìах высокоãо поpяäка äëину пpа-
воãо у÷астка (т. е. в обëасти боëüøих постоянных
вpеìени) öеëесообpазно увеëи÷итü äо зна÷ений
Ce = Cn–2 = 2,3...2,5, соответствуþщих коэффиöи-
енту затухания ξ боëее 0,8.

Стpуктуpная схема линеаpизованного контуpа

упpавления углом наклона тpаектоpии. Pеøение
боëüøоãо ÷исëа заäа÷ упpавëения тpаектоpией ìожет
бытü осуществëено за с÷ет выäеpживания заäанноãо
уãëа накëона тpаектоpии. Упpавëение уãëоì на-
кëона тpаектоpии позвоëяет pеøитü как заäа÷у ста-
биëизаöии заäанной (постоянной) высоты поëета,
так и заäа÷у упpавëения высотой поëета (стабиëи-
заöии изìеняþщейся высоты поëета). В ÷астно-
сти, актуаëüной явëяется заäа÷а уäаëения БПЛА от
повеpхности Зеìëи (в öеëях пpеäотвpащения
стоëкновения), иìенуеìая в äаëüнейøеì "заäа÷ей
увоäа БПЛА".

Пpи выпоëнении ëоãи÷ескоãо усëовия увоäа
фоpìиpуется заäанный уãоë накëона тpаектоpии θзаä.
Контуp упpавëения äоëжен обеспе÷итü отpаботку
заäанноãо зна÷ения θзаä с у÷етоì оãpани÷ений на
пеpеãpузку ny и уãоë атаки α БПЛА. Пpи этоì äоëж-
ны бытü выпоëнены тpебования к ка÷еству пеpе-
хоäноãо пpоöесса, а иìенно тpебования к ìакси-
ìаëüноìу быстpоäействиþ и необхоäиìоìу запасу
устой÷ивости систеìы.

Pассìотpиì некотоpые особенности контуpа
упpавëения уãëоì накëона тpаектоpии. Линеаpизо-
ванное уpавнение ìоìентов БПЛА в откëонениях
ìожет бытü пpеäставëено в виäе 

 = – ωz – α –  + δв, 

ãäе ωz — уãëовая скоpостü относитеëüно связанной
оси БПЛА OZ; α — откëонение уãëа атаки от ба-
ëансиpово÷ноãо поëожения;  — пpоизвоäная уãëа
атаки (скос потока); δв — откëонение pуëя высоты
от баëансиpово÷ноãо поëожения.

Известно, ÷то коэффиöиенты , , ,

 явëяþтся пеpеìенныìи по pежиìаì поëета.

Линеаpизованная связü ìежäу откëонениеì уãëа
атаки и пpиpащениеì ìожет бытü пpеäставëена

в виäе ny = α.

Связü ìежäу откëонениеì уãëа атаки и уãëовой
скоpостüþ ìожет бытü выpажена зависиìостüþ

α = ωz/(p + bα), 
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ãäе коэффиöиент bα = , а еãо обpатная веëи-

÷ина Tα =  явëяется постоянной вpеìени, ха-

pактеpизуþщей äинаìи÷ескуþ связü ìежäу уãëо-
выìи скоpостяìи связанной ωz и скоpостной ωza

систеì кооpäинат:

ωza = ωz

(p — опеpатоp äиффеpенöиpования).

Пpи отсутствии кpена  = ωza. Постоянная вpе-
ìени также зависит от pежиìа поëета.

Закон упpавëения в сëу÷ае упpавëения уãëоì
накëона тpаектоpии ìожет бытü записан в виäе

δв.заä = – ωz – α + δв.т,

ãäе ,  — коэффиöиенты закона упpавëения.

Вспоìоãатеëüный сиãнаë δв.т сфоpìиpован из
заäанной ny заä и текущей ny пеpеãpузок, вкëþ÷ает
пpопоpöионаëüнуþ и интеãpаëüнуþ составëяþщие:

δв.т = (ny заä – ny) – ny.

Заäанная пеpеãpузка опpеäеëяется в соответст-
вии с назна÷ениеì заìкнутой систеìы как pассо-
ãëасование ìежäу заäанныì и текущиì уãëаìи на-
кëона тpаектоpии:

ny заä = (θзаä – θ).

Испоëüзование пpивеäенных зависиìостей по-
звоëяет поëу÷итü стpуктуpнуþ схеìу контуpа упpав-
ëения, пpивеäеннуþ на pис. 3. Систеìа иìеет øес-
той поpяäок в соответствии с ÷исëоì интеãpатоpов
в контуpе.

Синтез замкнутого контуpа упpавления углом

наклона тpаектоpии. Дëя уäобства объяснения ìе-
тоäики синтеза контуpа упpавëения ввеäеì сëе-
äуþщие упpощения:
� откëонение оpãанов упpавëения БПЛА пpиìеì

в ìасøтабе откëонения уãëа атаки;
� в заäа÷е синтеза вëияние скоса потока pассìат-

pиватü не буäеì (оöенку пеpенесеì на этап ìо-
äеëиpования);

� вëияние пpивоäа pассìотpиì на сëеäуþщеì
этапе, ÷то позвоëяет объеäинитü естественные

(– ωz – α) и искусственные (– ωz – α)

обpатные связи по уãëовой скоpости и уãëу атаки;
� øуìы äат÷иков у÷итыватü не буäеì, оöенку уãëа

атаки  пpиìеì pавной уãëу атаки.
В этоì сëу÷ае поpяäок заìкнутоãо контуpа

упpавëения снизится äо ÷етвеpтоãо.
Синтез контуpа упpавëения высотой поëета на

pежиìе автоìати÷ескоãо увоäа БПЛА от опасноãо
сбëижения с Зеìëей ìожет бытü выпоëнен сëеäуþ-
щиì обpазоì.

Пpежäе всеãо, необхоäиìо поëу÷итü хаpактеpи-
сти÷еский поpтpет систеìы, а иìенно наиìенüøее
(опоpное) зна÷ение ХПВ исхоäя из хаpактеpистик
систеìы упpавëения с пpивоäаìи pуëевых оpãанов
с у÷етоì неëинейностей, обеспе÷иваþщей запас
устой÷ивости и необхоäиìое ка÷ество äеìпфиpо-
вания в усëовиях наëи÷ия изãибных коëебаний
констpукöии БПЛА.

Pассìотpиì высоко÷астотнуþ ÷астü контуpа,
искëþ÷ив интеãpаëы уãëа накëона тpаектоpии и
заäанной пеpеãpузки и сохpанив суììаpные обpат-
ные связи по уãëовой скоpости и уãëу атаки. 

Аппpоксиìиpуя сеpвопpивоä систеìы упpавëе-
ния коëебатеëüныì звеноì виäа

Wпp(p) = ,
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Pис. 3. Замкнутый контуp упpавления углом наклона тpаектоpии q
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поëу÷иì хаpактеpисти÷еский поëиноì 4-ãо поpяä-
ка, коэффиöиенты котоpоãо pавны

ãäе  = ; S1 = bα + ; S2 =  + bα ;

S1заä = ; S 2заä = (  + bα ).

Есëи пpинятü ÷исëовые зна÷ения паpаìетpов

САУ с пpивоäоì и объекта сëеäуþщиìи:  = 0,05;

 = 0,11; bα = 1;  = 2,5, то в pезуëüтате pас-

÷етов поëу÷иì:

� хаpактеpисти÷еские вpеìена T = {0,0444; 0,0956;
0,217; 0,5};

� у÷астки C = {2,15; 2,27; 2,30};

� запас устой÷ивости zu = 1/(T0/T2 + T1/T3) = 2,53.

Дëя синтеза контуpа упpавëения увоäоì в об-
ëасти низких ÷астот буäеì испоëüзоватü в ка÷естве
наиìенüøей ХПВ сpеäнее зна÷ение ìежäу наи-
боëüøиìи ХПВ (0,217; 0,5), поëу÷енныìи в об-
ëасти высоких ÷астот, котоpое поëожиì pавныì
T0 = 0,25 с, пpи этоì поëаãаеì, ÷то a0 = 1.

Pасстоянияìи ìежäу сосеäниìи хаpактеpисти-
÷ескиìи вpеìенаìи (äëиной тpех у÷астков) заäа-
еìся исхоäя из жеëаеìоãо запаса устой÷ивости и
тpебования к веëи÷ине пеpеpеãуëиpования, напpи-
ìеp, C = {2,25; 2,25; 2,4}. Такой выбоp позвоëяет
поëу÷итü запас устой÷ивости zu = 2,25 и пеpеpеãу-
ëиpование поpяäка 5 %.

Pас÷ет хаpактеpисти÷еских вpеìен выпоëняется
по общей фоpìуëе (6) и äает ìножество T = {0,25;
0,5625; 1,27; 3,04}.

Даëее из выpажения (4) ìоãут бытü pасс÷итаны
соответствуþщие коэффиöиенты хаpактеpисти÷е-
скоãо поëиноìа заìкнутоãо контуpа, ÷то äает ìно-
жество a = {1,0; 4,0; 7,1; 5,62; 1,85}. Хаpактеpисти-

÷еский поpтpет заìкнутой систеìы поëностüþ оп-
pеäеëен.

Стpуктуpная схеìа жеëаеìоãо заìкнутоãо кон-
туpа упpавëения высотой в ìаëовысотноì поëете
пpеäставëена на pис. 4.

Заìыкание контуpа упpавëения пеpеãpузкой
позвоëяет поëу÷итü выpажение äëя пеpеäато÷ной
функöии от заäанной пеpеãpузки к текущей в виäе

(p) = .

Есëи не у÷итыватü äинаìику пpивоäа, то заìы-
кание контуpа упpавëения уãëоì накëона тpаекто-
pии пpивоäит к хаpактеpисти÷ескоìу поëиноìу
систеìы 3-ãо поpяäка, в котоpоì

a1 =  + bα; a2 =  + bα; a3 = / .

Дëя упpавëяеìой пеpеìенной T3 = V/(g ).

Pезуëüтатоì синтеза явëяþтся выpажения äëя
коэффиöиентов закона упpавëения, поëу÷енные из
пpеäыäущих pавенств:

 = a1 – bα;  = a2 – bα;

 = ;  = .

Дëя поëу÷ения ÷исëовых зна÷ений тpебуется
знание паpаìетpов объекта, напpиìеp,

Tα = 1; bα = 1/Tα;  = 0,4;

тоãäа  = 3;  = 4,11;  = 0,072;  = 1,3;

 = 3,42;  = 6,71.

Искëþ÷ение из поëу÷енной суììы естественных
обpатных связей по уãëовой скоpости и уãëу атаки,
пpисущих äанноìу объекту, а также коppекöия

с у÷етоì соотноøения эффективностей  (на

a0 = ;

a1 = (S1 + S1заä) + ;

a2 = (S 2 + S 2заä) + (S1 + S1заä) + 1;

a3 = (S 2 + S 2заä) + S1 + S1заä;

a4 = S 2 + S 2заä,
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Pис. 4. Стpуктуpная схема желаемого замкнутого контуpа упpавления высотой в маловысотном полете
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пpеäыäущих этапах пpеäпоëаãаëосü  = )

äаþт паpаìетpы закона упpавëения, котоpые äоëж-
ны бытü pеаëизованы в законе упpавëения.

Огpаничение пеpегpузки и угла атаки БПЛА.

Пpоöесс увоäа выпоëняется боëüøуþ ÷астü вpеìе-
ни на пpеäеëüной äëя pежиìа автоìати÷ескоãо
упpавëения пеpеãpузке, а на ìаëых скоpостях — на
пpеäеëüноì уãëе атаки. В öеëях оãpани÷ения пеpе-
ãpузки и уãëа атаки на заäаннуþ пеpеãpузку накëа-
äывается оãpани÷ение: 

 = max[min([(  – 1)KСАУ + 1], 4), 1.2],

ãäе  — äопустиìая ноpìаëüная пеpеãpузка

БПЛА;  — ìаксиìаëüная ноpìаëüная пеpе-

ãpузка автоìати÷ескоãо упpавëения; KСАУ — отно-

øение хоäа оpãана упpавëения уãëоì танãажа (ОУϑ)

на кабpиpование к еãо поëноìу хоäу.
Заäа÷а пpеäупpежäения стоëкновения и увоäа

от пpепятствия äоëжна pеøатüся из ëþбоãо пpо-
стpанственноãо поëожения БПЛА. В связи с этиì
тpебованиеì пеpехоäиì от ëинейной заäа÷и к не-
ëинейной, испоëüзуя pасс÷итанные pанее ХПВ и
пеpеäато÷ные ÷исëа. Заäанная пеpеãpузка ìожет
бытü сфоpìиpована сëеäуþщиì обpазоì. 

В зоне уãëов по кpену γ = ±70° (cosγ > 0,3):

 = (θзаä – θ) + cosθ ,

ãäе θзаä — заäанный уãоë накëона тpаектоpии, за-
висящий от пеpесе÷енности pеëüефа; θ — текущий
уãоë накëона тpаектоpии; Va — скоpостü поëета;
T3 — хаpактеpисти÷еская постоянная вpеìени.

В зоне уãëов кpена, бëизких к пеpевеpнутоìу
поëожениþ (cosγ m 0,3), заäанная пеpеãpузка заäа-

ется pавной еäиниöе:  = 1,0.

Такиì обpазоì, синтез контуpа упpавëения вы-
сотой поëета на pежиìе автоìати÷ескоãо увоäа
БПЛА от опасноãо сбëижения с Зеìëей с у÷етоì
оãpани÷ений пеpеãpузки и уãëа атаки завеpøен.
Пpеäëоженная ìетоäика позвоëяет ëеãко pасøиpитü
контуp äëя упpавëения высотой поëета и обеспе-
÷итü астатизì упpавëения за с÷ет испоëüзования
интеãpаëов по пеpеãpузке и высоте поëета, ÷то по-
звоëяет ãовоpитü о возìожности автоноìноãо ав-
тоìати÷ескоãо поëета БПЛА и повыøения уpовня
интеëëекта КБО за с÷ет pеøения заäа÷и пpеäот-
вpащения стоëкновения с pеëüефоì и, в общеì
сëу÷ае, с ëþбыìи объектаìи, обнаpуженныìи боp-
товыìи обзоpно-пpиöеëüныìи систеìаìи.

Зäесü пpеäпоëаãается, ÷то автоìати÷еский кон-
туp увоäа БПЛА pаботает ëибо автоноìно, ëибо со-
вìестно с контуpоì автоìатизиpованноãо äистан-

öионноãо упpавëения, обеспе÷ивая безопасностü
поëета за с÷ет не зависиìоãо от опеpатоpа вìеøа-
теëüства в упpавëение пpи наëи÷ии опасноãо сбëи-
жения с пpепятствияìи иëи äpуãиìи ЛА. Актуаëü-
ной явëяется заäа÷а уäаëения БПЛА от повеpхности
Зеìëи (в öеëях пpеäотвpащения стоëкновения),
иìенуеìая в äаëüнейøеì "заäа÷ей увоäа БПЛА".

Фоpìиpование ëоãи÷ескоãо пpизнака "увоä" ìо-
жет бытü pеаëизовано с испоëüзованиеì пpостpан-
ственной ìоäеëи тpаектоpноãо äвижения БПЛА
äëя пpоãноза тpаектоpии на заäанный интеpваë
вpеìени впеpеä и базы ãеоинфоpìаöионных äан-
ных, позвоëяþщей восстановитü поëе высот pеëüе-
фа ìестности в окpестности пpоãнозиpуеìой тpа-
ектоpии äвижения БПЛА. Пpи выпоëнении усëовия
опасноãо сбëижения пpоãнозиpуеìой тpаектоpии
с зеìной повеpхностüþ фоpìиpуется заäанный уãоë
накëона тpаектоpии θзаä, зна÷ение котоpоãо опpе-
äеëяется пеpесе÷енностüþ повеpхности Зеìëи
(pеëüефа ìестности).

Кëþ÷евыìи ìоìентаìи в äанноì сëу÷ае явëя-
þтся: то÷ностü опpеäеëения тpаектоpных паpаìет-
pов äвижения БПЛА, вы÷исëитеëüная эконоìи÷-
ностü ìоäеëи äвижения äëя пpоãноза тpаектоpии
на заäанный интеpваë вpеìени впеpеä и база ãео-
инфоpìаöионных äанных.

В ка÷естве ìоäеëи пpоãноза тpаектоpноãо äви-
жения ЛА ìоãут бытü испоëüзованы анаëити÷еские
ìоäеëи, поëу÷аеìые пpи фиксаöии текущих векто-
pов пеpеãpузки и уãëовой скоpости вpащения
БПЛА. Так, есëи фиксиpуþтся вектоpы в связан-
ной систеìе кооpäинат, то ìы поëу÷аеì так назы-
ваеìый спиpаëüный пpоãноз, котоpый äает сëе-
äуþщие pас÷етные соотноøения äëя кооpäинат
ìестопоëожения БПЛА:

 =  + ε(t0) Δt –

– 0,5gΔt2  + gF2(t) ,

F2(t) = 0,5Δt2E – Ω +

+ (0,5Δt 2 – Ω2.

Зäесü E — еäини÷ная (3 Ѕ 3)-ìатpиöа;
[xgc(t ) ygc(t ) zgc(t )]

т — вектоp ëинейных кооpäи-
нат öентpа ìасс БПЛА в пpяìоуãоëüной систеìе
кооpäинат базы ãеоинфоpìаöионных äанных;

amz

α*
amz

δ
в

amz

α

nymax
ay

ny
äоп

ny
äоп

nymax
ay

ny
заä Va

T3g
------- ⎝

⎛
⎠
⎞ 1

cosγ
--------

ny
заä

xgc t( )

ygc t( )

zgc t( )

xgc t0( )

ygc t0( )

zgc t0( )

Vkx t0( )

Vky t0( )

Vkz t0( )
⎩
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎧

ε21 t0( )

ε22 t0( )

ε23 t0( )

nx t0( )

ny t0( )

nz t0( )
⎭
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪
⎫

1 cos ω Δt( )–

ω
2

--------------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

1

ω
2

-------  ⎝
⎛ 1 cos ω Δt( )–

ω
2

--------------------------⎠
⎞



Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010 71

[Vkx(t0) Vky(t0) Vkz(t0)]
т — вектоp скоpости поступа-

теëüноãо äвижения объекта в пpоекöии на оси свя-
занной систеìы кооpäинат; t0 — текущий ìоìент
вpеìени (на÷аëо пpоãноза); Δt — интеpваë пpоãно-
зиpования; [nx(t) ny(t) nz(t)]

т — вектоp пеpеãpузки
БПЛА в пpоекöиях на оси связанной систеìы ко-
оpäинат; g — ускоpение сиëы тяжести; ω — ìоäуëü
уãëовой скоpости вpащения в связанных осях; ε(t0) —
ìатpиöа напpавëяþщих косинусов пеpехоäа от сис-
теìы кооpäинат базы ãеоинфоpìаöионных äанных
к связанной; Ω — ìатpиöа Пуассона, составëенная
из коìпонент вектоpа уãëовой скоpости вpащения:

Ω = .

Дpуãиì возìожныì ваpиантоì ìоäеëи пpоãноза
ìожет бытü так называеìый тpаектоpный пpоãноз,
поëу÷енный пpи анаëоãи÷ных пpеäпоëожениях, но
относитеëüно пpоекöий вектоpов пеpеãpузки и
уãëовой скоpости вpащения в тpаектоpной систеìе
кооpäинат [7, 8].

Дëя äистанöионноãо коìанäно-ëиäеpноãо упpав-
ëения в особых сëу÷аях поëета и обеспе÷ения эта-

ëонноãо ìаневpиpования пpи изìенении öеëевых
заäа÷ в ИУС коìпëекса пpеäëаãается испоëüзоватü
эpãати÷еский интеpфейс, соäеpжащий инфоpìа-
öионные каäpы pабо÷их ìест опеpатоpов:

� пиëотажноãо инäикатоpа äëя pежиìов тpаектоp-
ноãо упpавëения БПЛА, öеëеуказания, захоäа на
посаäку и посаäки (pис. 5);

� навиãаöионноãо инäикатоpа, на котоpоì ото-
бpажена аэpонавиãаöионная каpта с псевäообъ-
еìныì изобpажениеì pеëüефа ìестности в зоне
поëета МБПЛА (pис. 6);

� ìнеìокаäpа общеобъектноãо обоpуäования
МБПЛА (pис. 7),

котоpые äаþт возìожностü оäновpеìенно виäетü
ãëавные пиëотажные паpаìетpы, внеøнþþ обста-
новку и опасные состояния тpаектоpноãо ìаневpи-
pования и позвоëяþт опеpатоpу фоpìиpоватü аäе-
кватные упpавëяþщие возäействия пpи поëетах на
pежиìах высокото÷ноãо ìаневpиpования в ìаëо-
высотноì поëете наä сëожныì pеëüефоì ìестно-
сти, захоäа на посаäку и посаäки на необоpуäован-
ное ìесто посаäки в сëожных усëовиях, обеспе÷итü
упpавëение ãpупповыì взаиìоäействиеì МБПЛА,
обеспе÷итü опеpативный ìаневp пpиìенениеì
МБПЛА, а также позвоëяþт контpоëиpоватü ис-

0 ωz ωy–

ωz– 0 ωx

ωy ωx– 0

Pис. 5. Пилотажный индикатоp для pежимов тpаектоpного упpав-
ления МБПЛА, целеуказания, захода на посадку и посадки

Pис. 6. Навигационный индикатоp с аэpонавигационной каpтой
и псевдообъемным изобpажением pельефа местности
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пpавностü и пpавиëüностü функöиониpования боp-
товых коìпëексов МБПЛА (обнаpуживатü сбои
в аëãоpитìи÷ескоì и пpоãpаììноì обеспе÷ении)
на пpотяжении всеãо этапа пpиìенения МБПЛА.

Испоëüзование исхоäных каpтоãpафи÷еских
äанных в фоpìате ãеоинфоpìаöионной систеìы
(ГИС) "Интеãpаöия" позвоëяет опеpативно поäãо-
товитü боpтовуþ öифpовуþ ìоäеëü pеëüефа pайона.
Пpиìенение сëоев äëя хpанения и вывоäа каpто-
ãpафи÷еской инфоpìаöии äает возìожностü изìе-
нения ãенеpаëизаöии отобpажения каpты как пpи
сìене ìасøтаба каpты, так и пpинуäитеëüно по
тpебованиþ опеpатоpа. Моäеëиpование ìестности
с испоëüзованиеì ГИС позвоëяет пpовоäитü отpа-
ботку навыков упpавëения ЛА пpиìенитеëüно
к конкpетноìу pайону ìестности.

Дëя пеpиоäи÷еской коppекöии кооpäинат ìе-
стопоëожения беспиëотноãо ëетатеëüноãо аппаpата
в еãо боpтовоì коìпëексе необхоäиìо иìетü модуль
коppеляционно-экстpемальной навигации (КЭН) по
поëþ высот pеëüефа ìестности по совокупности
изìеpений боpтовыìи äат÷икаìи абсоëþтной и
ãеоìетpи÷еской высот поëета и боpтовой öифpо-
вой ìатpиöы высот pеëüефа ìестности pайона по-
ëетов [1].

В контуp КЭН вхоäят сëеäуþщие стpуктуpные
еäиниöы коìпëекса боpтовоãо обоpуäования
МБПЛА, иìеþщие öифpовой выхоä по изìеpяе-
ìыì (опpеäеëяеìыì) паpаìетpаì:
� "ãpубая" навиãаöионная систеìа, опpеäеëяþщая

кооpäинаты ìестопоëожения МБПЛА с пози-
öионныìи (и, возìожно, со скоpостныìи)
оøибкаìи;

� систеìа возäуøных сиãнаëов, изìеpяþщая аб-
соëþтнуþ высоту поëета МБПЛА и веpтикаëü-
нуþ скоpостü;

� pаäиовысотоìеp, изìеpяþщий ãеоìетpи÷ескуþ
высоту поëета МБПЛА (стеpеоскопи÷еская оп-
ти÷еская систеìа изìеpения ãеоìетpи÷еской
высоты поëета);

� ãиpоскопи÷еские äат÷ики, изìеpяþщие уãëы
кpена и танãажа МБПЛА. 
Аппаpатные вы÷исëитеëüные сpеäства контуpа

КЭН вкëþ÷аþт в себя:
� спеöиаëизиpованный вы÷исëитеëü, быстpоäей-

ствие котоpоãо обеспе÷ивает pеаëизаöиþ аëãо-
pитìа КЭН в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени;

� внеøнее запоìинаþщее устpойство боëüøой
еìкости äëя хpанения ìатpиöы высот pеëüефа
ìестности в pайоне поëетов (из состава боpто-
вой ãеоинфоpìаöионной систеìы);

� ëинии связи, обеспе÷иваþщие инфоpìаöионный
обìен с заäанной пëотностüþ потока äанных.
Дëя кажäоãо боевоãо беспиëотноãо авиаöион-

ноãо коìпëекса и особенно äëя МБПЛА в совpеìен-
ных усëовиях пpиобpетает пеpвостепенное зна÷е-
ние защитная функöия, котоpая äоëжна pеøатüся
активныì ìетоäоì на основе боевоãо пpотивоäей-
ствия. Защита äоëжна бытü постpоена на базе свое-
вpеìенноãо обнаpужения pакетноãо напаäения и
активноãо поpажения атакуþщей pакеты. Тоëüко
такой виä авиаöионной пpотивоpакетной обоpоны
ìожет pассìатpиватüся как оäин из базовых фак-
тоpов, опpеäеëяþщих живу÷естü пpоектиpуеìых
МБПЛА. Доìиниpуþщиìи паpаìетpаìи активной
защиты становятся инфоpìаöионное обеспе÷ение
äанныìи об окpужаþщей обстановке и эффектив-
ностü боевых сpеäств защиты.

Pезультаты экспеpиментальных исследований

В соответствии с pазpаботанной ìетоäоëоãией
иссëеäований и эpãоноìи÷ескоãо сопpовожäения
жизненноãо öикëа эpãати÷еских коìпëексов упpав-
ëения БПЛА пpовеäены экспеpиìентаëüные ис-
сëеäования на äиаëоãовоì ìоäеëиpуþщеì стенäе.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования контуpа упpавëения
вывоäоì ìаневpенноãо саìоëета из опасноãо со-
стояния стоëкновения с ãоpныì pеëüефоì ìестно-
сти и поëетоì наä сãëаженныì pеëüефоì на заäан-
ной безопасной высоте с испоëüзованиеì каpто-
ãpафи÷еской инфоpìаöии, а также высокото÷ныì
ìаневpиpованиеì в ìаëовысотноì поëете поäтвеp-

Pис. 7. Мнемокадp общесамолетного обоpудования БПЛА
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жäаþт öеëесообpазностü созäания и испоëüзова-
ния пpеäëаãаеìоãо ìетоäа синтеза и испоëüзова-
ния еãо пpи pазpаботке коìпëекса упpавëения.

Пpовеäена сpавнитеëüная оöенка систеì автоìа-
тизиpованноãо упpавëения на pежиìах высокото÷-
ноãо ìаневpиpования на этапе посаäки в усëовиях
наëи÷ия боковоãо ветpа и при оãpани÷енных pаз-
ìеpах посаäо÷ной пëощаäки. Посаäка с аэpофини-
øеpоì сокpащает äëину пpобеãа с 500 äо 50 ì.
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Pешение задач оптимального 
упpавления космическим 

аппаpатом с огpаниченной 
и импульсной тягой

в KS(пеpеменных

Постановка задачи

В [1] быëи ввеäены новые пеpеìенные Кустаан-
хейìо-Штифеëя, в котоpых äвижение то÷ки в поëе
ãpавитаöии пpи отсутствии возìущений описыва-
ется систеìой ëинейных äиффеpенöиаëüных уpав-
нений. В этих пеpеìенных [2] pеøена заäа÷а опти-
ìаëüноãо упpавëения о встpе÷е косìи÷еских аппа-
pатов в ëинейной постановке, коãäа в на÷аëüный
ìоìент аппаpаты нахоäятся бëизко äpуã к äpуãу.
Наäо отìетитü, ÷то заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëе-
ния äвижениеì косìи÷еских аппаpатов pассìат-

pиваëисü ìноãиìи автоpаìи, в ÷астности в [3]. Но
в этих pаботах испоëüзоваëисü пеpеìенные вектоpы
поëожения и скоpости. Пpиìенение пеpеìенных
Кустаанхейìо-Штифеëя позвоëяет созäатü боëее
эффективные аëãоpитìы äëя pеøения кpаевых за-
äа÷, к котоpыì пpинöип ìаксиìуìа Понтpяãина
своäит pеøение заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения.

Движение КА с ìассой m поä äействиеì сиëы
ãpавитаöионноãо пpитяжения к öентpу с ìассой М
и упpавëяþщей сиëы mp pассìатpивается в инеpöи-
аëüной систеìе кооpäинат Ox1x2x3, на÷аëо котоpой
совпаäает с öентpоì пpитяжения. В этой систеìе
кооpäинат поëожение öентpа ìасс КА опpеäеëяет-
ся вектоpоì* x = (x1, x2, x3), скоpостü — вектоpоì
v = (v1, v2, v3), упpавëяþщая сиëа, отнесенная
к еäиниöе ìассы КА, — вектоpоì p = (p1, p2, p3).

Дëя pеãуëяpизаöии уpавнений äвижения ис-
поëüзуþтся пеpеìенные Кустаанхейìо-Штифеëя
(KS-пеpеìенные) u = (u0, u1, u2, u3), s = (s0, s1, s2, s3),
котоpые связаны с вектоpаìи x и v соотноøенияìи
[1, 2]

x = Pт(u)u; v = Pт(u)s; r = |x | = u2,

ãäе P(u) = ; т — знак тpанспониpо-

вания.

С помощью пpинципа максимума Понтpягина в KS-пе-
pеменных pешаются задачи о мягкой и жесткой встpечах
двух космических аппаpатов. Функционал, опpеделяющий
качество пpоцесса упpавления, учитывает вpемя пpоцесса
и интегpальную величину импульсов тяги. С использованием
пpедельного пеpехода стpоится pешение для задачи с импульс-
ной тягой. Пpиводятся pезультаты pасчета оптимальных
упpавлений для вывода аппаpата с импульсной тягой на за-
данную некомпланаpную оpбиту.

Ключевые слова: оптимальное упpавление, космический
аппаpат, огpаниченная и импульсная тяга, мягкая и жест-
кая встpечи, пеpеменные Кустаанхеймо-Штифеля

 * Зäесü и äаëее вектоpы набpаны поëужиpныì øpифтоì,
а их ìоäуëи — светëыì øpифтоì (есëи x — вектоp, то x = |x |).

2
r
--

u0 u3– u2

u1 u2 u3

u2– u1 u0

u3– u0– u1



74 Мехатроника, автоматизация, управление, № 3, 2010

Пеpеìенная h опpеäеëяет поëнуþ энеpãиþ еäи-
ниöы ìассы КА

h =  – ,

ãäе γ — ãpавитаöионная постоянная. Пеpеìенная τ
связана со вpеìенеì t соотноøениеì

 = u2. (1)

На упpавëяþщий вектоp p наëаãается оãpани÷ение

|p | m pmax. (2)

Неупpавëяеìый аппаpат А äвижется по эëëип-
ти÷еской оpбите поä äействиеì сиëы ãpавитаöион-
ноãо пpитяжения к öентpу М. Ставится заäа÷а об
оптиìаëüноì упpавëении äвижениеì КА, котоpое
обеспе÷ивает ìяãкуþ иëи жесткуþ встpе÷у, в зави-
сиìости от ваpианта заäа÷и, с неупpавëяеìыì ап-
паpатоì А и сообщает ìиниìаëüное зна÷ение
функöионаëу

I = (α1 + α2|p |)dt, αi = const l 0, i = 1, 2, (3)

ãäе tk — коне÷ный ìоìент вpеìени, котоpый заpа-
нее не заäается. 

Есëи обозна÷итü R — хаpактеpное pасстояние
в обëасти äвижения КА, то ìожно ввести безpаз-
ìеpные пеpеìенные и паpаìетpы u*, s*, h*, τ*, t*,
p*, ,  по фоpìуëаì

u = R1/2u*; s = (γM)1/2s*; h = h*;

τ = τ*; t = R t*; p = p*;

α2 = ; pmax = .

Даëее буäут испоëüзоватüся тоëüко безpазìеp-
ные веëи÷ины, веpхний инäекс "*" наä котоpыìи
опускается. Движение неупpавëяеìоãо аппаpата A
в безpазìеpных KS-пеpеìенных опpеäеëяется ÷еpез
новуþ независиìуþ пеpеìеннуþ τA соотноøенияìи

(4)

Уpавнения äвижения упpавëяеìоãо КА с у÷етоì
τA в безpазìеpных KS-пеpеìенных ìожно записатü
в виäе [1, 2]

 = s;  = hu + u2P(u)p;

 = 2(s, P(u)p);  = . (5)

Посëеäнее уpавнение в систеìе (5) устанавëи-
вает такуþ связü ìежäу τA и τ, ÷тобы физи÷еское
вpеìя t пpи опpеäеëении еãо из уpавнений (1) и (4)
быëо оäинаковыì. Оãpани÷ение на упpавëяþщий
паpаìетp p в безpазìеpных пеpеìенных сохpаняет
виä (2).

Дëя систеìы (5) известны пеpвые интеãpаëы [1]

l(u, s) = u0s1 – u1s0 + u2s3 – u3s2 = 0;

hu2 – 2s2 + 1 = 0. (6)

На÷аëüное состояние упpавëяеìоãо КА и на-
÷аëüное зна÷ение τA опpеäеëяþтся соотноøенияìи
пpи τ = 0:

u = uн, s = sн, h = hн, τA = τAн. (7)

В коне÷ный ìоìент вpеìени τ = τк, котоpый за-
pанее не заäается, упpавëяеìая систеìа (5) в пpо-
стpанстве (u, s, h, τA) в сëу÷ае ìяãкой встpе÷и äоëжна
нахоäитüся на ìноãообpазии

(8)

а в сëу÷ае жесткой встpе÷и — на ìноãообpазии 

Pт(u(τк))u(τк) = Pт(uA(τA(τк)))uA(τA(τк)). (9)

Пpи pеøении заäа÷и о встpе÷е аппаpатов веëи-
÷ину τAн ìожно поëожитü pавной нуëþ, а в сëу÷ае
заäа÷и о вывоäе КА на оpбиту, заäаваеìой соотно-
øенияìи (4), зна÷ение τAн заpанее не заäается и
поäëежит опpеäеëениþ в пpоöессе pеøения заäа÷и.
Функöионаë (3) в безpазìеpных KS-пеpеìенных
запиøется в виäе

I = (α1 + α2|p |)u2dτ. (10)

Pешение задачи с помощью
пpинципа максимума Понтpягина

Функöия Гаìиëüтона-Понтpяãина äëя упpав-
ëяеìой систеìы (5) иìеет виä

H = –(α1 + α2|p |)u2 + (m, s) +

+ n, hu + u2P(u)p  + 2η(u, P(u)p) + ϑ .

v
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uA = C cos(kτA) + D sin(kτA);

sA = k(D cos(kτA) – C sin(kτA));

k = ; hA = –(C2 + D2)–1 < 0;

t = (uA)
2dτA; τA l τAн; C = const; D = const.
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Сопpяженные пеpеìенные m = (μ0, μ1, μ2, μ3),
n = (ν0, ν1, ν2, ν3), η, ϑ уäовëетвоpяþт систеìе
уpавнений

(11)

Из посëеäнеãо уpавнения систеìы (11) поëу÷иì

ϑ = Q(uA(τA))
2, (12)

ãäе Q — пpоизвоëüная константа.
Соãëасно усëовиþ ìаксиìуìа äëя функöии Н

оптиìаëüное упpавëение popt выpажается ÷еpез фа-
зовые и сопpяженные пеpеìенные по фоpìуëаì

popt = popt ; q = u2n + 2ηs, (13)

пpи этоì

popt = (14)

На пpавоì поäвижноì конöе тpаектоpии пpи
τ = τк äоëжны выпоëнятüся усëовия тpансвеpсаëü-
ности. В сëу÷ае ìяãкой встpе÷и они иìеþт виä

l(m, u) + l(n, s) = 0; l(n, u) = 0; η = 0;

ϑ + (s, m) + h(u, n) = 0, (15)

а в сëу÷ае жесткой встpе÷и 

l(m, u) = 0; n = 0; η = 0;

ϑ + (u)–2(Pт(u)m, Pт(uA(τA))sA(τA)) = 0. (16)

Соотноøения (15) и (16) поëу÷ены соответст-
венно из (8) и (9) ìетоäоì неопpеäеëенных ìно-
житеëей Лаãpанжа.

Кpоìе тоãо, так как τк заpанее не заäается, то
пpи τ = τк

 = 0. (17)

В сëу÷ае заäа÷и о вывоäе КА на оpбиту веëи÷и-
на τAн заpанее не заäается, по этой пpи÷ине ëевый
конеö тpаектоpии äëя упpавëяеìой систеìы (5) ока-
зывается поäвижныì, и на неì пpи τ = 0 äоëжно вы-

поëнятüся усëовие тpансвеpсаëüности ϑ = 0. В этоì
сëу÷ае из (12) сëеäует, ÷то ϑ ≡ 0.

Пpинöип ìаксиìуìа своäит pеøение заäа÷и
оптиìаëüноãо упpавëения к pеøениþ кpаевой за-
äа÷и äëя фазовых и сопpяженных пеpеìенных.
В сëу÷ае ìяãкой встpе÷и необхоäиìо pеøатü кpае-
вуþ заäа÷у äëя систеìы äиффеpенöиаëüных уpав-
нений (5), (11), в котоpых упpавëяþщий паpаìетp p
опpеäеëяется соãëасно (13), (14), с на÷аëüныìи ус-
ëовияìи (7) пpи τ = 0 и ãpани÷ныìи усëовияìи (8),
(15), (17) пpи τ = τк иëи с ãpани÷ныìи усëовияìи
(9), (16), (17) пpи τ = τк в сëу÷ае жесткой встpе÷и.
В сëу÷ае заäа÷и об оптиìаëüноì упpавëении вы-
воäоì КА на заäаннуþ оpбиту необхоäиìо pеøатü
кpаевуþ заäа÷у äëя той же систеìы уpавнений
с на÷аëüныìи усëовияìи (7) пpи τ = 0, в котоpых
усëовие äëя τA заìенено усëовиеì ϑ = 0, и ãpани÷-
ныìи усëовияìи (8), (15), (17) пpи τ = τк.

Пеpвые интегpалы

Кpоìе биëинейной фоpìы l(a, b), котоpая оп-
pеäеëена в (6), ввеäеì биëинейные фоpìы сëеäуþ-
щих виäов:

l1(a, b) = a0b2 – a2b0 + a1b3 – a3b1;

l2(a, b) = a0b3 – a3b0 + a2b1 – a1b2;

l3(a, b) = a0b1 – a1b0 – a2b3 + a3b2.

Систеìа уpавнений (5), (11), в котоpых упpав-
ëяþщий паpаìетp p опpеäеëяется соãëасно (13), (14),
кpоìе пеpвых интеãpаëов (6) иìеет также сëеäуþ-
щие интеãpаëы:

l(m, u) + l(n, s) = 0;
li(m, u) + li(n, s) = Ci = const, i = 1, 2, 3;

 = Q = const; Hopt(τ) ≡ 0. (18)

Из (15), (16) и (18) сëеäует, ÷то пеpвое усëовие
тpансвеpсаëüности из (15) и пеpвое усëовие из (16)
ìожно заìенитü усëовиеì

l(m, u) + l(n, s) = 0

пpи τ = 0, т. е. пеpенести это усëовие с пpавоãо кон-
öа тpаектоpии на ëевый. Анаëоãи÷но усëовие (17)
ìожно пеpенести на ëевый конеö тpаектоpии.

Движение КА на пассивном и активном этапах

Дëя систеìы уpавнений (5), (11) на этапе äви-
жения, коãäа popt ≡ 0, ìожно записатü общее pеøе-
ние. Виä общеãо pеøения зависит от зна÷ения h.
В сëу÷ае h < 0 КА äвижется по эëëипти÷еской оp-
бите, в сëу÷ае h > 0 — по ãипеpбоëи÷еской оpбите,
пpи h = 0 — по паpабоëи÷еской оpбите.

 = 2(α1 + α2|p |)u – hn – (n, P(u)p)u –

– u2P(n)p – 2ηP(s)p – 2ϑ ;

 = –m – 2ηP(u)p;

 = – (n, u);  = 2ϑu2 .
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Случай h < 0.

h = –2Z 2 < 0; u = Acos(Z τ) + B sin(Z τ);
s = Z [B cos(Z τ) – A sin(Z τ)];

(A2 + B2)τ + Z –1(A2 – B2)sin(2Z τ) –

– Z –1(A, B)cos(2Z τ) = (C2 + D2)τA +

+ k–1(C2 – D2)sin(2kτA) – k–1(C, D)cos(2kτA) + T;

m = [EZ + (α1 – Q)(AZ –1 + Bτ)]sin(Z τ) –

– [GZ + (α1 – Q)(BZ –1 – Aτ)]cos(Z τ);

ϑ = Q (τA);

n = [E + τZ –1(α1 – Q)B ]cos(Z τ) +

+ [G – τZ –1)(α1 – Q)A]sin(Z τ);

η = – [(A, E ) + (B, G )]τ – Z –1 (A, E) –

– (B, G) + (α1 – Q)Z –1 2(A, B)τ –

– Z –1(A2 – B2) sin(2Z τ) + Z –1{(A, G) +

+ (B, E ) – (α1 – Q)Z –1[(A2 – B2)τ +

+ (A, B)Z –1]}cos(2Z τ) + F. (19)

Четыpехìеpные вектоpы A, B, E, G и скаëяpные
веëи÷ины Z, T, F явëяþтся пpоизвоëüныìи посто-
янныìи, зна÷ения котоpых выбиpаþтся на кажäоì
пассивноì этапе äвижения. Пpоизвоëüная посто-
янная Q явëяется общей äëя всеãо пpоöесса упpав-
ëения.

В сëу÷ае h > 0 pеøения äëя фазовых и сопpя-
женных пеpеìенных иìеþт виä, анаëоãи÷ный (19),
но с ãипеpбоëи÷ескиìи функöияìи, а в сëу÷ае h ≡ 0
фазовые и сопpяженные пеpеìенные выpажаþтся
÷еpез поëиноìы относитеëüно τ.

Поäставëяя (13), (14) в уpавнения систеìы (5) и
(11), поëу÷иì систеìу äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний äëя опpеäеëения фазовых и сопpяженных пе-
pеìенных на этапе, коãäа тяãа ìаксиìаëüна:

 = s;  = hu + q – udl (n, u) ;

 = 2 (s, q);  = ;

 = pmax 2α2 – (n, q) – (l(n, u))2  –

– u – qd  + 2(α1 – Q)u – hn;

 = –m – 2 [q – ud l(n, u)];

 = – (n, u), ϑ = Q(uA(τA))
2. (20)

Вектоpы ud, qd оpтоãонаëüны соответственно
к u, q и выpажаþтся ÷еpез них по фоpìуëаì

ud = (u1, –u0, u3, –u2); q
d = (q1, –q0, q3, –q2).

Отìетиì, ÷то, соãëасно (13), (14), уpавнения (20)
иìеþт ìесто пpи усëовии, ÷то

|Pт(u)q | =  l α2u
2. (21)

Дëя пpеäеëüноãо пеpехоäа к иìпуëüсной тяãе
необхоäиìо знатü пpоизвоäные по τ от веëи÷ин q,
l(n, u), (s, q), (n, q), котоpые вхоäят в пpавые ÷асти
уpавнений систеìы (20):

 = (u, s)n – u2m – (n, u)s + ηhu;

 = –l(m, u) + l(n, s);

 = q2 – u2(l(n, u))2  +

+ (u, s)(s, n) – u
2(s, m) – s2(n, u) + h(u, q) + hη(u, s);

 = – q2 – u2(l(n, u))2  – (m, q) +

+ ν2(u, s) – u2(n, m) – (n, u)(n, s) + ηh(n, u). (22)

Pешение импульсной задачи 
оптимального упpавления

Пpи неоãpани÷енноì возpастании pmax pеøе-
ние pассìотpенной выøе заäа÷и буäет стpеìитüся
к pеøениþ заäа÷и об оптиìаëüноì упpавëении äви-
жениеì КА с иìпуëüсной тяãой [3]. Есëи ÷еpез Ki
обозна÷итü безpазìеpнуþ веëи÷ину иìпуëüса тяãи,
отнесенноãо к еäиниöе ìассы КА, то она буäет
связана с pазìеpной веëи÷иной изìенения вектоpа
скоpости |Δvi | поä äействиеì иìпуëüса соотноøе-
ниеì

|Δvi | = (γMR–1)1/2Ki.
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Дëя иìпуëüсной заäа÷и в безpазìеpных пеpеìен-
ных анаëоãоì функöионаëа (10) буäет функöионаë

I = α1tк + α2 Ki,

ãäе tк — вpеìя пpоöесса упpавëения, n — ÷исëо иì-
пуëüсов. Веëи÷ины tк, n заpанее не заäаþтся. Моìент
сообщения иìпуëüса тяãи τi, соãëасно (13) и (21),
опpеäеëяется из усëовия

|Pт(u)q | = α2u
2,

котоpое ìожно пpивести к виäу

q2 – u2(l(u, n))2 – u2 = 0. (23)

Напpавëение вектоpа тяãи в ìоìент сообщения
иìпуëüса совпаäает с напpавëениеì вектоpа Pт(u)q.

Из уpавнений систеì (20), (22) сëеäует, ÷то пpи
пpеäеëüноì пеpехоäе к иìпуëüсной тяãе в ìоìент
сообщения иìпуëüса пеpеìенные u, τA, η, ϑ, q, l(n, u)
остаþтся непpеpывныìи, а пеpеìенные s, h, m, n,
(s, q), (n, q) испытываþт ска÷ок. Обозна÷иì Δs, Δh,
Δm, Δn изìенение пеpеìенных s, h, m, n пpи сооб-
щении иìпуëüса Ki. Вы÷исëяя интеãpаëы от пpа-
вых ÷астей уpавнений систеìы (20) на пpоìежутке
äействия тяãи и выпоëняя пpеäеëüный пеpехоä
к иìпуëüсной тяãе, поëу÷иì

Δs = q – l(n, u)ud Ki; Δh = 2 Ki + ;

Δm =  – (n, q) + α2ηKi u – l(n, u)qd Ki;

Δn = –2 q – l(n, u)ud Ki. (24)

Зна÷ения всех веëи÷ин в пpавых ÷астях соотно-
øений (24) вы÷исëяþтся непосpеäственно пеpеä
сообщениеì иìпуëüса. Из усëовия, ÷то äëя опти-
ìаëüноãо пpоöесса Hopt ≡ 0, сëеäует, ÷то во вpеìя
всеãо äвижения, искëþ÷ая ìоìенты сообщения
иìпуëüса тяãи, выпоëняется соотноøение

(–α1 + Q)u2 + (m, s) + h(n, u) ≡ 0. (25)

Есëи ìоìент сообщения иìпуëüса не совпаäает
с на÷аëüныì иëи коне÷ныì ìоìентоì вpеìени, то
пеpеä ìоìентоì сообщения иìпуëüса, кpоìе соот-
ноøения (23), äоëжно выпоëнятüся соотноøение

(u, s) + l(n, u)l(n, s) +

+ q, u2m + (n, u)s – (u, s)n – ηhu  = 0. (26)

Межäу äвуìя посëеäоватеëüныìи ìоìентаìи
сообщения иìпуëüса, т. е. на пассивных у÷астках
äвижения, фазовые и сопpяженные пеpеìенные
опpеäеëяþтся соотноøенияìи (19). Пpоизвоëüные
постоянные в этих соотноøениях опpеäеëяþтся по
зна÷енияì пеpеìенных посëе ìоìента сообщения
иìпуëüса.

Пеpвые интеãpаëы, поëу÷енные pанее äëя сëу÷ая
оãpани÷енной тяãи, иìеþт ìесто и äëя иìпуëüсной
тяãи.

Поëу÷енные выøе соотноøения позвоëяþт све-
сти pеøение заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения
с иìпуëüсной тяãой к pеøениþ кpаевой заäа÷и.

Pассìотpиì сна÷аëа заäа÷у о ìяãкой встpе÷е
в сëу÷ае, коãäа иìпуëüсы сообщаþтся тоëüко в на-
÷аëüный и коне÷ный ìоìенты вpеìени. В этой за-
äа÷е неизвестныìи явëяþтся зна÷ения сопpяжен-
ных пеpеìенных m, n, η пpи τ = 0, веëи÷ины Q, τк
и зна÷ения иìпуëüсов Kн и Kк, т. е. иìеþтся äве
вектоpные и пятü скаëяpных неизвестных веëи÷ин.
В скаëяpной фоpìе всеãо 13 неизвестных. Дëя опpе-
äеëения этих веëи÷ин иìеþтся сëеäуþщие усëовия:
ãpани÷ные усëовия (8), усëовия тpансвеpсаëüности
(15), усëовие (23) пpи τ = 0 и τ = τк, усëовие (25),
котоpое ìожно выпоëнитü пpи ëþбоì τ ∈ (0, τк).
Всеãо поëу÷ается в скаëяpной фоpìе 13 усëовий.

Есëи pеøение заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения
соäеpжит иìпуëüсы во внутpенних то÷ках, то äëя
опpеäеëения "ìоìента" сообщения иìпуëüса τi и
зна÷ения веëи÷ины пpеäыäущеãо иìпуëüса сëужат
усëовия (23) и (25).

Пpи pеøении заäа÷и о вывоäе КА на оpбиту по-
явëяется новая неизвестная веëи÷ина τAн, а веëи-
÷ина Q = 0 соãëасно усëовиþ тpансвеpсаëüности.

Пpи pеøении заäа÷и о жесткой встpе÷е из ÷исëа
неизвестных искëþ÷ается иìпуëüс в коне÷ный
ìоìент вpеìени Kк и опускается усëовие (23) пpи
τ = τк, а усëовия (8) и (15) заìеняþтся усëовияìи
(9) и (16) пpи τ = τк.

Pассìотpиì оптиìаëüный пеpехоä КА с кpуãо-
вой оpбиты Зеìëи pаäиуса R на оpбиту, котоpая
опpеäеëяется сëеäуþщиìи зна÷енияìи безpазìеp-
ных вектоpных эëеìентов C и D:

C0 = 0,6; C1 = 3,5; C2 = 0,3; C3 = 0,0;

D0 = 0,0; D1 = 0,2; D2 = 1,5; D3 = 0,4.

Коне÷ная оpбита опpеäеëяется сëеäуþщиìи кëас-
си÷ескиìи эëеìентаìи оpбиты: боëüøая поëуосü
в безpазìеpных пеpеìенных pавна 7,5751, эксöен-
тpиситет 0,6774, уãоë накëона оpбиты 24,5183°,
äоëãота восхоäящеãо узëа 354,0429°, уãëовое pас-
стояние äо пеpиöентpа 177,3082°.

В на÷аëüный ìоìент поëожение и скоpостü
упpавëяеìоãо КА в äекаpтовой систеìе кооpäинат
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Mx1x2x3 в безpазìеpных пеpеìенных опpеäеëяется
соотноøенияìи:

x1 = 1, x2 = 0, x3 = 0, v1 = 0, v2 = 1, v3 = 0.

Дëя pассìатpиваеìой заäа÷и оптиìаëüное упpав-
ëение состоит из äвух иìпуëüсов: пеpвый иìпуëüс
сообщается в на÷аëüный ìоìент вpеìени, а втоpой —
в ìоìент пеpесе÷ения КА заäанной оpбиты. Pас-
÷еты пpовоäиëи äëя сëу÷ая, коãäа безpазìеpный
весовой ìножитеëü α2 = 1, a α1 пpиниìает зна÷е-
ния: 0,0; 0,1; 0,25; 0,35; 0,5; 0,75.

Из табë. 1 виäно, ÷то зна÷ения иìпуëüсов и их
пеpвые кооpäинаты заìетно изìеняþтся пpи изìе-
нении α1, а втоpые и тpетüи кооpäинаты изìеня-
þтся ìенее заìетно.

Доëãота восхоäящеãо узëа пеpехоäной оpбиты
pавна нуëþ соãëасно на÷аëüноìу поëожениþ КА.
Из табë. 2 виäно, ÷то с увеëи÷ениеì зна÷ения α1 все
кëасси÷еские эëеìенты и зна÷ение функöионаëа
увеëи÷иваþтся, а вpеìя äвижения уìенüøается.

Из табë. 3 виäно, ÷то пpи заäанных паpаìетpах
коне÷ной оpбиты изìенение зна÷ения α1 ìаëо
вëияет на кооpäинаты поëожения К А в ìоìент пе-
pесе÷ения иì коне÷ной оpбиты, но заìетно вëияет
на скоpостü, с котоpой КА поäхоäит к коне÷ной
оpбите. Вектоp скоpости КА посëе сообщения еìу
втоpоãо иìпуëüса ìаëо зависит от зна÷ения α1.
В ÷астности, пpи α1 = 0 этот вектоp скоpости иìеет
сëеäуþщие безpазìеpные кооpäинаты:

v1 = –0,1180, v2 = –0,7447, v3 = –0,3434.

Pабота выполнена пpи финансовой поддеpжке
PФФИ (коды пpоектов 05-01-00347, 08-01-00310).
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