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Численные методы 
исследования задач 

оптимального упpавления 
в механических системах

Введение. Заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения есте-
ственно возникаþт пpи иссëеäовании ìехани÷еских
систеì с поìощüþ ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования.
Возìожностü активноãо возäействия на систеìу и
необхоäиìостü pаöионаëüноãо испоëüзования pе-
суpса этоãо возäействия пpивоäит к постановкаì
заäа÷ оптиìизаöии пpоöессов. Тpаäиöионно ìоäе-
ëи ìехани÷еских объектов созäаþтся в виäе систеì
обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpавнений,
упpавëяþщие возäействия ввоäятся в опpеäеëен-
ные коìпоненты ìоäеëей, ÷аще всеãо — в функ-
öии, опpеäеëяþщие скоpости изìенения основных
паpаìетpов. С фоpìаëüной ìатеìати÷еской то÷ки
зpения систеìы такоãо типа ìоãут, как пpавиëо, бытü
отнесены ëибо пpивеäены к систеìаì обыкновен-
ных äиффеpенöиаëüных уpавнений в ноpìаëüной
фоpìе Коøи (выpаженных относитеëüно пpоиз-
воäных); в такоì сëу÷ае упpавëения пpисутствуþт
в пpавых ÷астях систеì. Стpоãо ãовоpя, ìатеìати-
÷еские объекты такоãо типа сëеäует называтü не äиф-
феpенöиаëüныìи уpавненияìи, а äиффеpенöиаëü-
ныìи вкëþ÷енияìи, но äаëее буäеì сëеäоватü ис-
тоpи÷ески сëоживøейся теpìиноëоãии.

Упpавëяþщие возäействия, котоpые возìожно
техни÷ески pеаëизоватü, за pеäкиì сëу÷аеì не ìоãут

бытü ни÷еì не оãpани÷ены. В боëüøинстве сëу÷аев
пpи созäании ìатеìати÷еской ìоäеëи уäается уста-
новитü ãpаниöы возìожноãо изìенения упpавëе-
ний. Необхоäиìостü у÷ета этих ãpаниö пpивоäит
к описаниþ ìножества äопустиìых упpавëений —
пpостpанства функöий, котоpые ìоãут иìетü соäеp-
жатеëüный сìысë и сpеäи котоpых необхоäиìо вы-
бpатü наиëу÷øие. Чаще всеãо это ìножество заäа-
ется пpостейøиìи паpаëëеëепипеäныìи оãpани-
÷енияìи; в боëее сëожных сëу÷аях пpовоäятся
пpеäваpитеëüные pеäукöии, позвоëяþщие пpивес-
ти исхоäные оãpани÷ения к äанноìу типу.

Заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения, тpаäиöионно
pассìатpиваеìые пpи иссëеäовании ìехани÷еских
систеì, иìеþт свои яpко выpаженные спеöифи÷е-
ские особенности. Важнейøей из них явëяется не-
пpеìенное пpисутствие оãpани÷ений на тpаектоpии
упpавëяеìой систеìы, накëаäываеìых как в коне÷-
ные ìоìенты вpеìени (теpìинаëüные оãpани÷е-
ния), так и на всеì вpеìенноì интеpваëе (фазовые,
сìеøанные, интеpваëüные оãpани÷ения). Можно
утвеpжäатü, ÷то в ìехани÷еских заäа÷ах иìенно
оãpани÷ения на тpаектоpии носят опpеäеëяþщий
хаpактеp и фоpìиpуþт "каpтины" оптиìаëüных pе-
øений.

Заäа÷и паpаìетpи÷еской иäентификаöии (опти-
ìизаöии äинаìи÷еских систеì по паpаìетpаì), pас-
сìатpиваеìые на этапе созäания ìоäеëи äинаìики
систеìы, также ìоãут бытü фоpìаëüно отнесены
к кëассу заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения. Дëя такоãо
типа экстpеìаëüных заäа÷ ÷асто созäаваëи спеöи-
аëüные аëãоpитìы и пpоãpаììные сpеäства. Оäнако
в посëеäние ãоäы найäена возìожностü еäиноãо
поäхоäа к pеøениþ заäа÷ оптиìизаöии äинаìи÷е-
ских систеì как по упpавëенияì-функöияì, так и
по упpавëенияì-константаì. Пpи pазpаботке вы-
÷исëитеëüных техноëоãий и пpоãpаììных сpеäств
оптиìизаöии на совpеìенноì этапе пpеäусìатpи-
вается возìожностü постановок заäа÷, вкëþ÷аþщих
оба указанных ваpианта.

Pазpаботке ÷исëенных ìетоäов поиска оптиìаëü-
ноãо упpавëения посвящено зна÷итеëüное ÷исëо
пубëикаöий. В боëüøинстве pабот pоссийских ав-
тоpов основные усиëия напpавëены на созäание
аëãоpитìов, основанных на теоpии оптиìаëüноãо
упpавëения (напpиìеp, [1—5]) — пpинöипе ìакси-
ìуìа Понтpяãина, äостато÷ных усëовиях опти-
ìаëüности и äp. В заpубежных pаботах (напpиìеp
[6—11]) основное вниìание уäеëяется, как пpавиëо,

Pассматpиваются вычислительные методы pешения за-
дач оптимального упpавления, возникающих пpи pассмот-
pении механических систем. Обсуждаются специфические
особенности моделей упpавляемых механических систем и
типичные пpоблемы, возникающие пpи их численном иссле-
довании. Пpиводятся pешения тpех конкpетных задач оп-
тимизации pассматpиваемого класса, полученные с пpиме-
нением pазpаботанного автоpом пpогpаммного комплекса
OPTCON.
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минальные огpаничения, фазовые огpаничения, оптимиза-
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pеäукöияì заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения к ко-
не÷ноìеpныì заäа÷аì оптиìизаöии и пpиìене-
ниþ pазвитых пpоãpаììных сpеäств äëя заäа÷ ìа-
теìати÷ескоãо пpоãpаììиpования (ìетоäы сопpя-
женных напpавëений, квазинüþтоновские ìетоäы,
посëеäоватеëüное кваäpати÷ное пpоãpаììиpова-
ние, ìетоäы äовеpитеëüных обëастей и т. ä.). Пpи
pазpаботке совpеìенных пpоãpаììных сpеäств äëя
заäа÷ оптиìизаöии äинаìи÷еских систеì испоëü-
зуþтся и коìбиниpуþтся äостижения обоих ука-
занных поäхоäов.

Сеpüезной теоpети÷еской пpобëеìой, не иìеþ-
щей к настоящеìу вpеìени уäовëетвоpитеëüноãо
pеøения, остается пpобëеìа поиска ãëобаëüноãо
экстpеìуìа в заäа÷е оптиìаëüноãо упpавëения.
Данной пpобëеìе посвящен pяä иссëеäований,
пpеäëожено нескоëüко поäхоäов к постpоениþ
ãëобаëизуþщих аëãоpитìов оптиìизаöии (ìетоäы
сëу÷айноãо ìуëüтистаpта; ìетоäы, основанные на
DC-pазëожениях; ìетоäы овыпукëения; ìетоäы,
основанные на аппpоксиìаöиях ìножества äости-
жиìости; ìетоäы pеäукöии к коне÷ноìеpныì заäа-
÷аì и äpуãие, напpиìеp, [11—13]). Pазpаботанные
аëãоpитìы пока не способны ãаpантиpоватü поëу-
÷ение ãëобаëüноãо оптиìуìа, но в кажäой кон-
кpетной заäа÷е с пpивëе÷ениеì äопоëнитеëüной
инфоpìаöии об иссëеäуеìоì объекте, как пpави-
ëо, уäается найти пpиеìëеìое с инженеpной то÷ки
зpения pеøение.

В статüе pассìатpиваþтся постановки и ìетоäы
pеøения заäа÷ оптиìизаöии, возникаþщих пpи
иссëеäовании упpавëяеìых ìехани÷еских систеì.
В ка÷естве пpиìеpов пpивеäены pеøения тpех за-
äа÷ иссëеäуеìоãо кëасса, поëу÷енные с испоëüзо-
ваниеì пpоãpаììноãо коìпëекса OPTCON-I [14].

Постановка задачи оптимального упpавления.

Пустü иìеется упpавëяеìый пpоöесс, описываеìый
систеìой обыкновенных äиффеpенöиаëüных уpав-
нений с на÷аëüныìи усëовияìи  = f (x(t), u(t), t),
x(t0) = x0, опpеäеëенный на интеpваëе T = [t0, t1].
Зäесü t — независиìая пеpеìенная (вpеìя); x(t) —
n-вектоp фазовых кооpäинат; u(t) — r-вектоp упpав-
ëяþщих функöий; n-вектоp-функöия f (x(t), u(t), t)
пpеäпоëаãается непpеpывно äиффеpенöиpуеìой по
всеì аpãуìентаì, кpоìе t. На÷аëüный фазовый век-
тоp x(t0) = x0 заäан. Допустиìыìи буäеì называтü
упpавëяþщие функöии u(t) ∈ U ⊂ E r äëя ∀t, ãäе U —
выпукëое заìкнутое ìножество из соответствуþ-
щеãо пpостpанства, состоящее из функöий, уäов-
ëетвоpяþщих усëовияì ul m u(t) m ug, ãäе ul, ug — за-
äанные r-вектоpы.

Тpаäиöионно pассìотpиì тpи вëоженных типа
заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения. Заäа÷а оптиìаëü-
ноãо упpавëения со свобоäныì пpавыì конöоì тpа-
ектоpии (ЗОУСК) состоит в поиске вектоp-функ-
öии u(t), уäовëетвоpяþщей оãpани÷енияì и äостав-

ëяþщей ìиниìуì функöионаëу I0(u) = ϕ0(x(t1)).
В заäа÷е оптиìаëüноãо упpавëения с теpìинаëüныìи
оãpани÷енияìи (ЗОУТО) пpисутствуþт также оãpа-
ни÷ения виäа Ij(u) = ϕj(x(t1)) = (m)0, j = . В за-
äа÷е оптиìаëüноãо упpавëения с фазовыìи оãpа-
ни÷енияìи (ЗОУФО) к ЗОУТО äобавëяþтся также
фазовые оãpани÷ения типа неpавенства

Ij(u) = gj(x(t), u(t), t) m 0, j = .

Все функöии ϕj(x(t1)), j = , и gj(x(t), u(t), t),

j = , пpеäпоëаãаþтся непpеpывно äиффе-

pенöиpуеìыìи по всеì аpãуìентаì.
Методы pешения задачи оптимального упpавления

с паpаллелепипедными огpаничениями. Дëя ÷исëен-
ноãо pеøения заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения ис-
поëüзуется äискpетизаöия систеìы äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений и пpибëиженные ìетоäы pеøения
заäа÷и Коøи. Отpезок изìенения независиìой пе-
pеìенной (вpеìени) pазбивается на nu – 1 ÷астей
(nu — ÷исëо то÷ек äискpетизаöии), т. е. ввоäится
pавноìеpная сетка {t0 + ih, i = } ∪ t1, ãäе h —
øаã äискpетизаöии и интеãpиpования. В узëах этой
сетки запоìинаþтся тpаектоpии и упpавëения, в пpо-
ìежуто÷ные ìоìенты вpеìени их зна÷ения восста-
навëиваþтся кусо÷но-ëинейной интеpпоëяöией.

Метоäы поиска ëокаëüноãо экстpеìуìа в заäа-
÷ах оптиìаëüноãо упpавëения обы÷но стpоятся по
тpаäиöионныì вы÷исëитеëüныì схеìаì, хоpоøо
pазpаботанныì в теоpии коне÷ноìеpной оптиìи-
заöии. Спеöифика заäа÷и отpажается, пpежäе всеãо,
в способах постpоения аппpоксиìаöий ãpаäиента
функöионаëа. В ЗОУСК иìеется возìожностü, ис-
поëüзуя аппаpат функöий Гаìиëüтона—Понтpяãина,
pеаëизоватü быстpые аëãоpитìы вы÷исëения ãpа-
äиента. Опpеäеëиì функöиþ Гаìиëüтона—Пон-
тpяãина H(p, x, u, t) = p′f (x, u, t), ãäе p(t) — n-вектоp
сопpяженных пеpеìенных, уäовëетвоpяþщий сис-
теìе äиффеpенöиаëüных уpавнений с на÷аëüныìи
усëовияìи ("сопpяженной систеìе"):

(t) = – ,

p(t1) = – .

Тоãäа ãpаäиент функöионаëа I0(u) = ϕ0(x(t1))
pавен

∇iI0(u(t)) = – , i = .

Тpаäиöионный аëãоpитì вы÷исëения функöио-
наëа состоит в интеãpиpовании пpяìой систеìы
с запоìинаниеì тpаектоpии, вы÷исëении на÷аëü-
ных (то÷нее, коне÷ных) усëовий äëя сопpяженной
систеìы и интеãpиpовании ее в обpатноì вpеìени

x·

1 m,

m 1+ mt,

0 m,

m 1+ mt,

0 nu 1–,

p· H p x u t, , ,( )∂
x∂

------------------------

ϕj∂ x t1( )( )

x∂
-------------------

H p x u t, , ,( )∂
ui∂

------------------------ 1 r,
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с запоìинаниеì ãpаäиентов. В кажäый ìоìент вpе-
ìени äëя вы÷исëения пpавых ÷астей сопpяженной
систеìы испоëüзуþтся ëибо анаëити÷еские фоp-
ìуëы äëя пpоизвоäных функöии Гаìиëüтон—Пон-
тpяãина по x и u, ëибо pазностные пpоöеäуpы
оöенки этих пpоизвоäных.

Метоäы поиска оптиìаëüноãо упpавëения ãpа-
äиентноãо типа ÷аще всеãо явëяþтся анаëоãаìи
ìетоäов коне÷ноìеpной оптиìизаöии, pеаëизован-
ныìи с у÷етоì спеöифики заäа÷и. Пpи созäании
пpоãpаììных сpеäств оптиìизаöии äинаìи÷еских
систеì постоянно испоëüзуþтся ìоäификаöии ìе-
тоäов сопpяженных ãpаäиентов, квазинüþтонов-
ских ìетоäов, ìетоäов сопpяженных напpавëений
(напpиìеp, [14]). На пpактике хоpоøо себя заpеко-
ìенäоваëи ìноãоìетоäные вы÷исëитеëüные схеìы,
вкëþ÷аþщие коìбинаöии ãpаäиентных ìетоäов
с овpажныìи ìетоäаìи Ю. Е. Нестеpова [16], ìето-
äаìи Нüþтона и поисковыìи ìетоäаìи — покооp-
äинатноãо спуска, Пауэëëа и äpуãиìи [17].

Методы учета теpминальных огpаничений. Теp-
ìинаëüные оãpани÷ения в заäа÷ах оптиìизаöии
ìехани÷еских систеì ÷аще всеãо бываþт пpостыìи
xi(t1) = , i = , (так называеìые "заäа÷и пеpе-
воäа из то÷ки в то÷ку"), но в pяäе ìоäеëей встpе-
÷аþтся и боëее сëожные ваpианты оãpани÷ений.
Дëя у÷ета теpìинаëüных оãpани÷ений ÷аще всеãо
пpиìеняþтся ìетоäы внеøних øтpафов; в pяäе pа-
бот постpоены аëãоpитìы ëинеаpизаöии [1, 14, 18].
На наø взãëяä, наибоëее наäежныìи и эффектив-
ныìи вы÷исëитеëüныìи схеìаìи в настоящее вpе-
ìя ìожно с÷итатü ìетоäы, основанные на ìоäи-
фиöиpованных функöиях Лаãpанжа.

Сфоpìиpуеì ìоäифиöиpованнуþ функöиþ
Лаãpанжа сëеäуþщеãо виäа: M(u, y, s) = I0(u) +

+ yjIj(u) + sj (u). Зäесü sj, j = , — коэф-

фиöиенты pеãуëяpизаöии; yj, j = , — äвойствен-

ные пеpеìенные. Аëãоpитì состоит из öикëов pе-

øения ЗОУСК M(u, yK, sK) = M(uK+1, yK, sK)

пpи фиксиpованных зна÷ениях äвойственных пе-
pеìенных и коэффиöиентов pеãуëяpизаöии и по-
ëу÷ения новых пpибëижений:

 =  + 2 Ij(u
K+1), j = ;

 = 

Аëãоpитì останавëивается пpи выпоëнении ус-
ëовия стабиëизаöии äвойственных пеpеìенных:

Δymax < Δ, ãäе Δ — аëãоpитìи÷еский паpаìетp,

Δymax = max , j = .

Методы учета фазовых огpаничений. У÷ет фазо-
вых оãpани÷ений пpи иссëеäовании ìехани÷еских
ìоäеëей в pяäе сëу÷аев оказывается саìой тpуäной
в вы÷исëитеëüноì отноøении заäа÷ей и ìожет по-
тpебоватü сеpüезных усиëий äëя постpоения на-
äежных аëãоpитìи÷еских схеì. Сëожностü заäа÷
с фазовыìи оãpани÷енияìи связана со свойствоì
инеpöионности äинаìи÷еской систеìы, а инеpöи-
онностü ìехани÷еских систеì, как пpавиëо, äоста-
то÷но высока. Пpи выхоäе тpаектоpии на фазовое
оãpани÷ение инеpöионная систеìа не способна
ìãновенно повеpнутü äëя скоëüжения по оãpани-
÷ениþ, поэтоìу аëãоpитìаì пpихоäится пpоизво-
äитü äостато÷но "боëüøие усиëия" äëя постpоения
тpаектоpий, заpанее поäхоäящих к оãpани÷енияì
по "упpежäаþщиì кpивыì". В теpìинах аппpокси-
ìиpуþщей заäа÷и ìатеìати÷ескоãо пpоãpаììиpо-
вания фазовое оãpани÷ение посëе пото÷е÷ной äис-
кpетизаöии пpевpащается в набоp оãpани÷ений
боëüøой pазìеpности. Мноãие аппpоксиìаöии за-
äа÷ с фазовыìи оãpани÷енияìи ìоãут тpактоватüся
как пеpеопpеäеëенные заäа÷и оптиìизаöии, так как
÷исëо оãpани÷ений в них ìожет сиëüно пpевыøатü
÷исëо пеpеìенных. Кpоìе тоãо, фазовые оãpани-
÷ения ìоãут явëятüся пpи÷иной боëüøоãо ÷исëа
"паpазити÷еских" ëокаëüных экстpеìуìов, возни-
каþщих во вспоìоãатеëüных заäа÷ах.

В совpеìенный аpсенаë поäхоäов к у÷ету фазо-
вых оãpани÷ений вкëþ÷ены ìетоäы внеøних
øтpафных функöионаëов, ìетоäы паpаìетpизаöии
оãpани÷ений, ìетоäы пpивеäенноãо ãpаäиента, ìе-
тоäы ìоäифиöиpованных функöионаëов Лаãpанжа
и ìетоäы ëинеаpизаöии. В несëожных заäа÷ах бы-
вает äостато÷но ввести куби÷еские øтpафные
функöионаëы виäа

G(x, u, t)dt, G(x, u, t) =

= 

j = ,

позвоëяþщие сохpанитü свойство непpеpывности
втоpых пpоизвоäных, в сëожных заäа÷ах пpихоäится
пpиìенятü боëее изощpенные, но и зна÷итеëüно
боëее "капpизные" ìетоäы, тpебуþщие тонкой на-
стpойки на конкpетнуþ заäа÷у.

xi
1

1 n,

j 1=

m

∑
j 1=

m

∑ Ij
2

1 m,

1 m,

 
u U∈

min

yj
K 1+

yj
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sj
K
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sj
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Оптимальное упpавление мостовым кpаном. Ди-
наìика объекта описывается систеìой äиффеpен-
öиаëüных уpавнений

 = x2;

 = ;

 = x4;

 = .

Заäа÷а закëþ÷ается в пеpевоäе систеìы из то÷ки
x(0) = (0, 0, 0, 0) в то÷ку x(3,4) = (1,5; –3,4; 0; 0)
за вpеìя 3,4 с пpи ìиниìуìе функöионаëа I0(u) =

= (t)dt. Поëу÷енное с испоëüзованиеì pассìот-

pенных аëãоpитìов оптиìаëüное зна÷ение функ-

öионаëа (u) = 2,828358 совпаäает с pезуëüтатаìи

pас÷етов, пpивеäенных в [19, 20]. Оптиìаëüное
упpавëение и тpаектоpии пpивеäены на pис. 1.

Оптимизация маневpа pобота. Динаìика объекта
(Non-inertial Robot Arm [21]) описывается на ин-
теpваëе вpеìени t ∈ [0, tf ] систеìой äиффеpенöи-
аëüных уpавнений

L  = uρ; Iθ  = uθ; Iϕ  = uϕ,

ãäе Iθ = sinϕ2; Iϕ = ; L = 5.

Заäа÷а закëþ÷ается в ìиниìизаöии вpеìени tf
пеpевоäа систеìы из то÷ки в то÷ку пpи сëеäуþщих
оãpани÷ениях на тpаектоpии:

ρ(0) = ρ(tf) = 4,5; θ(0) = 0;

θ(tf) = 2π/3; ϕ(0) = ϕ(tf) = π/4;

(0) = (tf) = (0) = (tf) = (0) = (tf) = 0;

0 m ρ(t) m L; –π m θ(t) m π; 0 m ϕ(t) m π,

и упpавëения: | uρ | m 1, | uθ | m 1, | uϕ | m 1. Поëу÷енное

оптиìаëüное зна÷ение (u) = 9,1410142

(pис. 2) пpакти÷ески совпаäает с pезуëü-
татаìи pас÷етов, выпоëненных с поìо-
щüþ пpоãpаììных техноëоãий, основан-
ных на известных пакетах оптиìизаöии
MINOS, KNITRO и SNOPT [22—25].

Задачи упpавления манипулятоpом пpо-

мышленного pобота. Пpи внеäpении в
пpоизвоäство пpоìыøëенных pоботов
возникает сëеäуþщая пpобëеìа: äаже
пpи выпоëнении пpостых опеpаöий pобот
pаботает ìеäëеннее, ÷еì кваëифиöиpо-
ванный pабо÷ий, поэтоìу общая пpоизво-
äитеëüностü у÷астка существенно паäает.
Упpавëение pоботоì обы÷но стpоится по
ãаpантиpованныì, но неоптиìаëüныì
пpоãpаììаì, поэтоìу на пеpвый пëан
выäвиãается заäа÷а повыøения быстpо-
äействия pобота пpи выпоëнении пpо-
стейøих ìехани÷еских опеpаöий. Вìе-
сте с теì, äвижение pобота по заäанной
тpаектоpии (в тоì ÷исëе и оптиìаëüной)
обеспе÷ивается независиìыìи пpивоäа-
ìи äëя pазных степеней поäвижности.
Обы÷но быстpое äвижение оäноãо звена
созäает возìущаþщие усиëия на äpуãих,
÷то пpивоäит к зна÷итеëüныì откëоне-
нияì pеаëüноãо äвижения от пpоãpаì-
ìиpованноãо. Обы÷ный способ боpüбы
с этиì явëениеì состоит в усëожнении
констpукöии путеì ввеäения коìпенси-
pуþщих ìасс. Заìан÷ивой явëяется иäея

x·1

x·2
6,54 x3 x3cossin– 0,46x4

2
x3sin– 0,83u1+

1 0,66sin
2
x3+

---------------------------------------------------------------------------------

x·3

x·4
0,66x4

2
x3 x3cossin– 23,4 x3sin– 1,19u1 x3cos+

1 0,66sin
2
x3+

--------------------------------------------------------------------------------------------

 

0

3,4

∫ u1
2

I0
*

ρ·· θ·· ϕ··

L ρ–( )
3
ρ

3
+( )

3
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L ρ–( )
3
ρ

3
+( )

3
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ρ· ρ· θ· θ· ϕ· ϕ·

I0
*

Pис. 1. Оптимальные упpавления (а) и тpаектоpия (б) (задача о мостовом
кpане)

Pис. 2. Оптимальные упpавления (а) и тpаектоpия (б) в задаче оптимизации
маневpа pобота
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повыøения наäежности pобота без изìенения кон-
стpукöии путеì боëее ка÷ественноãо упpавëения.
Такиì обpазоì, возникает заäа÷а поиска упpавëе-
ний и тpаектоpий с оãpани÷енныì вëияниеì pаз-
ëи÷ных степеней поäвижности äpуã на äpуãа.

В ка÷естве pассìатpиваеìоãо объекта быë вы-
бpан пpостейøий пëоский äвухзвенный pобот ан-
тpопоìоpфноãо типа. Моäеëü äинаìики äвижения,
созäанная Л. Н. Воëковыì, иìеет сëеäуþщий виä:

 = x2,  = ;

 = x4,  = ,

ãäе M1 = –C1(x1 – u1); M2 = –C2(x3 – x1 – u2);

F1 = –m1l1R1sin(x3 – x1) ;

F2 = –m2l2R2sin(x3 – x1) ;

a11 = m1  + m2 ; a12 = a21 = m2l1R2cos(x3 – x1);

a22 = m2 .

3äесü x1, x3 — уãëы повоpота звенüев; x2, x4 —
скоpости повоpота; u1, u2 — пpоãpаììные зна÷ения
уãëов повоpота (упpавëения); m1, m2 — ìассы
звенüев; R1, R2 — pасстояния äо öентpа ìасс; ρ1, ρ2 —
pаäиусы инеpöии; l1, l2 — äëины звенüев; c1, c2 —
коэффиöиенты пеpеäа÷и пpивоäа.

На пеpеìенные систеìы накëаäываþтся оãpа-

ни÷ения |ui(t)| m π, i = ; |Mi(t)| m 10, i = ;

π/6 m x1(t) m 5/6π, π/3 m x1(t) – x3(t) m 5/6π, t ∈ [t0, t1],

связанные с констpуктивныìи особенностяìи pо-
бота. Дëя pассìатpиваеìоãо pобота ТУP-10 коэф-
фиöиенты иìеþт сëеäуþщие зна÷ения: m1 = 7,62;

ρ1 = 0,968; R1 = 0,239; l1 = 0,50; C1 = 10; m2 = 8,73;

ρ2 = 0,973; R2 = 0,251; l2 = 0,67; C2 = 10.

Пеpвая поставëенная заäа÷а закëþ÷аëасü в ìи-
ниìизаöии (t1 – t0) — вpеìени пеpевоäа pобота

из то÷ки (t0) = (π/6, 0, –π/6, 0) в то÷ку (t1) =

= (5/6π, 0, π/3, 0). Во втоpой заäа÷е накëаäываëосü
äопоëнитеëüное оãpани÷ение на взаиìное вëияние

звенüев: a12  + F1  m α,

ãäе α — степенü взаиìноãо вëияния, тpебоваëосü

пpи фиксиpованноì  > t1 ìиниìизиpоватü α.

Поëу÷енное в пеpвой заäа÷е вpеìя быстpоäей-
ствия  = 2,88 с, пpи этоì α = 1,25. Во втоpой за-
äа÷е äëя вpеìени  = 3,5 с поëу÷ено оптиìаëüное
зна÷ение α* = 0,52, äëя вpеìени  = 4,0 с поëу-

÷ено α* = 0,27. Пpи этоì оãpани÷ение на взаиìное
вëияние по÷ти поëностüþ выпоëняется как pавен-
ство. Pеøение поставëенных заäа÷ позвоëиëо оп-
pеäеëитü ка÷ественнуþ каpтину оптиìаëüноãо по
быстpоäействиþ упpавëения, äатü неуëу÷øаеìуþ
оöенку ка÷ества пpоãpаììных упpавëений, закëа-
äываеìых в pобота, и сäеëатü вывоä о возìожности
pезкоãо (в 3...5 pаз) уëу÷øения степени наäежно-
сти pобота без существенноãо ухуäøения вpеìени
äвижения.

Заключение. Pассìотpенные ìетоäы посëужиëи
основой äëя pеаëизаöии pяäа пpоãpаììных сpеäств
äëя pеøения заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения: пpо-
ãpаììных коìпëексов OPTCON-I и OPTCON-III,
вы÷исëитеëüноãо сеpвеpа OPTCON-II и äpуãих.
С пpиìенениеì пpеäëоженных аëãоpитìов и вы-
÷исëитеëüных техноëоãий успеøно pеøено нескоëü-
ко äесятков пpикëаäных заäа÷ оптиìизаöии ìеха-
ни÷еских систеì.

Pабота выполнена пpи частичной финансовой под-

деpжке PФФИ, пpоекты № 09-07-00267, № 10-01-00595

и междисциплинаpного интегpационного пpоекта

СО PАН № 4.

Список литеpатуpы

1. Федоpенко P. П. Пpибëиженное pеøение заäа÷ оптиìаëü-
ноãо упpавëения. М.: Наука, 1978.

2. Евтушенко Ю. Г. Метоäы pеøения экстpеìаëüных заäа÷
и их пpиìенение в систеìах оптиìизаöии. М.: Наука, 1982.

3. Чеpноусько Ф. Л., Баничук В. П. Ваpиаöионные заäа÷и
ìеханики и упpавëения. М.: Наука, 1973.

4. Тятюшкин А. И. Чисëенные ìетоäы и пpоãpаììные сpеä-
ства оптиìизаöии упpавëяеìых систеì. Новосибиpск: Наука, 1992.

5. Гуpман В. И., Батуpин В. А., Pасина И. В. Пpибëиженные
ìетоäы оптиìаëüноãо упpавëения. Иpкутск: Изä-во Иpкут. ун-та,
1983.

6. Blatt M., Schittkowski K. PDECON: A FORTRAN code for
solving optimal control problems based on ordinary, algebraic and
partial differential equations: Report. Department of Mathematics,
University of Bayreuth, 1997.

7. Teo K. L., Goh C. J., Wong K. H. A Unified Computational
Approach to Optimal Control Problems. Longman Scientific and
Technical Report. England, 1991.

8. Betts J. T., Huffman W. P. Sparse Optimal Control Software
SOCS. Technical Report. Mathematic and Engineering Analysis
Technical Document MEA-LR-085. Boeing Information and Sup-
port Services, 1997.

9. Schwartz A., Polak E. Consistent approximations for optimal
control problems based on Runge-Kutta integrations // SIAMZ J. Con-
trol Optimization. 1996. Vol. 34. N 4.

10. Von Stryk O. User’s guide for DIRCOL (Version 2.1): A direct
collocation method for the numerical solution of optimal control prob-
lems // Technical report. Technische Universite at Munchen. 1999.

11. Krotov V. F. Global methods in optimal control theory. NY:
Marcel Dekker Inc., 1996.

12. Гоpнов А. Ю. Pеаëизаöия ìетоäа сëу÷айноãо ìуëüтистаp-
та äëя заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения // Ляпуновские ÷тения.
Тез. äокë. Иpкутск, 2003. С. 31.

13. Стpекаловский А. С., Шаpанхаева Е. В. О невыпукëой за-
äа÷е оптиìаëüноãо упpавëения // Жуpнаë вы÷исëитеëüной ìате-
ìатики и ìатеìати÷еской физики. 2005. Т. 45. № 10. С. 1785—1800.

14. Гоpнов А. Ю., Диваков А. О. Коìпëекс пpоãpаìì OPTCON
äëя pеøения заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения. Pуковоäство поëü-
зоватеëя // Иpкутск, 1990.

x·1 x·2
M1 F1–( )a22 M2 F2–( )a12–

a11a22 a21a12–
--------------------------------------------------------

x·3 x·4
M2 F2–( )a11 M1 F1–( )a21–

a11a22 a21a12–
--------------------------------------------------------

x2
2

x4
2

ρ1
2

l1
2

ρ2
2

1 2, 1 2,

x x

M2 F2–( )a11 M1 F1–( )a21–

a11a22 a21a12–
--------------------------------------------------------

t1

t1*

t1
t1



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010 7

15. Nocedal J., Wright S. J. Numerical optimization. Springer-
Verlag, 1999.

16. Нестеpов Ю. Е. Эффективные ìетоäы в неëинейноì
пpоãpаììиpовании. М.: Pаäио и связü, 1989.

17. Гоpнов А. Ю., Тятюшкин А. И. Пpоãpаììная pеаëизаöия
ìуëüтиìетоäной техноëоãии äëя заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëе-
ния // Сб. тp. 3 Межäунаp. конф. "Пpобëеìы упpавëения и ìо-
äеëиpования в сëожных систеìах". 4—9 сентябpя 2001 ã., Саìа-
pа, Pоссия. С. 301—307.

18. Сpочко В. А. Итеpаöионные ìетоäы pеøения заäа÷ оп-
тиìаëüноãо упpавëения. М.: Физìатëит, 2000.

19. Хофеp Э., Лундеpштедт P. Чисëенные ìетоäы оптиìиза-
öии. М.: Маøиностpоение, 1981.

20. Гpачев Н. И., Фильков А. Н. Pеøение заäа÷ оптиìаëüноãо
упpавëения в систеìе ДИСО. Пpепpинт ВЦ АН СССP. М., 1986.

21. Vanderbei R. Nonlinear optimization models. www.sor.prin-

ceton.edu/∼rvdb/amp1/n1models.

22. Bondarenko A., Bortz D., More J. A Collection of Large-

Scale Nonlinearly Constrained Optimization Test Problems // Opti-

mization Online, 20 August 1998.

23. Murtagh B. A., Saunders M. A. MINOS 5.5 User’s Guide //

Report SOL 83-20R, Dept of Operations Research, Stanford Uni-

versity, July 1998.

24. Gill P. E., Murray W., Saunders M. A. User’s guide for

SNOPT 5.3: A Fortran package for large-scale nonlinear program-

ming // Report SOL 98-1, Dept of EESOR, Stanford University, 1997.

25. Waltz R., Nocedal J. Knitro user’s manual. Version 3.1 //

Technical Report 5, Northwestern University, Evanston, 2003.

УДК 621.398-506.1

М. Б. Коломейцева, д�p техн. наук, пpоф.,

С. А. Агвами, аспиpант

МЭИ (технический унивеpситет), Москва

AGHsedali@gmail.com

Синтез алгоpитма пpямого 
адаптивного упpавления 
многосвязным объектом 
методом декомпозиции

с явной эталонной моделью

Введение

Совpеìенный уpовенü pазвития теоpии и техни-
ки упpавëения хаpактеpизуется неукëонныì повы-
øениеì pазнообpазности и сëожности упpавëяе-
ìых объектов: ìноãоìеpностüþ, ìноãосвязностüþ,
неëинейностüþ, нестаöионаpностüþ, стохасти÷но-
стüþ, но неопpеäеëенностü ÷аще всеãо оказывается
на пеpвоì ìесте, так как сëожностü заäа÷е пpиäает
неäостаток инфоpìаöии об объекте. В этой ситуа-
öии возникает необхоäиìостü пpиìенения аäап-
тивных систеì упpавëения, öеëü котоpых состоит
в устpанении неопpеäеëенности, связанной с незна-
ниеì стpуктуpы и паpаìетpов объекта. Несìотpя
на äовоëüно боëüøое ÷исëо ìетоäов, поëу÷енные
аäаптивные pеãуëятоpы иìеþт сëожнуþ стpуктуpу,
особенно äëя ìноãосвязных объектов, в котоpых
тpуäности pеøения пpакти÷еских заäа÷ анаëиза и
синтеза аäаптивных систеì упpавëения неpеäко

связаны со сëожностüþ ìатеìати÷еской ìоäеëи
объекта упpавëения и внутpенниìи связяìи ìежäу
канаëаìи упpавëения. Естественно, ÷то наëи÷ие
боëüøоãо ÷исëа связанных ìежäу собой упpавëяе-
ìых и упpавëяþщих веëи÷ин, котоpые вëияþт äpуã
на äpуãа в тоì сìысëе, ÷то изìенение какой-ëибо
из них вызывает изìенение всех äpуãих, усëожняет
эти пpобëеìы и ставит новые. Дëя pазpеøения
тpуäностей, возникаþщих пpи pазpаботке таких
систеì, на пеpеäний пëан выäвиãается тpебование
äекоìпозиöии. Метоäы äекоìпозиöии состоят
в pазäеëении исхоäной заäа÷и на pяä боëее пpостых,
pеøаеìых независиìо.

В äанной статüе пpеäëаãается способ постpое-
ния систеìы äеöентpаëизованноãо упpавëения ìно-
ãосвязныìи объектаìи, позвоëяþщий искëþ÷итü
нежеëатеëüные возäействия за с÷ет синтеза коìпен-
сатоpов и свести заäа÷у синтеза ëокаëüных упpав-
ëяþщих устpойств к хоpоøо известныì и изу÷ен-
ныì pазëи÷ныìи автоpаìи. Дëя постpоения аäап-
тивноãо упpавëения по выхоäу пpиìеняþтся äва
фиëüтpа состояния в кажäой ëокаëüной поäсистеìе.
Вектоpы состояния этих фиëüтpов и скаëяpный
выхоä поäсистеìы обpазуþт вектоp выхоäа объекта
упpавëения, и испоëüзуется неìиниìаëüная pеаëи-
заöия ëокаëüных поäсистеì. В pезуëüтате этих из-
ìенений поëу÷ается обобщенный настpаиваеìый
объект, äëя котоpоãо уже иìеется ìноãо pазëи÷ных
аëãоpитìов настpойки паpаìетpов упpавëяþщеãо
устpойства.

1. Математическое описание и pазвязка 
каналов многосвязных объектов

Обы÷но основные сëожности упpавëения ìноãо-
связныì объектоì связаны с высокой pазìеpностüþ
ìоäеëи объекта. Фоpìаëüно ìожно pазëожитü такие
объекты на ìножества 2 Ѕ 2-поäсистеì* и поэтоìу,

Пpедлагается один из возможных подходов получения
алгоpитмов адаптивного упpавления на основе декомпози-
ции контуpов упpавления, позволяющий упpостить стpук-
туpу многосвязной динамической системы и пpоцесс выбоpа
паpаметpов упpавляющего устpойства. Полученные pезуль-
таты показывают эффективность пpименения данного
метода пpи синтезе пpямого адаптивного упpавления мно-
госвязным объектом.

Ключевые слова: многосвязные системы, pазвязка кон-
туpов, адаптивное упpавление, метод Ляпунова

 * 2 Ѕ 2-систеìы — систеìы, иìеþщие äва вхоäа и äва выхоäа.
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как пpавиëо, пpоöессы 2 Ѕ 2 pассìатpиваþтся
в ëитеpатуpе. Особенностüþ ìноãосвязных систеì
явëяется наëи÷ие взаиìоäействия ìежäу основны-
ìи контуpаìи упpавëения. Стpуктуpно это ìожет
бытü выpажено в виäе äопоëнитеëüных пpяìых и
обpатных пеpекpестных связей с соответствуþщиìи
пеpеäато÷ныìи функöияìи Gp, ij, i = 1, 2, j = 1, 2
(pис. 1).

В этоì сëу÷ае объект упpавëения ìожно пpеä-
ставитü в сëеäуþщей канони÷еской фоpìе:

(1.1)

ãäе yi — выхоäы объекта; ui — упpавëяþщие воз-

äействия, иëи боëее коìпактно в ìатpи÷ной фоpìе:

y = Gpu, ãäе y = [y1, y2]
т; u = [u1, u2]

т; Gp = .

Заäа÷и упpавëения ìноãосвязныìи объектаìи
пpинöипиаëüно pазpеøиìы с поìощüþ ìетоäов
теоpии оäноìеpных систеì, но поëу÷аеìые в pе-
зуëüтате ìноãосвязные pеãуëятоpы оказываþтся
äостато÷но сëожныìи с то÷ки зpения их пpакти-
÷еской pеаëизаöии. Упpощение возìожно, есëи
пpовести äеöентpаëизаöиþ ìноãосвязноãо объекта,
пpеäставитü еãо как набоp независиìых иëи сëабо
связанных поäсистеì, ÷то позвоëит испоëüзоватü
ëокаëüные скаëяpные pеãуëятоpы.

Оäин из ìетоäов, котоpый ìожно испоëüзоватü,
÷тобы пpеäëожитü pазбиение на паpы (вхоä—вы-
хоä) — вы÷исëение ìатpиöы Λ, известной как ìас-
сив относитеëüных усиëений (МОУ). Эëеìенты Λ
опpеäеëяþтся сëеäуþщиì обpазоì [9]:

λij = [Gp(0)]ij [ (0)]ij, (1.2)

ãäе [Gp(0)]ij — обозна÷ение ij-ãо эëеìента ìатpиöы
ìноãосвязной систеìы Gp на нуëевой ÷астоте. Пpи
этоì [Gp(0)]ij соответствует усиëениþ на нуëевой

÷астоте от i-ãо вхоäа к j-ìу выхоäу, в то вpеìя как
остаëüная ÷астü вхоäов сохpаняется постоянной.
Паpаìетp λij указывает на весоìостü паpы с i-ì вхо-
äоì и j-ì выхоäоì. Пpи pеøении заäа÷и äеöентpа-
ëизаöии стpеìятся выбpатü паpы такиì обpазоì,
÷тобы äиаãонаëüные эëеìенты Λ быëи бëиже к еäи-
ниöе.

Соãëасно известныì иссëеäованияì [9], заäа÷а
уäа÷ной äеöентpаëизаöии буäет pеøена, есëи пеpе-
äато÷ная функöия систеìы упpавëения буäет иìетü
фоpìу, бëизкуþ к äиаãонаëüной, т. е. пеpеäато÷ные
функöии взаиìосвязи буäут незна÷иìыìи по своиì
паpаìетpаì (особенно на нуëевой ÷астоте) иëи
pавны нуëþ. Данная иäея pеаëизуется пpеäнаìеpен-
ныì поäкëþ÷ениеì к объекту упpавëения спеöиаëü-
ных "pазвязываþщих" эëеìентов в виäе соответст-
вуþщих коppектиpуþщих устpойств (стати÷еских
иëи äинаìи÷еских, вкëþ÷аеìых в пpяìуþ öепü
ëибо в обpатнуþ связü), пpизванных pазвязатü кон-
туpы упpавëения путеì коìпенсаöии внутpенних
естественных пеpекpестных связей в объекте [9, 10].
Оäнако в этоì сëу÷ае коìпенсатоpы явëяþтся ÷а-
стüþ контуpа обpатной связи, поэтоìу сëеäует об-
pащатü особое вниìание пpи их pазpаботке на не-
жеëатеëüный эффект коìпенсаöии пеpеäато÷ных
нуëей и поëþсов объекта [11]. Оäна из особенно-
стей таких коìпенсатоpов закëþ÷ается в тоì, ÷то
они функöиониpуþт в систеìе äаже пpи нуëевых
взаиìоäействиях ìежäу контуpаìи.

Такиì обpазоì, паpаìетpы пеpеäато÷ных функ-
öий этих связей ìожно опpеäеëитü из усëовия по-
ëу÷ения пеpеäато÷ной функöии объекта упpавëения
с коìпенсатоpоì в äиаãонаëüной фоpìе. На pис. 2
пpеäставëена схеìа pазвязки контуpов упpавëения
с коìпенсатоpоì с пеpеäато÷ной функöией

 = .

Два äопоëнитеëüных бëока Gc, i, i = 1, 2, в кон-
туpе упpавëения фоpìиpуþт бëок втоpи÷ной пост-
коìпенсаöии и явëяþтся pеãуëятоpаìи в äеöентpа-
ëизованных контуpах упpавëения. Пеpеäато÷ная
функöия объекта упpавëения и коìпенсатоpа G —
äиаãонаëüная:

G = Gp  = diag[G1, G2]. (1.3)

Чтобы опpеäеëитü , нужно вы÷исëитü инвеp-
сиþ Gp:

 = G, ãäе  = adjGp/detGp. (1.4)

Зäесü adjGp называется взаиìной (пpисоеäинен-
ной) ìатpиöей относитеëüно Gp, составëенная из

Pис. 1. Общая стpуктуpная схема 2 Ѕ 2-системы

y1 = u1Gp,11 + u2Gp,12;

y2 = u1Gp,21 + u2Gp,22,

Gp 11, Gp 12,

Gp 21, Gp 22,

Gp
1–

Gc
*

Gc 11, Gc 12,

Gc 21, Gc 22,

*

*

*

*

Gc
*

Gc
*

Gc
* Gp

1–
Gp

1–



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010 9

аëãебpаи÷еских äопоëнений тpанспониpованной
ìатpиöы , и detGp — опpеäеëитеëü ìатpиöы Gp.

Пpиниìаеì  = 1,  = 1, тоãäа pеøение

поëу÷енных уpавнений пpивоäит к сëеäуþщеìу:

� äинаìи÷еские коìпенсатоpы:

 = –Gp,12/Gp,11 и  = –Gp,21/Gp,22; (1.5)

� стати÷еские коìпенсатоpы:

 = –Kp,12/Kp,11 и  = –Kp,21/Kp,22. (1.6)

Зäесü ,  — неäиаãонаëüные эëеìенты,

а , Kp,ij, i = 1, 2, пpеäставëяþт коэффиöиенты

усиëения соответствуþщих пеpеäато÷ных функ-

öий , Gp, ij.

Как pанее быëо сказано, коìпенсатоp явëяется
÷астüþ контуpа упpавëения, сëеäоватеëüно, отноøе-
ние кажäоãо упpавëяеìоãо сиãнаëа к упpавëяþще-
ìу ìожно записатü как

(1.7)

Эти аëãебpаи÷еские уpавнения показываþт, ÷то
в поëу÷енной систеìе кажäый упpавëяþщий сиã-
наë вëияет на упpавëяеìый äвуìя путяìи. Эти со-
ставëяþщие ìоãут äействоватü в синфазноì иëи
пpотивофазноì pежиìах. Поäставëяя поëу÷енные
соотноøения коìпенсатоpов (1.5) в (1.7), поëу÷аеì

(1.8)

Леãко показатü, ÷то стаöионаpные коэффиöи-
енты пеpеäато÷ных функöий (пpи s = 0) такие же,
как коэффиöиенты усиëения заìкнутоãо контуpа.
Дpуãиìи сëоваìи, усиëение контуpа в pезуëüтате
возäействия коìпенсатоpов такое же, как усиëение
заìкнутоãо контуpа без коìпенсатоpов. Это важно,
потоìу ÷то кажäый коìпенсатоp уäеpживает упpав-
ëяеìуþ пеpеìеннуþ постоянной, коãäа упpавëяþ-
щее возäействие на äpуãоì вхоäе изìеняется.

Пpивеäенные выøе уpавнения показываþт, ÷то
в этоì ìетоäе эëеìенты pазвязки независиìы от
пpиìеняеìых pеãуëятоpов. Он-ëайн настpойки pе-
ãуëятоpов, сëеäоватеëüно, не тpебуþт пеpепpоек-
тиpования эëеìентов pазвязки; закон упpавëения
ìожет бытü изìенен от ПИ на ПИД иëи на äpуãой
pеãуëятоp без потеpи эффекта pазвязки.

2. Синтез алгоpитма адаптивного упpавления

Дëя pеøения заäа÷и упpавëения отäеëüныìи
контуpаìи в ìноãосвязноì объекте в усëовиях не-
опpеäеëенности в статüе pассìатpивается ìетоä
постpоения аäаптивноãо упpавëения с этаëонной
ìоäеëüþ.

Пустü пеpеäато÷ная функöия кажäоãо из конту-
pов объекта упpавëения иìеет виä

y = Gp(s)u = kp u, (2.1)

ãäе u(t) — скаëяpное упpавëяþщее возäействие; y(t) —
скаëяpная pеãуëиpуеìая пеpеìенная, äоступная
äëя изìеpения; Zp(s), Rp(s) — ноpìаëизованные по-
ëиноìы (degZp = m и degRp = n); kp — известный
коэффиöиент усиëения.

Дëя указанных кëассов систеì буäеì pеøатü за-
äа÷у аäаптивноãо упpавëения с этаëонной ìоäеëüþ
паpаìетpи÷ески неопpеäеëенныìи объектаìи. Не-
обхоäиìо синтезиpоватü систеìу упpавëения такиì

Gp
т

Gc 11,
* Gc 22,

*

Gc 12,
* Gc 21,

*

Kc 12,
* Kc 21,

*

Gc 12,
* Gc 21,

*

Kc ij,
*

Gc ij,
*

Pис. 2. Схема pазвязки контуpов упpавления

 = Gp,11 + Gp,12;

 = Gp,22 + Gp,21.

y1 s( )

u1 s( )
---------- Gc 21,

*

y2 s( )

u2 s( )
---------- Gc 12,

*

 = Gp,11 – Gp,12;

 = Gp,22 – Gp,21.

y1 s( )

u1 s( )
----------

Gp 21,

Gp 22,

----------

y2 s( )

u2 s( )
----------

Gp 12,

Gp 11,

----------

Zp s( )

Rp s( )
----------
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обpазоì, ÷тобы уpавнения выхоäа объекта быëи
бëизки к уpавненияì выхоäа этаëонной ìоäеëи (ЭМ)

ym = Wm(s)r = km r = (sI – Am)–1Bmr,(2.2)

ãäе r(t) — скаëяpное оãpани÷енное заäаþщее воз-
äействие; ym(t) — скаëяpная пеpеìенная, äоступ-
ная äëя изìеpения; Zm(s), Rm(s) — ноpìаëизован-
ные поëиноìы (degZm = m1 и degRm = n1) и km —
известный коэффиöиент усиëения.

Тpебуется синтезиpоватü закон упpавëения u(t),
соäеpжащий тоëüко изìеpяеìые сиãнаëы y(t), ym(t),
u(t), но не их пpоизвоäные, обеспе÷иваþщий оã-
pани÷енностü всех тpаектоpий заìкнутой систеìы
и выпоëнение äопоëнитеëüной öеëи упpавëения

e1(t) = (y – ym) = 0. (2.3)

Сфоpìуëиpованная заäа÷а pеøается пpи сëе-
äуþщих пpеäпоëожениях:

1. Поëиноìы Zp(s), Zm(s), Rm(s) — ãуpвиöевы
(s — коìпëексная пеpеìенная в пpеобpазованиях
Лапëаса).

2. Паpы (Am, Bm), (Ap, Bp) упpавëяеìы, (Am, Cm),
(Ap, Cp) набëþäаеìы.

3. Известны поpяäки поëиноìов n, m и относи-
теëüная степенü μ = n – m > 1.

4. Известен знак коэффиöиента kp (без потеpи
общности буäеì с÷итатü, ÷то kp > 0).

5. Изìеpениþ äоступны веëи÷ины y, ym, u, r.
В основе pеøения заäа÷и синтеза ëежит ëеììа

Якубови÷а—Каëìана и некотоpые äpуãие, в тоì
÷исëе ëеììы Лифøиöа, Мейеpа и Анäеpсона. Сëе-
äуþщие утвеpжäение и теоpеìа устанавëиваþт
кëасс äинаìи÷еских ìоäеëей, äëя котоpых воз-
ìожно постpоение устой÷ивых схеì аäаптивноãо
упpавëения и иäентификаöии [1—4].

Утвеpждение 2.1. Дëя ëþбых тpех ãуpвиöевых
поëиноìов a(s), b(s) и γ(s) с еäини÷ныìи коэффи-
öиентаìи пpи стаpøих степенях и уäовëетвоpяþ-
щих усëовияì

1) a(s), b(s) относитеëüно непpивоäиìы (не иìеþт
оäинаковых коpней) и dega(s) – degb(s) = μ = n – m;

2) b(s) явëяется äеëитеëеì поëиноìа γ(s);
3) degγ(s) = l l n – 1,
существуþт такие поëиноìы

δ(s) = δl–1s
l–1 + δl–2s

l–2 + ... + δ0,

ϕ(s) = ϕl s
l + ϕl–1s

l–1 + ... + ϕ0

степени (l – 1) и l соответственно, ÷то объект упpав-
ëения с пеpеäато÷ной функöией (2.1) ìожет бытü
описан уpавнениеì виäа

y(t) = k u(t) – u(t) – y(t)  + σ(t),(2.4)

ãäе σ(t) — экспоненöиаëüно затухаþщая функöия,
поpожäенная ненуëевыìи на÷аëüныìи усëовияìи.
Коэффиöиенты поëиноìов δ(s) и ϕ(s) зависят от
паpаìетpов объекта и поэтоìу в pаìках аäаптивной
постановки заäа÷и с÷итаþтся неизвестныìи. Кpоìе
тоãо, поëаãаеì l = n – 1, ÷то ãаpантиpует ìини-
ìаëüное ÷исëо настpаиваеìых паpаìетpов.

Такиì обpазоì, вы÷итая из канони÷еской
фоpìы (2.4) уpавнение ЭМ (2.2), поëу÷аеì ìоäеëü
оøибки

e1(t) = k u(t) – u(t) – y(t) –

– Wm(s)r(t)

иëи e1(t) = kW*(s)[u(t) – Θ*(t)], (2.5)

ãäе W*(s) = ;  — вектоp pеãpессии и Θ* — век-

тоp постоянных коэффиöиентов.

Дëя фоpìиpования вектоpа pеãpессии (t)
ìожно испоëüзоватü "фиëüтpы состояния" виäа

 = ΛV1 + lu, V1(0) = 0;

 = ΛV2 + ly, V2(0) = 0,

ãäе V1, V2 ∈ Rn; Λ — сопpовожäаþщая ìатpиöа ìно-
ãо÷ëена γ(s); l т = (0, ..., 0,1). Пpи этоì вектоp pеã-
pессии иìеет виä

(t) = [ (t); y(t); (t); Ar(t)]т; A(s) = Wm(s).

Теоpема 2.1. Пустü äинаìи÷еская систеìа пpеä-
ставиìа поëностüþ упpавëяеìой и набëþäаеìой

тpойкой: {Lт, A*, B*}, ãäе A* — устой÷ивая ìатpиöа;

L, B* — вектоpы. Пустü äаны сиììетpи÷ная поëо-

житеëüно-опpеäеëенная ìатpиöа Γ = Γт > 0 и вектоp-

функöия (t), эëеìенты котоpой явëяþтся оãpа-

ни÷енныìи и кусо÷но-непpеpывныìи функöияìи

вpеìени. Тоãäа поëожение pавновесия (e, ) = (0, 0)

сëеäуþщей систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений

(t) = A*e(t) + B* (t) (t), e1 = Lтe(t); (2.6)

 = –Γe1(t) (t), (2.7)

ãäе e,  = Θ(t) – вектоpы соответствуþщих разìер-

ностей; (t) (t) ∈ R1, пpи ëþбых оãpани÷енных

на÷аëüных усëовиях e(0), Θ(0) явëяется устой÷ивыì

по Ляпунову и, кpоìе тоãо, e1(t) → 0 и (t) → 0

Zm s( )

Rm s( )
----------- Cm

т

lim
t→∞

lim
t→∞

b s( )
a s( )
------- δ s( )

γ s( )
------- ϕ s( )

γ s( )
--------

b s( )
a s( )
------- δ s( )

γ s( )
------- ϕ s( )

γ s( )
--------

1
k
-- a s( )

b s( )
-------

W
т

b s( )
a s( )
------- W

W

V
·
1

V
·
2

W V1
т

V2
т a s( )

b s( )
-------

W

Θ~

e· Θ
т~ W

Θ· W

Θ~

Θ
т~ W

Θ~

.
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пpи t → ∞, есëи пеpеäато÷ная функöия W*(s) =

= Lт(sI – A*)
–1B* явëяется стpоãо поëожитеëüно-

вещественной (СПВ) функöией. Боëее тоãо, есëи

коìпоненты вектоpа (t) явëяþтся ãаpìони÷е-

скиìи сиãнаëаìи с pазëи÷ныìи ÷астотаìи, то сис-
теìа (2.6), (2.7) — асиìптоти÷ески устой÷ивая.

Систеìа уpавнений (2.6), (2.7) пpеäставëяет уpав-
нение обобщенноãо настpаиваеìоãо объекта (ОНО),
в состав котоpоãо, в зависиìости от заäа÷и, вхоäят
уpавнения: исхоäноãо объекта, этаëонной ìоäеëи,
pеãуëятоpа, набëþäатеëя состояния (фиëüтpов со-
стояния) и ãенеpатоpов äопоëнитеëüных сиãнаëов.
Такиì обpазоì, äëя синтеза аäаптивных систеì
пpеäпоëаãается сëеäуþщий аëãоpитì синтеза:

1) пpивеäение ìоäеëи оøибки систеìы к виäу
(2.6);

2) выбоp аëãоpитìа аäаптаöии в фоpìе (2.7).
Оäнако, в общеì сëу÷ае, коãäа W*(s) не явëяется

СПВ функöией, усëовия теоpеìы 2.1 не выпоëня-
þтся и аëãоpитì (2.7) не пpиìениì. Дëя тоãо ÷тобы
избежатü испоëüзования пpоизвоäных сиãнаëа e1(t),
необхоäиìо опятü поëу÷итü СПВ функöиþ, свя-
заннуþ с некотоpыì изìеpиìыì ìоäифиöиpован-
ныì сиãнаëоì (t). Этоãо ìожно äобитüся, есëи
ìоäифиöиpоватü ОНО [11, 12].

3. Компьютеpная апpобация алгоpитма упpавления

В äанноì pазäеëе пpивоäится синтез упpавëения
на пpиìеpе хиìи÷ескоãо pеактоpа [8]. Мы испоëü-
зуеì пpеäëоженный поäхоä äëя синтеза аäаптив-
ноãо аëãоpитìа, ÷тобы уëу÷øитü ка÷ество упpавëе-
ния паpаìетpи÷ески неопpеäеëенныì объектоì и
повыситü запас устой÷ивости еãо функöиониpова-
ния в pазных стаöионаpных то÷ках.

Стpуктуpу ìоäеëи объекта хиìи÷ескоãо pеак-
тоpа ìожно пpеäставитü в канони÷еской фоpìе
(сì. pис. 1), в котоpой упpавëение u1 явëяется pас-
хоäоì тепëоноситеëя, а упpавëение u2 — pасхоäоì
pеаãента. Пустü выхоä y1 пpеäставëяет теìпеpатуpу
pеактоpа, а выхоä y2 — конöентpаöиþ pеаãента в pе-
зеpвуаpе. Тоãäа связи вхоä—выхоä ìоãут бытü пpеä-
ставëены в виäе

(3.1)

Путеì пpовеpки эëеìентов МОУ ìожно опpе-
äеëитü поäхоäящие паpы äëя упpавëения. Тоãäа,
испоëüзуя уpавнения (1.2), поëу÷аеì:

Λ = .

Это озна÷ает, ÷то внутpенние связи ìежäу кон-

туpаìи упpавëения äействуþт äpуã на äpуãа отpиöа-

теëüно (пpотивопоëожно), и коэффиöиент усиëе-

ния контуpа уìенüøается ëибо ìеняет знак, коãäа

äpуãой контуp заìкнут. Дëя тоãо ÷тобы искëþ÷итü

нежеëатеëüное вëияние взаиìоäействия ìежäу кон-

туpаìи упpавëения, пpиìеняеì ìетоä pазвязки.

Пpеäпоëожиì, ÷то коìпенсатоp (s) иìеет стpук-

туpу

(s) = .

Матpиöа G  — äиаãонаëüная, есëи

(s) = –  = ;

 =  = .

Такиì обpазоì, ìожно постpоитü аäаптивнуþ

систеìу упpавëения äëя основных контуpов (3.1),

котоpые описываþтся пеpеäато÷ной функöией в об-

щеì виäе

yp = up; y(t) = W(s)u(t),

ãäе kp > 0, b0 > 0 и kp, a1, a0 — неизвестные паpа-

ìетpы и n = 2.

Жеëаеìое повеäение объекта по выхоäу заäаäиì

этаëонной ìоäеëüþ с пеpеäато÷ной функöией

Wm(s) = km ; ym(t) = kmWm(s)r(t),

ãäе km = 4,834.

Упpавëение в соответствии с up(t) = (t)Θ(t),

ãäе Θ(t) — вектоp настpаиваеìых паpаìетpов;

(t) — вектоp pеãpессии, иìеет виä

up = up + yp + yp + θ4r,

ãäе θ1, θ2 ∈ Rn–1, θ3, θ4 ∈ R1 — настpаиваеìые паpа-

ìетpы pеãуëятоpа;  = [ , , yp, r] и Θ = [ , ,

θ3, θ4] ∈ R2n; α(s) = αn–2(s) = [sn–2, sn – 3, ..., s, 1]т

пpи n l 2 и α(s) = 0 пpи n = 1; Λ — пpоизвоëüный

устой÷ивый поëиноì степени n – 1, т. е. Λ = sn–1 +

+ λn–2s
n–2 + ... + λ1s + λ0 = det(sI – F ). 

W

e1
^

y1 = u1 + u2;

y2 = u1 + u2.

1,42s 1,54+

s
2

1,46s 0,51+ +
-------------------------------- 0,02–

s
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--------------------------------
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s
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1,46s 0,51+ +
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Выбpав F = –5, g = 1, поëу÷иì сëеäуþщие
фиëüтpы состояния:

 = –5V1 + up, V1(0) = 0;

 = –5V2 + yp, V2(0) = 0.

Тоãäа up = up + yp + yp + θ4r.

Испоëüзуеì схеìу äинаìи÷еской pасøиpенной
оøибки, т. е. выpажаеì обобщеннуþ ìоäеëü оøиб-

ки в виäе e1 = Wmρ*( ), ãäе  = Θ(t) – Θ*

пpеäставëяет паpаìетpи÷ескуþ оøибку. Поскоëü-
ку относитеëüная степенü поëу÷енной ìоäеëи pав-

на еäиниöе, (sI – Ac)
–1Bc  = Wm явëяется СПВ

функöией и выпоëняþтся основные усëовия тео-
pеìы 2.1, то ìожно выбpатü аëãоpитì аäаптаöии
в фоpìе (2.7) иëи испоëüзоватü аëãоpитì аäапта-
öии на основе функöии Ляпунова äëя настpойки
паpаìетpов pеãуëятоpа сëеäуþщиì обpазоì.

Пустü функöия Ляпунова иìеет виä V( , e1) =

=  + |ρ*|, тоãäа  m 0, есëи выби-

pатü  =  = –Γ (t)e1(t)signρ*, ãäе sign ρ* =

= sign(kp/km), e1 = yp – ym.

На pис. 3—5 (сì. втоpуþ стоpону обëожки) пpеä-
ставëены pезуëüтаты ìоäеëиpования аäаптивной сис-
теìы пpи на÷аëüных зна÷ениях паpаìетpов объекта
упpавëения, заäанных в виäе (3.1), коэффиöиентах
усиëения аëãоpитìа аäаптаöии Γ = 10I4Ѕ4, на÷аëü-

ных усëовиях x(0) = 0, xm(0) = 0, θ(0) = (0, 0, 0, 0),

i = 1, ..., 4. Дëя тоãо ÷тобы систеìа быëа асиìпто-

ти÷ески устой÷ива (e → 0,  → 0), äостато÷но ÷тобы

заäаþщие возäействия r (t) вкëþ÷аëи не ìенее k/2
ãаpìони÷еских сиãнаëов с pазëи÷ныìи ÷астотаìи,
ãäе k — ÷исëо настpаиваеìых паpаìетpов. Пустü за-
äаþщее возäействие иìеет виä ri(t) = Ai + 0,1sin(0,1t) +

+ 0,2sin(0,2t), ãäе A1 = 10 и A2 = 2, i = 1, 2.

Сëеäует отìетитü, ÷то в pяäе сëу÷аев ìожно
уëу÷øатü ка÷ество упpавëения и аäаптаöии путеì
ìоäифиöиpования закона упpавëения (и/иëи аëãо-
pитìа аäаптаöии), ввоäя äопоëнитеëüные сиãнаëы
ëибо оãpани÷ение на возìожные зна÷ения паpаìет-
pов исхоäя из апpиоpной инфоpìаöии [6]. Напpи-

ìеp, äобавëяя сиãнаë au =  в закон упpавëения,

ìожно уëу÷øитü ка÷ество пеpехоäноãо пpоöесса.

Заключение

Со÷етание ìетоäов äеöентpаëизаöии с аäапта-
öией особенно эффективно, коãäа существует па-
pаìетpи÷еская неопpеäеëенностü в объекте упpав-
ëения. В таких объектах коìпенсатоpы позвоëяþт
аäаптивныì pеãуëятоpаì ìенüøе и наäежнее pабо-
татü, и зна÷итеëüно упpощается пpоöесс синтеза
pеãуëятоpов. Оäниì из неäостатков пpиìенения
äинаìи÷еских коìпенсатоpов явëяется сокpаще-
ние нуëей и поëþсов пеpеäато÷ной функöии (ПФ).
Сокpащение пpивоäит к неãpубости, коãäа оно ка-
сается тоëüко пpавых поëþсов иëи нуëей, так как
в pеаëüной ситуаöии (пpи нето÷ноì совпаäении
сокpащаеìых коpней) вìесто ожиäаеìой взаиìной
коìпенсаöии поëу÷аþтся бëизко pаспоëоженные
нуëü и поëþс в пpавой поëупëоскости. Сокpаще-
ние нежеëатеëüно и пpи то÷ной коìпенсаöии пpа-
вых поëþсов, так как оно искажает пpеäставëение
и об истинной pазìеpности, и об истинноì хаpак-
теpе систеìы. Дëя pеøения этой пpобëеìы суще-
ствуþт äва поäхоäа: испоëüзоватü ìетоäы взаиìно
пpостой фактоpизаöии ПФ, пpи котоpых ÷исëитеëü
и знаìенатеëü пеpеäато÷ных функöий, вхоäящих
в ПФ систеìы в виäе соìножитеëей, äоëжны бытü
взаиìно пpостыìи, иëи пpиìенятü стати÷еские
коìпенсатоpы, позвоëяþщие понизитü поpяäок
заìкнутой систеìы по сpавнениþ с äинаìи÷ески-
ìи коìпенсатоpаìи.
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Об одном подходе к постpоению 
адаптивных многосвязных 
систем автоматического 

упpавления сложным 
динамическим объектом

Введение

Основная тpуäностü, возникаþщая в пpоöессе
пpоектиpования ìноãосвязных систеì автоìати÷е-
скоãо упpавëения (МСАУ) сëожныì äинаìи÷ескиì
объектоì (СДО) pазëи÷ной физи÷еской пpиpоäы
(техни÷еской, соöиаëüно-эконоìи÷еской, биоëо-
ãи÷еской), закëþ÷ается в обеспе÷ении свойств ус-
той÷ивости и жеëаеìоãо ка÷ества упpавëения как
ìноãосвязной систеìы в öеëоì, так и ее сепаpат-
ных поäсистеì на всех pежиìах pаботы СДО, по-
скоëüку пpи изìенении коìпоновки систеìы иëи
изìенении äинаìи÷еских свойств ее сепаpатных
поäсистеì ìеняþтся и паpаìетpы описываþщей
ее систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений. Дëя
пpеоäоëения указанных тpуäностей поäобные сис-
теìы пpоектиpуþт в кëассе аäаптивных МСАУ.
В öеëях пpиäания МСАУ СДО свойств аäаптаöии
к постоянно изìеняþщиìся усëовияì функöио-
ниpования тpебуется pазpаботка стpуктуpы, pеаëи-
зуþщей аëãоpитìы аäаптивноãо упpавëения äëя
упpавëяþщей ÷асти МСАУ, а также созäание пpи-
кëаäных ìетоäов и аëãоpитìов аäаптаöии упpав-
ëяþщей ÷асти МСАУ.

На сеãоäняøний äенü известны äва основных
напpавëения, в котоpых pазвиваþтся ìетоäы пpоек-
тиpования аäаптивных МСАУ. К пеpвоìу относятся
ìетоäы, основанные на испоëüзовании описания
систеìы в пpостpанстве состояний в виäе систеìы
äиффеpенöиаëüных уpавнений пеpвоãо поpяäка в
фоpìе Коøи. Такие известные у÷еные, как Я. З. Цып-

кин, Б. Н. Петpов, В. Ю. Pутковский, С. Д. Зеì-
ëяков, P. М. Юсупов, А. Л. Фpаäков и äp., посвя-
тиëи свои нау÷ные pаботы äанноìу кëассу ìетоäов
аäаптивноãо упpавëения. Отìетиì, ÷то уpавнения
в пеpеìенных состояниях позвоëяþт с ìатеìати-
÷еской то÷ки зpения pазpаботатü еäиные ìетоäы
÷исëенноãо pеøения этих уpавнений на ЭВМ, а аë-
ãоpитìы упpавëения, синтезиpованные на их ос-
нове, ìоãут бытü испоëüзованы äëя pеøения неко-
тоpоãо кëасса заäа÷, оäнако эти пpоöеäуpы äоста-
то÷но сëожны и тpебуþт боëüøих вы÷исëитеëüных
pесуpсов. К тоìу же абстpактностü вектоpа состоя-
ния, тpуäностü еãо изìеpения äеëаþт еãо сëожныì
äëя освоения с пpикëаäной то÷ки зpения [1].

К äpуãоìу напpавëениþ pазвития ìетоäов пpо-
ектиpования аäаптивных МСАУ относятся ìетоäы,
испоëüзуþщие описание äвижения систеìы в фоpìе
ìатpи÷ных пеpеäато÷ных функöий (МПФ). Наи-
боëüøий вкëаä в pазвитие äанных ìетоäов внесëи
такие у÷еные, как М. В. Мееpов, В. Т. Моpозов-
ский, П. И. Чинаев, P. Т. Януøевский и äp. Описа-
ние и иссëеäование аäаптивных МCАУ c поìощüþ
ìатpи÷ноãо аппаpата äеëает пpоöесс их пpоектиpо-
вания наãëяäныì с то÷ки зpения ìатеìати÷ескоãо
поäхоäа к пpоектиpованиþ МСАУ. Оäнако äанный
поäхоä не позвоëяет пpовоäитü систеìное иссëе-
äование МСАУ с у÷етоì особенностей ее внутpен-
неãо стpоения, ÷то ÷асто явëяется необхоäиìыì
усëовиеì обеспе÷ения ее ка÷ества, а также не веäет
к упpощениþ пpоöесса синтеза аëãоpитìов аäапта-
öии с позиöии вы÷исëитеëüной сëожности [1—2].

Пpеäëаãаеìый ниже фоpìаëизованный поäхоä
к осуществëениþ аäаптивноãо упpавëения, а также
к синтезу стpуктуp упpавëяþщей ÷асти МСАУ СДО
основан на способе систеìноãо описании МСАУ
на уpовне сепаpатных поäсистеì и ìноãоìеpных
эëеìентов связи ìежäу ниìи. Данный способ опи-
сания, пpеäëоженный акаäеìикоì Б. Н. Петpовыì
и еãо у÷еникаìи, пpеäставëен в pаботах [3—4] и от-
носится к оäноìу из напpавëений pазвития ìето-
äов, испоëüзуþщих описание систеì в фоpìе МПФ,
поэтоìу он также сохpаняет относитеëüнуþ пpо-
стоту и наãëяäностü. Оäнако по сpавнениþ с кëас-
си÷ескиì описаниеì МСАУ с поìощüþ МПФ пpеä-
ëаãаеìый способ позвоëяет оöениватü вëияние на
устой÷ивостü и ка÷ество всей МСАУ как äинаìи-
÷еских свойств сепаpатных поäсистеì, так и связей
ìежäу ниìи, ÷то äает возìожностü в поëной ìеpе
у÷естü стpуктуpные особенности МСАУ, а также уп-
pоститü пpоöесс синтеза аëãоpитìов ее аäаптаöии
с позиöии вы÷исëитеëüной сëожности.

Концепция постpоения адаптивной МСАУ СДО

В основе пpеäëаãаеìоãо поäхоäа ëежит кëасси-
÷еская стpуктуpа, pеаëизуþщая ìетоä аäаптаöии
МСАУ по ее ìоäеëи с заìкнутыìи контуpаìи аäап-

Пpедложен подход к постpоению адаптивных многосвяз-
ных систем автоматического упpавления сложным динами-
ческим объектом (СДО), позволяющий обеспечить устой-
чивость и желаемое качество упpавления как многосвязной
системы в целом, так и ее сепаpатных подсистем на всех
pежимах pаботы СДО. Пpиводятся пpимеpы, иллюстpи-
pующие pеализацию пpедлагаемого подхода.

Ключевые слова: упpавление в адаптивных системах,
многосвязная система автоматического упpавления, много-
связное pегулиpование
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таöии, стpуктуpная схеìа котоpой пpеäставëена на
pис. 1. Зäесü жеëаеìое зна÷ение Xm(t) этаëонной
ìоäеëи äинаìи÷еской хаpактеpистики опpеäеëяется
в бëоке pас÷ета этаëонной ìоäеëи (ЭМ) в соответ-
ствии с pежиìаìи pаботы СДО, опpеäеëяеìыìи
паpаìетpаìи H и M внеøней сpеäы. Даëее Xm(t)
сpавнивается с текущиì зна÷ениеì äинаìи÷еской
хаpактеpистики X(t).

Затеì бëок "Аäаптеp" в соответствии с аëãоpит-
ìоì по оøибке δ(t) аäаптаöии пpиниìает pеøение
о необхоäиìости возäействия на систеìу и, в зави-
сиìости от выбpанноãо способа упpавëения, выпоë-
няет тpебуеìуþ ìанипуëяöиþ наä систеìой. В äан-
ноì поäхоäе pассìатpиваþтся ìетоäы pеãуëиpования
МСАУ за с÷ет пpоãpаììноãо изìенения äинаìи-
÷еских хаpактеpистик пеpестpаиваеìоãо pеãуëято-
pа (ПP) путеì ваpüиpования еãо коэффиöиентов и
стpуктуpы иëи ввеäения в ПP äопоëнитеëüных пе-
pекpестных связей ìежäу сепаpатныìи поäсисте-
ìаìи.

В зависиìости от хаpактеpа изìенений äинаìи-
÷еских хаpактеpистик МСАУ, возникаþщих в пpо-
öессе ее функöиониpования, öеëесообpазно выäе-
ëитü тpи pазëи÷ных кëасса МСАУ СДО:
� I класс — МСАУ, у котоpых в пpоöессе функ-

öиониpования пpоисхоäят изìенения äинаìи-
÷еских хаpактеpистик сепаpатных поäсистеì,
пpи этоì äинаìи÷еские хаpактеpистики ìноãо-
ìеpных связей ìежäу ниìи существенно не ìе-
няþтся;

� II класс — МСАУ, у котоpых в пpоöессе функ-
öиониpования пpоисхоäят изìенения äинаìи÷е-
ских хаpактеpистик ìноãоìеpных связей ìежäу
сепаpатныìи поäсистеìаìи. Пpи этоì äинаìи-
÷еские хаpактеpистики саìих сепаpатных поä-
систеì существенно не ìеняþтся.

� III класс — МСАУ, у котоpых в пpоöессе функ-
öиониpования пpоисхоäят изìенения как äина-
ìи÷еских хаpактеpистик сепаpатных поäсистеì,
так и äинаìи÷еских хаpактеpистик ìноãоìеp-
ных связей ìежäу ниìи.

Такиì обpазоì, аäаптивное упpавëение МСАУ
СДО пpеäëаãается осуществëятü в соответствии
с выäеëенныìи кëассаìи МСАУ.

Механизм адаптации МСАУ I класса

Пpеäпоëаãается, ÷то кажäая из сепаpатных поä-
систеì МСАУ аäаптиpуется по собственной ìоäеëи,
котоpая pасс÷итана ÷астотныì ìетоäоì из усëовия
pаботы этой поäсистеìы в составе МСАУ на äан-
ноì pежиìе, т. е. на опpеäеëенных pас÷етных pе-
жиìах pаботы МСАУ все поäсистеìы pеаãиpуþт на
вхоäное упpавëяþщее возäействие анаëоãи÷но их
ìоäеëяì, поскоëüку связи ìежäу поäсистеìаìи не
ìеняþтся.

Даëее вся обëастü äвижения объекта (все возìож-
ные ваpиаöии паpаìетpов внеøней сpеäы H и M,
опpеäеëяþщих pежиì функöиониpования СДО)
pазбивается на поäобëасти, внутpи котоpых кажäой
поäсистеìе ставится в соответствие своя ìоäеëü,
также pасс÷итанная из усëовий pаботы поäсисте-
ìы в составе МСАУ в новых усëовиях функöиони-
pования СДО. Пеpехоä от оäной ìоäеëи поäсисте-
ìы к äpуãой осуществëяется по инфоpìаöии об из-
ìенении внеøних усëовий и pежиìов pаботы
объекта упpавëения.

Затеì по откëоненияì äвижения поäсистеì от
их ìоäеëей осуществëяется коppекöия паpаìетpов
и стpуктуpы ëокаëüных pеãуëятоpов.

Цеëüþ упpавëяþщих возäействий на pеãуëятоpы
сепаpатных поäсистеì в иссëеäуеìой аäаптивной
МСАУ явëяется обеспе÷ение жеëаеìых свойств
систеìы пpи изìенении äинаìи÷еских свойств
объекта упpавëения. Дëя äанной конöепöии жеëае-
ìые свойства систеìы заäаþтся в виäе взаиìноãо
pаспоëожения на коìпëексной пëоскости аìпëи-
туäно-фазовых хаpактеpистик (АФХ) сепаpатных
поäсистеì и хаpактеpистик связей ìежäу ниìи.

С у÷етоì тоãо, ÷то кажäая ìоäеëü поäсистеìы
на кажäоì pежиìе функöиониpования pасс÷итана
с у÷етоì хаpактеpистики ìноãоìеpной связи со
всеìи поäсистеìаìи МСАУ, пpибëижение инäи-
виäуаëüной хаpактеpистики (ИХ) АФХ поäсисте-
ìы к этой ìоäеëи позвоëит pеøитü заäа÷у аäапта-
öии всей МСАУ pассìатpиваеìоãо кëасса к новыì
внеøниì усëовияì.

Пpимеp 1. Pассìотpиì систеìу упpавëения тpех-
связныì äинаìи÷ескиì нестаöионаpныì объектоì.
Моäеëü МСАУ иссëеäуеìыì объектоì пpеäставëе-
на на pис. 2.

Pис. 1. Обобщенная стpуктуpная схема адаптивной МСАУ:
УУ — устpойство упpавëения; ИМ — испоëнитеëüный ìеха-

низì; X 0(t) — упpавëяþщее возäействие
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Pассìотpиì äва основных pежиìа pа-
боты иссëеäуеìой МСАУ.

Базовый pежиì pаботы объекта упpав-
ëения (pежиì 1) — pежиì, пpи котоpоì

инфоpìативные паpаìетpы иìеþт неко-
тоpые базовые зна÷ения (H0, M0). Пустü
ìатpи÷ная пеpеäато÷ная функöия ìноãо-
ìеpноãо объекта на заäанноì pежиìе
pавна

W(s) =  =

= .

Даëее, опpеäеëив жеëаеìые пеpеäа-
то÷ные функöии äëя сепаpатных поäсис-
теì МСАУ на äанноì pежиìе Ψжi(s) =

= 1/(a0s
2 + a1s + 1), ãäе i = , a0 = 0,45 с2, a1 =

= 1,675 с, синтезиpуеì ИХ (s) поäсистеì из ус-

ëовия pавенства функöий Gi[Φ(s), h(s)] и жеëаеìых

ПФ Ψжi(s) в pежиìе упpавëения äëя кажäоãо pеãу-

ëиpуеìоãо паpаìетpа: Gi[Φ
0(s), h(s)] = Ψжi(s) [5, 2].

Пpи этоì в ка÷естве ИХ (s) сепаpатной поäсис-

теìы МСАУ pассìатpивается ее инäивиäуаëüная
пеpеäато÷ная функöия в pежиìе упpавëения, коãäа
поäсистеìа функöиониpует в изоëиpованноì от
äpуãих поäсистеì состоянии:

(s) =  = ,

ãäе i =  — поpяäок МСАУ; Wii(s) — пеpеäато÷-
ные функöии pазоìкнутых сепаpатных поäсистеì
ìноãосвязноãо объекта упpавëения, а Ri(s) — пеpе-
äато÷ные функöии pеãуëятоpов ëокаëüных поäсис-
теì. Функöия Gi[Φ(s), h(s)] pассìатpивается в ка÷е-
стве ПФ i-й поäсистеìы в pежиìе упpавëения пpи
ее pаботе в составе ìноãосвязной систеìы. Соãëас-
но [5] ПФ Gi[Φ(s), h)s)] äëя тpехìеpной систеìы
с оäнотипныìи ИХ Φ1(s) = Φ2(s) = ... = Φn(s) = Φ(s)
сепаpатных поäсистеì опpеäеëяется сëеäуþщиì
обpазоì:

Gi(s) =  =

= ,

ãäе hij(s) = ; h3(s) = —

хаpактеpистики связи сепаpатных поäсистеì;

γij =  k = 2,3; δij =  k = 2,3.

Данные хаpактеpистики отpажаþт pеаëüно су-
ществуþщие взаиìоотноøения ìежäу поäсисте-
ìаìи и стpоятся из äинаìи÷еских звенüев, выpа-
жаþщих эти соотноøения. В общеì сëу÷ае связü
ìежäу паpаìи, тpойкаìи, ÷етвеpкаìи и посëеäуþ-
щей pазìеpностüþ поäсистеì ìожет бытü охаpак-
теpизована с поìощüþ опpеäеëитеëей ìатpиö виäа:
Lk(s) = ||Wij(s)γij ||kЅk. В пpоöессе анаëиза и синтеза
МСАУ ÷асто бывает важно выявитü не стоëüко аб-
соëþтное äействие саìих пеpекpестных связей,
скоëüко их äействие относитеëüно пpяìых связей
в объекте, котоpые хаpактеpизуþтся опpеäеëитеëя-
ìи ìатpиö виäа: Mk(s) = ||Wij(s)δij ||kЅk. Эту относи-
теëüнуþ связü и pассìатpиваþт в ка÷естве пpиве-
äенных хаpактеpистик связи [3, 5].

В общеì виäе анаëити÷еское выpажение синте-

зиpуеìой ИХ (s) явëяется äостато÷но ãpоìозä-

киì, поэтоìу pеøиì äаннуþ заäа÷у ãpафоанаëити-
÷ескиì ìетоäоì в коìпëексной пëоскости. Дëя

этоãо в выpажении (s) выпоëниì заìену s = jω

и постpоиì ãоäоãpаф ( jω) пpи ω ∈ (0; +∞). По-

ëу÷енный ãоäоãpаф ( jω) аппpоксиìиpуеì ãоäо-

ãpафоì Φi( jω) äpобно-pаöионаëüной функöии

Φi(s) = 1/(a0s
2 + a1s + 1), ãäе a0 = 0,08 с2, a1 = 0,8 с.
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det Wij s( )δij 2Ѕ2

---------------------------------
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Pис. 2. Стpуктуpная схема исследуемой тpехмеpной САУ
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Соãëасно [5] хаpактеpисти÷еское уpавнение
n-ìеpной САУ с оäнотипныìи ИХ Φ1(s) = Φ2(s) =
= ... = Φn(s) = Φ(s) иìеет виä

D(Φ(s), h(s)) = 1 + h2(s)Φ
2(s) + h3(s)Φ

3(s) +

+ ... + hn(s)Φ
n(s) = 0.

Запиøеì то же уpавнение äëя иссëеäуеìой МСАУ:

1 + h2(s)Φ
2(s) + h3(s)Φ

3(s) = 0. (1)

Даëее pасс÷итаеì зна÷ения хаpактеpистик свя-
зей, вхоäящих в состав äанноãо уpавнения пpи s = 0:
h2(0) = h12(0) + h13(0) + h23(0) = 0,433; h3(0) = –0,567.
Пpовеäеì в äанноì уpавнении заìену x = Φ(s), оп-
pеäеëиì еãо коpни μi, pеøив еãо относитеëüно пе-
pеìенной x.

На pис. 3 пpивеäено взаиìное pаспоëожение ãо-
äоãpафа сепаpатных поäсистеì МСАУ Φ( jω) и
коpней μi хаpактеpисти÷ескоãо уpавнения связи
систеìы. В соответствии с pис. 3 ìожно сäеëатü
вывоä, ÷то на pас÷етноì pежиìе 1 иссëеäуеìая
МСАУ устой÷ива, так как ãоäоãpаф Φ( jω) не охва-
тывает ни оäин из коpней хаpактеpисти÷ескоãо
уpавнения систеìы [4].

На сëеäуþщеì этапе из усëовия

Ri(s) = 

синтезиpуеì pеãуëятоp äëя кажäой сепаpатной поä-
систеìы:

R1(s) = ; R2(s) = ;

R3(s) = .

Даëее pассìотpиì pежиì 2 pаботы объекта упpав-
ëения в новых усëовиях еãо функöиониpования

(H≠ H0, M≠ M0). Запиøеì пеpеäато÷нуþ функöиþ
ìноãоìеpноãо объекта äëя äанноãо pежиìа:

W(s) =  =

= .

В ка÷естве этаëонной ìоäеëи äинаìи÷еской ха-
pактеpистики сепаpатной поäсистеìы äëя иссëе-
äуеìой МСАУ пpиìеì ãоäоãpаф Φ*( jω) = Φ( jω) на
базовоì pежиìе 1.

Иссëеäовав взаиìное pаспоëожение ãоäоãpафа
сепаpатных поäсистеì МСАУ Φ( jω) и коpней μi ха-
pактеpисти÷ескоãо уpавнения МСАУ äëя äанноãо
pежиìа pаботы, пpивеäенное на pис. 4, ìожно сäе-
ëатü вывоä, ÷то МСАУ на äанноì pежиìе неустой-
÷ива, так как ãоäоãpаф Φ( jω) охватывает коpни ха-
pактеpисти÷ескоãо уpавнения систеìы. Втоpой
вывоä закëþ÷ается в тоì, ÷то коpни μi хаpактеpи-
сти÷ескоãо уpавнения МСАУ, отpажаþщие вëия-
ние связей ìежäу поäсистеìаìи на устой÷ивостü
систеìы в öеëоì, на äанноì pежиìе pаботы ìеня-
þтся незна÷итеëüно, ÷то äеëает äостато÷ныì аäап-
таöиþ иссëеäуеìой МСАУ путеì изìенения пеpе-
äато÷ных функöий (ПФ) ее сепаpатных поäсистеì.
Такиì обpазоì, иссëеäуеìуþ систеìу на äанноì
pежиìе ìожно отнести к I кëассу МСАУ.

Даëее pеøиì заäа÷у аäаптаöии иссëеäуеìой
МСАУ к ее новоìу pежиìу pаботы.

Пустü жеëаеìые пеpеäато÷ные функöии äëя се-
паpатных поäсистеì МСАУ на äанноì pежиìе
иìеþт виä: Ψжi(s) = 1/(a0s

2 + a1s + 1), ãäе a0 = 9 с2,

Pис. 3. Взаимное pасположение годогpафа сепаpатных подсистем
МСАУ Φ( jω) и коpней μi на pежиме 1

Φi s( )

1 Φi s( )–( ) Wii s( ),
-----------------------------------

2,5 0,6s 1+( )
s 0,1s 1+( )

------------------------- 2,1 0,6s 1+( )
s 0,1s 1+( )

-------------------------

8,5 0,6s 1+( )
s 0,1s 1+( )

-------------------------

W11 s( ) W12 s( ) W13 s( )

W21 s( ) W22 s( ) W23 s( )

W13 s( ) W32 s( ) W33 s( )

1
15s 1+
-------------

13,5 0,55 4–

7,5 0,6 3–

20 0,6– 3,5

Pис. 4. Взаимное pасположение эталонного Φ*( jω) и pеального
Φ( jω) годогpафов сепаpатных подсистем МСАУ совместно с коp-
нями μi на pежиме 2
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a1 = 7,5 с. Пpовеäеì пpоöеäуpу синтеза тpебуеìых
pеãуëятоpов Rжi(s) сепаpатных поäсистеì на äан-
ноì pежиìе, анаëоãи÷но пpивеäенной выøе по-
сëеäоватеëüности äëя базовоãо pежиìа pаботы.

Пеpеäато÷ные функöии pеãуëятоpов на äанноì
pежиìе ìожно пpеäставитü сëеäуþщиì обpазоì:

R1ж(s) = ; R2ж(s) = ;

R3ж(s) = .

Жеëаеìые äвижения в ëокаëüных поäсистеìах
ìожно осуществëятü с поìощüþ изìенения ëибо
коэффиöиентов, ëибо стpуктуpы ëокаëüных pеãу-
ëятоpов Ri(s) на текущеì pежиìе pаботы из усëовия

пpибëижения Ri(s) к жеëаеìыì ПФ ëокаëüных pе-

ãуëятоpов Riж(s) на äанноì pежиìе. Допоëнитеëü-

ные аëãоpитìы упpавëения ΔRi(s) äëя кажäой сепа-

pатной поäсистеìы иссëеäуеìой МСАУ опpеäеëиì
из усëовия: ΔRi(s) = Riж(s) – Ri(s). Синтезиpован-

ные пеpеäато÷ные функöии ΔRi(s) äëя äанной ìо-

äеëи МСАУ иìеþт виä: ΔR1(s) = – ;

ΔR2(s) = ; ΔR3(s) = – .

Вывод. Pезуëüтаты ìоäеëиpования пеpехоäных
пpоöессов в äанной МСАУ поäтвеpäиëи, ÷то вкëþ-
÷ение в базовые pеãуëятоpы ëокаëüных поäсистеì
Ri(s) синтезиpованных аëãоpитìов ΔRi(s) эквива-
ëентно оpãанизаöии в сепаpатных поäсистеìах же-
ëаеìых ëокаëüных pеãуëятоpов Riж(s), котоpые обес-
пе÷иваþт тpебуеìые запасы устой÷ивости МСАУ
в öеëоì, а также ка÷ество упpавëения по кажäой
из pеãуëиpуеìых кооpäинат. Это поäтвеpжäает
пpавиëüностü сäеëанных pанее вывоäов о возìож-
ности аäаптаöии МСАУ I кëасса путеì изìенения
äинаìи÷еских хаpактеpистик ëокаëüных поäсис-
теì МСАУ с поìощüþ pеãуëятоpов, синтезиpован-
ных ÷астотныìи ìетоäаìи.

Механизм адаптации МСАУ II класса

Дëя pеøения заäа÷и аäаптаöии МСАУ äанноãо
кëасса пpеäëаãается испоëüзоватü уpовенü аäапта-
öии МСАУ по этаëонной ìоäеëи ìноãоìеpной
связи (ЭММС) ìежäу ее сепаpатныìи поäсистеìа-
ìи. Пpи этоì ЭММС МСАУ пpеäëаãается фоpìи-
pоватü на основе заäанной каpтины взаиìноãо pас-
поëожения на коìпëексной пëоскости коpней ха-
pактеpисти÷ескоãо уpавнения связи систеìы [4, 2].

Пpеäпоëаãается, ÷то МСАУ в öеëоì аäаптиpу-
ется по заäанной ЭММС ìежäу ее сепаpатныìи
поäсистеìаìи, котоpая поëу÷ена ÷астотныì ìето-
äоì из усëовия обеспе÷ения тpебуеìоãо ка÷ества
упpавëения МСАУ на äанноì pежиìе. Данное

пpеäпоëожение спpавеäëиво, поскоëüку äинаìи÷е-
ские хаpактеpистики сепаpатных поäсистеì в этоì
сëу÷ае остаþтся постоянныìи.

Даëее вся обëастü äвижения объекта pазбивается
на поäобëасти, внутpи котоpых кажäой поäсистеìе
ставится в соответствие своя ЭММС, также pас-
с÷итанная из усëовий pаботы поäсистеìы в составе
МСАУ в новых усëовиях функöиониpования СДО.

Пеpехоä от оäной ìоäеëи ìноãоìеpной связи
к äpуãой осуществëяется по инфоpìаöии об изìе-
нении внеøних усëовий и pежиìов pаботы объекта
упpавëения.

Затеì по откëоненияì äвижения поäсистеì от
их ЭММС осуществëяется коppекöия паpаìетpов
и стpуктуpы упpавëяþщей ÷асти МСАУ. В этоì сëу-
÷ае поäpазуìевается связное упpавëение сепаpат-
ныìи поäсистеìаìи МСАУ ÷еpез ìноãоìеpный
pеãуëятоp.

Цеëüþ упpавëяþщих возäействий на ìноãоìеp-
ный pеãуëятоp в иссëеäуеìой аäаптивной МСАУ
явëяется обеспе÷ение жеëаеìых свойств ìноãоìеp-
ной связи систеìы пpи изìенении äинаìи÷еских
свойств объекта упpавëения.

Пpимеp 2. Pассìотpиì систеìу упpавëения
тpехсвязныì äинаìи÷ескиì нестаöионаpныì объ-
ектоì. Моäеëü МСАУ иссëеäуеìыì объектоì
пpеäставëена на pис. 5.

Pассìотpиì äва основных pежиìа pаботы ис-
сëеäуеìой МСАУ.

Базовый pежиì pаботы объекта упpавëения —
pежиì 1. Пустü все хаpактеpистики иссëеäуеìой
МСАУ на базовоì pежиìе эквиваëентны хаpакте-
pистикаì МСАУ на базовоì pежиìе в пpимеpе 1.
В ка÷естве ЭММС äëя иссëеäуеìой МСАУ пpи-
ìеì каpтину pаспоëожения коpней {μi} на базовоì
pежиìе 1: μ1 = –0,38 – j; μ2 = –0,38 + j; μ3 = 1,52.

Pассìотpиì неpас÷етный (äëя äанноãо pежиìа
pеãуëятоpы ëокаëüных поäсистеì не синтезиpова-
ëисü) pежиì pаботы объекта упpавëения.

Запиøеì пеpеäато÷нуþ функöиþ ìноãоìеpно-
ãо объекта äëя äанноãо pежиìа 2:

W(s) =  =

= . (2)

На пеpвоì этапе pеøения заäа÷и пpовеäеì анаëиз
устой÷ивости МСАУ анаëоãи÷но пpовеäенноìу
в пpимеpе 1 анаëизу äëя базовоãо pежиìа pаботы 1.

Анаëиз взаиìноãо pаспоëожения ãоäоãpафа се-
паpатных поäсистеì МСАУ Φ( jω) и коpней μi ха-
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s 0,1s 1+( )

--------------------------
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s 0,1s 1+( )

------------------------------

1,75 2,3s 1–( )
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3,25 0,6 0,1–

0,8 0,6– 0,15



18 Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010

pактеpисти÷ескоãо уpавнения связи систеìы äëя
pежиìа pаботы 2, пpеäставëенноãо на pис. 6, позво-
ëяет сäеëатü вывоä, ÷то иссëеäуеìая систеìа неус-
той÷ива, так как ãоäоãpаф Φ( jω) охватывает коpни
хаpактеpисти÷ескоãо уpавнения связи систеìы.

Из выpажения D(Φ(0), h(0)) = 1 + hk(0) = 0,85

сëеäует, ÷то на äанноì pежиìе иссëеäуеìая МСАУ
стати÷ески устой÷ива [6].

Даëее pеøиì заäа÷у аäаптаöии иссëеäуеìой
МСАУ к ее новоìу pежиìу pаботы — pежиìу 2.
Поскоëüку на äанноì pежиìе инäивиäуаëüные ха-
pактеpистики Φ( jω) поäсистеì не изìеняþтся,
аäаптаöиþ МСАУ на äанноì pежиìе сëеäует вести

путеì изìенения связей ìежäу ее сепаpатныìи
поäсистеìаìи в öеëях пpибëижения текущей ха-
pактеpистики ìноãоìеpной связи к ЭММС.

Жеëаеìые изìенения pаспоëожения коpней ха-
pактеpисти÷ескоãо уpавнения связи систеìы (1)
ìежäу ëокаëüныìи поäсистеìаìи буäеì осущест-
вëятü путеì ввеäения пеpекpестных связей ìежäу
ëокаëüныìи pеãуëятоpаìи поäсистеì из усëовия
ìаксиìаëüноãо пpибëижения текущей äинаìи÷е-
ской хаpактеpистики ìноãоìеpной связи к ее ìо-
äеëи äëя äанноãо pежиìа pаботы [7]. Анаëиз вëия-
ния связей ìежäу поäсистеìаìи на устой÷ивостü
МСАУ показаë, ÷то отpиöатеëüное вëияние на запа-
сы устой÷ивости систеìы в öеëоì оказывает хаpак-
теpистика связи h1,2, поэтоìу äаëüнейøий синтез
стабиëизиpуþщих хаpактеpистик ìежäу поäсисте-
ìаìи связей буäеì вести тоëüко äëя 1,2 поäсистеì.
С у÷етоì выøесказанноãо синтезиpуеì искусст-
венные стабиëизиpуþщие связи R12 и R21 ìежäу
соответствуþщиìи ëокаëüныìи поäсистеìаìи ис-
сëеäуеìой МСАУ. Запиøеì выpажение äëя хаpак-
теpистики связи hΣ3 ìежäу поäсистеìаìи иссëе-
äуеìой МСАУ:

hΣ3 =  =

= .

k 2=

n

∑

Pис. 5. Стpуктуpная схема исследуемой тpехмеpной САУ

Pис. 6. Взаимное pасположение годогpафа сепаpатных подсистем
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Пpи этоì МПФ ìноãоìеpноãо pеãуëятоpа R(s)

иìеет сëеäуþщий виä:

R(s) = .

Необхоäиìые усëовия äëя синтеза связей R12 и

R21 ìожно пpеäставитü в виäе систеìы уpавнений:

Пpи этоì зна÷ения хаpактеpистик связи сëеäуþ-

щие: hΣ2 = h2 = 0,433; hΣ3 = h3 = –0,567.

Уpавнения поëу÷енной систеìы упpощаþтся,

есëи оpãанизовыватü стабиëизиpуþщий ìноãоìеp-

ный pеãуëятоp не ìежäу ëокаëüныìи pеãуëятоpаìи

поäсистеì, а пеpеä ниìи, пpи этоì коэффиöиенты

усиëения пpяìых pеãуëятоpов Rii ìноãоìеpноãо

pеãуëятоpа R(s) выбиpаþтся pавныìи еäиниöе:

 = 1. С у÷етоì выøесказанноãо ìожно пpи-

нятü: R11 = R22 = R33 = 1, тоãäа поëу÷енная систеìа

уpавнений с у÷етоì выpажения (2) буäет иìетü сëе-
äуþщий виä:

Pеøая поëу÷еннуþ систеìу, поëу÷аеì сëеäуþщие
зна÷ения стабиëизиpуþщих связей: R12 = {–0,2; 0,56};
R21 = {–3,42; –0,56}.

Как показывает анаëиз поëу÷ивøихся контуpов
упpавëения, пpеäставëенных на pис. 7, ввеäение
в систеìу связей R12 = –0,2; R21 = –3,42; –0,56
пpивоäит к возникновениþ контуpов, обpазованных
канаëаìи R21W12 и R12W21, с сиëüной поëожитеëü-
но обpатной связüþ, котоpые пpивоäят к стpуктуp-
ной неустой÷ивости всей МСАУ, поэтоìу ввоäитü
äанные связи неöеëесообpазно. Такиì обpазоì, за-
äа÷а обеспе÷ения устой÷ивости иссëеäуеìой МСАУ
на pежиìе 2 pеøается путеì ввеäения в нее тоëüко
связи R12 = 0,56.

Вывод. Pезуëüтаты ìоäеëиpования пеpехоäных
пpоöессов МСАУ пpи ввеäении в нее стабиëизи-
pуþщей связи R12 = 0,56 показаëи эффективностü
пpеäëоженноãо способа аäаптаöии МСАУ к неpас-
÷етныì pежиìаì pаботы за с÷ет стpуктуpных пpе-
обpазований pеãуëятоpов ее поäсистеì.

Пpеäëоженный ìетоä аäаптаöии МСАУ II кëас-
са позвоëяет сфоpìиpоватü такие связи ìежäу поä-

R11 s( ) R12 s( ) 0

R21 s( ) R22 s( ) 0

0 0 R33 s( )

–  –

– – = hΣ2;

[(W13W21W31R12 + W21W13W32 +

+ W13W22R21W31R12 + W13W22R21W32 +

+ W23W31W11R12 + W31W12W23 +

+ W23W32R21W11R12 + W23W32R21W12)]/[(W11 +

+ W12R21)(W21R12 + W22)W33] = hΣ3.

W11R12 W12+( ) W21 W22R21+( )

W11 W12R21+( ) W21R12 W22+( )
-----------------------------------------------------------------

W13 W31 W32R21+( )

W11 W12R21+( )W33

-----------------------------------------
W23 W31R12 W32+( )

W21R12 W22+( )W33

-----------------------------------------

Pис. 7. Исследуемая тpехмеpная МСАУ с дополнительными контуpами упpавления, возникшими в pезультате введения в нее стабили-
зиpующих связей R12 и R21

KR
ii

 →

→  = –0,433;

 = –0,567.

60580R12
2

– 70311R12 94200R12
2

+ + R21   +

5 6R21+( ) 65R12 12+( )Ѕ
-------------------------------------------------------------------------------------

 64206R12R21 15030 8640R21+ + +

Ѕ 244R12 45+( )
-----------------------------------------------------------------------

0,244 0,43R12– 0,09R21 0,042R21R12–+

0,5 0,6R21+( ) 0,4880R12 0,09+( )
----------------------------------------------------------------------------------
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систеìаìи, котоpые обеспе÷иваþт тpебуеìые за-
пасы устой÷ивости на всех pежиìах функöиониpо-
вания МСАУ.

Механизм адаптации МСАУ III класса

В общеì сëу÷ае аäаптивное упpавëение äанныì
кëассоì МСАУ пpеäставëяет собой коìпозиöиþ
из пеpвых äвух поäхоäов к упpавëениþ нестаöио-
наpныìи МСАУ СДО. Пpи этоì öеëесообpазно на
пеpвоì этапе пpовоäитü аäаптаöиþ äинаìи÷еской
хаpактеpистики ìноãоìеpной связи МСАУ из ус-
ëовия ее пpибëижения к ЭММС, а на втоpоì этапе
выпоëнятü аäаптаöиþ äинаìи÷еских хаpактеpистик
сепаpатных поäсистеì к их собственныì этаëон-
ныì ìоäеëяì из усëовия обеспе÷ения тpебований
к ка÷еству упpавëения по кажäой из pеãуëиpуеìых
кооpäинат.

Заключение

Пpеäëожена конöепöия аäаптивноãо упpавëения
МСАУ, основанная как на аäаптаöии ее сепаpат-
ных поäсистеì к собственныì этаëонныì ìоäеëяì,
так и на аäаптаöии äинаìи÷еских хаpактеpистик
связи ìежäу поäсистеìаìи к ЭММС. В pаìках
äанной конöепöии pассìотpены ìетоäы аäаптаöии
pазëи÷ных кëассов МСАУ к новыì pежиìаì их
функöиониpования. Данные ìетоäы, во-пеpвых,
иìеþт относитеëüно небоëüøуþ вы÷исëитеëüнуþ
сëожностü пpи боëüøоì ÷исëе ваpüиpуеìых паpа-
ìетpов, во-втоpых, äеëаþт систеìу некpити÷ной

к относитеëüно боëüøоìу äинаìи÷ескоìу äиапа-
зону изìенения паpаìетpов СДО. Кpоìе тоãо, они
в поëной ìеpе у÷итываþт стpуктуpные особенно-
сти пpоектиpуеìой МСАУ.

Pабота поддеpжана гpантами PФФИ 09-08-00490-а,

08-08-97039, 08-08-00774-а.
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Система автоматического 
упpавления манипулятоpом 
типа SCARA для выполнения 
силовых pабочих опеpаций 

на боковых повеpхностях 
заготовок пpоизвольной фоpмы*

Введение. В настоящее вpеìя уже pазpаботано
ìноãо ìетоäов, позвоëяþщих синтезиpоватü систе-
ìы упpавëения ìанипуëятоpаìи, котоpые не тоëüко
обеспе÷иваþт то÷ное пеpеìещение pабо÷их инст-
pуìентов и äpуãих объектов в пpостpанстве, но и
созäаþт тpебуеìые сиëовые возäействия на обpа-
батываеìые повеpхности [1—11]. С поìощüþ этих
систеì уäается автоìатизиpоватü выпоëнение ìно-
ãих сëожных техноëоãи÷еских опеpаöий без пpи-
вëе÷ения pабо÷их pук. К такиì опеpаöияì ìожно
отнести снятие заусенöев и закpуãëение кpоìок,
за÷истку, поëиpовку и øëифовку повеpхностей и
ìноãие äpуãие. Во ìноãих сëу÷аях пpи синтезе сис-
теì упpавëения ìанипуëятоpаìи, pаботаþщиìи
в усëовиях сиëоìоìентноãо взаиìоäействия с внеø-
ней сpеäой, испоëüзуþтся pазëи÷ные ìетоäы аäап-
таöии, основанные на свойствах поäатëивоãо äви-
жения pобота (иìпеäансное упpавëение) [12—15],

котоpое снижает жесткостü всей ìанипуëяöион-
ной систеìы в öеëоì. Пpи выпоëнении некотоpых
сиëовых опеpаöий пpиìеняþт ìетоä констpуктив-
ноãо pазäеëения упpавëения [1, 16], коãäа отäеëü-
ные степени поäвижности ìанипуëятоpа упpавëя-
þтся по поëожениþ, а остаëüные — по усиëиþ.
Неäостаткоì этоãо ìетоäа явëяется ìаëая то÷ностü
позиöиониpования ввиäу боëüøих оøибок, возни-
каþщих в степенях поäвижности ìанипуëятоpа,
упpавëяеìых по усиëиþ.

Сëеäует отìетитü, ÷то поäавëяþщее боëüøин-
ство испоëüзуеìых позиöионно-сиëовых систеì
упpавëения ìноãостепенныìи ìанипуëятоpаìи
иìеет äостато÷но сëожнуþ пpакти÷ескуþ pеаëиза-
öиþ и тpебует знания фоpìы обpабатываеìой заãо-
товки. Это наpяäу с уже отìе÷енныìи выøе неäо-
статкаìи зна÷итеëüно снижает обëастü эффективно-
ãо испоëüзования ìанипуëятоpов пpи выпоëнении
ìноãих сиëовых опеpаöий.

Оäнако в настоящее вpеìя существует ìножество
пpостейøих сиëовых техноëоãи÷еских опеpаöий, äëя
выпоëнения котоpых ìожно быëо бы испоëüзоватü
упpощенные и äеøевые позиöионно-сиëовые сис-
теìы упpавëения ìанипуëятоpаìи. Пpиìеpоì ìоãут
бытü опеpаöии, осуществëяеìые в пpоöессе обpа-
ботки боковых повеpхностей заãотовок пpоизвоëü-
ной фоpìы с заäанныì усиëиеì. Дëя pеøения этой
заäа÷и ìожно пpиìенитü ìетоäоëоãиþ сиëовоãо
упpавëения ìанипуëятоpаìи, котоpая не тpебует
апpиоpноãо знания ìестопоëожения обpабатываеìой
повеpхности, а также фоpìы заãотовки и основана
на испоëüзовании пpостейøеãо äвухкоìпонентноãо
сиëовоãо äат÷ика, устанавëиваеìоãо вбëизи схвата
(pабо÷еãо оpãана) ìанипуëятоpа и изìеpяþщеãо
сиëовое возäействие pабо÷еãо инстpуìента на по-
веpхностü заãотовки [17, 18]. Соãëасно этой ìето-
äоëоãии пpижатый с некотоpыì заäанныì усиëиеì
по ноpìаëи к заãотовке pабо÷ий инстpуìент пеpе-
ìещается с заäанной танãенöиаëüной скоpостüþ
вäоëü контуpа заãотовки без пpеäваpитеëüноãо зна-
ния этоãо контуpа.

Указанная ìетоäоëоãия уже испоëüзована пpи
созäании систеì упpавëения äвухстепенныìи ìа-
нипуëятоpаìи с кинеìати÷ескиìи схеìаìи типа
SCARA (pис. 1) äëя снятия заусенöев посëе ëитüя
на заãотовках pазëи÷ной (в тоì ÷исëе и сëожной)
фоpìы [19, 20]. Сëеäует отìетитü, ÷то созäанные
с поìощüþ äанной ìетоäоëоãии систеìы упpавëе-
ния ìанипуëятоpаìи pаботаþт в pеаëüноì ìасøта-
бе вpеìени и иìеþт о÷енü пpостуþ пpакти÷ескуþ

Pассматpивается задача синтеза системы одновpемен-
ного автоматического упpавления скоpостью пеpемещения
pабочего инстpумента и усилием его пpижатия к обpабаты-
ваемой повеpхности заготовки пpоизвольной фоpмы. Пpедла-
гаемая схема упpавления манипулятоpом за счет пpавильного
опpеделения напpавления движения pабочего инстpумента
относительно обpабатываемой повеpхности позволяет точно
и быстpо выполнять тpебуемые силовые опеpации, качест-
венно удалять любой слой сpезаемого матеpиала.

Ключевые слова: пpомышленный pобот, силовое упpав-
ление, силовой сенсоp, динамическая точность, итеpативное
обучающее упpавление, контуpное упpавление
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pеаëизаöиþ. Оäнако, как буäет пояснено ниже,
они обеспе÷иваþт ка÷ественнуþ pаботу тоëüко пpи
ìаëых скоpостях äвижения испоëнитеëüноãо оpãана
ìанипуëятоpа, коãäа взаиìовëияния ìежäу всеìи
еãо степеняìи поäвижности пpенебpежиìо ìаëы и
коãäа тоëщина сниìаеìых заусенöев по всеìу кон-
туpу заãотовки также ìаëа. Посëеäние äва усëовия
зна÷итеëüно снижаþт эффективностü испоëüзова-
ния pазpаботанных систеì упpавëения на пpактике.
Пpи повыøении скоpости обpаботки заãотовок ис-
поëüзуеìые систеìы упpавëения, синтезиpованные
на основе упpощенной äинаìи÷еской ìоäеëи äвижу-
щеãося ìанипуëятоpа, становятся непpиеìëеìыìи.
Поэтоìу äëя сохpанения тpебуеìоãо ка÷ества вы-
поëнения pабо÷их опеpаöий пpи синтезе систеì
упpавëения тpебуется обязатеëüно у÷итыватü поëнуþ
äинаìи÷ескуþ ìоäеëü пеpеìещаþщеãося ìноãо-
звенника, äëя котоpой pанее pазpаботанный ìетоä
синтеза не быë пpиспособëен.

В äанной статüе ставится заäа÷а устpанения от-
ìе÷енных выøе неäостатков, т. е. заäа÷а обеспе÷ения
то÷ной pаботы созäаваеìой сиëовой—скоpостной
ìанипуëяöионной систеìы на повыøенных ско-
pостях пpи наëи÷ии pазëи÷ной тоëщины сниìае-
ìых заусенöев по всеìу контуpу обpабатываеìой
заãотовки.

1. Описание пpинципа pаботы 
существующей силовой—скоpостной системы 

упpавления манипулятоpом типа SCARA

Синтезиpуеìая систеìа упpавëения äоëжна обес-
пе÷иватü пеpеìещение pабо÷еãо инстpуìента (фpе-
зы), установëенноãо на ìанипуëятоpе типа SCARA
(pис. 1), с жеëаеìой постоянной скоpостüþ вäоëü
пеpиìетpа пëоской заãотовки пpоизвоëüной и заpа-
нее неизвестной фоpìы (pис. 2) äëя снятия заусен-
öев с ее боковой повеpхности. Пpи выпоëнении
этой техноëоãи÷еской опеpаöии ìанипуëятоp äоë-
жен постоянно пpижиìатü пеpеìещаþщуþся фpезу
к указанной боковой повеpхности с заäанныì уси-
ëиеì, котоpое изìеpяется типовыì äвухкоìпонент-
ныì сиëовыì äат÷икоì, установëенныì вбëизи этой
фpезы. Особенности постpоения систеìы упpавëе-
ния ìанипуëятоpоì äëя выпоëнения этой сиëо-
вой—скоpостной техноëоãи÷еской опеpаöии поä-
pобно pассìотpены в pаботах [19, 20].

На pис. 3 и pис. 4 показаны кинеìати÷еская
схеìа и схеìа äвижения äвухстепенноãо ìанипу-
ëятоpа вäоëü боковой повеpхности заãотовки. Зäесü
ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения; xoy — непоä-
вижная (абсоëþтная) систеìа кооpäинат (СК),
связанная с основаниеì ìанипуëятоpа; ton — поä-
вижная СК, связанная с pабо÷иì оpãаноì ìанипу-
ëятоpа, оси n и t котоpой совпаäаþт, соответственно,
с ноpìаëüþ к боковой повеpхности обpабатывае-

Pис. 2. Схема pабочего пpоцесса пpи снятии фpезой заусенцев
с боковой повеpхности заготовки

Pис. 1. Внешний вид манипулятоpа типа SCARA

Pис. 3. Кинематическая схема манипулятоpа типа SCARA пpи
его движении вдоль боковой повеpхности заготовки
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ìой заãотовки и с касатеëüной к этой повеpхности;
θ — уãоë ìежäу осяìи n и x соответствуþщих СК.

Ввеäеì в pассìотpение вектоpы Q = [q1, q2]
т и

 = [ , ]т, ãäе q1 и q2 — соответствуþщие обоб-

щенные кооpäинаты pассìатpиваеìоãо ìанипуëя-

тоpа, а  и  — их пеpвые пpоизвоäные. Изìе-

pение вектоpа F(xy) = [Fx, Fy]
т сиëовоãо возäействия

pабо÷еãо инстpуìента на обpабатываеìуþ повеpх-
ностü заãотовки осуществëяется в СК xoy. Этот же
вектоp в поäвижной СК описывается в виäе

F(tn) = [Ft, Fn]
т. Связü ìежäу äвуìя указанныìи

вектоpаìи заäается в виäе

F(xy) = Mxt(θ)F(tn) (1)

с поìощüþ ìатpиöы вpащений Mxt(θ) ∈ R2Ѕ2, эëе-
ìенты котоpой явëяþтся функöияìи уãëа θ.

Выpажение, анаëоãи÷ное (1), ìожет бытü запи-
сано и äëя вектоpа ëинейной скоpости äвижения
pабо÷еãо инстpуìента по касатеëüной к обpабаты-
ваеìой повеpхности:

V(tn) = Mtx(θ)V(xy) = Mtx(θ)J(Q) , (2)

ãäе V(tn) = [Vt, Vn]
т и V(xy) = [Vx, Vy]

т — вектоpы ско-
pости, заäанные в поäвижной и непоäвижной СК,
соответственно; J(Q) ∈ R2Ѕ2 — якобианова ìатpи-
öа pассìатpиваеìоãо ìанипуëятоpа, зависящая от
еãо текущей конфиãуpаöии.

Обобщенная схеìа систеìы, pеаëизуþщей äвух-
канаëüный типовой сиëовой—скоpостной закон
упpавëения

 = J(Q)Mxt(θ) Ѕ

Ѕ  + (3)

ìанипуëятоpоì типа SCARA, показана на pис. 5
[19, 20].

Q
·

q·1 q·2

q·1 q·2

Pис. 4. Обобщенная схема движения манипулятоpа вдоль боко-
вой повеpхности заготовки

Q
·

Pис. 5. Обобщенная схема постpоения типовой силовой—скоpостной системы упpавления манипулятоpом типа SCARA

τ1
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На pис. 5 ввеäены сëеäуþщие новые обозна÷ения:
F — сиëа, изìеpяеìая äвухкоìпонентныì сиëовыì
äат÷икоì, установëенныì вбëизи pабо÷еãо инстpу-
ìента; Fn, Fnж — соответственно вектоp pеаëüной

сиëы пpижатия pабо÷еãо инстpуìента к обpабаты-
ваеìой боковой повеpхности заãотовки, котоpый
пpеäпоëожитеëüно совпаäает с осüþ n поäвижной
СК, и заäаваеìое жеëаеìое зна÷ение этоãо вектоpа;
Vtж, Vnж — жеëаеìые зна÷ения скоpостей pабо÷еãо

инстpуìента в поäвижной СК, совпаäаþщие с ося-
ìи t и n этой СК соответственно; PI, PID — соот-
ветственно пpопоpöионаëüно-интеãpаëüный и пpо-
поpöионаëüно-интеãpаëüно-äиффеpенöиаëüный

pеãуëятоpы; uPI,F,  — соответственно сиã-

наëы с выхоäов PI- и PID-pеãуëятоpов; Mc.тi( ) —

суììаpные ìоìенты сухоãо тpения в соответст-
вуþщих степенях поäвижности ìанипуëятоpа, пpи-
веäенные к выхоäныì ваëаì pеäуктоpов (i = 1, 2);
τi — ìоìенты, pазвиваеìые в соответствуþщих

суставах ìанипуëятоpа (i = 1, 2); kV, kn и kF — ко-

эффиöиенты усиëения соответствуþщих связей.

В систеìе, изобpаженной на pис. 5, испоëüзует-
ся ìоìентное (токовое) упpавëение эëектpоäвиãа-
теëяìи, упpавëяþщиìи соответствуþщиìи степе-
няìи поäвижности ìанипуëятоpа, пpи котоpоì за
с÷ет ввеäения в соответствуþщие эëектpопpивоäы
спеöиаëüных внутpенних pеãуëятоpов их эëектpи-
÷еской и эëектpоìехани÷еской постоянныìи вpе-
ìени пpенебpеãается. Кpоìе тоãо, в этой систеìе
поëностüþ пpенебpеãается pеаëüно существуþщи-
ìи эффектаìи взаиìовëияния ìежäу степеняìи
поäвижности ìноãозвенника в пpоöессе еãо пëос-
коãо äвижения. О÷евиäно, ÷то это возìожно тоëüко
пpи ìаëой скоpости изìенения всех обобщенных
кооpäинат ìанипуëятоpа, т. е. пpи ìаëой скоpости
äвижения pабо÷еãо инстpуìента. Кpоìе тоãо, пpи
указанной схеìе пpеäставëения объекта упpавëе-
ния не появëяется возìожностü pазpаботатü ìето-
äику оäнозна÷ноãо опpеäеëения паpаìетpов испоëü-
зуеìой систеìы упpавëения (3). Иныìи сëоваìи,
паpаìетpы PI- и PID-pеãуëятоpов, а также коэффи-
öиенты усиëения kV, kn, kF в схеìе, изобpаженной
на pис. 5, опpеäеëяþтся экспеpиìентаëüно с поìо-
щüþ ìетоäа пpоб и оøибок.

Боëее тоãо, пpи увеëи÷ении тоëщины сpезаеìых
с боковой повеpхности заãотовки остатков ëитüя
испоëüзуеìый äвухкоìпонентный сиëовой äат÷ик
буäет уже изìеpятü вектоp сиëы F ′, не пеpпенäи-
куëяpный касатеëüной к указанной боковой повеpх-
ности, а иìеþщий äpуãое напpавëение (pис. 6), оп-
pеäеëяеìое тоëщиной сpезаеìоãо сëоя, пpи÷еì
уãоë α ìежäу pеаëüно изìеpяеìой F ′ и тpебуеìой
äëя изìеpения сиëой Fn, совпаäаþщей с осüþ n
поäвижной СК, ìожет äостиãатü боëüøеãо зна÷ения.

В этоì сëу÷ае äвижение pабо÷еãо инстpуìента буäет
осуществëятüся уже не в напpавëении оси t, паpаë-
ëеëüной касатеëüной к боковой повеpхности заãо-
товки, а в напpавëении оси t ′, пеpпенäикуëяpноì
вектоpу F ′, котоpый pеаëüно изìеpяется сиëовыì
äат÷икоì. В pезуëüтате сëой, пpеäназна÷енный äëя
уäаëения, буäет сpезатüся pабо÷иì инстpуìентоì
не поëностüþ, ÷то пpивеäет к появëениþ бpака.

Все эти отìе÷енные неäостатки не ìоãут ãаpан-
тиpоватü ка÷ественной pаботы относитеëüно ëеãко
pеаëизуеìой систеìы сиëовоãо—скоpостноãо упpав-
ëения ìанипуëятоpаìи пpи выпоëнении отìе÷ен-
ных выøе сиëовых техноëоãи÷еских опеpаöий. Дëя
повыøения эффективности pаботы этой систеìы
необхоäиìо, пpежäе всеãо, увеëи÷итü скоpостü
äвижения pабо÷еãо инстpуìента, не снижая ка÷е-
ства выпоëнения pабо÷их опеpаöий, и обеспе÷итü
пpавиëüное (то÷ное) äвижение этоãо инстpуìента
стpоãо вäоëü боковой повеpхности заãотовки äаже
пpи наëи÷ии утоëщенных ÷астей сpезаеìоãо ìате-
pиаëа. Все это ìожно pеаëизоватü пpи созäании
новой схеìы постpоения сиëовоãо—скоpостноãо
упpавëения äвухстепенныì ìанипуëятоpоì, кото-
pая буäет описана ниже.

2. Постpоение силовой—скоpостной системы 
упpавления манипулятоpом, 

инваpиантной к эффектам взаимовлияния 
между его степенями подвижности 

и увеличивающейся толщине сpезаемого слоя

Сëеäует отìетитü, ÷то указанные выøе пpобëеìы
в pеаëизаöии сиëовоãо—скоpостноãо упpавëения
ìанипуëятоpоì пpи испоëüзовании схеìы, изобpа-
женной на pис. 5, возникаþт из-за тоãо, ÷то в ней
отсутствует упpавëение непосpеäственно испоëни-
теëüныìи пpивоäаìи, а напpавëение äвижения pа-
бо÷еãо инстpуìента фоpìиpуется тоëüко на основе
показаний сиëовоãо äат÷ика без у÷ета контуpа об-

uPID V
t

,

q· i

Pис. 6. Отклонение напpавления измеpяемой силы от ноpмали
к боковой повеpхности заготовки пpи большой толщине сpезае-
мого слоя
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pабатываеìой заãотовки. Дëя устpанения отìе÷ен-
ных пpобëеì пpеäëаãается постpоитü новуþ схеìу,
котоpая обеспе÷ит не тоëüко то÷ное упpавëение
всеìи пpивоäаìи быстpо äвижущеãося ìанипуëя-
тоpа с у÷етоì pеаëüно существуþщих эффектов
взаиìовëияния ìежäу всеìи еãо степеняìи поäвиж-
ности, но и то÷ное опpеäеëение напpавëения äви-
жения pабо÷еãо инстpуìента в пpоöессе выпоëне-
ния ëþбых сиëовых опеpаöий.

Известно, ÷то в пpоöессе пpоизвоëüноãо äвиже-
ния на соответствуþщие пpивоäы ëþбоãо ìанипу-
ëятоpа, иìеþщеãо n степеней поäвижности, äейст-

вуþт обобщенные сиëы (ìоìенты) pi (i = ),

в ìатpи÷ной фоpìе опpеäеëяеìые в виäе

H(Q)  + h(Q, )  + M(Q, , ) + g(Q) = P,(4)

ãäе H(Q) ∈ RnЅn — сиììетpи÷еская ìатpиöа инеpöии;

h(Q, ) ∈ RnЅn — ìатpиöа составëяþщих коpиоëи-

совых сиë; M(Q, , ) ∈ RnЅ1 — вектоp öентpобеж-

ных и äpуãих сиë взаиìовëияния; g(Q) ∈ RnЅ1 —

вектоp ãpавитаöионных сиë; P ∈ RnЅ1 — вектоp всех
обобщенных сиë pi.

С у÷етоì выpажения (4) ìожно записатü уpав-
нение äинаìики кажäоãо из äвух эëектpопpивоäов
(i = 1, 2), упpавëяþщих ìанипуëятоpоì, изобpажен-
ныì на pис. 1, в пpеäпоëожении, ÷то эти эëектpо-
пpивоäы иìеþт токовое упpавëение:

 = kmiiiiRi – MFi – Hii(Q)  –

– hii(Q, )  – Mi(Q, , ) – Mc.тi( ), (5)

ãäе  — ìоìенты инеpöии pотоpов эëектpоäвиãа-

теëей и вpащаþщихся ÷астей pеäуктоpов, пpивеäен-
ных к ваëаì эëектpоäвиãатеëей; iRi — пеpеäато÷ные

отноøения pеäуктоpов; kmi — коэффиöиенты ìо-

ìентов; Hii — эëеìенты ìатpиöы H; hii — эëеìенты

ìатpиöы h; Mi — эëеìенты вектоpа M; ii — сиãнаëы

токов в pотоpных обìотках эëектpоäвиãатеëей;

Mс.тi( ) — суììаpные ìоìенты сухоãо тpения

в соответствуþщих степенях поäвижности ìанипу-
ëятоpа, пpивеäенные к выхоäныì ваëаì pеäуктоpов
(i = 1, 2); MFi — составëяþщие ìоìентов, pазви-

ваеìых эëектpоäвиãатеëяìи, котоpые созäаþт си-
ëовое возäействие pабо÷еãо инстpуìента на обpа-
батываеìуþ повеpхностü заãотовки.

Выpажения äëя вы÷исëения соответствуþщих
эëеìентов уpавнения (5) äëя äвух степеней поäвиж-
ности ìанипуëятоpа иìеþт виä

H11(q2) = J1 + J2 + m1  + m2  + m2  +

+ 2m2l1s2 cosq2; (6)

h11(q2, ) = –2m2l1s2(sinq2) ;

M1(q2, , ) = [J2 + m2  +

+ m2l1s2cosq2]  – m2l1s2(sinq2) ;

H22 = J2 + m2 ; h22 = 0;

M2(q2, , ) = [J2 + m2  +

+ m2l1s2cosq2]  + m2l1s2(sinq2) ,

ãäе J1, J2 — ìоìенты инеpöии соответствуþщих

звенüев ìанипуëятоpа относитеëüно попеpе÷ных

осей, пpохоäящих ÷еpез их öентpы ìасс; s1, s2 —

pасстояния от осей вpащения соответствуþщих

звенüев äо их öентpов ìасс (с у÷етоì ìасс pабо÷их

инстpуìентов); l1, l2 — äëины соответствуþщих

звенüев; m1, m2 — ìассы звенüев ìанипуëятоpа

с у÷етоì ìасс pабо÷их инстpуìентов.

Из уpавнения (5) с у÷етоì соотноøений (6) сëе-

äует, ÷то ìноãие паpаìетpы эëектpопpивоäов, пpи-

воäящих ìанипуëятоp в äвижение, явëяþтся суще-

ственно пеpеìенныìи, зависящиìи как от изìене-

ния соответствуþщих обобщенных кооpäинат, так

и от их скоpостей и ускоpений. В pезуëüтате äина-

ìи÷еские свойства, а сëеäоватеëüно, и ка÷ествен-

ные показатеëи pаботы этих эëектpопpивоäов и ìа-

нипуëятоpа в öеëоì буäут зависетü от свойств pе-

ãуëятоpов, испоëüзуеìых äëя упpавëения этиìи

эëектpопpивоäаìи. Дëя обеспе÷ения то÷ноãо äи-

наìи÷ескоãо упpавëения этиìи эëектpопpивоäаìи

öеëесообpазно испоëüзоватü pеãуëятоpы, котоpые

стабиëизиpуþт их паpаìетpы, а сëеäоватеëüно, и

äинаìи÷еские свойства на некотоpоì ноìинаëüноì

уpовне. Дëя синтеза этих pеãуëятоpов ìожно испоëü-

зоватü поäхоä, пpеäëоженный в pаботе [21]. Син-

тезиpованные на основе указанноãо поäхоäа саìо-

настpаиваþщиеся pеãуëятоpы позвоëяþт описатü все

эëектpопpивоäы äвижущеãося ìанипуëятоpа уpав-

ненияìи с постоянныìи ноìинаëüныìи паpаìет-

pаìи виäа

kmi  = iRi , (7)

ãäе  = const — ноìинаëüные зна÷ения ìоìентов

инеpöии pотоpов соответствуþщих эëектpоäвиãа-

теëей и вpащаþщихся ÷астей pеäуктоpов, пpиве-

äенных к ваëаì эëектpоäвиãатеëей;  — сиãнаëы,

выpабатываеìые на выхоäе стаöионаpноãо коppек-

тиpуþщеãо устpойства кажäоãо эëектpопpивоäа.
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Несëожно показатü, ÷то описание (5) i-ãо эëектpо-
пpивоäа ìанипуëятоpа ìожно пpивести к виäу (7),
есëи на еãо токовый вхоä поäатü сиãнаë

ii =  +

+  +  +  + , (8)

котоpый фоpìиpуется с поìощüþ ввоäиìоãо в пpя-
ìуþ öепü кажäоãо эëектpопpивоäа (ìежäу стаöио-
наpныì коppектиpуþщиì устpойствоì и эëектpо-
äвиãатеëеì) спеöиаëüноãо pеãуëятоpа [21]. Бëок-
схеìа этоãо pеãуëятоpа показана на pис. 7.

Описание äинаìики эëектpопpивоäов äвижуще-
ãося ìанипуëятоpа пpи наëи÷ии поëных эффектов

взаиìовëияния ìежäу всеìи еãо степеняìи поäвиж-
ности в виäе пpостейøих äиффеpенöиаëüных уpав-
нений с постоянныìи паpаìетpаìи (за с÷ет ввеäе-
ния коppектиpуþщих сиãнаëов виäа (8)) позвоëяет
испоëüзоватü пpостейøие стаöионаpные коppек-
тиpуþщие устpойства, котоpые, теì не ìенее,
обеспе÷иваþт то÷ное сиëовое—скоpостное упpав-
ëения ìанипуëятоpоì пpи боëüøих скоpостях пе-
pеìещения pабо÷еãо инстpуìента. Но пpи этоì
сëеäует испоëüзоватü новуþ схеìу фоpìиpования
сиãнаëов упpавëения, котоpая показана на pис. 8.

На pис. 8 испоëüзуþтся сëеäуþщие новые обо-
зна÷ения: ЭП1, ЭП2 — пеpвый и втоpой эëектpопpи-
воäы ìанипуëятоpа соответственно; R1, R2 — пеp-
вый и втоpой pеãуëятоpы виäа (8); kij — соответст-

вуþщие коэффиöиенты усиëения стаöионаpных

pеãуëятоpов скоpости и ìоìента (i, j = 1, 2);  —

жеëаеìая скоpостü вpащения сустава i (i = 1, 2);
MFiж — жеëаеìое зна÷ение ìоìента, pазвиваеìоãо

эëектpоäвиãатеëеì i (i = 1, 2) äëя созäания жеëае-
ìоãо сиëовоãо возäействия äвижущеãося pабо÷еãо
инстpуìента на обpабатываеìуþ повеpхностü заãо-

товки; , eMi — оøибки эëектpопpивоäа i (i = 1, 2)

по скоpости еãо вpащения и созäаваеìоìу иì
внеøнеìу ìоìенту соответственно.

Из pис. 5 и pис. 8 виäно, ÷то в посëеäней схеìе
синтезиpуеìые pеãуëятоpы иìеþт äостато÷но пpо-
стуþ пpакти÷ескуþ pеаëизаöиþ. Они упpавëяþт
непосpеäственно конкpетныìи эëектpопpивоäаìи
ìанипуëятоpа и за с÷ет этоãо, как буäет показано
пpи ìоäеëиpовании, обеспе÷иваþт высокуþ äина-
ìи÷ескуþ то÷ностü как äвижения pабо÷еãо инст-
pуìента вäоëü ëþбоãо контуpа заãотовки, так и
созäаваеìоãо сиëовоãо возäействия этоãо инстpу-

Ji* iRi
2

Hii+

Jni* iRi
2

---------------------- ii
*

hiiq
·
i

kmiiRi
------------

Mi

kmiiRi
------------

Mс.тi

kmiiRi
------------

MFi

kmiiRi
------------

Pис. 7. Блок-схема синтезиpованного pегулятоpа Ri

q· iж

eq· i

Pис. 8. Обобщенная схема силовой—скоpостной системы упpавления манипулятоpом типа SCARA
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ìента на обpабатываеìуþ повеpхностü. Пpи этоì
в ка÷естве стаöионаpных испоëüзуþтся пpостейøие
пpопоpöионаëüные pеãуëятоpы, неизìенно обес-
пе÷иваþщие устой÷ивостü указанных эëектpопpи-
воäов, описываеìых äиффеpенöиаëüныìи уpавне-
нияìи втоpоãо поpяäка.

Кpоìе тоãо, в схеìе упpавëения (pис. 8) пpи не-
обхоäиìости ìожет ëеãко испоëüзоватüся новый
пpинöип заäания äвижения pабо÷еãо инстpуìента
и еãо возäействия на обpабатываеìуþ повеpхностü.
Этот пpинöип пpеäпоëаãает, ÷то исхоäныì инäи-
катоpоì äëя опpеäеëения тpебуеìоãо напpавëения
äвижения pабо÷еãо инстpуìента пpи сиëовой об-
pаботке изäеëий ìожет статü не показание сиëово-
ãо äат÷ика, котоpый, как отìе÷аëосü pанее, пpи
увеëи÷ении тоëщины сpезаеìоãо сëоя указывает
непpавиëüное äаëüнейøее напpавëение обpаботки,
а спеöиаëüно созäаваеìый сиãнаë (вектоp) Vtж же-
ëаеìоãо пpоãpаììноãо äвижения пpи ëþбой тоëщи-
не этоãо сëоя. Пpи÷еì сиãнаë Vtж ìожет фоpìиpо-
ватüся нескоëüкиìи способаìи, напpиìеp, с ис-
поëüзованиеì теëекаìеpы иëи спеöиаëüноãо щупа,
котоpые позвоëяþт иäентифиöиpоватü текущий
контуp заãотовки непосpеäственно в пpоöессе äви-
жения pабо÷еãо инстpуìента вäоëü неãо, иëи с по-
ìощüþ пpеäваpитеëüноãо обхоäа контуpа закpеп-
ëенной и уже обpаботанной заãотовки, есëи все по-
сëеäуþщие заãотовки явëяþтся иäенти÷ныìи.

Затеì на основе вектоpа Vtж фоpìиpуется век-
тоp (сиãнаë) Fnж, пеpпенäикуëяpный Vtж и напpав-
ëенный по ноpìаëи к обpабатываеìой повеpхности
заãотовки. Пpи этоì без особых пpобëеì вìесто
ноpìаëüноãо к повеpхности заãотовки сиãнаëа-век-
тоpа Fnж ìожно ввоäитü накëонный к контуpу сиã-
наë-вектоp Fж, котоpый у÷итывает сухое тpение,
неизìенно пpисутствуþщее в пpоöессе взаиìоäей-
ствия pабо÷еãо инстpуìента со сpезаеìыì ìате-
pиаëоì. Этот сиãнаë-вектоp Fж иìеет äопоëнитеëü-
нуþ танãенöиаëüнуþ составëяþщуþ, совпаäаþщуþ
с осüþ t поäвижной СК, äëя öеëенапpавëенной
коìпенсаöии возникаþщеãо сухоãо тpения.

3. Моделиpование и исследование синтезиpованной 
силовой—скоpостной системы упpавления

Чисëовые зна÷ения паpаìетpов ìанипуëятоpа,
изобpаженноãо на pис. 1, испоëüзуеìых эëектpо-
пpивоäов и систеì упpавëения, а также паpаìетpы
обpабатываеìой заãотовки, ìеста ее кpепëения и
pежиìов pаботы ìанипуëятоpа пpеäставëены в таб-
ëиöе. Pезуëüтаты ìоäеëиpования pаботы созäан-
ной ìанипуëяöионной систеìы во вpеìя обpаботки
боковой повеpхности кpуãëой заãотовки pаäиусоì r
пpеäставëены на pис. 9—13. Пpи ìоäеëиpовании

Табëиöа

Пара-
ìетры

Зна÷е-
ния

Еäиниöы 
изìерения

Описание

Параìетры эëектроäвиãатеëей и реäукторов

km1 0,215 Н•ì/А

km2 0,118 Н•ì/А

iR1 100

iR2 100

Параìетры ìанипуëятора и стаöионарных реãуëяторов

16,26 кã•ì2

J1 + m1  + m2  + 

2,54 кã•ì2 m2s2
0,66 кã•ì2

J2 + m2

4,20 кã•ì2

k11 200

k12 170

k21 200

k22 80

Коэффиöиенты ìоäеëи сухоãо трения

a01 0,21 Н•ì

a11 0,094 Н•ì/(раä/с)

a21 –0,017 Н•ì/(раä/с)2

a02 0,088 Н•ì

a12 0,051 Н•ì/(раä/с)

a22 0,0073 Н•ì/(раä/с)2

Жеëаеìые зна÷ения усиëия обработки и скорости
переìещения рабо÷еãо инструìента

Fnж 20 Н

Vtж 1 ì/с

Параìетры обрабатываеìоãо объекта и еãо распоëожения 
на пëоскости

xc –0,25 ì Коорäинаты öентра по оси X

yс 0,30 ì Коорäинаты öентра по оси Y

r 0,15 ì Раäиус круãëоãо объекта

s
1

2
l
1

2
J
1
* i

R1

2

s
2

2

J
2
* i

R2

2

Pис. 9. Законы изменения угловых скоpостей в соответствую-
щих суставах манипулятоpа
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быëа испоëüзована сëеäуþщая ìоäеëü сухоãо тpе-
ния в суставах ìанипуëятоpа:

На pис. 9 и pис. 10 öифpаìи 1 и 2 обозна÷ены
законы изìенения ìоìентов и скоpостей в äвух
суставах ìанипуëятоpа пpи выпоëнении иì ука-
занной pабо÷ей опеpаöии с сиëовыì возäействиеì
на обpабатываеìуþ повеpхностü заãотовки 20 Н.
Из этих pисунков виäно, ÷то в pассìатpиваеìоì
сëу÷ае скоpости в суставах ìоãут äостиãатü 4 pаä/с,
а ìоìенты изìеняþтся в äиапазоне ±8 Н•ì.

Из pис. 11 виäно, ÷то пpи выпоëнении ìанипу-
ëятоpоì заäанной опеpаöии оøибка в пеpеäа÷е тpе-
буеìоãо усиëия пpижатия pабо÷еãо инстpуìента
к заãотовке не пpевыøает 1 Н. Пpи этоì ëинейная
скоpостü пеpеìещения инстpуìента отëи÷ается от
ноìинаëа не боëее ÷еì на 4 %. Есëи указанной
то÷ности pаботы ìанипуëятоpа оказывается неäос-
тато÷но, то за с÷ет увеëи÷ения коэффиöиентов
усиëения kij стаöионаpных pеãуëятоpов (сì. pис. 8)
без потеpи устой÷ивости систеìы эту то÷ностü без
пpобëеì ìожно повыситü.

На pис. 12 и pис. 13 öифpаìи 1 и 2 показаны за-
коны изìенения оøибок по ìоìентаì и скоpостяì
в соответствуþщих суставах ìанипуëятоpа в пpо-
öессе еãо pаботы. Эти оøибки пpи жеëании также

Mс.т1 = a01sign  + a11  + a21sign ;

Mс.т2 = a02sign  + a12  + a22sign .

q·1 q·1 q·1 q·1
2

q·2 q·1 q·2 q·2
2

Pис. 10. Законы изменения моментов в соответствующих суста-
вах манипулятоpа

Pис. 11. Закон изменения ошибки в пеpедаче манипулятоpом
заданного силового воздействия на обpабатываемую повеpхность

Pис. 12. Законы изменения ошибок по моментам в суставах ма-
нипулятоpа

Pис. 13. Законы изменения ошибок по скоpостям в суставах
манипулятоpа
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ìоãут бытü существенно уìенüøены за с÷ет соот-
ветствуþщеãо увеëи÷ения коэффиöиентов усиëе-
ния kij.

Заключение. Такиì обpазоì, pезуëüтаты выпоë-
ненноãо ìоäеëиpования показаëи, ÷то пpеäëожен-
ная систеìа оäновpеìенноãо упpавëения скоpо-
стüþ пеpеìещения pабо÷еãо инстpуìента и усиëи-
еì еãо пpижатия к обpабатываеìой повеpхности
заãотовки пpоизвоëüной фоpìы за с÷ет испоëüзо-
вания новоãо контуpа упpавëения и ввеäения äо-
поëнитеëüных pеãуëятоpов, поëностüþ коìпенси-
pуþщих эффекты взаиìовëияния ìежäу степеня-
ìи поäвижности ìанипуëятоpа, позвоëяет то÷но и
быстpо выпоëнятü тpебуеìые сиëовые опеpаöии.
Pанее испоëüзуеìые систеìы упpавëения (сì. pис. 5)
äопустиìо то÷но выпоëняëи указанные сиëовые
опеpаöии на скоpостях, не пpевыøаþщих 0,1 ì/с.
Кpоìе тоãо, новая схеìа упpавëения ìанипуëято-
pоì (сì. pис. 8) за с÷ет пpавиëüноãо опpеäеëения
напpавëения äвижения pабо÷еãо инстpуìента отно-
ситеëüно обpабатываеìой повеpхности позвоëяет
боëее ка÷ественно уäаëятü ëþбой (äаже тоëстый)
сëой сpезаеìоãо ìатеpиаëа.
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Введение

Упpавëение pоботоì-ìанипуëятоpоì типа "хо-
бот", постpоенныì на основе ìноãосекöионных
ìеханизìов с паpаëëеëüной стpуктуpой [1], явëя-
ется сëожной заäа÷ей, в котоpой естественныì об-
pазоì выäеëяþтся стpатеãи÷еский, такти÷еский и
испоëнитеëüный уpовни [2]. На стpатеãи÷ескоì
уpовне выпоëняется пëаниpование öеëевой кон-
фиãуpаöии ìанипуëятоpа, на такти÷ескоì уpовне
осуществëяется синтез тpаектоpии пеpехоäа из те-
кущеãо состояния ìанипуëятоpа в öеëевое состоя-
ние, на испоëнитеëüноì уpовне pеаëизуется упpав-
ëение пpивоäаìи секöий ìанипуëятоpа.

Пëаниpование öеëевой конфиãуpаöии ìанипу-
ëятоpа пpеäставëяет собой обpатнуþ позиöионнуþ
заäа÷у кинеìатики, котоpая в общеì сëу÷ае фоp-
ìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì: найти зна÷ения
независиìых паpаìетpов (обобщенных кооpäинат
ìанипуëятоpа), опpеäеëяþщих относитеëüное поëо-
жение секöий ìанипуëятоpа, котоpые обеспе÷иваþт
заäанное поëожение и оpиентаöиþ схвата ìанипу-
ëятоpа [3]. Матеìати÷ески заäа÷а описывается сис-
теìой неëинейных аëãебpаи÷еских уpавнений, пpи-
бëиженное pеøение котоpой ìожет бытü найäено
такиìи кëасси÷ескиìи ÷исëенныìи ìетоäаìи, как
итеpаöионные ìетоäы пеpвоãо поpяäка (ìетоä се-
кущих и ìетоä Нüþтона), а также итеpаöионные
ìетоäы высøих поpяäков, напpиìеp, ìетоä Эйт-
кена. В äанной pаботе испоëüзуется ìетоä, осно-
ванный на pеøении заäа÷и усëовной ìиниìиза-
öии некотоpой вспоìоãатеëüной функöии. Важно,

÷то ìетоäы pеøения таких заäа÷ хоpоøо pазвиты и
существует зна÷итеëüное ÷исëо соответствуþщих
высокоэффективных аëãоpитìов и пpоãpаìì [4].

Пpи пëаниpовании öеëевой конфиãуpаöии ìа-
нипуëяöионноãо pобота, как пpавиëо, тpебуется
найти конфиãуpаöиþ, котоpая явëяется в некото-
pоì сìысëе оптиìаëüной, напpиìеp, иìеет ìини-
ìаëüнуþ суììаpнуþ кpивизну. В общеì сëу÷ае
тpебуется обеспе÷итü оптиìаëüностü öеëевой кон-
фиãуpаöии по нескоëüкиì кpитеpияì оптиìаëüно-
сти. Поэтоìу в статüе pассìатpивается ìноãокpи-
теpиаëüный поäхоä к пëаниpованиþ öеëевой кон-
фиãуpаöии ìанипуëятоpа. Из øиpокоãо набоpа
известных ìетоäов pеøения заäа÷и ìноãокpитеpи-
аëüной оптиìизаöии испоëüзуется ìетоä аääитив-
ной свеpтки ÷астных кpитеpиев оптиìаëüности [5].
Заäа÷а ãëобаëüной усëовной оптиìизаöии, котоpуþ
поpожäает ìетоä свеpтки, pеøается в статüе ìето-
äоì ìуëüтистаpта в коìбинаöии с известныì, хо-
pоøо заpекоìенäовавøиì себя ìетоäоì Неëäеpа—
Миäа [4].

Отìетиì, ÷то пpинöипиаëüнуþ возìожностü оп-
тиìизаöии öеëевой конфиãуpаöии ìанипуëятоpа
обеспе÷ивает кинеìати÷еская избыто÷ностü ìно-
ãосекöионноãо ìанипуëятоpа, иìеþщеãо боëüøое
÷исëо "ëиøних" степеней свобоäы. С ìатеìати÷е-
ской то÷ки зpения кинеìати÷еская избыто÷ностü
ìанипуëятоpа озна÷ает некоppектностü обpатной
позиöионной заäа÷и, так ÷то ввеäение кpитеpиев
оптиìаëüности öеëевой конфиãуpаöии ìанипуëя-
тоpа ìожно интеpпpетиpоватü как способ pеãуëя-
pизаöии заäа÷и [6].

Оäниì из важных пpиìенений pобота-ìанипу-
ëятоpа типа "хобот" ìожет бытü еãо пpиìенение
в техноëоãиях ëиквиäаöии посëеäствий катастpоф.
В этоì сëу÷ае пpинöипиаëüныì явëяется наëи÷ие
в обëасти äостижиìости ìанипуëятоpа pазëи÷ноãо
pоäа пpепятствий. В связи с этиì пëаниpование
öеëевой конфиãуpаöии pассìатpивается как заäа÷а,
в котоpой, наpяäу с констpуктивныìи оãpани÷е-
нияìи на вектоp обобщенных кооpäинат, иìеþтся
оãpани÷ения, обусëовëенные наëи÷иеì пpепятст-
вий. Дëя пëаниpования öеëевой конфиãуpаöии ìа-
нипуëятоpа в этих усëовиях ìоãут бытü испоëüзо-
ваны некотоpые ìетоäы, pазвитые äëя пëаниpова-
ния пути ìобиëüноãо pобота, и, пpежäе всеãо,
ìетоäы виpтуаëüных инфоpìаöионных поëей [7].
К кëассу этих ìетоäов относится ìетоä потенöиа-
ëов, ìетоä pепеëëеpов и некотоpые äpуãие ìетоäы.

Метоä потенöиаëов (Potential Field Approach)
пpеäëожен в pаботах [8, 9]. Конфиãуpаöия ìани-
пуëятоpа стpоится в этоì сëу÷ае с испоëüзованиеì
таких понятий, как "сиëа пpитяжения к öеëи", "сиëы
оттаëкивания от пpепятствий" и, возìожно, неко-
тоpые äpуãие "сиëы". Метоä поëу÷иë pазвитие в pа-
боте [10] и pяäе äpуãих pабот, выпоëненных в ИПМ

Pассматpивается задача планиpования оптимальной це-
левой конфигуpации многосекционного pобота-манипулятоpа
типа "хобот". Пpедставлены постановка задачи, метод ее
pешения, описание соответствующих C++ и MatLab пpо-
гpамм, пpиводятся двумеpный и тpехмеpный пpимеpы пла-
ниpования.

Ключевые слова: паpаллельный механизм, pобот-мани-
пулятоp типа "хобот", планиpование целевой конфигуpации

 * Pабота выпоëнена в pаìках анаëити÷еской веäоìственной
öеëевой пpоãpаììы "Pазвитие потенöиаëа высøей øкоëы
(2009—2010 ãоäы"), пpоект 2.1.2/1509.



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010 31

иì. М. В. Кеëäыøа. Основныìи неäостаткаìи ìе-
тоäа потенöиаëов явëяется еãо ãpоìозäкостü, а также
ìноãоэкстpеìаëüностü потенöиаëüной функöии.

В ìетоäе pепеëëеpов стаöионаpные и нестаöио-
наpные пpепятствия тpансфоpìиpуþтся в оттаëки-
ваþщие ìноãообpазия (pепеëëеpы), а öеëевая то÷-
ка схвата — в пpитяãиваþщее ìноãообpазие (ат-
тpактоp) [11].

В äанной статüе окpужение ìанипуëятоpа опи-
сывается стаöионаpной äетеpìиниpованной ãео-
ìетpи÷еской ìоäеëüþ, заäаþщей то÷нуþ фоpìу и
pаспоëожение всех пpепятствий. Пpепятствия, как
и констpуктивные оãpани÷ения на вектоp обобщен-
ных кооpäинат, у÷итываþтся ìетоäоì øтpафных
функöий — путеì äобавëения в кpитеpий опти-
ìаëüности спеöиаëüно сконстpуиpованных øтpаф-
ных кpитеpиев.

Пpи пëаниpовании öеëевой конфиãуpаöии ìа-
нипуëятоpа в сpеäе со ìноãиìи пpепятствияìи са-
ìостоятеëüной пpобëеìой явëяется заäа÷а поиска
äопустиìой на÷аëüной конфиãуpаöии. Эта заäа÷а
ìожет бытü pеøена, напpиìеp, с поìощüþ аëãо-
pитìа äекоìпозиöии я÷еек (Cell Decomposition)
иëи ìетоäа äинаìи÷ескоãо пpоãpаììиpования [12].
В статüе äанная пpобëеìа не pассìатpивается.

Пеpвый pазäеë pаботы соäеpжит постановку за-
äа÷и. Во втоpоì и тpетüеì pазäеëах pассìатpива-
ется ìетоä pеøения заäа÷и. В ÷етвеpтоì pазäеëе
äается кpаткое описание соответствуþщеãо пpо-
ãpаììноãо обеспе÷ения. Пятый pазäеë пpеäставëяет
pезуëüтаты pеøения äвух тестовых заäа÷. В закëþ-
÷ении фоpìуëиpуþтся основные pезуëüтаты pабо-
ты и обсужäаþтся пеpспективы ее pазвития.

1. Постановка задачи

Свяжеì с i-й секöией ìанипуëятоpа систеìу ко-
оpäинат 0ixiyizi, в котоpой осü 0iyi совпаäает с пpо-
äоëüной осüþ сиììетpии этой секöии, а оси 0ixi, 0izi
pаспоëожены такиì обpазоì, ÷то обpазуþт с осüþ
0iyi пpавуþ тpойку (pис. 1). Инеpöиаëüнуþ систеìу
кооpäинат, связаннуþ с непоäвижныì основаниеì
ìанипуëятоpа, обозна÷иì 00x0y0z0. Поëожиì, ÷то
оси 00x0, 00z0 этой систеìы кооpäинат ãоpизонтаëü-
ны, а осü 00y0 — веpтикаëüна. Ваpианты стpуктуpы
секöий ìанипуëятоpа типа "хобот" pассìотpены в pа-
ботах [13, 14].

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения [3]: Ti, i = —

оäноpоäная (4 Ѕ 4)-ìеpная ìатpиöа, заäаþщая пеpе-
хоä от систеìы кооpäинат 0ixiyizi к систеìе кооpäи-

нат 0i–1xi–1yi–1zi–1; qi — вектоp обобщенных кооp-

äинат i-й секöии ìанипуëятоpа; q = (q1, q2, ..., qn–1)
т —

вектоp обобщенных кооpäинат n-секöионноãо ìа-
нипуëятоpа; Tn = T1T2 ... Tn–1 — (4 Ѕ 4)-ìеpная

оäноpоäная ìатpиöа, опpеäеëяþщая поëожение

систеìы кооpäинат 0n–1xn–1yn–1zn–1 в систеìе

кооpäинат 00x0y0z0; s — (4 Ѕ 1)-ìеpный обобщен-

ный вектоp поëожения схвата 0n в систеìе кооp-

äинат 0n–1xn–1yn–1zn–1; S — (4 Ѕ 1)-ìеpный ана-

ëоãи÷ный вектоp поëожения схвата 0n в систеìе

кооpäинат 00x0y0z0.

Во ввеäенных обозна÷ениях обpатная позиöи-
онная заäа÷а äëя pассìатpиваеìоãо ìанипуëятоpа
записывается в виäе

S = Tn(q) = F(q), (1)

ãäе q ∈ Q; F(q) — (4 Ѕ 1)-ìеpная вектоp-функöия.
Множество Q, котоpое пpеäставëяет собой совокуп-
ностü äопустиìых зна÷ений вектоpа обобщенных
кооpäинат q, фоpìиpуþт констpуктивные оãpани-

÷ения на коìпоненты вектоpа q виäа |qi | m ,

i = , ãäе N — pазìеpностü вектоpа q. Кpоìе тоãо,

это ìножество фоpìиpуþт m непоäвижных пpепят-

ствий Bj, j = , кажäое из котоpых опpеäеëяется

в систеìе кооpäинат 00x0y0z0 известныìи оãpани-

÷иваþщиìи функöияìи gj,1(X) l 0, gj,2(X ) l 0, ... .

Ставятся äве сëеäуþщие заäа÷и.
Задача А. Сфоpìиpоватü öеëевуþ конфиãуpаöиþ

ìанипуëятоpа, опpеäеëяеìуþ вектоpоì q* ∈ Q, ко-
тоpая обеспе÷ивает заäанное поëожение схвата

S* = F(q*) (2)

пpи усëовии, ÷то кажäая из секöий ìанипуëятоpа
отстоит от кажäоãо из пpепятствий Bj не ìенее, ÷еì
на веëи÷ину εB > 0.

Задача Б. На pеøениях заäа÷и А найти такуþ
конфиãуpаöиþ ìанипуëятоpа, котоpая обеспе÷и-
вает ìиниìуì k функöионаëов ка÷ества конфиãу-

pаöии Ji(q), i = .

1 n 1–,

Pис. 1. Системы кооpдинат многосекционного манипулятоpа

qi
max

1 N,

1 m,

1 k,



32 Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010

Наpяäу с обеспе÷ениеì заäанноãо поëожения
схвата ìожет ставитüся заäа÷а обеспе÷ения тpебуе-
ìой оpиентаöии n-й секöии ìанипуëятоpа в сис-
теìе кооpäинат 00x0y0z0. Заäаäиì эту оpиентаöиþ
тpеìя уãëаìи Эйëеpа и поставиì в соответствие иì
(4 Ѕ 1)-ìеpный обобщенный вектоp P. Тоãäа в за-

даче А вектоp q* ∈ Q наpяäу с уpавнениеì (2) äоë-
жен уäовëетвоpятü анаëоãи÷ноìу уpавнениþ

P* = FP (q*), (3)

ãäе P* — заäанный вектоp.

Pеøение систеìы уpавнений (2) и систеìы уpав-
нений (2), (3) ìожет бытü выпоëнено по оäной и
той же схеìе. Поэтоìу äëя пpостоты записи оãpани-
÷иìся äаëее pассìотpениеì систеìы уpавнений (2).

2. Метод pешения задачи А

Обpатная позиöионная заäа÷а (2) пpеäставëяет
собой систеìу тpех неëинейных тpиãоноìетpи÷е-
ских уpавнений. Эта систеìа ìожет не иìетü ни
оäноãо pеøения (тpебуеìое поëожение схвата не-
äостижиìо), иìетü оäно pеøение, иìетü бесконе÷-
но ìноãо pеøений (тpебуеìое поëожение схвата
ìожет обеспе÷итü бесконе÷ное ÷исëо конфиãуpа-
öий ìанипуëятоpа). Дëя ìноãосекöионноãо ìани-
пуëятоpа сëу÷ай наëи÷ия бесконе÷ноãо ìножества
pеøений заäа÷и (2) явëяется типи÷ныì. Отìетиì,
÷то иìенно это обстоятеëüство позвоëяет ставитü
заäа÷у (2) как оптиìизаöионнуþ заäа÷у.

В pаботе [1] в ка÷естве основноãо ìетоäа pеøе-
ния систеìы уpавнений виäа (2) pассìатpивается
ìетоä Нüþтона. Оäнако этот ìетоä тpебует опpеäе-
ëения на кажäой итеpаöии (анаëити÷ески иëи ÷ис-
ëенно) зна÷ений коìпонентов соответствуþщей
ìатpиöы Якоби, а также обpащения этой ìатpиöы.
Поэтоìу этот ìетоä, во-пеpвых, тpебует боëüøих
вы÷исëитеëüных затpат, а, во-втоpых, pаботоспосо-
бен тоëüко в тоì сëу÷ае, коãäа ÷исëо обобщенных
кооpäинат не пpевыøает ÷исëа уpавнений в систеìе.
Дëя pассìатpиваеìоãо ìноãосекöионноãо ìанипуëя-
тоpа посëеäнее тpебование, о÷евиäно, не выпоëниìо.

Испоëüзуеì свеäение задачи А к заäа÷е неëи-
нейноãо пpоãpаììиpования. Дëя этоãо пpеäставиì
систеìу (1) в скаëяpноì виäе

ãäе Si, Fi, i =  — тpи пеpвые коìпоненты век-
тоpа S и вектоp-функöии F соответственно. Ввеäеì
в pассìотpение вспоìоãатеëüнуþ скаëяpнуþ функöиþ

Φ0(q) = (Fi(q) – Si)
2. (4)

Тоãäа систеìа уpавнений (2) своäится к ìноãо-
ìеpной заäа÷е ãëобаëüной усëовной оптиìизаöии

Φ0(q) = Φ0(q*). (5)

Заäа÷а (5 ) ìожет бытü pеøена ìноãиìи ìето-
äаìи pеøения ìноãоìеpных заäа÷ ãëобаëüной ус-
ëовной оптиìизаöии. Из сообpажений пpостоты
pеаëизаöии ìы оpиентиpуеìся на сëеäуþщуþ коì-
бинаöиþ посëеäоватеëüно пpиìеняеìых ìетоäов:
� свеäение заäа÷и (5) к заäа÷е ãëобаëüной безусëов-

ной оптиìизаöии ìетоäоì øтpафных функöий;
� свеäение указанной заäа÷и ãëобаëüной безусëов-

ной оптиìизаöии к совокупности заäа÷ ëокаëü-
ной оптиìизаöии ìетоäоì ìуëüтистаpта;

� pеøение кажäой из этих заäа÷ ëокаëüной безус-
ëовной оптиìизаöии какиì-ëибо пpяìыì ìето-
äоì (ìетоäоì нуëевоãо поpяäка), напpиìеp, хо-
pоøо себя заpекоìенäовавøиì ìетоäоì Неëäе-
pа—Миäа [4].
Случай отсутствия пpепятствий. В этоì сëу÷ае

ìножество äопустиìых зна÷ений вектоpа обобщен-
ных кооpäинат q иìеет виä

Q = {qi |–  m qi m , i = },

а функöия øтpафа заäается выpажениеì

W(μr, q) = , (6)

ãäе r = 1, 2, ... — ноìеp итеpаöии; μr = ( , , ..., ),

 > 0 — вектоp коэффиöиентов øтpафа;

 = 

Есëи в пpоöессе pеøения задачи А на r-й итеpа-
öии наpуøается оãpани÷ение по обобщенной ко-
оpäинате qi, т. е. оказывается, ÷то |qi | >  + εq,
то коэффиöиент øтpафа  увеëи÷ивается (напpи-
ìеp, уäваивается) и итеpаöия повтоpяется с новыì
вектоpоì øтpафных функöий μr. Зäесü εq l 0 — за-
äанная константа.

Общий случай. Пустü кpоìе оãpани÷ений на коì-
поненты вектоpа обобщенных кооpäинат q виäа

|qi | m , i = , иìеþтся оãpани÷ения на коì-

поненты этоãо вектоpа, обусëовëенные наëи÷иеì

пpепятствий Bj,  j = .

Есëи известна ãpаниöа Γ ìножества Q, то øтpаф-
ная функöия ìожет бытü и в äанноì сëу÷ае постpое-

S1 = F1(q);

S2 = F2(q);

S3 = F3(q),

1 3,
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на по pассìотpенной выøе схеìе. Оäнако, по-
скоëüку эта ãpаниöа опpеäеëяется указанныìи вы-
øе пpепятствияìи, пpоизвоëüно pаспоëоженныìи
в обëасти äостижиìости ìанипуëятоpа, топоëоãия
ãpаниöы Γ ìожет бытü весüìа сëожной, так ÷то за-
äа÷а ее постpоения пpеäставëяет собой саìостоя-
теëüнуþ пpобëеìу.

Испоëüзуеì иной способ фоpìиpования øтpаф-
ной функöии — постpоиì ее на основе функöии (6)
в виäе

W(μr, νr, q) =  + .

Зäесü νr = ( , , ..., )т — äопоëнитеëüный

вектоp коэффиöиентов øтpафа, котоpые фоpìи-
pуþтся по сëеäуþщеìу пpавиëу:

1) в ка÷естве на÷аëüноãо пpибëижения к pеøе-
ниþ заäа÷и испоëüзуеì äопустиìуþ конфиãуpа-
öиþ q0. Все коìпоненты вектоpа ν поëаãаеì pав-
ныìи нуëþ;

2) выпоëняеì оäну итеpаöиþ pеøения заäа÷и
ãëобаëüной усëовной оптиìизаöии (5), испоëüзуя
в ка÷естве øтpафа функöиþ W(μr, νr, q);

3) есëи конфиãуpаöия qr  оказывается неäопусти-
ìой по коìпонентаì i1, i2, ... вектоpа qr (сì. ниже),
то выпоëняеì äействия, указанные в сëеäуþщеì
пункте. В пpотивноì сëу÷ае пpоäоëжаеì итеpаöии
по общей схеìе ìетоäа øтpафных функöий;

4) pезуëüтаты r-й итеpаöии отвеpãаеì, увеëи÷и-
ваеì по некотоpоìу пpавиëу зна÷ения коэффиöи-
ентов øтpафа , , ... и пеpехоäиì к пункту 2.

Неäопустиìостü конфиãуpаöии qr  по обобщен-
ныì кооpäинатаì , , ... озна÷ает неäопусти-
ìостü поëожения соответствуþщих секöий ìани-
пуëятоpа, ÷то опpеäеëяется по сëеäуþщей схеìе:

1) стpоиì паpаëëеëепипеä P, описанный вокpуã
обëасти äостижиìости ìанипуëятоpа;

2) покpываеì паpаëëеëепипеä pавноìеpной
сеткой Ω с øаãоì εB по кажäоìу из изìеpений;

3) пеpебоpоì всех узëов Xi, j,k сетки Ω нахоäиì

узëы, пpинаäëежащие обëасти Bj, j = , котоpые

обpазуþт äискpетнуþ аппpоксиìаöиþ  ìноже-

ства Bj;

4) стpоиì äискpетнуþ аппpоксиìаöиþ  pас-

øиpенноãо ìножества Bj, j = , по сëеäуþщеìу

пpавиëу: вкëþ÷аеì во ìножество  все узëы ìно-

жества ; есëи узеë Xi, j,k, пpинаäëежащий ìноже-

ству , иìеет сосеäний узеë, не пpинаäëежащий

этоìу ìножеству, то вкëþ÷аеì посëеäний узеë во

ìножество ;

5) поëожение секöии ìанипуëятоpа с÷итается не-
äопустиìыì, есëи хотя бы оäин из узëов Xi, j,k, пpи-

наäëежащих хотя бы оäной из обëастей , j = ,

ëежит внутpи äанной секöии ìанипуëятоpа.

Дëя сокpащения вы÷исëитеëüных затpат в пpо-
ãpаììной pеаëизаöии pассìотpенной схеìы пpеä-
ваpитеëüно öеëесообpазно постpоитü ãpаниöу каж-

äоãо из ìножеств .

Заìетиì, ÷то боëее стpоãо äопустиìостü поëоже-
ния секöии ìанипуëятоpа ìожно опpеäеëитü с пpи-
вëе÷ениеì понятия pасстояния от то÷ки X, пpинаä-
ëежащей ãpаниöе пpепятствия Bj, äо pассìатpивае-
ìой секöии ìанипуëятоpа. Оäнако постановка
заäа÷и в таких теpìинах пpивоäит к аëãоpитìаì,
тpебуþщиì зна÷итеëüно боëüøих вы÷исëитеëüных
затpат.

3. Метод pешения задачи Б

Задача Б поставëена как ìноãокpитеpиаëüная
заäа÷а. Испоëüзуеì pеøение этой заäа÷и ìетоäоì
скаëяpной свеpтки, коãäа вìесто вектоpноãо кpи-
теpия оптиìаëüности Ji(q), i = , pассìатpива-
ется скаëяpный кpитеpий

Φ1(q) = λiJi(q), λi ∈ [0, 1], λi = 1,

ãäе λi — весовой коэффиöиент, фоpìаëизуþщий
относитеëüнуþ важностü ÷астноãо кpитеpия опти-
ìаëüности Ji(q) [5]. В pезуëüтате задача Б запиøется
в виäе

Вìесто кpитеpия оптиìаëüности (4) в этоì сëу-
÷ае испоëüзуется кpитеpий

Φ(q) = ρ0Φ0(q) + ρ1Φ1(q),

ãäе веëи÷ины ρ0, ρ1 пpеäставëяþт собой поëожи-
теëüные весовые ìножитеëи, заäаþщие относитеëü-
ные веса кpитеpиев оптиìаëüности Φ0(q), Φ1(q);
ρ0 + ρ1 = 1.

В pезуëüтате заäа÷а своäится к pеøениþ ìноãо-
ìеpной заäа÷и ãëобаëüной усëовной оптиìизаöии

minΦ(q) = Φ(q*), q ∈ Q, (7)

котоpая pеøается по схеìе pеøения заäа÷и (5), pас-
сìотpенной в pазäеëе 2.
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4. Пpогpаммная pеализация

Выпоëнены äве пpоãpаììные pеаëизаöии pас-
сìотpенноãо ìетоäа pеøения заäа÷ (5), (7) — pеаëи-
заöия на основе языка пpоãpаììиpования C++,
а также pеаëизаöия в сpеäе пакета ìатеìати÷еских
вы÷исëений MatLab.

C++-pеализация. Написанное на C++ объектно-
оpиентиpованное пpоãpаììное обеспе÷ение pеаëи-
зует ввоä исхоäных äанных, pеøение заäа÷ (5), (7),
визуаëизаöиþ pеøения, а также еãо сохpанение на
жесткоì äиске коìпüþтеpа.

Язык пpоãpаììиpования C++ испоëüзован в сиëу
еãо кpосспëатфоpìенности и высокой эффектив-
ности. Оконный ãpафи÷еский интеpфейс pеаëизо-
ван сpеäстваìи кpосспëатфоpìенноãо инстpуìен-
таpия Qt, а визуаëизаöия pезуëüтатов — сpеäстваìи
Qt и бибëиотеки OpenGL.

Дëя pеøения заäа÷и ìноãоìеpной ãëобаëüной
безусëовной оптиìизаöии, к котоpой своäится pе-
øение заäа÷ (5), (7), испоëüзуется коìбинаöия ìе-
тоäов Неëäеpа—Миäа и ìуëüтистаpта.

Pеаëизованы äва кpитеpия оптиìаëüности кон-
фиãуpаöии ìанипуëятоpа — кpитеpий

J1(q) = g Mi (q),

фоpìаëизуþщий еãо потенöиаëüнуþ энеpãиþ, и
кpитеpий

J2(q) = ,

пpизванный ìиниìизиpоватü суììаpнуþ кpивизну
ìанипуëятоpа. Зäесü g — ускоpение свобоäноãо па-

äения; Mi — ìасса i-й секöии ìанипуëятоpа;  —

pасстояние öентpа тяжести i-й секöии äо пëоскости
00x0y0.

Отìетиì сëеäуþщее обстоятеëüство. В сëу÷ае,
коãäа в ка÷естве кpитеpия оптиìаëüности конфи-
ãуpаöии ìанипуëятоpа испоëüзуется еãо кpивизна
(т. е. коãäа Φ1(q) = J2(q)), в пpоöессе pеøения за-
äа÷и (7) по ìеpе пpибëижения схвата 0n к еãо тpе-
буеìоìу поëожениþ зна÷ения кpитеpия оптиìаëü-
ности Φ0(q) стpеìятся к нуëþ. В то же вpеìя, за
искëþ÷ениеì выpожäенноãо сëу÷ая, коãäа все сек-
öии ìанипуëятоpа ëежат на оäной пpяìой, зна÷е-
ния кpитеpия оптиìаëüности Φ1(q) отëи÷ны от нуëя.
Поэтоìу пpи pеøении заäа÷и (7) ìожно не äобитüся
то÷ноãо совìещения схвата 0n с тpебуеìой то÷кой
пpи ëþбых фиксиpованных зна÷ениях коэффиöи-
ентов ρ0, ρ1. В такоì сëу÷ае äëя повыøения то÷но-
сти позиöиониpования схвата öеëесообpазно ис-
поëüзоватü pеøение заäа÷и в äва этапа. На пеpвоì

этапе путеì pеøения заäа÷и (7) с некотоpыìи по-
стоянныìи весовыìи коэффиöиентаìи ρ0, ρ1 на-
хоäится конфиãуpаöия ìанипуëятоpа, иìеþщая
кpивизну, бëизкуþ к ìиниìаëüной. На втоpоì эта-
пе исхоäя из поëу÷енной конфиãуpаöии ìанипу-
ëятоpа ÷астное ρ0/ρ1 увеëи÷ивается äо тех поp, пока
не буäет äостиãнута тpебуеìая то÷ностü позиöио-
ниpования схвата. Дëя кажäоãо отноøения ρ0/ρ1
пpи этоì pеøается заäа÷а (7).

MatLab-pеализация выпоëнена на языке MatLab
в сpеäе MatLab.9.0 (R2009b) с испоëüзованиеì
MatLab-pасøиpения Optimization Toolbox и pасøи-
pения Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox,
котоpые пpеäназна÷ены äëя pеøения оптиìизаöи-
онных заäа÷.

Дëя pеøения заäа÷и ìноãоìеpной ãëобаëüной
безусëовной оптиìизаöии, к котоpой своäится pе-
øение заäа÷ (5), (7), испоëüзуется коìбинаöия ìе-
тоäа на основе ãенети÷ескоãо аëãоpитìа, pеаëизо-
ванноãо в пpоãpаììе ga(fitnessfcn.nvars), и ìетоäа
ìуëüтистаpта [15].

5. Пpимеpы

Pассìатpивается ìанипуëятоp из сеìи öиëинä-
pи÷еских секöий, äëины котоpых убываþт в ãео-
ìетpи÷еской пpоãpессии. Экспеpиìенты выпоëне-
ны с äву- и тpехìеpныìи ìоäеëяìи ìанипуëятоpа.

C++-pеализация. Некотоpые pезуëüтаты экспе-
pиìентов, выпоëненных с поìощüþ C++-pеаëиза-
öии, пpивеäены на pис. 2, 3.

Pис. 2 иëëþстpиpует pезуëüтаты иссëеäования
äвуìеpной ìоäеëи ìанипуëятоpа пpи отсутствии
пpепятствий и äеìонстpиpует эффект у÷ета кpи-
визны ìанипуëятоpа. Зäесü и äаëее сиìвоë ⊗ обо-
зна÷ает öеëевуþ то÷ку.

На pис. 2, а, б относитеëüные поëожения то÷ек
00, 07 оäинаковы, но äëя конфиãуpаöии, пpеäстав-
ëенной на pис. 2, а, суììаpная кpивизна ìанипу-
ëятоpа pавна J2(q) = 46,5, а äëя пpеäставëенной на
pис. 2, б, J2(q) = 118,5.

i 1=

n

∑ hi
C

i 1=

n

∑ qi
2

hi
C

Pис. 2. Оптимальная конфигуpация манипулятоpа:
äвуìеpный сëу÷ай; пpепятствия отсутствуþт
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Pезуëüтаты экспеpиìентов с тpехìеpной ìоäеëüþ
пpи наëи÷ии äвух øаpовых пpепятствий иëëþст-
pиpует pис. 3.

MatLab-pеализация. Цеëüþ экспеpиìентов с ис-
поëüзованиеì MatLab-pеаëизаöии быëо сpавнение
эффективности пëаниpования öеëевой конфиãу-
pаöии ìанипуëятоpа с испоëüзованиеì аëãоpитìа
ìноãоìеpной безусëовной оптиìизаöии на основе
ìетоäа Неëäеpа—Миäа и ãенети÷ескоãо аëãоpитìа.
Итоãовые pезуëüтаты этоãо сpавнения, выпоëнен-
ные äëя äвуìеpной заäа÷и, пpивеäены на pис. 4,
ãäе r — ноìеp итеpаöии, ε — äостиãнутая то÷ностü.

Pис. 4 показывает, ÷то с то÷ки зpения сpеäнеãо
÷исëа вы÷исëений кpитеpия оптиìаëüности (÷исëа
испытаний) r ãенети÷еский аëãоpитì существенно
пpоиãpывает ìетоäу Неëäеpа—Миäа пpи высокой
тpебуеìой то÷ности оптиìизаöии ε. Наобоpот, пpи
невысокой то÷ности ãенети÷еский аëãоpитì äает
заìетный выиãpыø. Этот вывоä позвоëяет pекоìен-
äоватü испоëüзование коìбинаöии ãенети÷ескоãо
аëãоpитìа с ìетоäоì Неëäеpа—Миäа, пpи котоpой
на на÷аëüных итеpаöиях äëя поиска ãpубоãо пpи-
бëижения к pеøениþ пpиìеняется ãенети÷еский
аëãоpитì, а äëя уто÷нения pеøения — ìетоä Неë-
äеpа—Миäа.

Заключение

В статüе поставëены äве заäа÷и пëаниpования
öеëевой конфиãуpаöии ìноãосекöионноãо ìани-
пуëятоpа типа "хобот". В пеpвой из заäа÷ кpитеpий
оптиìаëüности фоpìаëизует тоëüко бëизостü схва-
та ìанипуëятоpа к öеëевой то÷ке. Во втоpой заäа÷е
äопоëнитеëüно ввеäены кpитеpии оптиìаëüности,
фоpìаëизуþщие, напpиìеp, потенöиаëüнуþ энеp-
ãиþ ìанипуëятоpа, еãо суììаpнуþ кpивизну и т. п.

В обоих сëу÷аях pеøение заäа÷и свеäено к заäа-
÷е ìноãоìеpной ãëобаëüной усëовной оптиìизаöии,
котоpая с поìощüþ ìетоäа øтpафных функöий
свеäена к заäа÷е ìноãоìеpной ãëобаëüной безус-
ëовной оптиìизаöии. Дëя pеøения посëеäней за-
äа÷и испоëüзуется ìетоä Неëäеpа—Миäа в коìби-
наöии с ìетоäоì ìуëüтистаpта, а также ãенети÷е-
ский аëãоpитì.

Пpоãpаììная pеаëизаöия коìбинаöии ìетоäов
Неëäеpа—Миäа и ìуëüтистаpта выпоëнена на язы-
ке пpоãpаììиpования C++, оконный ãpафи÷еский
интеpфейс pеаëизован сpеäстваìи инстpуìентаpия
Qt, а визуаëизаöия pезуëüтатов — сpеäстваìи Qt и
бибëиотеки OpenGL.

Пpоãpаììная pеаëизаöия оптиìизаöии öеëевой
конфиãуpаöии ìанипуëятоpа с поìощüþ ãенети÷е-
скоãо аëãоpитìа выпоëнена в сpеäе MatLab 7.9.0
с испоëüзованиеì пакетов pасøиpения Optimization
Toolbox и Genetic Algorithm and Direct Search Toolbox.

Апpобаöия pазpаботанноãо пpоãpаììноãо обес-
пе÷ения пpовеäена äëя äвуìеpной заäа÷и без пpе-
пятствий и äëя тpехìеpной заäа÷и с äвуìя øаpо-
выìи пpепятствияìи. Pезуëüтаты pеøения указан-
ных заäа÷ показаëи pаботоспособностü и высокуþ
эффективностü пpеäëоженных ìетоäов, аëãоpитìов
и пpоãpаììноãо обеспе÷ения.

Автоpы выpажают благодаpность Ю. Т. Каганову

за плодотвоpные обсуждения постановки задачи и ме-

тодов ее pешения, а также А. В. Богомолову и Е. А. Жук

за помощь в пpоведении экспеpиментов с генетиче-

ским алгоpитмом.

Pис. 3. Оптимальная конфигуpация манипулятоpа:
тpехìеpный сëу÷ай; äва øаpовых пpепятствия

Pис. 4. Сpавнение эффективности метода Нелдеpа—Мида и ге-
нетического алгоpитма: двумеpный случай; пpепятствия отсут-
ствуют (чеpный цвет — генетический алгоpитм; сеpый — метод
Нелдеpа—Мида)
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Упpавление скоpостью 
вытягивания пpи выpащивании 

монокpисталлов кpемния

Введение

Упpавëение скоpостüþ вытяãивания кpистаëëов
поëупpовоäниковых ìатеpиаëов, выpащиваеìых
из pаспëава по способу Чохpаëüскоãо, закëþ÷ается
в сëеäуþщеì: во вpащаþщеìся вокpуã своей оси

с уãëовой скоpостüþ Wт тиãëе с внутpенниì äиаìет-
pоì D нахоäится жиäкий pаспëавëенный ìетаëë
(pис. 1), кpистаëë äиаìетpоì d вытяãивается из
pаспëава со скоpостüþ вытяãивания Vз и уãëовой
скоpостüþ вpащения Wз кpистаëëа; пpоöесс пpо-
воäится в каìеpе, напоëненной инеpтныì ãазоì.
Теìпеpатуpа pаспëава фоpìиpуется за с÷ет упpав-
ëения ìощностüþ наãpеватеëя на основе показа-
ний äат÷ика теìпеpатуpы Tз боковой повеpхности
наãpеватеëя.

Дëя поëу÷ения [1] ìонокpистаëëов кpеìния
высокоãо ка÷ества необхоäиìо обеспе÷итü фоpìу
фpонта кpистаëëизаöии, бëизкуþ к пëоской, на
у÷астках выpащивания пpяìоãо конуса кpистаëëа,
öиëинäpи÷еской ÷асти и обpатноãо конуса, ÷то
обеспе÷ивает оäновpеìенно устой÷ивый ìонокpи-
стаëëи÷еский pост кpистаëëов. Ниже пpивеäены
ìатеìати÷еские выpажения äëя фоpìиpования за-
кона изìенения скоpости вытяãивания Vз(x), кото-
pые позвоëяþт автоìатизиpоватü пpоöесс ввоäа за-
äания скоpости в систеìу упpавëения установкой.

Матеìати÷ескуþ зависиìостü сpеäнеãо пеpеãpе-
ва pаспëава λ относитеëüно теìпеpатуpы кpистаëëи-
заöии ìатеpиаëа [1, 2] ìожно пpеäставитü в виäе

λ = Ct , (1)

ãäе CV = ρж ; Ct = 4 ; λ = (T – Tк); Vз —

скоpостü вытяãивания кpистаëëа; Tк — теìпеpатуpа

кpистаëëизаöии ìатеpиаëа; T — теìпеpатуpа pас-
пëава в зоне фpонта кpистаëëизаöии; L — ëинейный
осевой ãpаäиент в твеpäоì кpистаëëе; E — уäеëüная
тепëота пëавëения ìатеpиаëа; λж — коэффиöиент

тепëопpовоäности pаспëава; λтв — коэффиöиент

тепëопpовоäности кpистаëëа; g — ускоpение сво-
боäноãо паäения; r — pаäиус стоëба pаспëава; σ —
повеpхностное натяжение pаспëава.

В общеì сëу÷ае сpеäний пеpеãpев λ естü функöия
осевоãо ãpаäиента в кpистаëëе L и скоpости вытя-
ãивания кpистаëëа Vз. Пpоöесс упpавëения основ-
ныìи паpаìетpаìи выpащивания кpистаëëа показан
на pис. 2. С испоëüзованиеì ëинейной аппpокси-
ìаöии паpаìетpов на узëовых у÷астках выpащива-
ния кpистаëëа поëу÷ены выpажения äëя опpеäеëе-
ния заäания скоpости вытяãивания Vз(x) на конусной

Пpедложена математическая модель фоpмиpования
скоpости вытягивания на установке выpащивания монокpи-
сталлов кpемния по способу Чохpальского, котоpая позволя-
ет автоматизиpовать пpоцесс ввода пpогpаммного задания
скоpости в микpопpоцессоpную систему упpавления.

Ключевые слова: скоpость вытягивания, монокpисталл
кpемния, осевой гpадиент

УПРАВЛЕНИЕ МИКРО�

И НАНОТЕХНОЛОГИЧЕСКИМИ ПРОЦЕССАМИ

Pис. 1. Схема выpащивания кpисталлов:
1 — каìеpа; 2 — затpавка; 3 — кpистаëë; 4 — äат÷ик теìпеpа-
туpы; 5 — тиãеëü; 6 — pаспëав ìетаëëа; 7 — наãpеватеëü
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d
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и öиëинäpи÷еской ÷астях кpистаëëа и пpи фоpìи-
pовании обpатноãо конуса, соответственно:

Vз(x) = V0 – ; (2)

Vз(x) = V1 – ; (3)

Vз(x) = V2 + , (4)

ãäе V0 — на÷аëüная скоpостü вытяãивания кpистаë-
ëа; V1 — скоpостü вытяãивания кpистаëëа пpи за-
веpøении фоpìиpования обpатноãо конуса; V2 —
скоpостü вытяãивания кpистаëëа пpи завеpøении
фоpìиpования öиëинäpа; Vз — скоpостü вытяãивания
кpистаëëа пpи завеpøении фоpìиpования обpат-
ноãо конуса; x1 — кооpäината завеpøения фоpìи-
pования пpяìоãо конуса кpистаëëа; x2 — кооpäи-
ната завеpøения фоpìиpования öиëинäpи÷еской
÷асти кpистаëëа; x3 — кооpäината завеpøения фоp-
ìиpования обpатноãо конуса кpистаëëа; x — кооp-
äината пеpеìещения вäоëü оси кpистаëëа.

Дëя автоìати÷ескоãо опpеäеëения зна÷ений ко-
оpäинат скоpости вытяãивания в узëовых то÷ках
(V0, V1, V2, V3) пpеобpазуеì выpажение (1) к сëеäуþ-
щеìу виäу, ввеäя техноëоãи÷еские попpаво÷ные
коэффиöиенты βi:

Vз(d) = L – , (5)

ãäе Vз(d) — скоpостü вытяãивания кpистаëëа; dз —
заäание äиаìетpа кpистаëëа на пpяìоì конусе, öи-
ëинäpи÷еской ÷асти и обpатноì конусе; βi — тех-

ноëоãи÷еские коэффиöиенты
снижения скоpости (0,7...0,9).

Из выpажения (5) äëя уз-
ëовых то÷ек скоpости вытя-
ãивания поëу÷иì

V0 = L0 – ; (6)

V1 = L0 – ; (7)

V2 = L1 – ; (8)

V3 = L1 – , (9)

ãäе L0 — ëинейный осевой ãpаäиент в на÷аëе öи-
ëинäpи÷еской ÷асти кpистаëëа; L1 — ëинейный
осевой ãpаäиент в конöе öиëинäpи÷еской ÷асти
кpистаëëа; V0, V1, V2, V3 — узëовые то÷ки скоpости
вытяãивания; d0 — äиаìетp вытяãиваеìой øейки
кpистаëëа; d1 — äиаìетp öиëинäpи÷еской ÷асти
кpистаëëа.

Техноëоãи÷еские попpаво÷ные коэффиöиенты βi
ввеäены äëя коppектиpовки скоpости вытяãивания
исхоäя из техноëоãи÷еских тpебований (напpиìеp,
pавноìеpности ëеãиpования кpистаëëа по еãо äëине,
пpи äопущении некотоpоãо пpоãиба фpонта кpи-
стаëëизаöии). Осевой ãpаäиент в выpащиваеìоì
кpистаëëе кpеìния ìожно pасс÷итатü на основе
непpеpывноãо изìеpения теìпеpатуpы öифpовыì
пиpоìетpоì в обëасти выpащивания на боковой
повеpхности кpистаëëа (на pасстоянии 8...10 ìì от
pаспëава) в пpоöессе pоста. Пpиìеняя ìикpопpо-
öессоpные систеìы упpавëения выpащиваниеì кpи-
стаëëов кpеìния, вы÷исëение осевоãо ãpаäиента
ìожно автоìатизиpоватü.

x V0 V1–[ ]

x1

--------------------

x x1–( ) V1 V2–[ ]

x2 x1–( )
--------------------------------

x x2–( ) V3 V2–[ ]

x3 x2–( )
--------------------------------

 
λdз

Ct
------

βi
CV
-----

 
λd0

Ct
-------

β0

CV
-----

 
λd1

Ct
-------

β1

CV
-----

 
λd1

Ct
-------

β2

CV
-----

 
λd0

Ct
-------

β3

CV
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Pис. 3. Задание диаметpа кpисталла кpемния пpи:
x1 = 50 ìì; x2 = 210 ìì; x3 = 260 ìì; d0 = 0,5 сì

Pис. 2. Задание паpаметpов пpоцесса выpащивания кpисталлов:
dз(x) — заäание äиаìетpа; Vз — заäание скоpости вытяãивания; L — заäание осевоãо ãpаäи-
ента; x — пеpеìещение вäоëü оси кpистаëëа
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На pис. 3, 4 пpивеäены пpиìеpы ìоäеëиpования
заäания äиаìетpа кpистаëëа кpеìния и скоpости
вытяãивания на всех у÷астках с у÷етоì физи÷еских
постоянных поëупpовоäниковоãо кpеìния [3].

Моäеëиpование скоpостей вытяãивания кpи-
стаëëов кpеìния и ãеpìания [1] показаëо, ÷то pа-

бо÷ий äиапазон скоpости вытяãивания ãеpìания
(0,2...1 ìì/ìин) и кpеìния (2...10 ìì/ìин) отëи-
÷ается на поpяäок, ÷то соãëасуется с тепëофизи÷е-
скиìи паpаìетpаìи äанных ìатеpиаëов.

* * *

Пpеäëожена ìатеìати÷еская ìоäеëü фоpìиpо-
вания скоpости вытяãивания äëя установок выpа-
щивания ìонокpистаëëов кpеìния по способу
Чохpаëüскоãо, ÷то позвоëяет автоìатизиpоватü
пpоöесс ввоäа заäания скоpости в систеìу упpав-
ëения и сокpащает öикë изãотовëения ãотовой
пpоäукöии тpебуеìоãо ка÷ества, обеспе÷ивая фоp-
ìу фpонта кpистаëëизаöии кpистаëëа в пpоöессе
pоста, бëизкуþ к пëоской.
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Pешение матpичных уpавнений 
в задачах электpоупpугости 

для многослойных актюатоpов 
нанопеpемещений

Введение. Постановка задачи. Пpиìенение то÷-
ных эëектpоìехани÷еских пpивоäов, pаботаþщих
на основе эëектpоупpуãости (пüезоэëектpи÷ескоãо,
пüезоìаãнитноãо, эëектpостpикöионноãо, ìаãнито-

стpикöионноãо эффектов), явëяется пеpспектив-
ныì в таких обëастях, как нанотехноëоãии, нано-
биоëоãия, энеpãетика, ìикpоэëектpоника и аäап-
тивная оптика äëя пpеöизионноãо совìещения,
пpи коìпенсаöии теìпеpатуpных и ãpавитаöион-
ных äефоpìаöий, а также атìосфеpной туpбуëент-
ности путеì коppекöии воëновоãо фpонта. То÷ные
эëектpоìехани÷еские пpивоäы pаботаþт в пpеäеëах
pабо÷их наãpузок, обеспе÷иваþщих упpуãие äе-
фоpìаöии актþатоpа — испоëнитеëüноãо устpой-
ства [1—7]. Пüезоактþатоpы иìеþт высокие зна-
÷ения пüезоìоäуëей, поэтоìу ÷асто пpиìеняþтся
äëя нанопеpеìещений. Дëя увеëи÷ения äиапазона
пеpеìещений от наноìетpов äо äесятков ìикpо-
ìетpов испоëüзуþтся ìноãосëойные (составные)
актþатоpы.

Дëя иссëеäования пüезопpеобpазоватеëей ис-
поëüзуþтся эквиваëентные эëектpи÷еские схеìы,
котоpые позвоëяþт пpиìенятü ìетоäы теоpии эëек-
тpи÷еских öепей в pас÷етах pежиìов изëу÷атеëя и
пpиеìника. Эквиваëентные схеìы пüезопpеобpа-
зоватеëей с отpезкаìи äëинных ëиний pеаëизуþтся
с поìощüþ эëектpи÷еских эëеìентов и пpиìеня-
þтся äëя эëектpи÷ескоãо ìоäеëиpования pаспpо-
стpанения акусти÷еских воëн. Дëя нахожäения

Pис. 4. Задание скоpости вытягивания кpемния пpи:
λ = 0,2 °C; L0 = 15 °C/сì; L1 = 15 °C/сì; β1 = β2 = β3 = β4 = 0,8;
d0 = 0,5 сì; x1 = 50 ìì; x2 = 210 ìì; x3 = 260 ìì; d0 = 0,5 сì

На основе pешения матpичных уpавнений в задачах элек-
тpоупpугости постpоена обобщенная стpуктуpно-паpамет-
pическая модель многослойного электpоупpугого актюатоpа
и опpеделено влияние геометpических и физических паpа-
метpов актюатоpа и внешней нагpузки на его динамические
хаpактеpистики. Получены пеpедаточные функции много-
слойного электpоупpугого актюатоpа нано- и микpопеpе-
мещений.

Ключевые слова: многослойный электpоупpугий актюа-
тоp, дефоpмация, пьезоэффект, матpичные уpавнения, пе-
pедаточные функции, нанопеpемещения
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äавëения на ãpаниöе с pабо÷ей сpеäой в пüезопpи-
еìниках иëи пüезопеpеäат÷иках pассìатpиваþтся
бëок-схеìы с коëебатеëüныì äавëениеì на вхоäе
иëи выхоäе, котоpые не пpиìеняþтся пpи пpоек-
тиpовании пüезопpивоäов нано- и ìикpопеpеìе-
щений [8].

В pезуëüтате совìестноãо pеøения систеìы уpав-
нений эквиваëентноãо ÷етыpехпоëþсника состав-
ноãо эëектpоупpуãоãо актþатоpа, соответствуþщеãо
уpавнения эëектpоупpуãости и ãpани÷ных усëовий
на äвух pабо÷их повеpхностях актþатоpа стpоится
соответствуþщая стpуктуpно-паpаìетpи÷еская ìо-
äеëü составноãо эëектpоупpуãоãо актþатоpа. Еãо пе-
pеäато÷ные функöии поëу÷аþтся из систеìы уpав-
нений, описываþщих еãо стpуктуpно-паpаìетpи-
÷ескуþ ìоäеëü [6, 7].

Обобщенная паpаметpическая стpуктуpная схема

электpоупpугого актюатоpа. В общеì виäе уpавне-
ние эëектpоупpуãости [3] иìеет виä

Si = Tj + Em + Hm + dΘ, (1)

ãäе Si — относитеëüная äефоpìаöия по оси i; —

упpуãая поäатëивостü пpи E = const, H = const,
Θ = const; Tj — ìехани÷еское напpяжение по оси j;

 — пüезоìоäуëü; Em — напpяженностü эëектpи-

÷ескоãо поëя по оси m;  — коэффиöиент ìаãни-

тостpикöии; Hm — напpяженностü ìаãнитноãо поëя

по оси m;  — коэффиöиент тепëовоãо pасøи-

pения; Θ — теìпеpатуpа; i = , j = , m = .

Pассìотpиì заäа÷и пüезоупpуãости. В pезуëüтате
совìестноãо pеøения ìатpи÷ноãо уpавнения ÷еты-
pехпоëþсника составноãо пüезоактþатоpа, соответ-
ствуþщеãо уpавнения пüезоэффекта и ãpани÷ных
усëовий на еãо äвух наãpуженных pабо÷их повеpх-
ностях поëу÷аеì соответствуþщуþ стpуктуpно-па-
pаìетpи÷ескуþ ìоäеëü пüезоактþатоpа. Матpи÷ное
уpавнение äефоpìаöий и пеpеäато÷ные функöии
пüезоактþатоpа вывоäятся из систеìы уpавнений,
описываþщих еãо стpуктуpно-паpаìетpи÷ескуþ
ìоäеëü.

Есëи в упpуãоì пüезокеpаìи÷ескоì актþатоpе
созäатü ìехани÷еское напpяжение T, то в неì воз-
никнет относитеëüная äефоpìаöия S, ëинейно за-
висящая от T. Существуþт øестü коìпонент на-
пpяжений T: T1, T2, T3, T4, T5, T6 [3]. Из них T1, T2,
T3 относятся к напpяженияì pастяжения—сжатия,
а T4, T5, T6 — к напpяженияì сäвиãа. Соответст-
венно иìееì øестü коìпонент относитеëüных äе-
фоpìаöий S: S1, S2, S3, S4, S5, S6, пpи÷еì иìеется
сäвиã в пëоскостях, пеpпенäикуëяpных осяì 1, 2, 3.

Относитеëüная äефоpìаöия записывается в ви-
äе [3]:

� пpи упpавëении по напpяжениþ Si = dmiEm + Tj;

� пpи упpавëении по току Si = gmiDm + Tj,

ãäе i, j = ; m = , пpи÷еì 1, 2, 3 — взаиìно

пеpпенäикуëяpные кооpäинатные оси; Si — относи-

теëüная äефоpìаöия с инäексоì i; dmi, gmi — пüезо-

ìоäуëи; Em, Dm — напpяженностü эëектpи÷ескоãо

поëя и эëектpи÷еская инäукöия по оси m; ,  —

упpуãие поäатëивости пpи E = const и D = const; Tj —

ìехани÷еское напpяжение по оси j. В поëяpизован-
ной сеãнетокеpаìике пpоìыøëенных ìаpок ЦТС
иëи PZT иìееì пятü коìпонент упpуãих поäатëи-

востей , , ,  и  пpи постоянной на-

пpяженности эëектpи÷ескоãо поëя E = const и тpи
пüезоìоäуëя d31, d33 и d15.

Pассìотpиì, напpиìеp, составной пüезоактþатоp,
состоящий из пüезопëастин, соеäиненных эëектpи-
÷ески паpаëëеëüно, а ìехани÷ески — посëеäова-
теëüно. Составной пüезоактþатоp пpи пpоäоëüноì
пüезоэффекте иìеет äëину l, а кажäая из состав-
ëяþщих еãо n пüезопëастин иìеет высоту δ и пëо-
щаäü попеpе÷ноãо се÷ения S0. Эëектpоäы нанесе-
ны на ãpани пüезопëастин, пеpпенäикуëяpные оси 3.

Дëя вывоäа систеìы уpавнений эквиваëентноãо
÷етыpехпоëþсника составноãо пüезоактþатоpа pас-
сìотpиì ìатpи÷ные уpавнения. Эквиваëентный
T-обpазный ÷етыpехпоëþсник k-й пüезопëастины
в посëеäоватеëüной эквиваëентной схеìе состав-
ноãо пüезоактþатоpа иìеет поpяäковый ноìеp k,
составëен исхоäя из уpавнения коëебаний и уpав-
нения сиë [6, 7], äействуþщих на ãpанях пüезопëа-
стины.

Сëеäоватеëüно, поëу÷аеì пpеобpазования Лап-
ëаса соответствуþщих сиë на вхоäной и выхоäной
ãpанях k-й пüезопëастины в виäе систеìы уpавне-
ний эквиваëентноãо T-обpазноãо ÷етыpехпоëþсника:

(2)

ãäе Z1 = ; Z2 = ; γ =  + α; Ψ = ;

(p), (p) — пpеобpазования Лапëаса сиë на

вхоäных и выхоäных тоpöах k-й пüезопëастины
в составноì пüезоактþаторе; Z1, Z2 — сопpотивëения

эквиваëентноãо ÷етыpехпоëþсника; Ξk(p), Ξk+1(p) —

пpеобpазования Лапëаса сìещений вхоäных и вы-
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хоäных тоpöов k-й пüезопëастины; p — опеpатоp
Лапëаса; γ — коэффиöиент pаспpостpанения воëны;
c — скоpостü звука в пüезокеpаìике; α — коэффи-
öиент затухания; Ψ — обобщенный паpаìетp эëек-
тpи÷ескоãо поëя в виäе напpяженности эëектpи÷е-

скоãо поëя E иëи эëектpи÷еской инäукöии D;  —

упpуãая поäатëивостü пpи Ψ = const; i, j = . По-

ëу÷аеì сëеäуþщуþ систеìу äëя k-й пüезопëастины:

–  = 1 +  + Z1 2 + Ξk+1;

Ξk =  + 1 + Ξk+1,

котоpая эквиваëентна ìатpи÷ноìу уpавнениþ

 = ||M || , (3)

ãäе ìатpиöа ||M || иìеет виä ||M || =  =

= ;m11 = m22 = 1 + = chγδ;

m12 = Z1 = Z0shγδ; m21 =  = ; Z0 = .

Дëя составноãо пüезоактþатоpа пpеобpазования

Лапëаса Ξk+1(p) — сìещения и (p) — сиëы,

äействуþщие на выхоäной ãpани k-й пëастины, со-
ответствуþт пpеобpазованияì Лапëаса сìещения и
сиëы на вхоäной ãpани (k + 1)-й пëастины [6, 7].

Сиëа на выхоäной ãpани  äëя k-й пëастины

pавна по веëи÷ине и пpотивопоëожна по напpав-

ëениþ сиëе на вхоäной ãpани  äëя (k + 1)-й

пëастины:

(p) = – (p).

Из ìатpи÷ноãо уpавнения (3) äëя n пüезопëа-
стин в составноì пüезоактþатоpе поëу÷аеì ìат-
pи÷ное уpавнение

 = ||M ||n . (4)

Эëеìенты ìатpиöы ||M ||n нахоäиì по ìетоäу ìа-

теìати÷еской инäукöии

||M ||n = .

Поëу÷енноìу ìатpи÷ноìу уpавнениþ (4) äëя
составноãо пüезоактþатоpа с у÷етоì выpажения äëя
ìатpиöы ||M ||n соответствует эквиваëентный ÷еты-

pехпоëþсник.

Запиøеì уpавнения сиë, äействуþщих на ãpанях
составноãо пüезоактþатоpа:

� пpи x = 0 T3(0, p)S0 = F1(p) + M1p2Ξ1(p);

� пpи x = l T3(l, p)S0 = –F2(p) – M2p2Ξ2(p),

ãäе T3(0, p), T3(l, p) — пpеобpазования Лапëаса ìе-

хани÷еских напpяжений на äвух тоpöах составноãо
пüезоактþатоpа, пpи÷еì пpиниìаеì Ξ2(p), F2(p) —

пpеобpазования Лапëаса сìещения и сиëы тоpöа
пüезоактþатоpа пpи x = l. Пpеобpазование Лапëаса
сиëы [4], возбужäаþщей коëебания составноãо

пüезоактþатоpа, нахоäится из уpавнения обpатноãо

пüезоэффекта F(p) = .

Совìестное pассìотpение систеìы уpавнений
äëя эквиваëентноãо ÷етыpехпоëþсника составноãо
пüезоактþатоpа пpи упpавëении по напpяжениþ,

уpавнения сиë на еãо ãpанях и уpавнения сиëы,
возбужäаþщей коëебания, äает сëеäуþщуþ стpук-
туpно-паpаìетpи÷ескуþ ìоäеëü:

Ξ1(p) = –F1(p) + d33E3(p) –

– [ch(lγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)] ;

Ξ2(p) = –F2(p) + d33E3(p) –

– [ch(lγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)] ,

пpи÷еì  =  = , ãäе mc — ìасса со-

ставноãо пüезоактþатоpа.

Из этой систеìы с у÷етоì уpавнения эëектpо-
упpуãости (1) поëу÷аеì систеìу уpавнений äëя
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обобщенной стpуктуpно-паpаìетpи÷еской ìоäеëи
эëектpоупpуãоãо актþатоpа (pис. 1):

(5)

 = ; vmi = ; Ψm = ;

 = ; c = ; γ = ,

ãäе инäексы E, D и H соответствуþт упpавëениþ по
напpяжениþ, току и напряженности ìаãнитноãо
поëя. Систеìе (5) соответствует паpаìетpи÷еская
стpуктуpная схеìа эëектpоупpуãоãо актþатоpа.

Обобщенные пеpедаточные функции электpоуп-

pугого актюатоpа. Обобщенная стpуктуpно-паpа-
ìетpи÷еская ìоäеëü эëектpоупpуãоãо актþатоpа
позвоëяет поëу÷итü пеpеäато÷ные функöии актþа-
тоpа как отноøение пpеобpазования Лапëаса пеpе-
ìещения ãpани актþатоpа к пpеобpазованиþ Лап-
ëаса соответствуþщеãо вхоäноãо эëектpи÷ескоãо
паpаìетpа иëи к пpеобpазованиþ Лапëаса соответ-
ствуþщей сиëы пpи нуëевых на÷аëüных усëовиях.

Pис. 1. Обобщенная паpаметpическая стpуктуpная схема электpоупpугого актюатоpа

Ξ1(p) = –F1(p) + vmiΨm(p) –

– [ch(lγ)Ξ1(p) – Ξ2(p)] ;

Ξ2(p) = –F2(p) + vmiΨm(p) –

– [ch(lγ)Ξ2(p) – Ξ1(p)] ;
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Совìестное pеøение уpавнений äëя пеpеìеще-
ний äвух ãpаней актþатоpа äает сëеäуþщуþ систеìу:

(6)

ãäе пеpеäато÷ные функöии иìеþт виä

W11(p) =  = M2 p2 + γth ;

W21(p) =  = M1 p2 + γth ;

W12(p) =  = – M2 p2 + ;

W13(p) =  = W22(p) =  = ;

W23(p) =  = – M1 p2 + ;

Aij = M1M2( )2p4 + p3 +

+ p2 + p + α2.

Сëеäоватеëüно, из систеìы уpавнений (6) поëу-
÷аеì ìатpи÷ное уpавнение

 = .

Пpи пpоìыøëенноì пpиìенении ìноãосëой-
ноãо пüезоактþатоpа иìееì упpуãоинеpöионнуþ
наãpузку в виäе упpуãоãо эëеìента (пpужины, ìеì-

бpаны) и инеpöионной ìассы наãpузки (кооpäи-
натноãо стоëа, сканиpуþщеãо эëеìента) [6—10].
Пpи оäноì закpепëенноì тоpöе пüезоактþатоpа
(напpиìеp, пpи x = 0) и упpуãоинеpöионной на-
ãpузке на пüезоактþатоp на второì конöе (пpи x = l )
иìееì уpавнение сиë на еãо äруãоì тоpöе

T3(t)S0 |x = l = –M  – (Ca + Ce)ξ(t), (7)

ãäе M — ìасса наãpузки; Ca — жесткостü аpìиpуþ-
щеãо упpуãоãо эëеìента.

Из уpавнения обpатноãо пüезоэффекта с у÷етоì
äействуþщих на тоpеö ìноãосëойноãо пüезоактþа-
тоpа сиë (7) поëу÷аеì

 =

= d33E3(p) –  – , (8)

ãäе Ξ(p) = Ξ2(p), Ξ(x, p), — пpеобpазования Лапëаса
пеpеìещения тоpöа и се÷ения пüезоактþатоpа;
E3(p) — пpеобpазования Лапëаса напpяженности
эëектpи÷ескоãо поëя по оси 3. Из (8) иìееì выpаже-
ние äëя стpуктуpно-паpаìетpи÷еской ìоäеëи (pис. 2)

 + +  = d33E3 (9)

и пеpеäато÷нуþ функöиþ

W(p) =  =

= . (10)

Ξ1(p) = W11(p)Ψm(p) + W12(p)F1(p) + W13(p)F2(p);

Ξ2(p) = W21(p)Ψm(p) + W22(p)F1(p) + W23(p)F2(p),
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Pис. 2. Паpаметpическая стpуктуpная схема пьезоактюатоpа, закpепленного одним тоpцем, пpи пpодольном пьезоэффекте
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Пеpеäато÷ная функöия ìноãосëойноãо пüезо-
актþатоpа, закpепëенноãо оäниì тоpöоì, пpи пpо-
äоëüноì пüезоэффекте и упpуãоинеpöионной на-
ãpузке как эëектpоìехани÷еской систеìы [6—10]
с pаспpеäеëенныìи паpаìетpаìи иìеет виä

W(p) =  =

= ; 

Cc = S0/( l) = mn(c
E)2/l 2, (11)

ãäе Cc — жесткостü ìноãосëойноãо пüезоактþатоpа
пpи пpоäоëüноì пüезоэффекте; mn — ìасса ìноãо-
сëойноãо пüезоактþатоpа; U0(p) — пpеобpазование
Лапëаса напpяжения исто÷ника питания; R — со-
пpотивëение соãëасуþщих öепей; C0 — еìкостü
пüезопëастины в ìноãосëойноì пüезоактþатоpе.

Дëя R = 0 ÷астотная пеpеäато÷ная функöия
иìеет виä

W( jω) =  =

= ,(12)

ãäе ω — кpуãовая ÷астота; j — ìниìая еäиниöа.

Пpи α = 0 поëу÷аеì хаpактеpисти÷еское ÷астот-
ное уpавнение

ctg  =  – . (13)

Ввеäеì сëеäуþщие обозна÷ения: k = ω/cE —
÷астотный коэффиöиент; a = (Ca + Ce)/Cc — пpи-
веäенная суììаpная жесткостü упpуãоãо эëеìента
наãpузки (жесткостü эëеìента аpìиpования и уп-
pуãой наãpузки) к жесткости ìноãосëойноãо пüе-
зоактþатоpа; b = M/mn = M(cE)2/(Ccl

2) — ìасса на-
ãpузки, пpивеäенная к ìассе ìноãосëойноãо пüе-
зоактþатоpа.

С у÷етоì ввеäенных обозна÷ений хаpактеpисти-
÷еское уpавнение (13) записывается в виäе

ctg(kl ) = –  + bkl. (14)

Пpи упpуãой наãpузке и M = 0 иìееì: b = 0 и

уpавнение ctg(kl ) = – . Дëя a = 0,2 иìееì пеpвые

тpи коpня уpавнения k1l = 1,69; k2l = 4,76; k3l = 7,88.

Пpи наëи÷ии упpуãоãо эëеìента pезонансная ÷ас-

тота ìноãосëойноãо пüезоактþатоpа возpастает

(pис. 3).

Дëя инеpöионной наãpузки и Ca = Ce = 0 иìееì:

a = 0 и хаpактеpисти÷еское уpавнение виäа

ctg(kl) = bkl. Соответственно пpи b = 0,5 коpни

уpавнения k1l = 1,08; k2l = 3,64; k3l = 6,58. Пpи на-

ëи÷ии инеpöионной наãpузки pезонансная ÷астота

пüезоактþатоpа уìенüøается (pис. 3).

Дëя ìноãосëойноãо пüезоактþатоpа с оäниì

свобоäныì тоpöоì Ca = Ce = 0 и M = 0 иìееì:

a = 0 и b = 0 и уpавнение ctg(kl) = 0, pеøения кото-

pоãо ki l = π(2i – 1)/2, i = 1, 2, ... (pис. 3). Пеpвые тpи

коpня хаpактеpисти÷ескоãо уpавнения сëеäуþщие:

k1l = π/2 = 1,57; k2l = 3π/2 = 4,71; k3l = 5π/2 = 7,85.

Пеpвая pезонансная ÷астота f1 пüезоактþатоpа

с оäниì свобоäныì тоpöоì f1 = cE/(4l ). Пpи

cE = 3•103 ì/с; l = 40 ìì иìееì f1 = 18,75 кГö.

Испоëüзуя аппpоксиìаöиþ ãипеpбоëи÷ескоãо

котанãенса äвуìя ÷ëенаìи степенноãо pяäа в (11),

поëу÷аеì сëеäуþщее выpажение äëя пеpеäато÷ной

функöии пüезоактþатоpа пpи пpоäоëüноì пüезо-

эффекте äëя упpуãоинеpöионной наãpузки пpи
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M . m, ãäе M и m — ìасса наãpузки и пüезоактþа-
тоpа:

W(p) =  =

= ; (15)

Tt = ;

ξt = αl 2Cc/[3c
E ],

ãäе Ξ(p), U(p) — пpеобpазования Лапëаса пеpеìе-
щения тоpöа и напpяжения на обкëаäках пüезоак-
тþатоpа; Tt, ξt — постоянная вpеìени и коэффи-
öиент затухания.

Дëя пüезоактþатоpа из пüезокеpаìики ìаpки
ЦТС-19 с пеpеäато÷ной функöией (15) пpи пpо-

äоëüноì пüезоэффекте пpи упpуãоинеpöионной
наãpузке и ступен÷атоì вхоäноì напpяжении аì-
пëитуäой Um = 150 В поëу÷аеì ξm = 3 ìкì, ξt = 0,1,
Tt = 0,9 ìс (pис. 4).

Заключение. Pеøение ìатpи÷ных уpавнений
в заäа÷ах эëектpоупpуãости позвоëяет постpоитü
стpуктуpно-паpаìетpи÷ескуþ ìоäеëü ìноãосëой-
ноãо эëектpоупpуãоãо актþатоpа, котоpая отpажает
пpеобpазование эëектpи÷еской энеpãии в ìехани÷е-
скуþ энеpãиþ пеpеìещаеìоãо объекта пpи осуще-
ствëении нано- и ìикpопеpеìещений. Обобщенная
стpуктуpно-паpаìетpи÷еская ìоäеëü ìноãосëой-
ноãо эëектpоупpуãоãо актþатоpа позвоëяет опpеäе-
ëитü еãо пеpеäато÷ные функöии и испоëüзоватü
ìетоäы теоpии автоìати÷ескоãо упpавëения в pас-
÷етах еãо äинаìи÷еских и стати÷еских хаpактеpи-
стик äëя эëектpоìехани÷ескоãо пpивоäа нанопеpе-
ìещений.
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Стекëоо÷иститеëи — необхоäиìый коìпонент
äëя защиты ветpовоãо стекëа и обеспе÷ения коì-
фоpтной виäиìости пpи упpавëении автоìобиëеì
в äожäëивуþ иëи снежнуþ поãоäу. Функöия стек-
ëоо÷иститеëя закëþ÷ается в тоì, ÷тобы убpатü со
стекëа основнуþ ìассу воäы, оставив в то же вpеìя
на повеpхности стекëа pавноìеpнуþ тонкуþ воäя-
нуþ пëенку, котоpая позвоëит свету пpохоäитü ÷е-
pез нее без искажения и откëонения напpавëения
световоãо потока.

Эëектpи÷еский стекëоо÷иститеëü состоит из
эëектpоäвиãатеëя, ÷еpвя÷ноãо pеäуктоpа, пpивоäа,
вкëþ÷аþщеãо кpивоøипный ìеханизì и систеìу
тяã и pы÷аãов, и щеток. Эëектpоäвиãатеëü стекëо-
о÷иститеëя ÷еpез ÷еpвя÷ный pеäуктоp пpивоäит во
вpащение кpивоøип, котоpый ÷еpез систеìу пpи-
воäных pы÷аãов и тяã сообщает щеткаì ка÷атеëü-
ные äвижения.

В настоящее вpеìя в связи с увеëи÷ениеì ско-
pости äвижения автоìобиëей на äоpоãах, а также

пëотности их äвижения неpеäко возникаþт ситуа-
öии, коãäа pу÷ное упpавëение pежиìоì pаботы стек-
ëоо÷иститеëеì зна÷итеëüно повыøает pиск аваpии,
отвëекая воäитеëя. Кpоìе тоãо, жестко pеãëаìен-
тиpованные pежиìы pаботы этих устpойств не эко-
ноìи÷ны и пpивоäят к пpежäевpеìенноìу износу
÷астей ìеханизìов, в ÷астности, pезиновых эëе-
ìентов стекëоо÷иститеëя.

Эти фактоpы äеëаþт актуаëüныìи иссëеäования
систеì стекëоо÷истки. За посëеäние 10 ëет быëо
опубëиковано боëüøое ÷исëо патентов на эту теìу.
В ка÷естве основных напpавëений повыøения ка-
÷ества pаботы систеìы стекëоо÷истки в них pассìат-
pивается совеpøенствование систеìы упpавëения
и аëãоpитìов ее pаботы [7, 9, 10, 11, 13], а также
констpукöия щетки стекëоо÷иститеëя [8, 12]. Го-
pазäо ìенüøее вниìание уäеëяется иссëеäованиþ
вëияния на ка÷ество pаботы систеìы пеpеäато÷но-
ãо ìеханизìа. Иссëеäования в этой обëасти обpа-
щены в основноì на изìенение ãеоìетpии обëасти
о÷истки ветpовоãо стекëа [6]. Вопpосы же вëияния
констpуктивных паpаìетpов ÷етыpехзвенноãо ìе-
ханизìа на ка÷ество о÷истки стекëа пpакти÷ески
не pассìатpиваëисü. Вìесте с теì, иìенно пеpеäа-
то÷ный ìеханизì опpеäеëяет закон äвижения щетки
по стекëу, оказываþщий пpяìое вëияние на пpо-
öессы поëужиäкостноãо тpения щетки по стекëу, а
соответственно, и на ка÷ество о÷истки стекëа и из-
нос эëеìентов щеток. В äанной статüе pассìатpи-
вается возìожностü синтеза ÷етыpехзвенноãо ìе-
ханизìа стекëоо÷иститеëя с коэффиöиентоì сpеä-
ней скоpости пpяìоãо/обpатноãо хоäа, бëизкиì к 1,
в öеëях уìенüøения износа pезиновоãо эëеìента
щетки стекëоо÷иститеëя.

Констpукция и пpинцип pаботы четыpехзвенного

механизма стеклоочистителя. В ка÷естве ìехани÷е-
скоãо пpивоäа стекëоо÷иститеëя испоëüзуþтся ÷е-
тыpехpы÷ажные ìеханизìы с попеpе÷ной связüþ
(pис. 1). Пpи повоpоте кpивоøипа К на уãоë α øа-
тун Ш1 повоpа÷ивает ка÷аþщийся кpивоøип КК1
на уãоë β от на÷аëüноãо поëожения. Чеpез попеpе÷-
нуþ связü (øатун Ш2) ка÷аþщийся кpивоøип
КК1 повоpа÷ивает ка÷аþщийся кpивоøип КК2 на
уãоë γ.

Кpоìе pассìотpенноãо ваpианта посëеäоватеëü-
ноãо соеäинения ка÷аþщихся кpивоøипов КК1 и
КК2 с кpивоøипоì К, связанныì с выхоäныì ваëоì

Обосновывается методика синтеза четыpехзвенных
пеpедаточных механизмов стеклоочистителя легкового
автомобиля. В отличие от стандаpтных стpуктуp четы-
pехзвенных механизмов пpедлагаемая в pаботе стpуктуpа
обеспечивает близкий к pавномеpному износ обоих pабочих
кpомок pезинового элемента стеклоочистителя, что позво-
ляет снизить тpебования к матеpиалам pезинового элемен-
та и увеличить сpок их службы. Методами цифpового моде-
лиpования пpоведен анализ автоколебательных пpоцессов,
пpоисходящих пpи движении щетки по влажному стеклу,
для pеализации законов упpавления пpоцессом pаботы
стеклоочистителя.

Ключевые слова: синтез четыpехзвенного механизма,
коэффициент сpедней скоpости пpямого/обpатного хода,
анализ автоколебаний, полужидкостное тpение
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pеäуктоpа, также ìожет испоëüзоватüся ваpиант их
паpаëëеëüноãо соеäинения с кpивоøипоì К. Из-
вестны также систеìы с äвуìя независиìыìи пpи-
воäаìи äëя кажäой из щеток стекëоо÷иститеëя.

Допоëнитеëüно упpавëяеìые ÷етыpехpы÷ажные
ìеханизìы также испоëüзуþтся äëя pасøиpенных
уãëов о÷истки.

Пëавностü pаботы ìеханизìа äостиãается за с÷ет
соãëасования ìаксиìаëüных зна÷ений уãëовоãо
ускоpения и уãëов pавноìеpной пеpеäа÷и усиëий
в то÷ках обpатноãо хоäа стекëоо÷иститеëя.

Синтез механизма. Поä ìетpи÷ескиì синтезоì
иëи пpоектиpованиеì ìеханизìов пониìаþт оп-
pеäеëение ëинейных pазìеpов и уãëовых поëоже-
ний звенüев по усëовияì pабо÷их поëожений и пе-
pеìещений выхоäноãо звена [4, с. 559].

В ка÷естве оãpани÷ений иëи ка÷ественных по-
казатеëей пpи ìетpи÷ескоì синтезе ìеханизìа ис-
поëüзуþтся:
� усëовие пpовоpа÷иваеìости звенüев, т. е. обес-

пе÷ения äëя вхоäноãо и(иëи) выхоäноãо звенüев
возìожности повоpота на уãоë боëее 360°;

� äопустиìые уãëы äавëения, т. е. усëовие тоãо, ÷то
уãоë ìежäу вектоpоì äвижущей сиëы, äействуþ-
щей с веäущеãо звена на веäоìое, и вектоpоì
скоpости то÷ки ее пpиëожения не äоëжен пpе-
выøатü некотоpых äопустиìых веëи÷ин, ÷тобы
искëþ÷итü неäопустиìо боëüøие зна÷ения pе-
акöий в кинеìати÷еских паpах (КП), низкий КПД
ìеханизìа, возìожностü еãо закëинивания;

� констpуктивные оãpани÷ения на ãабаpитные
pазìеpы ìеханизìа, т. е. усëовие, пpи котоpоì
pазìеpы звенüев äоëжны обеспе÷иватü вписыва-
ние ìеханизìа в заäанные ãабаpитные pазìеpы;

� то÷ностü обеспе÷ения заäанноãо закона äвижения
иëи заäанных поëожений звенüев ìеханизìа.
На pис. 2 пpивеäена схеìа äинаìи÷ескоãо ана-

ëиза ÷етыpехзвенноãо ìеханизìа.

Уãëоì äавëения J называется уãоë ìежäу векто-
pоì сиëы, äействуþщей на веäоìое звено со сто-
роны веäущеãо, и вектоpоì скоpости то÷ки пpиëо-
жения этой сиëы на веäоìоì звене. К вхоäноìу
звену 1 этоãо ìеханизìа пpиëожен äвижущий ìо-
ìент Mä, к выхоäноìу звену 3 — ìоìент сопpотив-
ëения Mс3. На этапе пpоектиpования ìассы и ìо-
ìенты инеpöии звенüев не опpеäеëены, поэтоìу
äвижущая сиëа, äействуþщая на веäоìое звено, —
pеакöия F32 — напpавëена по ëинии BC, скоpостü
VC то÷ки ее пpиëожения на звене 3 напpавëена
в стоpону w3 пеpпенäикуëяpно звену 3. Уãоë J32 ìе-
жäу вектоpаìи F32 и VC — уãоë äавëения во вpа-
щатеëüной паpе C. С увеëи÷ениеì этоãо уãëа тан-
ãенöиаëüная составëяþщая сиëы , способствуþ-
щая повоpоту звена 3, уìенüøается, а ноpìаëüная

, котоpая не вëияет на äвижение, а тоëüко äе-
фоpìиpует (сжиìает) звено 3, увеëи÷ивается. Та-
киì обpазоì, с увеëи÷ениеì уãëа äавëения усëовия
пеpеäа÷и сиë в КП ухуäøаþтся. Поскоëüку в pе-
аëüных КП всеãäа иìеется тpение, то пpи опpеäе-
ëенноì уãëе äавëения в КП возìожно саìотоpìо-
жение иëи закëинивание.

Показатеëеì ка÷ества pаботы ÷етыpехзвенноãо
ìеханизìа, опpеäеëяþщиì усëовия пеpеäа÷и сиë,
явëяется коэффиöиент возpастания сиëы pеакöии,
хаpактеpизуþщий соотноøение ìежäу танãенöи-
аëüной и ноpìаëüной составëяþщиìи äвижущей
сиëы. Без у÷ета тpения этот коэффиöиент опpеäе-
ëяется сëеäуþщиì выpажениеì:

kJ =  = . (1)

Pис. 1. Схема pаботы четыpехpычажного механизма стеклоочи-
стителя с попеpечной связью

F32
τ

F32
n

Pис. 2. Схема динамического анализа четыpехзвенного меха-
низма

F32

F32
τ

------ 1
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-------------
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Дpуãиì показатеëеì ка÷ества pаботы ÷етыpех-
звенноãо ìеханизìа явëяется коэффиöиент неpав-
ноìеpности сpеäней скоpости kw, т. е. отноøение
сpеäней скоpости выхоäноãо звена на обpатноì хо-
äе w3сp.о.х к сpеäней скоpости пpяìоãо хоäа w3сp.п.х:

kw = w3сp.о.х/w3сp.п.х; (2)

w3сp.о.х = Δϕ3/tо.х, w3сp.п.х = Δϕ3/tп.х,

tо.х и tп.х — соответственно вpеìя обpатноãо и вpеìя

пpяìоãо хоäа.
Пpи ìетpи÷ескоì синтезе ìеханизìа поäбиpа-

þтся pазìеpы звенüев, обеспе÷иваþщие заäанный
коэффиöиент неpавноìеpности сpеäней скоpости.
Схеìа ìетpи÷ескоãо синтеза ÷етыpехзвенноãо ìе-
ханизìа пpивеäена на pис. 3. Аëãоpитì синтеза
сëеäуþщий.

По kw pасс÷итываеì уãоë q, опpеäеëяеìый вы-
pажениеì

q = •180°. (3)

От оси x откëаäываеì на÷аëüное поëожение вы-
хоäноãо звена и еãо pабо÷ее пеpеìещение. То÷ки
на÷аëüноãо C ′ и коне÷ноãо C ′′ поëожений соеäи-
няеì пpяìой, от пеpпенäикуëяpов к этой пpяìой
откëаäываеì уãоë q и пpовоäиì ëу÷и C ′O, ÷тобы
опpеäеëитü то÷ку O — öентp окpужности r0, пpо-
хоäящей ÷еpез то÷ку C ′ и искоìуþ то÷ку A. Поëо-
жение то÷ки A на этой окpужности опpеäеëяется
в зависиìости от исхоäных äанных:

1) в то÷ке C ′ от вектоpа скоpости VC ′ откëаäы-
ваеì уãоë äавëения J = Jmax, ãäе Jmax — пpеäеëüно
äопустиìое зна÷ение уãëа J, и пpовоäиì ëу÷ äо пе-
pесе÷ения с окpужностüþ r0 в то÷ке A;

2) нахоäиì то÷ку A как то÷ку пеpесе÷ения оси x
с окpужностüþ r0;

3) нахоäиì то÷ку A как то÷ку пеpесе÷ения окpуж-
ности r0 с окpужностüþ pаäиуса l0 (есëи веëи÷ина
l0 — äëина коpоìысëа — заäана).

Затеì по опpеäеëенныì такиì обpазоì pазìе-
pаì LAC ′ и LAC ′′ нахоäиì äëины звенüев 1 и 2:

LAC ′ = L1 + L2, LAC ′′ = L2 – L1,

откуäа L1 = , L2 = .

С испоëüзованиеì выøеописанноãо станäаpт-
ноãо аëãоpитìа быë пpовеäен синтез кинеìати÷е-
ски оптиìаëüноãо ìеханизìа. Pассìатpиваëи оäно-
щето÷нуþ систеìу стекëоо÷истки с уãëоì pазìаха
щетки 160°. Pазpабатываеìый ìеханизì äоëжен
быë иìетü коэффиöиент неpавноìеpности сpеäней
скоpости, ìаксиìаëüно бëизкий к 1. Оãpани÷и-
ваþщиì усëовиеì пpинято соотноøение звенüев
кpивоøип:øатун = 1:15, явëяþщееся сëеäствиеì
тоãо, ÷то ìиниìаëüная äëина кpивоøипа и äëина
обëасти äëя pазìещения ìеханизìа стекëоо÷исти-
теëя сутü коне÷ные веëи÷ины, не ìенее 5 сì и не
боëее 1 ì соответственно. В pезуëüтате паpаìетpи-
÷ескоãо синтеза ÷етыpехзвенноãо ìеханизìа поëу-
÷ен ìеханизì с коэффиöиентоì сpеäней скоpости
пpяìоãо/обpатноãо хоäа 1,1 пpи сëеäуþщеì соот-
ноøении pазìеpов ÷етыpехзвенноãо ìеханизìа
(1:8:0,7:8,06) [6].

Pис. 3. Схема метpического синтеза четыpехзвенного механиз-
ма по коэффициенту неpавномеpности сpедней скоpости

kw 1–

kw 1+
------------

LAC″ LAC′+

2
------------------------

LAC ′ LAC″–

2
------------------------

Pис. 4. Диагpаммы скоpости движения коpомысла для pазлич-
ных четыpехзвенных механизмов
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На pис. 4 пpеäставëены äиаãpаììы уãëовой
скоpости äвижения коpоìысëа ÷етыpехзвенноãо
ìеханизìа ωi äëя пpеäëаãаеìоãо соотноøения
äëин звенüев (1 ) и соотноøений 1:6:1,4:6,8 (2 ) и
1:4,2:2,2:5,4 (3 ), бëизких к пpиìеняеìыì в суще-
ствуþщих ìоäеëях стекëоо÷иститеëей.

По pезуëüтатаì pаботы поëу÷ен патент на поëез-
нуþ ìоäеëü на соотноøение äëин звенüев № 67530
от 06.11.2007 ã.

Исследование динамики четыpехзвенного меха-

низма методами цифpового моделиpования. Поìиìо
кинеìати÷еских хаpактеpистик ìеханизìа на ка÷е-
ство pаботы систеìы стекëоо÷истки оказываþт
зна÷итеëüное вëияние автокоëебатеëüные пpоöес-
сы pезиновоãо эëеìента щетки стекëоо÷иститеëя.

Дëя pассìотpения pаботы систеìы в pазëи÷ных
pежиìах пpовеäеì ìатеìати÷еское ìоäеëиpование
систеìы.

На pис. 5 пpивеäена pас÷етная схеìа pезиновоãо
эëеìента щетки стекëоо÷иститеëя. В ка÷естве упpо-
щений äëя pас÷ета пpиняты сëеäуþщие поëожения:
веpхняя ÷астü pезиновоãо эëеìента стекëоо÷исти-
теëя и еãо ãубка с÷итаþтся абсоëþтно твеpäыìи
теëаìи; øейка стекëоо÷иститеëя с÷итается øаpни-
pоì, на котоpоì закpепëена ãубка pезиновоãо эëе-
ìента стекëоо÷иститеëя. Упpуãостü øейки у÷иты-
вается путеì ввеäения уãëовой пpужины,
упpуãостü котоpой пpяìо пpопоpöио-
наëüна уãëу повоpота ãубки pезиновоãо
эëеìента стекëоо÷иститеëя.

На ãубку стекëоо÷иститеëя äействуþт
÷етыpе внеøние сиëы и ìоìент сопpо-
тивëения øейки. Чеpез зажиì на веpх-
нþþ ÷астü pезиновоãо эëеìента и ÷еpез
нее на øаpниp äействует сиëа пpижатия
щетки стекëоо÷иститеëя. В общеì сëу÷ае
она зависит от констpукöии щетки стек-
ëоо÷иститеëя, наëи÷ия спойëеpа и т. п.,
но в äанной статüе äëя упpощения pас÷е-
тов эта сиëа пpинята постоянной и pав-
ной 2 Н. Также ÷еpез зажиì на веpхнþþ
÷астü pезиновоãо эëеìента стекëоо÷исти-
теëя и øаpниp äействует äвижущая сиëа,
опpеäеëяеìая ìоìентоì на выхоäноì
ваëу ìотоp-pеäуктоpа стекëоо÷иститеëя.
В то÷ке сопpикосновения ãубки со стек-
ëоì на нее äействует сиëа сопpотивëе-
ния стекëа, котоpуþ ìожно pазëожитü
на äве составëяþщие: сиëу pеакöии опо-
pы, напpавëеннуþ по ноpìаëи и pавнуþ
по ìоäуëþ сиëе пpижатия щетки к стек-
ëу, и сиëу тpения, в общеì сëу÷ае зави-
сящуþ от свойств стекëа и скоpости пеpе-
ìещения щетки по стекëу, но äëя сëу÷ая
pавноìеpноãо äвижения pавнуþ äвижу-
щей сиëе, пеpеäаваеìой от ìотоp-pеäук-

тоpа на щетку. Pассìотpиì äиффеpенöиаëüное
уpавнение уãëовых коëебаний ãубки стекëоо÷исти-
теëя относитеëüно øаpниpа:

J  = –μэкв  – cэквϕ + Fтp(Hcosϕ + h) +

+ NHsinϕ + FäвLø, (4)

ãäе J — ìоìент инеpöии ãубки стекëоо÷иститеëя;
cэкв — эквиваëентная упpуãостü øейки стекëоо÷и-
ститеëя; μэкв — эквиваëентная вязкая упpуãостü

ϕ·· ϕ·

Pис. 5. Схема нагpужения pезинового элемента щетки

Pис. 6. Алгоpитм моделиpования пpоцесса движения щетки по стеклу
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øейки стекëоо÷иститеëя; H, h — высота ãубки и
øейки соответственно (pис. 5); Lø — высота закpе-
пëенной в äеpжатеëе ÷асти pезиновоãо эëеìента;
Fäв — äвижущая сиëа; Fтp — сиëа тpения; N — сиëа
сопpотивëения äавëениþ; ϕ — уãоë откëонения ãуб-
ки резиновоãо эëеìента от вертикаëи.

Сиëа тpения pезиновоãо эëеìента по стекëу
вкëþ÷ает в себя как сухое, так и вëажное тpение и
в пеpвоì пpибëижении ìожет бытü пpеäставëена
в сëеäуþщеì виäе:

Fтp = μω + Fс.тpsignω, (5)

ãäе μ — коэффиöиент вëажноãо тpения щетки по
стекëу;Fс.тp — ìоäуëü сухоãо тpения; ω — закон из-
ìенения скоpости äвижения щетки по стекëу.

На pис. 6 пpеäставëен аëãоpитì иссëеäования
pаботы систеìы стекëоо÷истки.

Моäеëиpование ÷етыpехзвенноãо ìеханизìа äëя
поëу÷ения еãо кинеìати÷еских хаpактеpистик вы-
поëняëосü в äанной pаботе с поìощüþ пакета pас-
øиpения Simulink äëя ìоäеëиpования ìехани÷е-
ских систеì SimMechanics, позвоëяþщеãо ìоäеëи-
pоватü поступатеëüное и вpащатеëüное äвижения
в тpех пëоскостях.

Моäеëиpование систеìы в сpеäе MatLab —
Simulink выявиëо хаpактеpный автокоëебатеëüный

pежиì pаботы систеìы. Типи÷ный виä хаpактеpи-
стики уãëа откëонения pезиновоãо эëеìента от
веpтикаëи пpивеäен на pис. 7.

Возникаþщие в пpоöессе äвижения по стекëу
автокоëебатеëüные пpоöессы оказываþт неãатив-
ное вëияние на ка÷ество о÷истки стекëа, ускоpяþт
износ щетки, ìоãут отвëекатü воäитеëя от äвиже-
ния пpи попаäании ÷астоты автокоëебаний в зву-
ковой äиапазон. На основе ìоäеëиpования пpеä-
ëожены сëеäуþщие pекоìенäаöии по снижениþ
вëияния возникаþщих фpикöионных автокоëеба-
ний 2-ãо pоäа:

а) изìенение жесткости эëеìента тpения щетки;

б) уìенüøение pазности сиë стати÷ескоãо и ки-
нети÷ескоãо тpения за с÷ет испоëüзования соот-
ветствуþщеãо pежиìа оìывания;

в) увеëи÷ение запаса устой÷ивости фpикöион-
ной автокоëебатеëüной систеìы путеì наëожения
ìикpокоëебаний на пpивоä стекëоо÷иститеëя.

Даëüнейøие иссëеäования систеìы связаны с pаз-
pаботкой законов оìывания стекëа, позвоëяþщих
сокpатитü пеpиоäы pаботы систеìы в pежиìе су-
хоãо тpения и уìенüøитü pазностü сиë стати÷ескоãо
и кинети÷ескоãо тpения, а также с pазpаботкой зако-
нов осöиëëяöии пpивоäа стекëоо÷иститеëя, кото-
pые позвоëят уìенüøитü аìпëитуäу автокоëебаний
pезиновоãо эëеìента щетки стекëоо÷иститеëя на
основе упpавëения pеãенеpативныì эффектоì сиëы
поëужиäкостноãо тpения.
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Pис. 7. Хаpактеpистика углового отклонения pезинового эле-
мента стеклоочистителя
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Введение

Pазвитие хозяйственной äеятеëüности стpаны тpе-
бует увеëи÷ения объеìа пеpевозок, зна÷итеëüная
÷астü котоpых осуществëяется жеëезноäоpожныì
тpанспоpтоì. Оäниì из способов повыøения пpо-
возной способности жеëезных äоpоã, не тpебуþ-
щих зна÷итеëüных капитаëüных затpат на ìоäеp-
низаöиþ их инфpастpуктуpы, явëяется внеäpение
в обpащение и øиpокое испоëüзование поезäов
повыøенной ìассы (6000...8000 т) и äëины. Оäнако
в поезäах с такиìи паpаìетpаìи возникаþт пpо-
äоëüные коëебания со зна÷итеëüной аìпëитуäой
сиë. Допоëнитеëüныìи неãативныìи фактоpаìи
явëяþтся возìожные оøибки, возникаþщие пpи
выпоëнении техноëоãи÷еских опеpаöий по упpав-
ëениþ поезäоì, в pезуëüтате котоpых пpоäоëüные
äинаìи÷еские сиëы ìоãут существенно пpевыситü
зна÷ение, установëенное по усëовияì стати÷еской
и устаëостной пpо÷ности äëя автосöепок и поãëо-
щаþщих аппаpатов поäвижноãо состава. Всëеäствие
этоãо возpастает веpоятностü возникновения вне-
запных и постепенных отказов, вызванных pазpуøе-
ниеì упpяжных пpибоpов ваãонов и, сëеäоватеëüно,
pазpывоì поезäа. Посëеäнее явëяется сеpüезныì
наpуøениеì безопасности äвижения, веäущиì к зна-
÷итеëüныì ìатеpиаëüныì потеpяì, а в некотоpых
сëу÷аях и к ÷еëове÷ескиì жеpтваì.

Цеëüþ упpавëения äвижениеì поезäа явëяется
обеспе÷ение еãо пеpеìещения ìежäу коне÷ныìи
иëи пpоìежуто÷ныìи станöияìи за заäанное вpе-

ìя, опpеäеëяеìое общиì ãpафикоì äвижения по-
езäов на у÷астке жеëезной äоpоãи. Необхоäиìыì
усëовиеì пpи этоì явëяется собëþäение всех экс-
пëуатаöионных оãpани÷ений, основныì из кото-
pых äëя всех типов поезäов явëяется оãpани÷ение
по скоpости äвижения.

Дëя pеøения поставëенных заäа÷ пpеäназна÷ены
систеìы автовеäения поезäов (САВП). Наиëу÷øие
pезуëüтаты äостиãнуты пpи испоëüзовании äвух-
уpовневой САВП, в котоpой веpхний уpовенü осу-
ществëяет выбоp pежиìа упpавëения на основании
инфоpìаöии о заäанноì вpеìени хоäа поезäа. Pежи-
ìы äвижения выбиpаþтся такиì обpазоì, ÷тобы
обеспе÷итü ìиниìаëüный pасхоä топëивно-энеpãе-
ти÷еских pесуpсов, затpа÷иваеìых на тяãу поезäов.
Дëя pеøения поставëенной заäа÷и испоëüзуþтся
аëãоpитìы, pеаëизуþщие пpинöип ìаксиìуìа
Понтpяãина [1, 2].

Заäа÷ей, возëаãаеìой на систеìу нижнеãо уpов-
ня, явëяется упpавëение тяãовыìи и тоpìозныìи
сpеäстваìи ëокоìотива äëя выпоëнения заäанных
веpхниì уpовнеì pежиìов äвижения поезäа. Пpи
этоì äоëжны бытü обеспе÷ены тpебуеìые зна÷ения
показатеëей ка÷ества пpоöесса упpавëения скоpо-
стüþ äвижения, в тоì ÷исëе и спеöифи÷еских, у÷и-
тываþщих особенности ãpузовоãо поезäа.

К настоящеìу вpеìени pазpаботан pяä устpойств,
выпоëняþщих функöии систеìы нижнеãо уpовня
[3, 4, 5] пpиìенитеëüно к ãpузовыì ëокоìотиваì.
Данные систеìы, оäнако, не в поëной ìеpе у÷иты-
ваþт особенности пpотекания äинаìи÷еских пpо-
öессов в объекте упpавëения (поезäе) [3, 4] и, кpоìе
этоãо, способствуþт pазвитиþ синхpонноãо буксо-
вания всех коëесных паp ëокоìотива [3, 5], ухуä-
øая пpоöесс pеаëизаöии сиëы тяãи.

Такиì обpазоì, заäа÷а созäания систеìы ниж-
неãо уpовня, вхоäящей в САВП и у÷итываþщей
особенности äинаìи÷еских пpоöессов в поезäе,
явëяется актуаëüной.

Математическая модель поезда для исследования 
пpодольных колебаний

Поезä пpеäставëяет собой сëожнуþ, ìноãоìас-
совуþ ìехани÷ескуþ систеìу, состоящуþ из не-
скоëüких äесятков (а иноãäа и сотен) взаиìоäейст-
вуþщих ìежäу собой экипажей (ëокоìотивов иëи
ваãонов) с неëинейныìи и неëинеаpизуеìыìи
связяìи ìежäу ниìи. В пpоöессе äвижения на pаз-
ные экипажи в составе оäноãо поезäа äействуþт
pазëи÷ные по веëи÷ине и напpавëениþ внеøние
сиëы, пpеäставëяþщие собой pавноäействуþщие
сиë сопpотивëения äвижениþ, составëяþщих си-
ëы тяãи иëи тоpìожения, а также pеакöий в ìеж-
ваãонных соеäинениях. Все это пpивоäит к возник-
новениþ пpоäоëüных коëебаний в поезäе.

Pассмотpена математическая модель поезда, позволяю-
щая исследовать пpодольные колебания, возникающие в нем
в пpоцессе движения. На основании сфоpмулиpованных тpе-
бований, пpедъявляемых к качеству упpавления скоpостью
длинносоставного гpузового поезда, пpедложена система
автоматического упpавления, пpименение котоpой позволяет
повысить безопасность движения поездов за счет сниже-
ния веpоятности их pазpывов из-за pазpушения автосце-
пок, что достигается уменьшением амплитуды пpодоль-
ных динамических сил и накопленных усталостных повpе-
ждений в упpяжных пpибоpах вагонов и локомотивов.

Ключевые слова: автоматическое упpавление скоpостью,
система автоматического упpавления, гpузовой поезд, дис-
кpетная модель поезда, безопасность движения
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Дëя анаëиза äинаìи÷еских пpоöессов, пpоте-
каþщих в поезäе, в наибоëüøей степени поäхоäят
ìоäеëи, pассìатpиваþщие поезä как систеìу твеp-
äых теë, иëи "äискpетные" ìоäеëи поезäа [6].

Пpи постpоении такой ìоäеëи поезä необхоäи-
ìо пpеäставитü в виäе öепо÷ки из n ìасс ваãонов и
ëокоìотивов, соеäиненных связяìи. Кажäая ìасса
äискpетной ìоäеëи совеpøает äвижение поä äей-
ствиеì пеpеäаваеìых на нее усиëий от упpуãих иëи
упpуãовязких связей, а также внеøних сиë. Пpеä-
ставëяя поезä такиì способоì, с÷итаþт кажäый
ваãон абсоëþтно твеpäыì теëоì опpеäеëенной
ìассы, а кажäуþ ìежваãоннуþ связü — теëоì без
ìассы. Поäобное пpеäставëение поезäа позвоëяет
у÷естü зазоpы в ìеханизìах поãëощаþщих аппаpа-
тов и автосöепок, зна÷итеëüно вëияþщих на pас-
пpостpанение возìущений вäоëü состава поезäа и
на зна÷ения возникаþщих сиë.

Движение кажäоãо экипажа поезäа описывается
сëеäуþщиìи äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи:

(1)

ãäе n — ÷исëо экипажей в поезäе; qi — äефоpìаöия
i-ãо ìежваãонноãо соеäинения;  — скоpостü äе-
фоpìаöии; mi — ìасса i-ãо экипажа; vi — скоpостü
öентpа ìасс экипажа; Si — pеакöия в i-ì ìежäува-
ãонноì соеäинении; Fi — суììаpная внеøняя сиëа,
äействуþщая на i-й экипаж.

Суììаpной внеøней сиëой Fi, äействуþщей на
i-й экипаж, явëяется pезуëüтиpуþщая от сиëы тяãи
Fэëi, сиëы тоpìожения (эëектpи÷ескоãо Bэëi и пнев-
ìати÷ескоãо Bпн i), сиë основноãо Woi и äопоëни-
теëüноãо Wäi сопpотивëений äвижениþ поезäа:

Fi = Fэë i – Bэë i – Bпн i – Wо i – Wä i. (2)

Пpи выпоëнении pас÷етов пpинято, ÷то в ка÷естве
ìежваãонной связи выступает пpужинно-фpикöи-
онный поãëощаþщий аппаpат [6] со стати÷еской
хаpактеpистикой, пpеäставëенной на pис. 1.

Дефоpìаöия i-ãо ìежваãонноãо соеäинения оп-
pеäеëяется сëеäуþщиì обpазоì:

qi = xi – xi–1 – , (3)

ãäе xi — кооpäината (вäоëü тpаектоpии) поëожения
öентpа ìасс i-ãо экипажа; li — äëина экипажа. Пpи
этоì сиëы, äействуþщие в связи, вы÷исëяþтся по
фоpìуëаì, пpивеäенныì в [4]:

Si = Sфi(qфi)signqi; (4)

qфi = (5)

Sфi = (6)

ãäе Sкi =  + kкiqфi(t) – qфi(t – h) + βi signqi,

Sнi = S0i + kнiqфi; Spi = (1 – ηi)kнiqфi;

 = 

Зäесü qi — относитеëüное пеpеìещение öентpов
ìасс сосеäних экипажей; qфi — суììа сжатий по-
ãëощаþщих аппаpатов и äефоpìаöий кузовов; δ0i —
зазоp в соеäинении; Δi — зна÷ение qфi, пpи кото-
pоì закpываþтся поãëощаþщие аппаpаты; Si — си-
ëа äефоpìаöии соеäинения; Sнi и Spi — зна÷ения Si

в ветвях наãpузки и pазãpузки сиëо-
вой хаpактеpистики поãëощаþщих
аппаpатов; Sкi — сиëа, äействуþщая
в соеäинении пpи пеpехоäе от на-
ãpузки к pазãpузке и наобоpот; S0i —
сиëа на÷аëüной затяжки аппаpатов;
kнi, kpi — коэффиöиенты жесткости
хаpактеpистики на ветвях наãpужения
и pазãpузки соответственно; ηi —
коэффиöиент pассеивания энеpãии
соеäинения пpи pаботе поãëощаþ-
щих аппаpатов; βi — коэффиöиент
сиëы вязкоãо сопpотивëения äефоp-
ìиpованиþ констpукöии экипажа;
h — øаã интеãpиpования; t — вpеìя,
независиìая пеpеìенная.

 = , i = 1, ..., n; Sn+1 = 0;

 = vi–1 – vi, i = 2, ..., n;

 = v1 = – ,

v· i
Si Si 1+– Fi+

mi

--------------------------

q· i

x·1 q·1

q· i

li li 1++

2
---------------

|qi |, есëи qi < 0;

0, есëи 0 m qi m δ0i;
qi – δ0i, есëи qi > δ0i;

min{Sнi, Sкi}, есëи

(qфi < Δi) ∧ (qфi(t) l qфi(t – h));

max{Spi, Sкi}, есëи

(qфi < Δi) ∧ (qфi(t) < qфi(t – h));

Sкi, есëи qфi l Δi,

Si
~ q· i

Si
~

Sнi(t – h) ∨ Spi(t – h), есëи

Sфi(t – h) = (Sнi(t – h) ∨ Spi(t – h)),

Sфi(t – h) – βi (t – h)signqi(t – h), ина÷е.q· i

Pис. 1. Зависимость силы от дефоpмации межвагонного соединения (а) и дефоpма-
ций межвагонного соединения от относительного пеpемещения центpов масс сосед-
них экипажей (б)
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Изìеpение скоpости äвижения поезäа осущест-
вëяется с поìощüþ изìеpитеëя с ÷астотно-иìпуëüс-
ной ìоäуëяöией сиãнаëа [1].

Дëя созäания сиë тяãи Fэë иëи эëектpи÷ескоãо
тоpìожения Bэë ëокоìотива, äействуþщих на поезä,
сëужит тяãовый эëектpопpивоä. Пpи квазинепpе-
pывноì способе упpавëения тяãой, пpисущеì эëек-
тpопpивоäу с коëëектоpныìи äвиãатеëяìи посто-
янноãо тока и систеìой пëавноãо pеãуëиpования
напpяжения на их зажиìах иëи с бескоëëектоpныìи
тяãовыìи äвиãатеëяìи пеpеìенноãо тока (синхpон-
ныìи иëи асинхpонныìи) [5], испоëüзуется систе-
ìа автоìати÷ескоãо упpавëения. Быстpоäействие
этой систеìы опpеäеëяется скоpостüþ пpотекания
пеpехоäных пpоöессов в сиëовых эëектpи÷еских
öепях ëокоìотива и составëяет äоëи секунäы, ÷то
на нескоëüко поpяäков ìенüøе, ÷еì зна÷ение посто-
янной вpеìени ëинеаpизованной ìоäеëи поезäа,
äостиãаþщее нескоëüких тыся÷ секунä [6]. Систеìа
тяãовоãо эëектpопpивоäа ëокоìотива у÷тена в виäе
апеpиоäи÷ескоãо звена пеpвоãо поpяäка с постоян-
ной вpеìени Tт.эп = 0,3 с:

Tт.эп  + Fэë = Fзаä, (7)

ãäе Fзаä — выхоäной сиãнаë систеìы нижнеãо уpов-
ня САВП, т. е. заäанное зна÷ение сиëы тяãи.

Сиëы сопpотивëения äвижениþ опpеäеëяþтся
отäеëüно äëя кажäоãо экипажа соãëасно сëеäуþщей
ìетоäике [7]. Можно pассìатpиватü так называеìуþ
эквиваëентнуþ сиëу, пpивеäеннуþ к обоäу коëес,
на пpеоäоëение котоpой затpа÷ивается такая же
pабота, как на пpеоäоëение всех äействитеëüных
сиë, пpотивоäействуþщих äвижениþ. Эту эквива-
ëентнуþ сиëу ìожно pазëожитü на äве составëяþ-
щие — основное сопpотивëение äвижениþ Woi и
äопоëнитеëüное Wäi. Сиëа Woi обусëовëена в основ-
ноì наëи÷иеì тpения в узëах поäвижноãо состава
и äефоpìаöией пути, а Wäi — сопpотивëениеì от
укëона (поäъеìа иëи спуска), от äвижения в кpи-
вых у÷астках пути, от ветpовой наãpузки и т. п. Сиëа
уäеëüноãо сопpотивëения äвижениþ woi = Woi/Pi
(зäесü Pi — вес i-ãо экипажа) неëинейно зависит от
скоpости [7] и в общеì сëу÷ае ìожет бытü вы÷ис-
ëена в соответствии со сëеäуþщиì выpажениеì:

woi = a0 + , (8)

ãäе a0, a1, a2 и a3 — коэффиöиенты, зависящие от
особенностей поäвижноãо состава и констpукöии
пути; q0 — вес, пpихоäящийся на оäну осü.

У÷ет составëяþщей äопоëнитеëüноãо сопpотив-
ëения пpи äвижении по кpивыì у÷асткаì пути вы-
поëняется путеì заìены этих у÷астков эквиваëент-

ныìи поäъеìаìи [7]. В пpоöессе своеãо äвижения
поезä ìожет нахоäитüся на у÷астках пpофиëя с pаз-
ëи÷ныì укëоноì. Аëãоpитì pас÷ета сопpотивëения
äвижениþ от укëона, äействуþщеãо на i-й экипаж,
постpоен в пpеäпоëожении, ÷то пpоäоëüный пpо-
фиëü у÷астка пути состоит из m + 1 пpяìоëинейных

у÷астков с укëонаìи ik и äëиной Lk, k = , и

m у÷астков, кажäый из котоpых пpеäставëяет со-
бой äуãу pаäиуса Rk, k = 1, 2, ..., m, сопpяãаþщих

отpезки постоянноãо укëона. Зна÷ение Rk в соот-

ветствии с pекоìенäаöияìи [8] пpинято pавныì
15 000 ì.

В äаëüнейøеì сиëы основноãо Woi и äопоëни-
теëüноãо Wäi сопpотивëений äвижениþ испоëüзу-
þтся пpи интеãpиpовании уpавнения äвижения по-
езäа (1).

Дëя ÷исëенноãо pеøения äиффеpенöиаëüных
уpавнений (1) испоëüзуется ìноãоøаãовый ìетоä
пpоãноза и коppекöии, пpеäставëяþщий собой со-
÷етание ìетоäов ÷етвеpтоãо поpяäка: явноãо Аäаì-
са—Баøфоpта и неявноãо Аäаìса—Моуëтона [11].
Дëя запуска äанноãо ìетоäа интеãpиpования (т. е.
äëя вы÷исëения на÷аëüных то÷ек pеøения) испоëü-
зуется ìетоä Pунãе—Кутты 4-ãо поpяäка.

Такиì обpазоì, äëя опpеäеëения тpаектоpий
äвижения кажäоãо экипажа необхоäиìо pеøение
систеìы аëãебpаи÷еских и äиффеpенöиаëüных
уpавнений (1)—(8).

Синтез стpуктуpы
системы автоматического упpавления

Цеëüþ pаботы явëяется синтез систеìы автоìа-
ти÷ескоãо упpавëения скоpостüþ (САУ) äвижения
ãpузовоãо поезäа, у÷итываþщей спеöифику ìоäеëи
ãpузовоãо поезäа как ìехани÷еской систеìы и свя-
занные с ней особенности äинаìи÷еских пpоöессов,
возникаþщих пpи пеpехоäных pежиìах äвижения.

Пpи оöенке ка÷ества упpавëения скоpостüþ по-
ìиìо тpаäиöионных кpитеpиев, таких как оøибка
в установивøеìся pежиìе, вpеìя pеãуëиpования,
пеpеpеãуëиpование и äp., äëя у÷ета спеöифики поезäа
как ìехани÷еской систеìы пpеäëожено испоëüзо-
ватü äопоëнитеëüные кpитеpии, а иìенно: наибоëü-
øуþ пpоäоëüнуþ äинаìи÷ескуþ сиëу, äействуþ-
щуþ в поезäе, и суììу накопëенных устаëостных
повpежäений äетаëей автосöепок поäвижноãо со-
става [12].

Дëя уäовëетвоpения тpебований, пpеäъявëяеìых
к САУ скоpостüþ ãpузовых поезäов, пpеäëаãается
систеìа, стpуктуpная схеìа котоpой пpеäставëена
на pис. 2. Она соäеpжит заäат÷ик паpаìетpов по-
езäа ЗУп, заäат÷ик pежиìа pаботы ЗP, аäаптеp А,
фиëüтp заäаþщеãо сиãнаëа АФ, устpойство сpавне-
ния УС, pеãуëятоp скоpости PС, испоëнитеëüное

dFэë

dt
---------

a1 a2v a3v
2

+ +

q0

-----------------------------

1 m 1+,
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устpойство ИсУ, объект упpавëения ОУ и устpой-
ство изìеpения скоpости ИУv.

Заäат÷ик паpаìетpов поезäа пpеäназна÷ен äëя
ввоäа в систеìу инфоpìаöии о ìассе поезäа m и
÷исëе ваãонов в еãо составе N; заäат÷ик pежиìа pа-
боты — äëя выбоpа pежиìа pаботы ëокоìотива:
пеpевоäа в pежиì выбеãа и возвpата из неãо в тяãу
иëи тоpìожение. Испоëнитеëüное устpойство пpеä-
ставëяет собой тяãовый эëектpопpивоä ëокоìоти-
ва, а объект упpавëения — собственно поезä.

С выхоäа систеìы веpхнеãо уpовня зна÷ение за-
äанной скоpости vз поступает на вхоä аäаптивноãо
фиëüтpа АФ, установëенноãо äëя обеспе÷ения тpе-
буеìоãо ка÷ества упpавëения скоpостüþ в пеpе-
хоäных pежиìах äвижения. Аäаптаöия паpаìетpов
фиëüтpа к усëовияì pаботы систеìы осуществëя-
ется с испоëüзованиеì аäаптеpа А и необхоäиìа
ввиäу тоãо, ÷то зна÷ения показатеëей ка÷ества упpав-
ëения существенно зависят от ìассы поезäа [13].

В основе аäаптивноãо фиëüтpа ëежит устpойст-
во, pеаëизуþщее пеpехоäнуþ функöиþ апеpиоäи-
÷ескоãо звена втоpоãо поpяäка. Фиëüтp обеспе÷и-
вает äвухступен÷атый pежиì увеëи÷ения сиëы тяãи
иëи тоpìожения ëокоìотива; еãо pабота опpеäеëя-
ется сëеäуþщей систеìой уpавнений:

(t) = paaз 1 – exp  +

+ exp ;

(t – tтp) = (1 – pa)aз 1 – exp  +

+ exp ;

f1(t) = (t) + (t – tтp)

иëи

f2(t) = aз exp – exp ; (9)

 = fn(t)dt, n = 1, 2.

Зäесü функöия (t) соответствует пеpвой ступени
увеëи÷ения сиëы тяãи (тоpìожения), (t – tтp) —
втоpой ступени увеëи÷ения сиëы тяãи (тоpìожения);
f2(t) — уìенüøениþ сиëы тяãи (тоpìожения) пpи
пеpехоäе к стабиëизаöии скоpости; T1 и T2 — посто-
янные вpеìени звена; aз — ìаксиìаëüное ускоpе-
ние; pa — äоëя aз, pеаëизуеìая во вpеìя выпоëнения
пеpвой ступени; tтp — ожиäаеìое вpеìя тpоãания по-
езäа с ìеста, соответствуþщее вpеìени заäеpжки
ìежäу пpиìенениеì пеpвой и втоpой ступеней си-
ëы тяãи (тоpìожения);  — зна÷ение заäанной
скоpости äвижения. Посëеäняя веëи÷ина явëяется
выхоäныì сиãнаëоì фиëüтpа. Паpаìетpы фиëüтpа
pa, T1 и T2 функöионаëüно связаны со зна÷ениеì
ìассы поезäа m и вы÷исëяþтся аäаптеpоì А [10].

Пpи пеpехоäе на выбеã из pежиìов тяãи иëи
тоpìожения изìенение сиãнаëа на выхоäе фиëüтpа
опpеäеëяется сëеäуþщиìи законаìи f3(t) и f4(t),
соответственно äëя тяãи и тоpìожения:

f3(t) = aз exp  –

– exp  – 1,15aз

иëи

f4(t) = aз exp  –

– exp  + 1,15aз; (10)

 = fn(t)dt, n = 3, 4.

Pис. 2. Стpуктуpная схема САУ скоpостью движения гpузового поезда
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Вpеìя заäеpжки tтp ìежäу пpиìенениеì ступе-
ней увеëи÷ения ускоpения (выpажение (9)) опpе-
äеëяется по сëеäуþщей фоpìуëе, поëу÷енной на
основании известноãо уpавнения, описываþщеãо
pавноускоpенное äвижение теëа:

tтp =  + . (11)

Зäесü N — ÷исëо ваãонов в поезäе; Δ0i и kнi —
сpеäнее зна÷ение зазоpа в автосöепке и сpеäняя
жесткостü ветви наãpужения хаpактеpистики поãëо-
щаþщеãо аппаpата автосöепки соответственно [6];
Fп — ìаксиìаëüное зна÷ение сиëы тяãи, pеаëизуе-
ìое ëокоìотивоì во вpеìя пуска.

Собственно нижний контуp pеаëизует пpопоp-
öионаëüно-интеãpаëüный закон упpавëения:

Fзаä = kpеãΔv + Δvdt, (12)

ãäе Fзаä — выхоäной сиãнаë систеìы нижнеãо уpовня;
kpеã и Tpеã — паpаìетpы закона упpавëения. Так же,
как и паpаìетpы фиëüтpа T1, T2 и pa, веëи÷ины kpеã
и Tpеã необхоäиìо аäаптиpоватü к усëовияì pаботы
систеìы, соответствуþщие настpое÷ные кpивые
найäены в pезуëüтате pеøения заäа÷и паpаìетpи-
÷ескоãо синтеза [13].

Апpобация синтезиpованной системы упpавления 
методом цифpового моделиpования

Дëя иссëеäования пpеäëаãаеìоãо способа упpав-
ëения тяжеëовесныì ãpузовыì поезäоì быë выпоë-
нен иìитаöионный экспеpиìент, закëþ÷аþщийся
в иссëеäовании pазëи÷ных pежиìов äвижения оäно-
pоäных (состоящих из ваãонов оäинаковой ìассы)
и неоäноpоäных (из ваãонов pазной ìассы) поезäов.
В посëеäнеì сëу÷ае, поìиìо ìасс
ваãонов, также сëу÷айныì обpазоì
ваpüиpоваëисü паpаìетpы ìежва-
ãонных связей — зна÷ения зазоpа
в автосöепках и жесткости поãëо-
щаþщих аппаpатов [14].

Пpи сëу÷айноì pаспpеäеëении
ìасс ваãонов и хаpактеpистик ав-
тосöепок пpоöессы изìенения
пpоäоëüных äинаìи÷еских сиë в
поãëощаþщих аппаpатах явëяþтся
сëу÷айныìи нестаöионаpныìи,
пpи этоì äиапазон изìенения наи-
боëüøих пpоäоëüных äинаìи÷е-
ских сиë Hi, äостиãаеìых в кажäоì
из се÷ений поезäа за N pеаëиза-
öий, хаpактеpизуется некотоpыì

законоì pаспpеäеëения. Иссëеäование pаспpеäе-
ëений наибоëüøих пpоäоëüных äинаìи÷еских сиë
f (H) äëя таких нестаöионаpных пpоöессов неëüзя
выпоëнятü по ìетоäикаì, пpиìеняеìыì äëя ста-
öионаpных сëу÷айных пpоöессов и ноpìаëüных
сëу÷айных веëи÷ин [15, 16].

Дëя отыскания такоãо закона pаспpеäеëения
пpеäëаãается испоëüзоватü ìетоä статисти÷еских
испытаний (ìетоä Монте-Каpëо), пpиìенение ко-
тоpоãо äëя pеøаеìой заäа÷и закëþ÷ается в сëеäуþ-
щеì. С поìощüþ ãенеpатоpа сëу÷айных ÷исеë в со-
ответствии с законаìи, пpивеäенныìи в [14], фоp-
ìиpуþтся совокупности ìасс ваãонов, а также
зазоpов в автосöепках и жесткостей поãëощаþщих
аппаpатов. Дëя кажäой такой совокупности, соот-
ветствуþщей оäноìу сëу÷айно сфоpìиpованноìу
поезäу, выпоëняется pас÷ет пеpехоäноãо пpоöесса.
Поëу÷енные в pезуëüтате pас÷ета ãpафики изìене-
ния пpоäоëüных äинаìи÷еских сиë Fi(t) в поãëо-
щаþщих аппаpатах автосöепок pазëи÷ных ваãонов
pассìатpиваþтся как pеаëизаöии соответствуþщих
сëу÷айных пpоöессов (i — ноìеp автосöепки).
Мноãокpатно повтоpяя такие pас÷еты, поëу÷иì со-
вокупностü Fik(t) pеаëизаöий сëу÷айных пpоöессов,
k = 1, 2, ..., N (pис. 3).

На кажäой такой pеаëизаöии опpеäеëяется наи-
боëüøее зна÷ение Hik пpоäоëüной äинаìи÷еской
сиëы. Совокупностü из N таких сëу÷айных веëи-
÷ин, найäенных по всеì pеаëизаöияì, обpазует
выбоpку, по котоpой нахоäится стати÷еское pас-
пpеäеëение веëи÷ин f (H), а также опpеäеëяþтся
выбоpо÷ные ìоìенты pаспpеäеëения. Посëе этоãо
выбиpается теоpети÷еский закон, позвоëяþщий
уäовëетвоpитеëüно сãëаäитü выбоpо÷ные äанные.

Ниже пpивеäены pезуëüтаты иìитаöионноãо экс-
пеpиìента, выпоëненноãо пpиìенитеëüно к неоä-
ноpоäноìу поезäу, пpоäоëüные сиëы в котоpоì
зна÷итеëüно пpевыøаþт зна÷ения, äействуþщие
в оäноpоäных поезäах [6] такой же ìассы и äëины.
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----------⎝ ⎠
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Pис. 3. Совокупность pасчетных pеализаций нестационаpного случайного пpоцесса
изменения величины пpодольной динамической силы Fi(t) пpи случайных паpаметpах

поезда: ∨ — наибольшие значения Hik пpодольных динамических сил
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Иссëеäован pежиì повтоpноãо вкëþ÷ения тяãи по-
сëе выбеãа äëя поезäа ìассой 4250 т, состоящеãо из
сìеси 69 ãpуженых и поpожних ваãонов [14].

На pис. 4 пpеäставëены ãистоãpаììы 1 pаспpе-
äеëения наибоëüøих пpоäоëüных äинаìи÷еских сиë
f (H1-2), f (HI), f (HII) и f (HIII), äействуþщих в авто-
сöепках поезäа, pаспоëоженных соответственно
ìежäу ëокоìотивоì и пеpвыì ваãоноì, а также в се-
pеäинах пеpвой, втоpой и посëеäней тpетей поезäа
ìассой 4250 т, состоящеãо из 69 ваãонов сpеäней
ìассой 58,9 т и эëектpовоза.

Также пpивеäены кpивые 2 функöий пëотности
веpоятности, сãëаживаþщие поëу÷енные ãистоãpаì-
ìы. В ка÷естве теоpети÷еских законов pаспpеäеëе-
ния пpинят тpехпаpаìетpи÷еский закон Вейбуëëа
(pис. 4, а, б) иëи, из-за биìоäаëüности ãистоãpаìì,
супеpпозиöия äвух таких законов (pис. 4, в, г).

Выпоëненная пpовеpка с испоëüзованиеì кpи-
теpия nω2 показаëа, ÷то ãипотеза о возìожности
сãëаживания ãистоãpаììы пpинятыì теоpети÷е-
скиì законоì pаспpеäеëения не пpотивоpе÷ит
иìеþщиìся äанныì.

Дëя оöенки наибоëüøих зна÷ений пpоäоëüных
äинаìи÷еских сиë, äействуþщих в се÷ениях неоä-
ноpоäноãо поезäа, быëи найäены зна÷ения сиëы,
соответствуþщие квантиëþ pаспpеäеëения с уpов-
неì веpоятности 0,97 – H0,97. В pассìатpиваеìоì

сëу÷ае зна÷ения сиë, соответствуþщие этоìу кван-
тиëþ, не пpевыøаþт 362 кН, ÷то боëее ÷еì в äва
pаза ìенüøе ìаксиìаëüно äопустиìой по усëовияì
пpо÷ности автосöепок сиëа. Дëя äpуãих иссëеäован-
ных pежиìов äвижения, ваpиантов фоpìиpования
и се÷ений пpевыøение сиë, äействуþщих в неоä-
ноpоäноì поезäе, наä сиëаìи в оäноpоäноì поезäе
äостиãает 80 %. Теì не ìенее, они остаþтся ìенü-
øиìи, ÷еì ìаксиìаëüно äопустиìые по усëовияì
пpо÷ности зна÷ения [17]. Кpоìе этоãо, pеаëизаöия
пpеäëаãаеìоãо аëãоpитìа автоìати÷ескоãо упpав-
ëения позвоëяет зна÷итеëüно уìенüøитü накопëен-
ные устаëостные повpежäения в автосöепках поез-
äа по сpавнениþ с типовой САУ скоpостüþ [12].

Заключение

Пpиìенение сpеäств автоìатизаöии упpавëения
скоpостüþ äвижения поезäа позвоëяет pеаëизоватü
pаöионаëüные аëãоpитìы упpавëения тяãовыìи и
тоpìозныìи сpеäстваìи, позвоëяþщие у÷естü спе-
öифику ãpузовоãо поезäа как ìехани÷еской систеìы.

Автоìатизаöия упpавëения позвоëяет искëþ÷итü
оøибки, возникаþщие пpи выпоëнении техноëо-
ãи÷еских опеpаöий по упpавëениþ поезäоì, веäу-
щие к наpуøениþ усëовий безопасности äвижения
поезäов.

Pис. 4. Гистогpаммы pаспpеделения величин наибольших пpодольных сил (1); гpафики pаспpеделений, сглаживающих гистогpамму,
(2) и квантили pаспpеделения H0,97



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010 57

Дëя анаëиза пеpехоäных пpоöессов в САУ ско-

pостüþ pазpаботана ìатеìати÷еская ìоäеëü систе-

ìы, вкëþ÷аþщая в себя "äискpетнуþ" ìоäеëü ãpузо-

воãо поезäа, а также ìоäеëи изìеpитеëüноãо тpакта

и устpойства упpавëения. Пpиìенение äискpетной

ìоäеëи поезäа позвоëяет у÷естü хаpактеpистики эки-

пажей и ìежваãонных соеäинений, ÷то äает возìож-

ностü выпоëнятü иссëеäование äинаìи÷еских пpо-

öессов в оäноpоäных и неоäноpоäных ãpузовых

поезäах. Межваãонные соеäинения пpеäставëяþт

собой неëинейные и неëинеаpизуеìые эëеìенты

с ãистеpезисоì. Также неëинейныì выpажениеì

описывается и взаиìосвязü ìежäу скоpостüþ äви-

жения ваãонов и ëокоìотивов и сиëой сопpотив-

ëения äвижениþ, возäействуþщей на кажäый эки-

паж поезäа.

Дëя обеспе÷ения тpебуеìоãо ка÷ества упpавëения

скоpостüþ äвижения пpеäëожена аäаптивная систе-

ìа, осуществëяþщая настpойку паpаìетpов фиëüт-

pа в зависиìости от ìассы поезäа. Данный фиëüтp

установëен на вхоäе систеìы нижнеãо уpовня и вы-

поëняет сãëаживание заäаþщеãо сиãнаëа, поступаþ-

щеãо от систеìы веpхнеãо уpовня САВП. Паpаìетpы

нижнеãо контуpа систеìы упpавëения также на-

стpаиваþтся в зависиìости от ìассы поезäа.

Pезуëüтатоì аäаптаöии паpаìетpов систеìы ниж-

неãо уpовня к усëовияì pаботы явëяется äостиже-

ние тpебуеìоãо ка÷ества упpавëения скоpостüþ

äвижения как оäноpоäноãо, так и неоäноpоäноãо

ãpузовоãо поезäа. Поëу÷енные зна÷ения наибоëü-

øих пpоäоëüных äинаìи÷еских сиë, äействуþщих

в тяжеëовесных äëинносоставных ãpузовых поез-

äах, зна÷итеëüно ìенüøе ìаксиìаëüно äопусти-

ìых веëи÷ин.
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Пpогнозиpование 
электpопотpебления в АСУ 

энеpгетикой пpомышленных 
пpедпpиятий

Введение

Техни÷еский пpоãpесс в пpоизвоäственной сфеpе
хаpактеpизуется pасøиpениеì испоëüзования энеp-
ãии, топëива и энеpãоноситеëей, всестоpонней эëек-
тpификаöией техноëоãи÷еских пpоöессов, а сëеäова-
теëüно, увеëи÷ениеì потpебëения эëектpоэнеpãии
пpи пpоизвоäстве пpоìыøëенной пpоäукöии. Дëя
уäовëетвоpения pастущих потpебностей пpеäпpи-
ятий в эëектpоэнеpãии необхоäиìо осуществëятü
эконоìное ее pасхоäование.

Оäниì из путей повыøения эффективности ис-
поëüзования эëектpоэнеpãии явëяется совеpøенст-
вование систеì упpавëения энеpãетикой пpоìыø-
ëенных пpеäпpиятий. В настоящее вpеìя это äости-
ãается созäаниеì АСУ энеpãетикой пpеäпpиятий,
оäной из заäа÷ котоpых явëяется пpоãнозиpование
эëектpопотpебëения на пpоìыøëенных пpеäпpи-
ятиях [1, 2].

Несìотpя на боëüøой объеì иссëеäований, пpо-
бëеìа пpоãнозиpования эëектpопотpебëения на пpо-
ìыøëенных пpеäпpиятиях в сиëу своей сëожности
и ìноãообpазия pеøена äаëеко не поëностüþ.

Особуþ актуаëüностü пpоãнозиpование эëектpо-
потpебëения пpоìыøëенных пpеäпpиятий пpиоб-
pетает в усëовиях äефиöита ìощности в энеpãети-
÷еской систеìе. В этоì сëу÷ае пpоìыøëенные
пpеäпpиятия несут ущеpб не тоëüко из-за øтpафов
за наpуøение установëенных ëиìитов на эëектpи-
÷ескуþ ìощностü и потpебëение эëектpоэнеpãии,
но и в pезуëüтате сìещения ãpафиков pаботы и вы-
нужäенных откëþ÷ений техноëоãи÷ескоãо обоpу-

äования, непосpеäственно у÷аствуþщеãо в пpоиз-
воäственноì пpоöессе. Поэтоìу пpоãнозиpование
эëектpопотpебëения явëяется важной заäа÷ей в
упpавëении пpоìыøëенныì пpеäпpиятиеì.

Важнейøиìи тpебованияìи, пpеäъявëяеìыìи
к ìоäеëяì и ìетоäаì пpоãнозиpования эëектpопо-
тpебëения пpоìыøëенных пpеäпpиятий, явëяется
их относитеëüная пpостота и высокая то÷ностü
пpоãноза, обеспе÷иваþщая боëее то÷ное пëаниpо-
вание эëектpопотpебëения на относитеëüно äëи-
теëüные интеpваëы вpеìени (от ìесяöа äо ãоäа) [2].

Статистические методы пpогнозиpования

Анаëиз статисти÷еских äанных по суто÷ноìу
эëектpопотpебëениþ пpоìыøëенных пpеäпpиятий
показывает, ÷то существует тенäенöия пpибëижен-
ноãо ëинейноãо возpастания потpебëения эëектpо-
энеpãии по ãоäаì. Пpи этоì из ãоäа в ãоä иìеþт
ìесто весенний спаä и осенний поäъеì эëектpопо-
тpебëения. Кpоìе тоãо, на эëектpопотpебëение
возäействуþт pазнообpазные сëу÷айные фактоpы.

Исхоäя из этоãо ìоäеëü суто÷ноãо потpебëения
эëектpоэнеpãии пpиниìается в виäе

Э(r, t) = a0 + a1r + ξ(t) + η,

ãäе a0 — сpеäняя веëи÷ина, окоëо котоpой ваpüи-

pуется факти÷еская веëи÷ина суто÷ноãо потpебëе-
ния эëектpоэнеpãии; a1 — коэффиöиент, показы-

ваþщий возpастание сpеäней веëи÷ины потpебëе-

ния эëектpоэнеpãии по ãоäаì; r =  — ноìеp

ãоäа (на÷иная с текущеãо); R — ноìеp ãоäа, на ко-
тоpый выпоëняется пpоãноз; ξ(t) — сезонная со-
ставëяþщая, отpажаþщая весенний спаä, осенний
поäъеì и уìенüøение ëетнеãо суто÷ноãо потpебëе-
ния эëектpоэнеpãии относитеëüно зиìнеãо пеpиоäа;

t =  — ноìеp pабо÷еãо äня (на÷иная с янваpя);

T — ÷исëо pабо÷их äней в ãоäу; η — сëу÷айная со-
ставëяþщая (сëу÷айный остаток).

Сëеäует отìетитü, ÷то веpоятностные хаpактеpи-
стики сëу÷айноãо остатка пpакти÷ески не изìеня-
þтся со вpеìенеì и еãо зна÷ение ìаëо. Всëеäствие
этоãо ка÷ество пpоãноза опpеäеëяется не то÷но-
стüþ сëу÷айной коìпоненты эëектpопотpебëения
пpеäпpиятия, а аäекватностüþ описания основ-
ной, pеãуëяpной, ее ÷асти (тpенäов).

Сpеäнее зна÷ение эëектpопотpебëения, pавное
пëощаäи фиãуpы, оãpани÷енной зна÷енияìи суто÷-
ноãо эëектpопотpебëения, как пpавиëо, ëинейно
возpастает с кажäыì сëеäуþщиì ãоäоì по закону
Эсp.ãоä = a0 + a1r. Это возpастание объясняется pаз-
витиеì пpеäпpиятия, ввоäоì новых пpоизвоäст-
венных ìощностей и новоãо энеpãоеìкоãо обоpу-
äования.

Сëу÷айная составëяþщая η, котоpая поëу÷ается
посëе вы÷итания составëяþщих a0, a1r, ξ(t) из су-

Пpедложен подход к автоматизации пpогнозиpования
электpопотpебления пpомышленных пpедпpиятий, обеспе-
чивающий экономию электpоэнеpгии и сокpащение ущеpба
из-за штpафов за наpушение установленных лимитов элек-
тpопотpебления.

Ключевые слова: пpогнозиpование, статистические ме-
тоды, искусственные нейpонные сети, автоматизиpован-
ное упpавление
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то÷ноãо потpебëения эëектpоэнеpãии, в иäеаëüноì
сëу÷ае äоëжна пpеäставëятü собой беëый øуì (с ìа-
теìати÷ескиì ожиäаниеì и интеpваëоì коppеëяöии,
pавныìи нуëþ, и постоянной äиспеpсией). Оäнако
pеаëüно она носит нестаöионаpный хаpактеp, так
как в нее вхоäят оøибки аппpоксиìаöии ãоäовоãо
и сезонноãо тpенäов, а также составëяþщие, вëияþ-
щие на эëектpопотpебëение, но явно не пpисутст-
вуþщие в ìоäеëи. Отсутствие этих составëяþщих
в ìоäеëи обусëовëено сëожностüþ их выäеëения.

Автоpаìи выпоëнено пpоãнозиpование суто÷ноãо
эëектpопотpебëения пpоìыøëенноãо пpеäпpиятия
с поìощüþ пpеäëоженной ìоäеëи пpи аппpоксиìа-
öии сезонноãо тpенäа поëиноìоì ÷етвеpтоãо по-
pяäка (pис. 1, сì. тpетüþ стоpону обëожки). В ка-
÷естве исхоäной инфоpìаöии испоëüзованы объе-
ìы эëектpоэнеpãии, потpебëенной пpеäпpиятиеì
в pабо÷ие äни за 2003...2008 ãã.

В ка÷естве основной оöенки пpоãнозиpования
пpинята выpаженная в пpоöентах относитеëüная
оøибка пpоãноза (абсоëþтная оøибка пpоãноза,
отнесенная к факти÷ескоìу зна÷ениþ суто÷ноãо
эëектpопотpебëения) в пpеäеëах сëеäуþщеãо ãоäа,
котоpая не пpевыøаëа 9 %.

Данная оøибка пpоãноза обусëовëена оøибка-
ìи аппpоксиìаöии ãоäовоãо и сезонноãо тpенäов,
а также составëяþщиìи, вëияþщиìи на эëектpо-
потpебëение пpеäпpиятия, но отсутствуþщиìи в ìо-
äеëи пpоãнозиpования.

Пpогнозиpование
на основе искусственных нейpонных сетей

Пеpспективныì напpавëениеì в обëасти пpо-
ãнозиpования эëектpопотpебëения пpоìыøëенных
пpеäпpиятий явëяется испоëüзование интеëëекту-
аëüных ìоäеëей, к ÷исëу котоpых относятся искус-
ственные нейpонные сети (ИНС) [3].

Синтез ИНС вкëþ÷ает тpи этапа:
1) выбоp стpуктуpы сети (стpуктуpный синтез);
2) выбоp аëãоpитìа обу÷ения сети (паpаìетpи-

÷еский синтез);
3) фоpìиpование обу÷аþщих выбоpок.
Стpуктуpа сети. Выбоp стpуктуpы ИНС осу-

ществëяется в соответствии с особенностяìи и
сëожностüþ pеøаеìой заäа÷и, поэтоìу äатü общие
поäpобные pекоìенäаöии по выбоpу стpуктуpы сети
затpуäнитеëüно. В боëüøинстве сëу÷аев ее стpук-
туpа поëу÷ается на основе интуитивноãо поäбоpа.

Дëя pеøения поставëенной заäа÷и испоëüзована
оäна из пpостых и äостато÷но øиpоко пpиìеняе-
ìых стpуктуp ИНС — поëностüþ связанный "ìно-
ãосëойный пеpöептpон", котоpая явëяется унивеp-
саëüныì сpеäствоì аппpоксиìаöии сëожных зави-
сиìостей [3].

Сетü вкëþ÷ает тpи сëоя. Вхоäной и выхоäной
сëои соäеpжат по 264 нейpонов (÷исëо pабо÷их
äней в ãоäу). Чисëо нейpонов в скpытоì сëое по-

ëу÷ено исхоäя из хаpактеpистик обу÷ения пеpöеп-
тpона. Оно также составëяет 264 нейpонов.

Такая стpуктуpа ИНС обеспе÷ивает постpоение
аäекватных ìоäеëей пpоãнозиpования суто÷ноãо
потpебëения эëектpоэнеpãии и искëþ÷ает пеpе-
обу÷ение сети (pис. 2).

В ка÷естве активаöионной пpинята сиãìоиäаëü-
ная функöия

f (u) = 1/(1 + e–au),

ãäе a — паpаìетp, хаpактеpизуþщий кpивизну ак-
тиваöионной функöии; u — взвеøенная суììа
вхоäных сиãнаëов нейpона.

Выбоp сиãìоиäаëüной функöии обусëовëен ее
öенныì свойствоì — способностüþ усиëиватü сëа-
бые сиãнаëы ëу÷øе, ÷еì сиëüные, и пpеäотвpащатü
насыщение сети от боëüøих сиãнаëов. Данное свой-
ство опpеäеëяется зна÷ениеì паpаìетpа a, кото-
pый обы÷но назна÷ается pавныì иëи нескоëüко
боëüøиì 1.

Алгоpитм обучения сети. Дëя обу÷ения пеpöеп-
тpона испоëüзован коìбиниpованный аëãоpитì,
вкëþ÷аþщий в свой состав аëãоpитìы обpатноãо
pаспpостpанения оøибки и Коøи [2]. В ка÷естве
исхоäной инфоpìаöии испоëüзованы те же äанные
за 2003...2008 ãã., ÷то и äëя постpоения статисти÷е-
ской ìоäеëи.

Обучающие выбоpки. Виä пpеäставëения вхоä-
ных äанных оказывает существенное вëияние на хоä
обу÷ения сети и то÷ностü пpоãноза. Дëя искëþ÷е-
ния насыщения активаöионной функöии и повыøе-

Pис. 2. Стpуктуpа ИНС для пpогнозиpования суточного электpо-

потpебления пpомышленного пpедпpиятия: Э(r, t), r =  —

объем суточного потpебления электpоэнеpгии в i-й pабочий день
r-го года; Э(R, t) — пpогнозное значение потpебляемой элек-

тpоэнеpгии в t-й pабочий день R-го года;  и  — весовые

коэффициенты (синапсы) линий, связывающих элементы соот-
ветственно

1 R 1–,

wij
1

wij
2
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ния то÷ности пpоãноза выпоëнено ноpìиpование
(пpивеäенных к отpезку [0, 1]) вхоäных äанных [2].

Пеpöептpон обу÷аëи на ãоäовых обу÷аþщих вы-
боpках, состоящих из набоpов вхоäных и выхоäных
äанных. Пеpеä на÷аëоì обу÷ения весовые коэффи-
öиенты назна÷аëи сëу÷айныì обpазоì. Коэффи-
öиент скоpости обу÷ения устанавëиваëи pавныì 0,1.
Вpеìя обу÷ения пpи 16 эпохах не пpевыøаëо 3...5 с
(пpоöессоp AMD Atlon X2 6000+), ÷то обеспе÷ива-
ет опеpативное пеpеобу÷ение сети. Оøибка обу÷е-
ния (pасхожäение ìежäу обу÷аþщей выбоpкой и
pеакöией сети на соответствуþщие вхоäные äан-
ные) нахоäиëасü в пpеäеëах 0,05...0,06.

На pис. 3 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) пpеä-
ставëены pезуëüтаты пpоãнозиpования суто÷ноãо
эëектpопотpебëения пpоìыøëенноãо пpеäпpиятия
с поìощüþ ИНС.

Относитеëüная оøибка пpоãноза в пpеäеëах сëе-
äуþщеãо ãоäа нахоäиëасü в пpеäеëах 7 %. Испоëüзо-
вание ИНС äëя пpоãнозиpования суто÷ноãо эëек-
тpопотpебëения пpеäпpиятия позвоëяет снизитü
оøибку пpоãноза по сpавнениþ со статисти÷ески-
ìи ìетоäаìи в сpеäнеì на 2 %.

Заключение

1. Пpеäëожены ìетоäы пpоãнозиpования суто÷-
ноãо эëектpопотpебëения пpоìыøëенных пpеä-
пpиятий на основе статисти÷еских ìоäеëей и
ИНС, обеспе÷иваþщие пpоãноз на äëитеëüные ин-

теpваëы вpеìени (ìесяö, ãоä) с то÷ностüþ, необ-
хоäиìой äëя текущеãо пëаниpования эëектpопо-
тpебëения пpеäпpиятий.

2. Показано, ÷то äëя пpоãнозиpования суто÷ноãо
эëектpопотpебëения пpеäпpиятий ИНС обеспе÷и-
вает ëу÷øие pезуëüтаты, ÷еì статисти÷еские ìетоäы.
Ее пpеиìуществоì явëяется боëее высокая то÷-
ностü пpоãноза и испоëüзование аëãоpитìа обу÷е-
ния вìесто тpуäоеìких аëãоpитìов постpоения
статисти÷еских ìоäеëей.

Пpи испоëüзовании ИНС возìожно äаëüнейøее
уìенüøение оøибки пpоãноза за с÷ет у÷ета сово-
купности внеøних фактоpов, оказываþщих вëия-
ние на суто÷ное эëектpопотpебëение (поãоäные ус-
ëовия, сpеäнесуто÷ная теìпеpатуpа возäуха и äp.).

3. Аëãоpитìы, постpоенные на основе пpеäëо-
женных ìетоäов пpоãнозиpования, вкëþ÷ены в со-
став спеöиаëüноãо ìатеìати÷ескоãо обеспе÷ения
АСУ энеpãетикой ОАО "Саpатовское эëектpоаãpе-
ãатное пpоизвоäственное объеäинение".
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Опpеделение движения 
космического аппаpата 

по внешним наблюдениям

Введение

Оpãанизаöия безопасной навиãаöии в окоëо-
зеìноì косìи÷ескоì пpостpанстве [1] тpебует опе-
pативноãо поëу÷ения текущей инфоpìаöии о тех
сиëах, котоpые у÷аствуþт в фоpìиpовании тpаек-
тоpий косìи÷еских аппаpатов (КА). Как известно,
такие сиëы ìоãут бытü pазäеëены на äве боëüøие
ãpуппы — сиëы ãpавитаöионной и не ãpавитаöион-
ной пpиpоäы. К ÷исëу посëеäних относятся и
упpавëяþщие сиëы [2], обусëовëиваþщие öеëена-
пpавëенное изìенение паpаìетpов тpаектоpии КА.
Дëя внеøнеãо набëþäатеëя способностü оöенитü
эти сиëы эквиваëентна возìожности pаспознава-
ния öеëи ìаневpа КА и, возìожно, пpеäупpежäе-
ния еãо нежеëатеëüных посëеäствий.

В äанной статüе пpивеäены ìетоäоëоãия и не-
котоpые pезуëüтаты иссëеäования pазpеøиìости
обpатных заäа÷, оpиентиpованных на опpеäеëение
äвижения КА в усëовиях неопpеäеëенности относи-
теëüно äействуþщих на неãо сиë, коне÷ной то÷но-
сти изìеpений и пpеäставëения ÷исеë пpи поãpу-
жении заäа÷ в вы÷исëитеëüнуþ сpеäу. Pеøенияìи
этих заäа÷ явëяþтся оöенки pаäиус-вектоpа, ско-
pости КА и еãо абсоëþтноãо ускоpения, ÷то в по-
сëеäнеì сëу÷ае эквиваëентно оöенке pавноäейст-
вуþщей сиë, обусëовëиваþщих äвижение КА.

Основные модели

Моäеëü обpатной заäа÷и, öеëüþ pеøения кото-
pой явëяется опpеäеëение сиë, кооpäинат и скоpо-

стей äвижения КА, запиøеì в сëеäуþщеì общеì
виäе:

 = –eikjωkqj + pi; qi(0) = qi0;

 = –eikjωkpj + Si; pi(0) = pi0; (1)

 = Θi(t); Si(0) = Si0;

Jm(tl) = Ψm(q, tl) + εm(tl); m = ; l = 1, 2, 3...,

ãäе q = (qi), p = (pi), S = (Si) — соответственно век-

тоpы поëожения, уäеëüноãо иìпуëüса (абсоëþтной
ëинейной скоpости äвижения КА) и pавноäейст-
вуþщей сиë, обусëовëиваþщих тpаектоpиþ КА,
в пpоекöиях на оси оpтоãонаëüноãо кооpäинатноãо
тpехãpанника 0q = 0q1q2q3 (осü 0q3 напpавëена по

вектоpу уãëовой скоpости собственноãо вpащения
Зеìëи), отожäествëяеìоãо с жестко связанной с Зеì-
ëей ãеоöентpи÷еской систеìой кооpäинат и вpа-
щаþщеãося вìесте с ней с абсоëþтной уãëовой ско-
pостüþ ω = (ωi); Jm(tl) и εm(tl) — изìеpение (tl — ìо-

ìент вpеìени изìеpения) и еãо инстpуìентаëüная
поãpеøностü; Ψm(q, tl) — изìеpяеìая коìбинаöия

тpаектоpных паpаìетpов; M — ÷исëо назеìных пунк-
тов набëþäения; eikj — псевäотензоp Леви—Чивита;

Θi(t) — пpоизвоëüная функöия; i, j, k = .

В äанной статüе иссëеäуþтся äва ваpианта иäен-
тификаöионной ìоäеëи. Пеpвый вариант соответ-
ствует выбоpу Θi(t) = 0, пpи этоì вектоp состояния
заäа÷и xт = (qтpтSт) иìеет pазìеpностü n = dimx = 9.
Втоpой вариант — Θi(t) = ci = const, тоãäа xт =
= (qтpтS тC т), C = (ci); n = dimx = 12.

Пpи иссëеäовании pассìатpиваеìой обpатной
заäа÷и уäобно обpащатüся к ее ìоäеëи "в ìаëоì",
а иìенно:

(2)

ãäе H = (∂Ψ/∂x) , dimH = M Ѕ n;  — опоpное

pеøение заäа÷и; A = A1 =  — äëя пеp-

воãо ваpианта иäентификаöионной ìоäеëи, коãäа
n = dimx = 9; äëя втоpоãо ваpианта — пpи
n = dimx = 12, A = A2 = blockdiag(A1, I); Ω = (Ωij) =

= (eikjωk); I и 0 — соответственно еäини÷ная и нуëевая

ìатpиöы pазìеpности 3 Ѕ 3; ε(tl) = (ε1(t1), ..., εM(tl))
т.

Осуществиì пеpехоä в уpавнениях изìеpений
к зна÷енияì паpаìетpов состояния систеìы в не-
котоpый ìоìент вpеìени t*. Pассìотpиì заäа÷у (2)

Пpедставлена обpатная задача, целью pешения котоpой
являются оценки тpаектоpных паpаметpов и сил, обуслов-
ливающих движение космического аппаpата. Дано кpат-
кое изложение метода гаpантиpованной оценки коppект-
ности математической постановки и pешения задачи.
Пpиведены pезультаты вычислительных экспеpиментов.

Ключевые слова: космический аппаpат, тpаектоpия,
пункт наблюдения, измеpение, опеpатоp, число обусловлен-
ности
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в теpìинах МНК. Тоãäа öеëüþ ее pеøения явëяется
поëу÷ение оöенки вектоpа δx(t*) в ëþбой заäанный
ìоìент вpеìени t*, котоpый, вообще ãовоpя, ìожет
как пpинаäëежатü интеpваëу набëþäения, так и
нахоäитüся вне неãо. Тоãäа

δJ(tl) = H(tl)Φ(tl, t*)δx(tl) + ε(tl), l = , (3)

ãäе Φ(tl, t*) — пеpехоäная ìатpиöа ëинейной äинаìи-

÷еской систеìы, соответствуþщая ìатpиöе A(t) и яв-
ëяþщаяся pеøениеì уpавнения (t, t*) = A(t)Φ(t, t*),
Φ(t*, t*) = I; L — ÷исëо изìеpений.

Записывая (3) в боëее общеì виäе, иìееì

Z = Fδx(t*) + ζ, (4)

ãäе Z = (δJ(t1), ..., δJ(tL)); Fт = (Φт(tl, t*)H
т(t1)

Φт(tl, t*)H
т(t1)); ζ = (ε(t1), ..., ε(tL))т. Pезуëüтат

вы÷исëения ìатриöы F äаëее буäеì обозна÷атü .

Цеëüþ настоящей pаботы явëяется pазpаботка
ìетоäоëоãии поëу÷ения оöенок обусëовëенности за-
äа÷и (4), по сути, хаpактеpизуþщих свойство ëокаëü-
ной набëþäаеìости систеìы (1), и ÷исëенное ис-
сëеäование эффективности опpеäеëения тpаекто-
pий КА и сиë, обусëовëиваþщих äвижение.

Иссëеäование pазpеøиìости поставëенной обpат-
ной заäа÷и буäеì пpовоäитü в соответствии с тех-
ноëоãией, пpеäëоженной в [3].

Обозна÷иì   — соответственно истинное и

вы÷исëенное зна÷ения ÷исëа обусëовëенности ìат-

риöы .

Пустü e — относитеëüная то÷ностü пpеäставëе-
ния ÷исеë в вы÷исëитеëüной сpеäе, тоãäа [3]

 + χ(e) = . (5)

Поëаãая χ(e) = K1e + K2e
2, в соответствии с пpеä-

ставëенияìи pаботы [3], пpиäеì к ãаpантиpуþщеìу

невыpожäенностü ìатриöы  усëовиþ:  < μ* =

= 1/( e + e2), ãäе , ,  – оöенки, соот-

ветственно, , K1, K2. Заìетиì, ÷то наpуøение ãа-

pантиpуþщеãо усëовия еще не озна÷ает, о÷евиäно,
невозìожностü уäовëетвоpитеëüноãо pеøения за-
äа÷и виäа (4).

Численное исследование

Pассìатpивается заäа÷а опpеäеëения оpбиты КА,
нахоäящеãося на окоëостаöионаpной суто÷но-син-
хpонной оpбите, по изìеpенияì äаëüности äо m

(m = ) назеìных пунктов набëþäения (ПН).

В ìоäеëи äвижения КА сиëы ãpавитаöионноãо поëя
Зеìëи пpеäставëены pяäоì äо ÷етвеpтой зонаëüной
ãаpìоники вкëþ÷итеëüно, а сиëы ëунно-соëне÷ноãо
ãpавитаöионноãо возäействия иãноpиpуþтся, ÷то,
у÷итывая пpинöипиаëüный хаpактеp иссëеäования,
буäеì с÷итатü впоëне äопустиìыì. Пpеäпоëаãает-
ся, ÷то оpбита иìеет накëонение i = 2° и эксöен-
тpиситет e = 0,001.

Исследование pазpешимости. Не наpуøая общ-
ности, отожäествиì вектоp S с вектоpоì напpя-
женности G ãpавитаöионноãо поëя, т. е. поëожиì
S = G.

Случай m = 1. Пункт набëþäения (ПН1) pаспо-
ëожен в саìоì невыãоäноì [4] (пpи m = 1) по зна-
÷енияì ÷исеë обусëовëенности ìесте — в поäспут-
никовой то÷ке с ãеоãpафи÷ескиìи кооpäинатаìи
(äоëãота, øиpота) (λ, ϕ) = (0, 0). Изìеpения äаëü-
ности пpовоäятся на интеpваëе, pавноì пеpиоäу
обpащения (T = 86 164 с), ÷еpез pавные вpеìенные
пpоìежутки так, ÷тобы ìатpиöа связи "состоя-
ние—изìеpение" МНК-заäа÷и оказаëасü кваäpат-

ной (зäесü и äаëее  =  пpи n = 9;  =  пpи

n = 12). Вы÷исëенные зна÷ения äесяти÷ных по-
pяäков ÷исеë обусëовëенности этой ìатpиöы, со-
ответствуþщие зна÷енияì то÷ности e1, e2, e3, äаны

в табë. 1; в ней же сиìвоëы "+" и "–" соответствуþт
факту выпоëнения иëи невыпоëнения усëовия

< µ* = 1/( ei + ) пpи i = ;  = ( ),

 = ( ),  = ( ); n = 9,12.

Как сëеäует из табë. 1, на основании пpеäëожен-
ной в статüе ìетоäоëоãии ìожно сäеëатü закëþ÷е-

ние, ãаpантиpуþщее невыpожäенностü ìатриöы 

пpи –45 > log10e l –50, log10  ≅ 16, есëи n = 9, и

пpи –50 > log10e l –55, log10  ≅ 22, есëи n = 12.

Случай m > 1. Анаëоãи÷ные сëу÷аþ m = 1 закëþ-

÷ения о невыpожäенности ìатриöы  пpи 1) m = 2

(ПН1: (λ = 0°, ϕ = 0°); ПН2: (λ = 0°, ϕ = 20°)) и
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Табëиöа 1

Исследование разрешимости при m = 1

№

То÷ностü e

log10  < log10  < 
e1/e2/e3

1 10–7/10–16/10–23 12/16/16 —/—/— 12/16/21 —/—/—

2 10–25/10–30/10–35 16/16/16 —/—/— 22/22/22 —/—/—

3 10–40/10–45/10–50 16/16/16 —/—/+ 22/22/22 —/—/—

4 10–45/10–50/10–55 16/16/16 —/+/+ 22/22/22 —/—/+

5 10–60/10–65/10–70 16/16/16 +/+/+ 22/22/22 +/+/+
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2) m = 3 (ПН1: (λ = 0°, ϕ = 0°); ПН2: (λ = 0°, ϕ = 20°);
ПН3: (λ = –20°, ϕ = 20°)) выãëяäят соответственно
сëеäуþщиì обpазоì:

1) –23 > log10e l –25, log10  ≅ 14, есëи n = 9;

–45 > log10e l –50, log10  ≅ 17, есëи n = 12;

2) –16 > log10e l –23, log10  ≅ 9, есëи n = 9;

–40 > log10e l –45, log10  ≅ 16, есëи n = 12.

В хоäе ÷исëенных экспеpиìентов быëо также ус-
тановëено, ÷то постоëбöовая ноpìиpовка [5, 6]

ìатриöы  пpакти÷ески не уëу÷øает обусëовëен-

ностü заäа÷и пpи m = 1, но ее эффективностü заìетно
возpастает с pостоì m, напpиìеp, пpи m = 2 набëþ-
äается снижение ÷исëа обусëовëенности ìатриöы на
äва поpяäка, а пpи m l 3 — боëее, ÷еì на тpи.

Исследования точности pешения. Пpеäпоëаãается,
÷то изìеpения äаëüностей КА—ПН выпоëняþтся
на суто÷ноì интеpваëе вpеìени (t ∈ [0, 86 400] c)

с øаãоì h = 10 c пpи m = .

Все посëеäуþщие pезуëüтаты поëу÷ены äëя вы-
÷исëитеëüных экспеpиìентов, пpовоäиìых пpи
e = 2,2•10–16.

В табë. 2—4 äëя pазëи÷ных зна÷ений сpеäне-
кваäpати÷еских поãpеøностей (СКП) изìеpений
äаëüностей σr пpеäставëены СКП оöенок ìоäуëей
вектоpов q, p, s, Θ (соответственно σq, σp, σS, σΘ),
вы÷исëенные в коне÷ный ìоìент вpеìени
t = 86 400 с по pезуëüтатаì 200-кpатноãо ìоäеëи-
pования МНК-пpоöесса оöенивания хаpактеpистик
äвижения КА, в äостато÷ной степени иëëþстpи-
pуþщие возìожности опpеäеëения как паpаìет-
pов тpаектоpии КА, так и напpяженности ãpавита-
öионноãо поëя. В этих табëиöах зна÷ения СКП пpи
dimx = n = 9 пpивеäены наä ÷еpтой, а пpи dimx =
= n = 12 — поä ÷еpтой.

Наpяäу с анаëизоì то÷ности текущеãо МНК-
pеøения заäа÷и иссëеäоваëи возìожности апосте-
pиоpной вейвëет-обpаботки ìассивов оöенок. Дëя
этих öеëей испоëüзоваëи техноëоãиþ, пpеäстав-
ëеннуþ в pаботах [7, 8], апеëëиpуþщуþ к интеp-
пpетаöии пpоекöионноãо свойства опеpатоpа
вейвëет-пpеобpазования.

Об эффективности ее пpиìенения свиäетеëüст-

вуþт äва пpиìеpа. Pезуëüтаты оäноãо из них, коãäа
S = G, пpеäставëены в табë. 5, котоpуþ сëеäует со-
поставëятü с табë. 4. Виäно, ÷то вейвëет-обpаботка
уëу÷øает то÷ностü pезуëüтата на 1...2 äесяти÷ных по-
pяäка, но с существенной потеpей еãо опеpативности.

Во втоpоì пpиìеpе pассìатpиваëся сëу÷ай внеø-
ней иäентификаöии иìпуëüса, коppектиpуþщеãо
оpбиту КА. В этоì сëу÷ае S = G + f, ãäе f — вектоp
уäеëüных коppектиpуþщих сиë.

μ9
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μ12
c~

μ9
c~

μ12
c~

F~

1 3,

Табëиöа 2

Значения СКП при m = 1

σr σq, ì σp, ì/с σS, ì/с2 σΘ, ì/с3

0,1

0,5

2

5

1,1
9,2
------

5,7•10
3–

4,2•10
2–

------------------
7,2•10

6–

5,7•10
5–

------------------
—

5,6•10
5–

------------------

4,2
36,8
--------

3,1•10
2–

2,3•10
1–

------------------
4,6•10

5–

3,1•10
4–

------------------
—

3,1•10
4–

------------------

18,1
151,5
----------

1,1•10
1–

8,9•10
1–

------------------
1,8•10

4–

1,4•10
3–

------------------
—

2,1•10
3–

------------------

59,6
501,1
---------- 4,7•10

1–

3,2
------------------

4,2•10
4–

3,1•10
3–

------------------
—

6,8•10
3–

------------------

Табëиöа 3

Значения СКП при m = 2

σr σq, ì σp, ì/с σS, ì/с2 σΘ, ì/с3

0,1

0,5

2

5

6,1•10
1–

5,2
------------------

1,7•10
3–

2,4•10
2–

------------------
2,4•10

6–

3,2•10
5–

------------------
—

7,2•10
6–

------------------

1,4
14,4
--------

1,4•10
2–

1,1•10
1–

------------------
1,5•10

5–

1,4•10
4–

------------------
—

5,7•10
5–

------------------

7,4
60,8
--------

1,2•10
2–

4,1•10
1–

------------------
7,4•10

5–

5,5•10
4–

------------------
—

5,0•10
5–

------------------

21,1
211,3
---------- 1,8•10

1–

1,2
------------------

1,4•10
4–

1,3•10
3–

------------------
—

4,0•10
4–

------------------

Табëиöа 4

Значения СКП при m = 3

σr σq, ì σp, ì/с σS, ì/с2 σΘ, ì/с3

0,1

0,5

2

5

1,5•10
2–

1,4
------------------

4,5•10
4–

6,5•10
3–

------------------
6,1•10

7–

1,1•10
5–

------------------
—

2,5•10
5–

------------------

6,1•10
1–

4,7
------------------

2,6•10
3–

4,5•10
2–

------------------
3,1•10

6–

4,4•10
5–

------------------
—

1,1•10
4–

------------------

2,1
17,8
--------

8,6•10
3–

1,6•10
1–

------------------
1,1•10

5–

1,8•10
4–

------------------
—

1,7•10
4–

------------------

4,5
51,7
-------- 2,6•10

2–

13,2
------------------

3,1•10
4–

3,3•10
3–

------------------
—

7,9•10
3–

------------------

Табëиöа 5

Значения СКП при dimx = n = 9 и m = 3 
после вейвлет-обработки

σr σq, ì σp, ì/с σS, ì/с2

0,1 1,8•10–2 5,2•10–5 7,2•10–8

0,5 7,7•10–2 3,0•10–4 3,6•10–7

2 2,5•10–1 2,0•10–3 1,3•10–7

5 3,3•10–1 4,9•10–3 4,5•10–6
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На pисунке пpеäставëены pезуëüтаты (ãpафики
поãpеøностей: ÷еpныì öветоì — текущая МНК-
оöенка, беëыì внутpи ÷еpноãо — апостеpиоpная
вейвëет-оöенка) вейвëет-обpаботки ìассива МНК-
оöенок, коãäа f = (F1, 0, 0)т, F1 = 10–5 ì/с2, pеаëи-
зуется на вpеìенных интеpваëах [5000, 5400] с,
[6500, 6600] с и [9000, 9050] с пpи СКП изìеpений
σr = 0,1 ì. Как показаëи экспеpиìенты, есëи øаã
изìеpений h = 1 с, то впоëне эффективно (с СКП
σS = 10–6...10–7 ì/с2) оöениваþтся иìпуëüсы äëи-
теëüностüþ боëее 25 с.

Заключение

В статüе пpеäëожены ìоäеëи заäа÷ опpеäеëения
оpбит в усëовиях поëной неопpеäеëенности относи-
теëüно сиë, обусëовëиваþщих äвижение КА; pазpа-
ботана и на пpиìеpе окоëостаöионаpной суто÷но-

синхpонной оpбиты апpобиpована ìетоäоëоãия ãа-
pантиpованноãо оöенивания pазpеøиìости таких
заäа÷ пpи коне÷ной то÷ности вы÷исëений и изìеpе-
ний; на ÷исëенных пpиìеpах пpоäеìонстpиpована
возìожностü äостато÷но эффективноãо pеøения за-
äа÷ указанноãо виäа, в ÷астности, пpоиëëþстpиpо-
вана возìожностü внеøнеãо обнаpужения и оöенки
вpеìенных интеpваëов коppекöии тpаектоpий КА.

Pабота выполнена пpи частичной поддеpжке

гpантами PФФИ-ДВО № 09-01-98503-p_восток_а;

ДВО PАН (№ 09-III-A-03-066, № 09-III-B-03-079 и

№ 09-I-П29-02).
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Оптимизация упpавления 
пеpеоpиентацией космического 

аппаpата за заданное вpемя

Пpобëеìа созäания эконоìи÷ных pежиìов и
аëãоpитìов упpавëения оpиентаöией КА, испоëü-
зуþщих в ка÷естве испоëнитеëüных оpãанов pеак-
тивные ìикpоäвиãатеëи, явëяется оäной из наибо-
ëее важных в косìи÷еской технике. Иссëеäуется
вопpос оптиìизаöии теpìинаëüноãо упpавëения,
обеспе÷иваþщеãо за фиксиpованное вpеìя упpав-
ëения tк совìещение связанной с коpпусоì КА
пpавой систеìы кооpäинат OXYZ с пpоãpаììныì
базисоì, поëожение котоpоãо в инеpöиаëüноì пpо-
стpанстве заäано. Нахожäениþ оптиìаëüной пpо-
ãpаììы пpостpанственной пеpеоpиентаöии пpоиз-
воëüноãо КА по кpитеpиþ ìиниìаëüноãо pасхоäа
pабо÷еãо теëа посвящена äанная статüя.

Постановка оптимизационной задачи. Пpеäпо-
ëаãается, ÷то упpавëение уãëовыì поëожениеì КА
осуществëяется посpеäствоì тpех и боëüøеãо ÷исëа
паp äвиãатеëей, созäаþщих ìоìенты относитеëüно
ãëавных öентpаëüных осей инеpöии КА. Уpавнения
уãëовоãо äвижения КА как твеpäоãо теëа иìеþт виä

J1  + (J3 – J2)ω2ω3 = M1;

J2  + (J1 – J3)ω1ω3 = M2;

J3  + (J2 – J1)ω1ω2 = M3, (1)

ãäе Ji — ãëавные öентpаëüные ìоìенты инеpöии КА;
Mi — пpоекöии ãëавноãо ìоìента внеøних сиë на
ãëавные оси эëëипсоиäа инеpöии КА; ωi — пpоек-
öии вектоpа ω абсоëþтной уãëовой скоpости на оси

связанноãо базиса E, обpазованноãо ãëавныìи ося-
ìи эëëипсоиäа инеpöии (i = 1, 2, 3).

Дëя описания пpостpанственноãо äвижения КА
испоëüзуеì ìатеìати÷еский аппаpат кватеpнионов
(паpаìетpов Pоäpиãа—Гаìиëüтона). Движение свя-
занноãо базиса E относитеëüно опоpноãо базиса I
буäеì заäаватü кватеpнионоì Λ [1]. Дëя опpеäеëен-
ности базис I с÷итаеì инеpöиаëüныì. В этоì сëу-
÷ае иìеþт ìесто сëеäуþщие кинеìати÷еские уpав-
нения:

(2)

иëи в кватеpнионной фоpìе 2  = Λ é ω,

ãäе λj — коìпоненты кватеpниона Λ (j = 0, 1, 2, 3),

пpи÷еì  +  +  +  = 1.

Назна÷ение констpуиpуеìых упpавëений Mi за-
кëþ÷ается в совìещении осей связанной с КА сис-
теìы кооpäинат с пpоãpаììныì базисоì, поëоже-
ние котоpоãо в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат
заäано, т. е. необхоäиìо КА из поëожения Λ(0) = Λн
пеpевести за вpеìя tк m Tзаä в тpебуеìое коне÷ное
поëожение Λ(T ) = Λк. В усëовиях косìи÷ескоãо
поëета особенностü упpавëения закëþ÷ается в ìа-
ëости возìущаþщих ìоìентов, обусëовëенных
взаиìоäействиеì аппаpата с внеøниìи поëяìи и
сопpотивëениеì сpеäы. Упpавëение äвижениеì КА
относитеëüно öентpа ìасс осуществëяется путеì
изìенения ìоìента внеøних сиë M. Допустиì,
÷то суììаpный иìпуëüс от возìущаþщих ìоìен-
тов пpенебpежиìо ìаë по сpавнениþ с упpавëяþ-
щиì иìпуëüсоì. В этоì сëу÷ае ãëавный ìоìент
внеøних сиë M опpеäеëяется в основноì ìоìентоì
упpавëения Mу, созäаваеìыì систеìой испоëни-
теëüных оpãанов, а пеpеìенные Mi, стоящие в пpа-
вых ÷астях систеìы (1), явëяþтся упpавëенияìи.
Пpеäпоëожиì, ÷то обëастü äопустиìых зна÷ений
вектоpа M поäобна эëëипсоиäу инеpöии:

 +  +  m . (3)

Данная фоpìа оãpани÷ения ìожет бытü пpинята
пpи испоëüзовании упpавëяþщих pеактивных ìик-
pоäвиãатеëей. Заäаäиì ãpани÷ные усëовия поëо-
жения КА и еãо уãëовой скоpости:

Λ(0) = Λн; ω(0) = ω0; (4)

Λ(T) = Λк; ω(T ) = ωT, (5)

ãäе T — вpеìя окон÷ания пpоöесса пеpеоpиентаöии.

Пpакти÷еское зна÷ение иìеþт заäа÷и, в кото-
pых ω0 = ωT = 0, а Λн и Λк иìеþт пpоизвоëüные ап-

Pассматpиваются вопpосы оптимизации упpавления
пpостpанственной пеpеоpиентацией космического аппаpа-
та (КА). Минимизиpуется функционал, имеющий смысл
pасхода pабочего тела. Получено аналитическое pешение
поставленной задачи. Показано, что оптимальное по pас-
ходу топлива pешение находится в классе двухимпульсного
упpавления, пpи котоpом pазвоpот КА совеpшается по
тpаектоpии "свободного движения". Исходная задача упpав-
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pиоpно заäанные зна÷ения. Дëя тоãо ÷тобы заäа÷а
упpавëения быëа заìкнута, ввеäеì оптиìизиpуе-
ìый функöионаë

G = gdt, (6)

ãäе g — поëожитеëüно опpеäеëенная функöия от

пеpеìенных Mi, i = .

Заäа÷а оптиìаëüноãо упpавëения пpостpанствен-
ныì pазвоpотоì фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpа-
зоì: необхоäиìо пеpевести КА из состояния (4)
в состояние (5) в соответствии с уpавненияìи (1) и
(2) пpи усëовии, ÷то на упpавëяþщий ìоìент на-
ëожено оãpани÷ение (3); пpи этоì функöионаë (6)
äоëжен бытü ìиниìаëüныì.

Методология постpоения оптимального упpавле-

ния. Буäеì pеøатü поставëеннуþ заäа÷у с поìо-
щüþ пpинöипа ìаксиìуìа [2]. Ввеäеì сопpяжен-
ные пеpеìенные ϕi (i = 1, 2, 3), соответствуþщие
пеpеìенныì ωi, и ψj ( j = 0, 1, 2, 3), соответствуþ-
щие коìпонентаì кватеpниона λj. Функöия Пон-
тpяãина иìеет виä: H = –g + Hä + Hк, ãäе сëаãае-
ìое g соответствует выбpанноìу кpитеpиþ опти-
ìаëüности; Hä — äинаìи÷еская ÷астü, Hк —
кинеìати÷еская ÷астü;

Hä = ϕ1  + ω2ω3  +

+ ϕ2  + ω1ω3  + ϕ3  + ω1ω3 ;

Hк = –0,5ψ0(λ1ω1 + λ2ω2 + λ3ω3) +

+ 0,5ψ1(λ0ω1 + λ2ω3 – λ3ω2) + 0,5ψ2(λ0ω2 + λ3ω1 –

– λ1ω3) + 0,5ψ3(λ0ω3 + λ1ω2 – λ2ω1).

Уpавнения äëя сопpяженных функöий ϕi и ψj
иìеþт виä

 = – , i = ; (7)

 = – , j = , иëи в pазвеpнутой фоpìе

 = –0,5(ψ1ω1 + ψ2ω2 + ψ3ω3);

 = 0,5(ψ0ω1 + ψ2ω3 – ψ3ω2);

 = 0,5(ψ0ω2 + ψ3ω1 – ψ1ω3);

 = 0,5(ψ0ω3 + ψ1ω2 – ψ2ω1). (8)

В [1] показано, ÷то äаннуþ заäа÷у ìожно свести
к pеøениþ заìкнутой систеìы äевяти äиффеpен-
öиаëüных уpавнений. Нескоëüко пpеобpазовав функ-

öиþ Hк, отве÷аþщуþ за ãеоìетpи÷еские свойства
äвижения, поëу÷иì

Hк = 0,5ω1(λ0ψ1 + λ3ψ2 – λ1ψ3 – λ2ψ3) +

+ 0,5ω2(λ0ψ2 + λ1ψ3 – λ2ψ0 – λ3ψ1) +

+ 0,5ω3(λ0ψ3 + λ2ψ1 – λ3ψ0 – λ1ψ2) =

= 0,5(ω1p1 + ω2p2 + ω3p3),

ãäе p1 = λ0ψ1 + λ3ψ2 – λ1ψ3 – λ2ψ3; p2 = λ0ψ2 +

+ λ1ψ3 – λ2ψ0 – λ3ψ1; p3 = λ0ψ3 + λ2ψ1 – λ3ψ0 – λ1ψ2.

Дëя понижения поpяäка систеìы буäеì поëа-
ãатü, ÷то веëи÷ины p1, p2, p3 пpеäставëяþт собой

пpоекöии некотоpоãо вектоpа p на оси связанноãо
базиса E. Из уpавнений (8) сëеäует, ÷то совокуп-
ностü пеpеìенных ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 обëаäает свойст-

ваìи кватеpнионов. Даëее пpиниìаеì, ÷то сопpя-
женные пеpеìенные ψ0, ψ1, ψ2, ψ3 явëяþтся коì-

понентаìи некоеãо кватеpниона Ψ, äëя котоpоãо

спpавеäëиво соотноøение: 2  = Ψ é ω. Тоãäа вве-

äенный наìи вектоp p ìожет бытü записан в кватеp-

нионной фоpìе p = vect(  é Ψ), а кинеìати÷еская

÷астü функöии H пpиниìает виä: Hк = –ω•p/2

(зäесü • — знак скаëяpноãо пpоизвеäения векто-
pов). Уpавнения (7) ìоãут бытü пpеäставëены сëе-
äуþщиì обpазоì:

 = –ω3n2ϕ2 – ω2n3ϕ3 – p1/2;

 = –ω3n1ϕ1 – ω1n3ϕ3 – p2/2;

 = –ω2n1ϕ1 – ω1n2ϕ2 – p3/2, (9)

ãäе n1 = (J2 – J3)/J1, n2 = (J3 – J1)/J2, n3 = (J1 – J2)/J3 —

постоянные коэффиöиенты. Диффеpенöиpуя выpа-

жения äëя pi (i = ) и поäставëяя в них уpавнения

äëя λj и ψj ( j = ), поëу÷иì необхоäиìые äиф-

феpенöиаëüные уpавнения. Изìенение вектоpа p
опpеäеëяется pеøениеì систеìы уpавнений

 = ω3p2 – ω2p3;  = ω1p3 – ω3p1;

 = ω2p1 – ω1p2 (10)

иëи в вектоpной фоpìе  = –ω Ѕ p, (11)

ãäе pi — пpоекöии вектоpа p на оси связанноãо ба-
зиса E; Ѕ — вектоpное пpоизвеäение.

Поëу÷енное äиффеpенöиаëüное уpавнение (11)
äëя вектоpа p отpажает еãо вpащение с уãëовой ско-
pостüþ –ω относитеëüно связанноãо базиса. В своþ
о÷еpеäü, саì связанный базис E совеpøает уãëовое
äвижение относитеëüно опоpноãо базиса I с уãëо-
вой скоpостüþ ω, в pезуëüтате вектоp p явëяется
непоäвижныì в опоpной систеìе отс÷ета. В сиëу
тоãо, ÷то |p| = const, поëаãаеì в äаëüнейøеì вектоp p
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ноpìиpованныì: |p | = 1. Такиì обpазоì, заäа÷а оп-
pеäеëения оптиìаëüноãо упpавëения своäится к pе-
øениþ систеìы уpавнений (1), (9) и (10) пpи усëо-
вии, ÷то саìо упpавëение выбpано из тpебования
ìаксиìизаöии ãаìиëüтониана. Гpани÷ные усëовия
по уãëовоìу поëожениþ Λн и Λк опpеäеëяþт се-
ìейство pеøений p(t), котоpое иìеет виä [1]:
p =  é cE é Λ, ãäе cE = Λн é p(0) é  = const. На-
пpавëение cE зависит от на÷аëüноãо и коне÷ноãо
поëожений КА. Дëя тоãо ÷тобы КА иìеë тpебуе-
ìуþ оpиентаöиþ на пpавоì конöе Λ(T ) = Λк, не-
обхоäиìо опpеäеëитü вектоp cE (иëи зна÷ение век-
тоpа p в на÷аëüный ìоìент вpеìени) исхоäя из по-
ëу÷аþщихся пpи этоì pеøений систеìы (2). Заäа÷а
нахожäения оптиìаëüноãо упpавëения состоит в ис-
сëеäовании äинаìи÷еских уpавнений Эйëеpа (1) и
сопpяженных иì уpавнений (9) пpи указанноì äви-
жении вектоpа p. Систеìа äиффеpенöиаëüных
уpавнений (9)—(10) совìестно с тpебованиеì ìак-
сиìаëüности функöии Понтpяãина H явëяþтся не-
обхоäиìыìи усëовияìи оптиìаëüности. Уpавнения
связи выpажаþтся систеìаìи уpавнений (1), (2)
с оäновpеìенныì выпоëнениеì оãpани÷ения (3),
накëаäываеìыì на äвижение äинаìи÷еской систе-
ìы. Гpани÷ные усëовия по уãëовой скоpости ω и
усëовия ìаксиìуìа функöии H опpеäеëяþт pеøе-
ния ω(t) и ϕ(t), ãäе ϕ = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}. Гpани÷ные ус-
ëовия по поëожениþ Λн и Λк опpеäеëяþт pеøения
Λ(t) и p(t).

Оптимизация упpавления КА с минимальными

затpатами упpавляющих pесуpсов. Pассìотpиì за-
äа÷у на ìиниìизаöиþ функöионаëа

G = dt

пpи pазвоpоте КА из поëожения Λн в поëожение Λк
за вpеìя T. Данный виä функöионаëа явëяется ти-
повыì и хаpактеpизует pаботу упpавëяþщих сиë.
Функöия Понтpяãина H в этоì сëу÷ае иìеет виä

H = –  +

+ M1ϕ1/J1 + M2
ϕ

2/J2 + M3
ϕ

3/J3 + Hinv,

ãäе Hinv не зависит явно от упpавëения.

Дëя постpоения оптиìаëüноãо упpавëения в ви-
äе функöионаëüной зависиìости от сопpяженных

кооpäинат ввеäеì новые пеpеìенные ui = Mi/  и

ηi = ϕi/ , i = . Оãpани÷ение (3) на упpавëение

запиøется сëеäуþщиì обpазоì:  +  +  m .

Пеpейäя к новыì пеpеìенныì, поëу÷иì: H =
= –|u| + u•η + Hinv, ãäе u = {u1, u2, u3}, η = {η1, η2, η3}.

О÷евиäно, ÷то функöия Понтpяãина H пpи оãpа-
ни÷ении |u | m u0 пpиниìает ìаксиìаëüное зна÷е-

ние, есëи упpавëение u иìеет виä

u = 

иëи äëя ìоìентов

u = 

(12)

Поëу÷енная стpуктуpа упpавëяþщеãо ìоìента M
пpивоäит к тоìу, ÷то оптиìаëüное pеøение äëя пе-
pеìенных ϕi ìожет бытü найäено по уpавненияì

ϕi = a(t)pi, (13)

ãäе a(t) — скаëяpная функöия вpеìени.

Оптиìаëüное зна÷ение упpавëяþщеãо ìоìента M
запиøеì в виäе

Mi = 

Уpавнения (1), (9) и (10) совìестно с соотноøе-
ниеì (12) обpазуþт заìкнутуþ систеìу уpавнений.
Испоëüзуя тот факт, ÷то вектоp p в инеpöиаëüноì
пpостpанстве постоянен, буäеì искатü pеøения
систеìы (1), (9), (10), (12) в кëассе äвижений, пpи
котоpых кинети÷еский ìоìент КА L иìеет посто-
янное напpавëение в инеpöиаëüноì пpостpанстве.
Дëя этоãо ÷астноãо сëу÷ая необхоäиìо, ÷тобы вы-
поëняëисü соотноøения

Jiωi = bpi, (14)

показываþщие связü ìежäу вектоpаìи ω и p. Зäесü
b — коэффиöиент пpопоpöионаëüности, завися-
щий от вpеìени. Сëеäует заìетитü, ÷то есëи функ-
öии ωi, pi уäовëетвоpяþт pавенству (14), то они
уäовëетвоpяþт и уpавнениþ (10). Допустиìыì äëя
сопpяженноãо вектоpа упpавëения ϕ = {ϕ1, ϕ2, ϕ3}
явëяется pеøение ϕi = a(t)pi, пpи котоpоì упpав-
ëяþщие ìоìенты буäут pавны Mi = χ(t)pi. Поäстав-
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ëяя выpажения äëя Mi в неpавенство (3) с у÷етоì
усëовия ноpìиpовки äëя вектоpа p, поëу÷иì

|M | m u0/ .

Покажеì, ÷то äëя pеøения (14) спpавеäëиво pа-

венство /J1 + /J2 + /J3 = const во все вpеìя

pазвоpота. Дëя этоãо äостато÷но пpоäиффеpенöи-
pоватü по вpеìени ëевуþ ÷астü указанноãо pавенст-
ва с у÷етоì свойств äвижения вектоpа p. Пpоизвоä-
ные коìпонент вектоpа p заìеняþтся сна÷аëа по
соотноøенияì (10), а затеì коìпоненты вектоpа ω

заìеняþтся по фоpìуëаì (14): p1 /J1 + p2 /J2 +

+ p3 /J3 = ω1 p2 p3/J3 – ω1 p2 p3/J2 + ω1 p2 p3/J2 –

– ω2p1p3/J3 + ω2p1p3/J3 – ω1p2p3/J3 ≡ 0. Обозна÷ая

m0 = u0/ , поëу÷аеì |M | =

= |χ(t)| m m0.

В pезуëüтате всех этих ìатеìати÷еских äействий
фоpìуëу (12), поëу÷еннуþ äëя оптиìаëüноãо
упpавëения, ìожно записатü в виäе

M = 0,5m0[sign(a + a*) + sign(a – a*)]p,

ãäе a* = 1/ .

Иссëеäуеì хаpактеp повеäения функöии a(t) пpи
оптиìаëüных упpавëении и äвижении вектоpа p

в связанной систеìе кооpäинат. Дëя этоãо возüìеì
пpоизвоäнуþ по вpеìени от ëевой и пpавой ÷астей
соотноøения (13) äëя i = 1, 2, 3. Диффеpенöиpуя
a(t) по вpеìени, поëу÷иì:  = –0,5 иëи ϕi = (ρ – t/2)pi,
ãäе ρ = a(0) — на÷аëüное зна÷ение функöии a(t).

Оптиìаëüное pеøение (13) ìожет уäовëетво-
pятü пpинöипу ìаксиìуìа (необхоäиìыì усëови-
яì оптиìаëüности) ëиøü пpи оäновpеìенноì вы-
поëнении äвух виäов соотноøений: da/dt = –0,5 и
уpавнений типа

(15)

вытекаþщих из уpавнений (9). Посëеäняя ãpуппа
соотноøений, записанных äëя вектоpа p, никак не
пpотивоpе÷ит фоpìуëаì (10). В этоì нетpуäно убе-
äитüся, есëи у÷естü, ÷то ωi — не постоянные коэф-
фиöиенты, а функöии вpеìени. Действитеëüно,
уpавненияì (11) (иëи (11)) уäовëетвоpяþт бес÷ис-
ëенное ìножество вектоpов, непоäвижных относи-
теëüно опоpной систеìы кооpäинат. Дëя тоãо ÷тобы
искоìый вектоp p(t) быë канäиäатоì на оптиìаëü-
ное pеøение, необхоäиìо, ÷тобы он еще явëяëся
pеøениеì систеìы уpавнений (15). А äëя оäновpе-
ìенноãо выпоëнения усëовий (10) и (15) äостато÷-
но назна÷итü ωi = bpi/Ji. Поäставëяя эти pавенства

в соотноøения (15), поëу÷иì известные уже уpав-
нения (10), теì саìыì поäтвеpäив непоäвижностü
вектоpа p (а зна÷ит, и кинети÷ескоãо ìоìента L)
в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат. Дëя пpоекöии
p1 буäеì иìетü:

 = –ω3n2p2 – ω2n3p3 =

= – p2 – p3 = b p2p3 =

= bp2p3/J3 – bp3p2/J2 = ω3p2 – ω2p3.

Пpиìенитеëüно к пpоекöияì p2 и p3 äоказатеëü-
ство совìестиìости усëовий (10) и (15) пpовоäится
анаëоãи÷но. Истинностü pеøений (13)—(14) äëя
систеìы äиффеpенöиаëüных уpавнений (1), (9), (10),
(12) пpовеpяется посëеäоватеëüной поäстановкой со-
отноøения (13) в уpавнения (9) с у÷етоì связей (14)
äëя всех i = 1, 2, 3. Пpоäеìонстpиpуеì сказанное
на пpиìеpе пеpеìенной ϕ1. Возüìеì пpоизвоäнуþ
по вpеìени от ϕ1 = ap1, поäставиì поëу÷енное вы-
pажение в пеpвое из уpавнений (9) и уìножиì ëевуþ
и пpавуþ еãо ÷асти на ÷исëо b. В pезуëüтате иìееì:

 = a(t)  + p1 = a(ω3p2 – ω2p3) + p1. Из уpав-
нений (9) сëеäует

 = –ω3 ap2 – ω2 ap3 – p1/2 и

b  = –ω3(J3 – J1)aω2 – ω2(J1 – J2)aω3 – J1ω1/2 =

= a(J2 – J3)ω2ω3 – J1ω1/2.

Вìесте с теì, b  = a(ω3bp2 – ω2bp3) + bp1 =

= a(J2 – J3)ω2ω3 + J1ω1 . Анаëоãи÷ные соотноøе-

ния äвух виäов поëу÷аþтся и äëя пеpеìенных ϕ2

и ϕ3. Есëи b = 0, то ωi = 0. Поэтоìу  = –pi/2 (из (9))

и  = pi (из (13)), откуäа  = –0,5. Есëи b ≠ 0,

то, сpавнивая b  в обоих выpажениях, поëу÷иì

= –0,5. Такиì обpазоì, da/dt = –0,5 пpи ëþбых

зна÷ениях коэффиöиента b.
Зависиìостü коэффиöиента b от вpеìени поëу-

÷ается из äинаìи÷еских уpавнений (1) пpи упpав-
ëении (12) с у÷етоì соотноøений (14):

J1  = d(b(t)p1)/dt = (t)p1 + b(t)  =

= (t)p1 + b(t)(ω3p2 – ω2p3) =

= ω2ω3(J2 – J3) + (t)p1 = J1n1ω2ω3 + p1. 

Анаëоãи÷но поëу÷иì Ji  = Jiniωi–1ωi+1 + pi

(i = 1, 2, 3). Вìесте с теì, Mi = Ji  – Jiniωi–1ωi+1,

откуäа Mi = pi. Сëеäоватеëüно L || M. Иìея в виäу,

÷то вектоp p — ноpìиpованный (|p | = 1), поëу÷аеì

p1
2

J1⁄ p2
2

J2⁄ p3
2

J3⁄+ +

p1
2

p2
2

p3
2

p·1 p·2

p·3

p1
2

J1⁄ p2
2

J2⁄ p3
2

J3⁄+ +

p1
2

J1⁄ p2
2

J2⁄ p3
2

J3⁄+ +

a·

dp1/dt = –ω3n2p2 – ω2n3p3;

dp2/dt = –ω1n3p3 – ω3n1p1;

dp3/dt = –ω2n1p1 – ω1n2p2,

p·1

bp3

J3

------
J3 J1–

J2

------------
bp2

J2

------
J1 J2–

J3

------------
J2 J3–

J2J3

------------

ϕ· 1 p·1 a· a·

ϕ· 1

J3 J1–

J2

------------
J1 J2–

J3

------------

ϕ· 1

ϕ· 1 a·

a·

ϕ· i

ϕ· i a· a·

ϕ· i

a·

ω· 1 b
·

p·1

b
·

b
·

b
·

ω· i b
·

ω· i

b
·



70 Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010

| | = . Из уpавнений Эйëеpа (1) и

пpеобpазованной фоpìуëы (12) вытекает, ÷то db/dt =
= m0[sign(a + a*) + sign(a – a*)]/2, ãäе a = ρ – t/2.

Pавенство b =  = |L | сëе-

äует непосpеäственно из (14). С у÷етоì выøеизëо-
женноãо соотноøения (12) и (14) пpиниìаþт виä

Mi = m0pi[sign(ρ – t/2 + a*) +

+ sign(ρ – t/2 – a*)]/2; (16)

Jiωi = (L0 – m0|ρ – t/2 + a*| –

– m0|ρ – t/2 – a*| + 2m0ρ)pi, i = . (17)

Такиì обpазоì, äëя äинаìи÷еской систеìы
(1)—(2) с оãpани÷ениеì (3) упpавëение (16), пpи
котоpоì кинети÷еский ìоìент коpпуса КА иìеет
постоянное напpавëение в инеpöиаëüноì пpо-
стpанстве, уäовëетвоpяет необхоäиìыì усëовияì
оптиìаëüности. Поëу÷енное упpавëение относится
к кëассу упpавëения по тpаектоpии "свобоäноãо
äвижения". О÷евиäно, ÷то оно иìеет ìесто, есëи
на÷аëüная и коне÷ная уãëовые скоpости pавны нуëþ
иëи есëи указанные ãpани÷ные скоpости ω0 и ωT

пpинаäëежат "тpаектоpии свобоäноãо äвижения",
пpохоäящей ÷еpез на÷аëüное Lн и коне÷ное Lк
уãëовые поëожения КА. Дëя поëу÷ения функöио-
наëüной зависиìости упpавëений от фазовых ко-
оpäинат необхоäиìо pеøитü уpавнения (10), кото-
pые äëя закона (14) пpиìут сëеäуþщий виä:

 = K p2p3;  = K p1p3;

 = K p1p2, (18)

ãäе K = |L | — ìоäуëü кинети÷ескоãо ìоìента КА.
Заäа÷а постpоения оптиìаëüноãо упpавëения

закëþ÷ается в нахожäении такоãо зна÷ения векто-
pа p(0), ÷тобы в pезуëüтате äвижения КА соãëасно
уpавненияì (1), (2), (10), (16) выпоëниëосü pавен-
ство Λ(T ) = Λк. Опpеäеëение вектоpа p(0) — саìо-
стоятеëüная и äовоëüно непpостая заäа÷а. Пpеä-
ставëенные уpавнения (18) иìеþт анаëити÷еское
pеøение в эëеìентаpных функöиях тоëüко äëя осе-
сиììетpи÷ноãо и сфеpи÷ескоãо теë. Заäа÷а опти-
ìаëüноãо упpавëения äëя сфеpи÷ескоãо теëа в äан-
ной постановке поäpобно pассìотpена в [1]. Дëя
äинаìи÷ески сиììетpи÷ноãо теëа J1 ≠ J2 = J3 pе-
øение записывается сëеäуþщиì обpазоì:

p1 = p10; p2 = p20cosσ + p30sinσ;

p3 = –p20sinσ + p30cosσ, (19)

ãäе p0 = p(0), σ = ω1(t)dt.

В этоì сëу÷ае (коãäа J2 = J3) соотноøения (19)
совìестно с pавенстваìи (16) и (17) обpазуþт pе-
øение систеìы уpавнений (1), (9), (10) пpи усëо-
вии (12). Пpи этоì, как быëо отìе÷ено выøе, äан-
ное pеøение спpавеäëиво не äëя всех ãpани÷ных
усëовий, а тоëüко пpи ω0 =ωT = 0 и пpоизвоëüных
Λн и Λк, ëибо есëи вектоpы ω0 и ωT ëежат на кони-
÷еской повеpхности, опpеäеëяеìой вектоpоì cE (пpи
этоì вектоp p также описывает конус вокpуã пpо-
äоëüной оси OX в связанной систеìе кооpäинат).
Пpи такоì типе упpавëения искоìое pеøение на-
хоäится в фоpìе pеãуëяpной пpеöессии (кони÷е-
скоãо пpеöессиpуþщеãо äвижения) [3]. Пеpевоä КА
из поëожения Λн в поëожение Λк осуществëяется
оäновpеìенныì повоpотоì вокpуã вектоpа cE, не-
поäвижноãо относитеëüно инеpöиаëüноãо базиса I,
на уãоë β и вокpуã своей пpоäоëüной оси на уãоë α.
Испоëüзуя аппаpат кватеpнионов äëя описания
повоpотов твеpäоãо теëа вокpуã öентpа ìасс, поëу-
÷иì соотноøение: Λк = Λн é exp(p0β/2) é exp(e1α/2),
ãäе e1 — оpт пpоäоëüной оси КА. Зависиìостü па-
pаìетpов p0, α, β от ãpани÷ных уãëовых поëожений
Λн и Λк опpеäеëяется систеìой уpавнений

cos cos  – p10sin sin  = v0;

p20sin cos  + p30sin sin  = v2;

cos sin  + p10sin cos  = v1;

–p20sin cos  + p30sin cos  = v3;

α = p10β,

ãäе v0, v1, v2, v3 — коìпоненты кватеpниона pазво-

pота Λp =  é Λк; α — уãоë повоpота КА вокpуã пpо-

äоëüной оси; β — уãоë повоpота вокpуã вектоpа p
(иëи вектоpа кинети÷ескоãо ìоìента). Пpи этоì
с÷итается, ÷то |α | m π, 0 m β m π.

Дëя пpоизвоëüноãо КА (J1 ≠ J2 ≠ J3) pеøение
систеìы уpавнений (1), (10) нахоäится тоëüко ÷ис-
ëенныìи ìетоäаìи (напpиìеp, ìетоäоì посëеäо-
ватеëüных пpибëижений). Вектоp p0 опpеäеëяется
путеì pеøения кpаевой заäа÷и Λ(0) = Λн, Λ(T ) = Λк

с у÷етоì накëаäываеìых на äвижение связей (1), (2),
в котоpых Mi = 0. В pезуëüтате поëу÷аеì зна÷ение
вектоpа уãëовой скоpости в на÷аëüный ìоìент вpе-
ìени ωpас, пpи котоpоì обеспе÷ивается пеpевоä КА
пpи свобоäноì еãо вpащении относитеëüно öентpа
ìасс (M = 0) из состояния Λ(0) = Λн, ω(0) = ωpас в
состояние Λ(T ) = Λк (ω(T ) пpи этоì пpоизвоëüно).
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Зна÷ение вектоpа p0 связано с найäенныì ωpас со-
отноøенияìи

pi0 = .

Такиì обpазоì, оптиìаëüное äвижение КА со-
стоит из у÷астков, на котоpых äействует ìаксиìаëü-
ный по ìоäуëþ упpавëяþщий ìоìент, и у÷астка
свобоäноãо äвижения. На у÷астках ненуëевоãо
упpавëяþщеãо ìоìента оптиìаëüное упpавëение
опpеäеëяется соотноøенияìи (13), а иìенно, ìо-
ìент M паpаëëеëен вектоpу p и остается неизìен-
ныì в инеpöиаëüноì базисе I; вектоp кинети÷е-
скоãо ìоìента L иìеет постоянное напpавëение
в инеpöиаëüноì пpостpанстве, но ìеняется по ìоäу-
ëþ (на у÷астке pазãона увеëи÷ивается äо заäанноãо
зна÷ения, а на у÷астке тоpìожения — уìенüøается).
Пpи äвижении КА на у÷астке с нуëевыì упpавëяþ-
щиì ìоìентоì паpаìетpы тpаектоpии опpеäеëя-
þтся теìи же неизìенныìи в инеpöиаëüной сис-
теìе кооpäинат вектоpаìи L и p.

В äанноì сëу÷ае опpеäеëяþщиì пpи нахожäе-
нии оптиìаëüных pеøений p(t), ω(t) явëяется зна-
÷ение вектоpа p на ìоìент вpеìени t = 0. Pеøив
с у÷етоì (2) и (1), в котоpых M = 0, кинеìати÷е-
скуþ заäа÷у оpиентаöии по пеpевоäу КА из поëо-
жения Λ(0) = Λн в поëожение Λк, найäеì pас÷етное
зна÷ение вектоpа p0 и соответствуþщий еìу вектоp
cE = const. Поставëенная заäа÷а также ìожет бытü
pассìотpена äëя сëу÷ая пpоизвоëüноãо pазвоpота КА
за фиксиpованное вpеìя, коãäа ω(0) = ω(T ) = 0, и
сëу÷ая, коãäа ω(0) иëи ω(T ) не pавны нуëþ, но äан-
ные вектоpы ëежат на повеpхности свобоäноãо вpа-
щения, оäнозна÷но опpеäеëяеìой вектоpоì p (кото-
pый зависит от паpаìетpов pазвоpота Λp =  é Λк).

Заäа÷а оптиìаëüноãо упpавëения pазвоpотоì КА

по кpитеpиþ dt → min,

ãäе li = const — пëе÷и установки pеактивных

упpавëяþщих äвиãатеëей (i = 1, 2, 3), иìеет pе-
øение анаëоãи÷ной стpуктуpы (в этоì сëу÷ае

g = ). Данный сëу÷ай явëя-

ется коìпpоìиссоì äвух станäаpтных фоpì типо-
воãо функöионаëа — обобщенной взвеøенной pа-
боты упpавëений и "pасхоäоì" упpавëений. Необ-
хоäиìое усëовие оптиìаëüности иìеет виä

Mi = qpi. (20)

У÷итывая тpебование (20) и свойства пеpеìен-
ных ϕi, запиøеì функöиþ H в виäе

H = –|q | + qϕ* + Hinv,

ãäе ϕ* = (ρ – t/2)( /J1 + /J2 + /J3). О÷евиäно,

÷то она иìеет ìаксиìаëüное зна÷ение пpи упpав-
ëении виäа

Mi = 

ãäе ϕ* — ìонотонно убываþщая функöия (ϕ* =
= ϕ0 – rt, ãäе r = const > 0).

Оптиìаëüный pазвоpот КА вкëþ÷ает äва у÷астка,
на котоpых äействует ìаксиìаëüный по ìоäуëþ
упpавëяþщий ìоìент, и у÷асток неупpавëяеìоãо
вpащения. На у÷астках ненуëевоãо упpавëяþщеãо
ìоìента вектоp кинети÷ескоãо ìоìента L иìеет по-
стоянное напpавëение в инеpöиаëüноì пpостpанст-
ве, но ìеняется по ìоäуëþ (пpи pазãоне увеëи÷ива-
ется äо заäанноãо зна÷ения, а пpи тоpìожении —
уìенüøается); ìоìент M непоäвижен относитеëüно
опоpноãо базиса I и паpаëëеëен вектоpу p. Пpи вpа-
щении КА с нуëевыì упpавëяþщиì ìоìентоì па-
pаìетpы äвижения опpеäеëяþтся вектоpаìи L и p.

Пpи нахожäении оптиìаëüных pеøений p(t),
ω(t) опpеäеëяþщиì явëяется зна÷ение вектоpа p на
на÷аëо pазвоpота t = 0. По на÷аëüноìу Λн и коне÷-

ноìу Λк поëоженияì, а также исхоäя из инеpöи-

онных хаpактеpистик КА J1, J2, J3 опpеäеëяется на-

÷аëüный вектоp p0 = p(0) [4]. Пpоãноз "свобоäноãо"

äвижения осуществëяется интеãpиpованиеì систе-
ìы уpавнений (1)—(2), описываþщих вpащение КА,
пpи на÷аëüных усëовиях Λ(0) = Λн, ω(0) = ωн с у÷е-

тоì тоãо, ÷то M = 0. Pеøая соãëасно уpавненияì (2)
и (1) (в котоpых M = 0) кинеìати÷ескуþ заäа÷у
оpиентаöии по пеpевоäу КА из поëожения Λ(0) = Λн

в поëожение Λ(T ) = Λк, поëу÷иì pас÷етное зна÷ение

вектоpа p0 и соответствуþщий еìу вектоp упpавëения

cE = Λн é p(0) é  = const. Вектоp p на ìоìент окон-

÷ания pазвоpота ìожет бытü найäен из выpажения:

p(T ) =  é Λн é p0 é  é Λк =  é p(0) é Λp, ãäе

Λp =  é Λк — кватеpнион pазвоpота. Особенностü

pеøения состоит в тоì, ÷то на всеì интеpваëе pаз-

воpота L ||p, а Λ(t) é p(t) é (t) = const (напpавëение

кинети÷ескоãо ìоìента КА постоянно в инеpöи-
аëüной систеìе кооpäинат). Pас÷етное зна÷ение
a(0) = (T + (LT – L0)/m0)/4. Пpоöеäуpа опpеäеëе-

ния p0 пpеäпоëаãает наëи÷ие ìатеìати÷еской ìоäе-

ëи уãëовоãо äвижения КА (пpоãнозиpуþщей ìоäеëи).
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Взяв пpоизвоëüныì сpеäнее зна÷ение ìоäуëя ки-
нети÷ескоãо ìоìента Kc (Kc ≠ 0) и ìоäеëиpуя вpа-

щение КА äëя соответствуþщих еìу на÷аëüных ус-
ëовий ωi0 = Kcpi0/J1, поëу÷иì пpоãнозиpуеìое вpе-

ìя pазвоpота tпp. Тоãäа вpеìя pазãона τ1 и вpеìя

тоpìожения τ2 буäут pавны

τ1 =  –

– ;

τ2 =  –

– ,

ãäе T — заäанное вpеìя pазвоpота; L0, LT — ìоäуëи
кинети÷ескоãо ìоìента КА на на÷аëо и окон÷ание
ìаневpа pазвоpота (обы÷но L0 = LT = 0).

Хаpактеp изìенения ìоäуëя кинети÷ескоãо ìо-
ìента КА показан на pис. 1, котоpый äеìонстpи-
pует основные этапы упpавëения: у÷асток äвижения
с ìаксиìаëüныì упpавëяþщиì ìоìентоì, паpаë-
ëеëüныì вектоpу p (а зна÷ит, и кинети÷ескоìу ìо-
ìенту); у÷асток свобоäноãо äвижения; у÷асток äви-
жения с ìаксиìаëüныì ìоìентоì M, паpаëëеëü-
ныì p, но обpатноãо знака. Дëя сëу÷ая нуëевых
ãpани÷ных зна÷ений ω0 = ωT = 0 pеаëизуется тоëüко

оäин еäинственный тип äвижения: пеpвый у÷асток —
pазãон КА с ìаксиìаëüныì упpавëяþщиì ìоìен-
тоì |M | = m0 äо |L | = Lзаä, äаëее у÷асток свобоäноãо

äвижения КА с постоянныì по ìоäуëþ кинети÷е-
скиì ìоìентоì |L | = Lзаä пpоäоëжитеëüностüþ

T  (M = 0) и затеì сиììетpи÷ный у÷асток

тоpìожения КА с ìаксиìаëüныì упpавëяþщиì
ìоìентоì |M | = m0 äо остановки КА (M ||L). Зäесü

обозна÷ено Lзаä = m0τ, ãäе τ = 1 –  —

вpеìя pазãона (тоpìожения).

Pазpаботанный аëãоpитì упpавëения пpостpан-
ственной пеpеоpиентаöией позвоëяет снизитü на
25...40 % затpаты топëива на pазвоpот существуþ-
щих КА. Высокая эконоìи÷ностü pазвоpота äости-
ãается теì, ÷то на боëüøей ÷асти ìаневpа упpавëе-
ние отсутствует (M = 0).

Pезультаты математического моделиpования.

В ка÷естве ÷исëовоãо пpиìеpа pассìотpиì pазво-
pот некотоpоãо КА со сëеäуþщиìи ìассово-инеp-
öионныìи хаpактеpистикаìи: J1 = 31 000 кã•ì2,

J2 = 167 000 кã•ì2, J3 = 161 000 кã•ì2 из на÷аëü-
ноãо поëожения Λн, коãäа оси КА совпаäаþт с ося-
ìи опоpноãо базиса I, в заäанное коне÷ное поëо-
жение Λк = Λзаä за вpеìя T = 450 с. На÷аëüные и
коне÷ные уãëовые скоpости нуëевые ω0 = ωT = 0.
Зна÷ения эëеìентов кватеpниона Λзаä pавны:
λ0 = 0,5000; λ1 = 0,6548; λ2 = 0,5200; λ3 = 0,2248.
Мощностü испоëнитеëüных оpãанов хаpактеpизу-
ется веëи÷иной u0 = 0,028165 Н/ . Pеøение ки-
неìати÷еской заäа÷и оpиентаöии по пеpевоäу КА
из поëожения Λ(0) = Λн в поëожение Λ(T ) = Λк
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(заäа÷и оптиìаëüноãо pазвоpота в иìпуëüсной по-
становке) äаëо pас÷етное зна÷ение вектоpа p0 =
= {0,259906; 0,411805; 0,873422}. Максиìаëüное зна÷е-
ние упpавëяþщеãо ìоìента составиëо m0 = 10 Н•ì.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования pаз-
воpота КА пpи оптиìаëüноì упpавëении пpивеäе-
ны на pис. 2...4. На pис. 2 от÷етëиво виäны все тpи
у÷астка — набоp уãëовой скоpости, ãаøение уãëо-
вой скоpости и ìежäу ниìи неупpавëяеìое вpаще-
ние КА. В отëи÷ие от пеpеìенных ωi пеpеìенные
pi и λj явëяþтся ãëаäкиìи функöияìи. Дëитеëü-
ностü у÷астков pазãона и тоpìожения оäинакова и
pавна τ = 50 с. Хаpактеpныì явëяется незна÷итеëü-
ное изìенение пеpеìенных p1 и ω1 на у÷астке сво-
боäноãо вpащения. Это свиäетеëüствует о тоì, ÷то
осü OX — пpоäоëüная.
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Пеpеоpиентация оpбиты 

космического аппаpата, 

оптимальная в смысле минимума 

интегpального квадpатичного 

функционала качества

Диффеpенциальные уpавнения оpиентации
оpбиты космического аппаpата

Буäеì с÷итатü, ÷то вектоp ускоpения u от тяãи
pеактивноãо äвиãатеëя во все вpеìя упpавëяеìоãо
äвижения косìи÷ескоãо аппаpата (КА) напpавëен
оpтоãонаëüно пëоскости еãо оpбиты. Тоãäа оpбита
КА в пpоöессе упpавëения äвижениеì öентpа ìасс
КА не ìеняет своей фоpìы и своих pазìеpов, а по-
воpа÷ивается в пpостpанстве поä äействиеì упpав-
ëения u как неизìеняеìая (неäефоpìиpуеìая)
фиãуpа.

Движение öентpа ìасс КА буäеì pассìатpиватü
в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат X — ãеоöен-
тpи÷еской экватоpиаëüной систеìе кооpäинат
OX1X2X3(X) с на÷аëоì в öентpе О пpитяжения Зеìëи.
Осü OX3 этой систеìы кооpäинат напpавëена вäоëü
оси суто÷ноãо вpащения Зеìëи, оси OX1 и OX2 ëежат
в пëоскости экватоpа Зеìëи, осü OX1 напpавëена
в то÷ку весеннеãо pавноäенствия äëя Зеìëи, осü OX2
äопоëняет систеìу äо пpавой тpойки вектоpов.

Ввеäеì также в pассìотpение систеìу кооpäи-
нат ξ, связаннуþ с пëоскостüþ и пеpиöентpоì оpби-
ты КА. На÷аëо этой систеìы кооpäинат нахоäится
в öентpе O, осü ξ1 напpавëена вäоëü pаäиус-вектоpа
пеpиöентpа оpбиты, осü ξ3 пеpпенäикуëяpна пëос-
кости оpбиты и иìеет напpавëение постоянноãо по
ìоäуëþ вектоpа с ìоìента скоpости öентpа ìасс КА,
а осü ξ2 обpазует пpавуþ тpойку с осяìи ξ1 и ξ3.
Оpиентаöия систеìы кооpäинат ξ в инеpöиаëüной

Pис. 4

С помощью пpинципа максимума Понтpягина и кватеp-
нионных пеpеменных pешается задача оптимальной пеpе-
оpиентации оpбиты космического аппаpата (КА). Упpав-
ление (вектоp pеактивной тяги, оpтогональной плоскости
оpбиты) огpаничено по модулю. Функционал, опpеделяющий
качество пpоцесса упpавления, pавен взвешенной инте-
гpальной сумме квадpатов пеpеменных, хаpактеpизующих
отклонение оpбиты КА от ее тpебуемого положения, и
квадpата упpавления. Сфоpмулиpована диффеpенциальная
кpаевая задача пеpеоpиентации оpбиты КА. Получены за-
коны оптимального упpавления, постpоены условия тpанс-
веpсальности, не содеpжащие неопpеделенных множителей
Лагpанжа. Пpиведены пpимеpы численного pешения задачи.

Ключевые слова: оптимальное упpавление, космиче-
ский аппаpат, кватеpнион
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систеìе кооpäинат X хаpактеpизует собой оpиента-

öиþ оpбиты КА в инеpöиаëüноì пpостpанстве и

заäается тpеìя уãëовыìи оскуëиpуþщиìи эëеìен-

таìи оpбиты [1, 2]: äоëãотой восхоäящеãо узëа Ωu,

накëоноì оpбиты I и уãëовыì pасстояниеì пеpи-

öентpа от узëа ωπ.
Диффеpенöиаëüные уpавнения оpиентаöии оpби-

ты КА в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат в уãëо-

вых эëеìентах оpбиты в pассìатpиваеìоì сëу÷ае

иìеþт виä [1, 2]

(1)

ãäе ϕ — истинная аноìаëия (уãëовая пеpеìенная,

отс÷итываеìая в пëоскости оpбиты от ее пеpиöен-

тpа и хаpактеpизуþщая поëожение КА на оpбите);

r = |r | — ìоäуëü pаäиуса-вектоpа öентpа ìасс КА;

p и e — паpаìетp и эксöентpиситет оpбиты,

с = |r Ѕ v | — постоянная пëощаäей (ìоäуëü вектоpа

ìоìента скоpости v öентpа ìасс КА); u — пpоекöия

вектоpа ускоpения u на напpавëение вектоpа ìо-

ìента скоpости öентpа ìасс КА (аëãебpаи÷еская

веëи÷ина pеактивноãо ускоpения, пеpпенäикуëяp-

ноãо пëоскости оpбиты КА).

Заäа÷а пеpеоpиентаöии оpбиты КА в уãëовых

пеpеìенных фоpìуëиpуется сëеäуþщиì обpазоì:

тpебуется постpоитü упpавëение u, пеpевоäящее

оpбиту КА, изìенение оpиентаöии котоpой опи-

сывается уpавненияìи (1), из заäанноãо на÷аëüно-

ãо поëожения

Ωu = Ωu(t0) = , I = I(t0) = I0, ωπ = ωπ(t0) = , 

I0 ≠ 0, π

в тpебуеìое коне÷ное поëожение

Ωu = Ωu(t*) = , I = I(t*) = I*, ωπ = ωπ(t*) = , 

I* ≠ 0, π.

Pеøение сфоpìуëиpованной заäа÷и äостато÷но

сëожно в сиëу неëинейности äиффеpенöиаëüных

уpавнений (1) äвижения öентpа ìасс КА в уãëовых

пеpеìенных и наëи÷ия в этих уpавнениях особых

то÷ек I = 0, π. Заäа÷а pеøается ãоpазäо пpоще, есëи

испоëüзоватü äиффеpенöиаëüные уpавнения оpи-

ентаöии оpбиты КА в паpаìетpах Эйëеpа (Pоäpи-
ãа—Гаìиëüтона), иìеþщие виä [3, 4]

(2)

ãäе Λj (j = ) — паpаìетpы Эйëеpа, хаpактеpи-

зуþщие оpиентаöиþ оpбиты КА (систеìы кооpäи-
нат ξ) в инеpöиаëüной систеìе кооpäинат X; Ω1, Ω2,

Ω3 = 0 — пpоекöии вектоpа Ω ìãновенной абсо-

ëþтной уãëовой скоpости оpбиты на связанные
с ней кооpäинатные оси Оξi.

Паpаìетpы Эйëеpа Λj связаны с уãëовыìи эëе-
ìентаìи оpбиты соотноøенияìи

(3)

Отìетиì, ÷то уpавнения оpиентаöии оpбиты в
паpаìетpах Эйëеpа виäа (2) испоëüзоваëи äëя опи-
сания оpбитаëüноãо äвижения и äpуãие автоpы [5, 6].

Уpавнения (2) в кватеpнионной записи пpини-
ìаþт сëеäуþщий виä [3, 4]:

(4)

ãäе Λ = Λ0 + Λ1i1 + Λ2i2 + Λ3i3 — кватеpнион оpи-

ентаöии оpбиты КА (кватеpнионный оскуëиpуþщий
(ìеäëенно изìеняþщийся) эëеìент оpбиты КА);
Ωξ — отобpажение вектоpа Ω на базис ξ (вектоp Ω

ìãновенной абсоëþтной уãëовой скоpости оpбиты
напpавëен вäоëü pаäиус-вектоpа r öентpа ìасс КА

и опpеäеëяется фоpìуëой: Ω = r); i1, i2, i3 — век-

тоpные ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона; é — сиìвоë
кватеpнионноãо уìножения.

Отìетиì, ÷то есëи (1) — систеìа ÷етыpех неëи-
нейных стаöионаpных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний пеpвоãо поpяäка относитеëüно уãëовых пеpеìен-
ных Ωu, I, ωπ, ϕ, то (2) — систеìа пяти неëинейных

стаöионаpных äиффеpенöиаëüных уpавнений пеp-
воãо поpяäка относитеëüно паpаìетpов Эйëеpа Λj

 = usin(ωπ + ϕ)cosecI;

 = ucos(ωπ + ϕ);
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(j = ) и истиной аноìаëии ϕ. Оäнако систеìа (2),

в отëи÷ие от (1), не иìеет особых то÷ек, к тоìу же
пpи пеpехоäе в ней от вpеìени t к новой незави-
сиìой пеpеìенной ϕ в соответствии с äиффеpен-

öиаëüныì соотноøениеì dϕ = dt ìы поëу÷аеì

(пpи u = u(ϕ)) систеìу ÷етыpех ëинейных неста-
öионаpных äиффеpенöиаëüных уpавнений относи-
теëüно паpаìетpов Эйëеpа Λj.

Отìетиì также, ÷то систеìы уpавнений (1) и (2)
ìоãут pассìатpиватüся как нестаöионаpные систе-
ìы äиффеpенöиаëüных уpавнений тpетüеãо и ÷ет-
веpтоãо поpяäков соответственно относитеëüно
пеpеìенных Ωu, I, ωπ и Λj ( j = ), так как по-
сëеäнее уpавнение в этих систеìах äëя истинной
аноìаëии ϕ интеãpиpуется в кваäpатуpах независи-
ìо от äpуãих уpавнений, в сиëу ÷еãо пеpеìенная ϕ
ìожет pассìатpиватüся как известная функöия вpе-
ìени t. Пpи такоì pассìотpении (1) явëяется не-
ëинейной систеìой, а (2) — ëинейной.

Указанные обстоятеëüства äеëаþт испоëüзова-
ние уpавнений (2) (иëи (4)) äëя pеøения заäа÷и пе-
pеоpиентаöии оpбиты боëее уäобныì и эффектив-
ныì в сpавнении с испоëüзованиеì уpавнений (1).
Такое pеøение заäа÷и пеpеоpиентаöии оpбиты КА
с испоëüзованиеì коìбиниpованноãо функöиона-
ëа, pавноãо взвеøенной суììе вpеìени пеpеоpиен-
таöии и интеãpаëüноãо кваäpати÷ноãо (в отноøе-
нии упpавëения) функöионаëа ка÷ества, pассìот-
pено в pаботах [7—9].

Отìетиì, ÷то анаëиз кватеpнионных ìоäеëей
астpоäинаìики и их сpавнение с кëасси÷ескиìи
ìоäеëяìи äается в pаботе [10].

В статüе [11] pассìатpивается вековое изìене-
ние уãëовых эëеìентов оpбиты Ωu, I, ωπ поä äей-
ствиеì pеактивноãо ускоpения, оpтоãонаëüноãо
пëоскости оpбиты КА, называеìоãо в статüе би-
ноpìаëüныì pеактивныì ускоpениеì. Эта заäа÷а
называется в статüе заäа÷ей коppекöии эëеìентов
оpбиты Ωu, I, ωπ биноpìаëüныì pеактивныì уско-
pениеì. Пpеäпоëаãается, ÷то КА оснащен эëектpо-
pеактивныì äвиãатеëеì с неpеãуëиpуеìой тяãой,
pаботаþщиì без выкëþ÷ения. На напpавëение век-
тоpа тяãи оãpани÷ений не наëожено. Испоëüзуеìые
в статüе [11] исхоäные уpавнения äвижения КА
иìеþт виä (1). Заäа÷а pеøается с поìощüþ пpин-
öипа ìаксиìуìа и усpеäнения уpавнений. Усpеä-
ненные уpавнения испоëüзуþтся äëя поëу÷ения
pяäа анаëити÷еских соотноøений äëя опpеäеëения
затpат хаpактеpисти÷еской скоpости в ÷астных
сëу÷аях коppекöии оäноãо иëи äвух эëеìентов оp-
биты (накëона оpбиты, äоëãоты восхоäящеãо узëа).
Эти соотноøения, как отìе÷ается в статüе, спpа-
веäëивы в сëу÷ае ìаëоãо изìенения накëона оpби-
ты и äоëãоты восхоäящеãо узëа.

Ввоäя кватеpнионнуþ пеpеìеннуþ ΔΛ, хаpакте-
pизуþщуþ откëонение уãëовоãо поëожения оpби-
ты КА от ее тpебуеìоãо поëожения, заäаваеìоãо
кватеpнионоì Λ*, в соответствии с кватеpнионной
фоpìуëой Λ = Λ* é ΔΛ сëожения коне÷ных повоpо-
тов [4, 12] и испоëüзуя кватеpнионное äиффеpен-
öиаëüное уpавнение (4) оpиентаöии оpбиты КА,
поëу÷аеì сëеäуþщее кватеpнионное äиффеpенöи-
аëüное уpавнение возìущенноãо äвижения öентpа
ìасс КА в паpаìетpах Эйëеpа:

(5)

ãäе кватеpнионная пеpеìенная ΔΛ опpеäеëяется
соотноøениеì

ΔΛ = * é Λ.

Зäесü и äаëее веpхняя воëна озна÷ает сопpяжен-
ный кватеpнион.

Постановка задачи

Тpебуется опpеäеëитü оãpани÷енное по ìоäуëþ
упpавëение u:

–umax m u m umax < ∞, u = |u |, (6)

оpтоãонаëüное пëоскости оpбиты КА, пеpевоäящее
оpбиту КА, äвижение öентpа ìасс котоpоãо опи-
сывается уpавненияìи (5), из заäанноãо на÷аëüно-
ãо состояния

t = t0 = 0, ϕ(0) = ϕ0, ΔΛ(0) =  é Λ0, (7)

в коне÷ное состояние

t = t*, ϕ(t*) = ϕ*, vect(ΔΛ(t*)) = 0 (8)

и ìиниìизиpуþщее функöионаë

J = (α1[Δ  + Δ  + Δ ] + α2u
2)dt;

α1, α2 = const l 0. (9)

Фиãуpиpуþщая в кpаевых усëовиях кватеpни-
онная пеpеìенная Λ хаpактеpизует оpиентаöиþ
оpбиты КА, а пеpеìенная ϕ — поëожение КА на
оpбите. Веëи÷ины c, p, e, ϕ0, Λ

0 и Λ* заäаны (на-
÷аëüное и коне÷ное зна÷ения кватеpниона Λ ìоãут
бытü найäены ÷еpез зна÷ения уãëовых эëеìентов
оpбиты Ωu, I, ωπ по фоpìуëаì (3)). Поäëежат оп-
pеäеëениþ оптиìаëüный закон упpавëения u = u(t)
и веëи÷ины t*, ϕ*.

Законы оптимального упpавления

Поставëеннуþ заäа÷у буäеì pеøатü с поìощüþ
пpинöипа ìаксиìуìа [13]. Дëя этоãо ввеäеì äо-
поëнитеëüные пеpеìенные ΔM = ΔM0 + ΔM1i1 +
+ ΔM2i2 + ΔM3i3 и χ, сопpяженные по отноøениþ

0 3,
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к фазовыì пеpеìенныì ΔΛ и ϕ. Функöия Гаìиëü-

тона—Понтpяãина иìеет виä

H = ψ0σ + χ  + u (ΔN1cosϕ + ΔN2sinϕ),

ãäе в соответствии с пpинöипоì ìаксиìуìа посто-

янная ψ0 m 0, ΔN1, ΔN2 — коìпоненты кватеpниона

ΔN = ΔN0 + ΔN1i1 + ΔN2i2 + ΔN3i3 = Δ  é ΔM,

а σ = α1(Δ  + Δ  + Δ ) + α2u
2.

В äаëüнейøеì pассìатpивается сëу÷ай, коãäа

постоянная ψ0 < 0. В этоì сëу÷ае в сиëу оäноpоäно-

сти функöии Гаìиëüтона—Понтpяãина относитеëü-

но сопpяженных пеpеìенных константу ψ0 ìожно

выбpатü пpоизвоëüныì обpазоì, поэтоìу в äаëü-

нейøеì наìи поëаãается ψ0 = –1.

Систеìа уpавнений äëя сопpяженных пеpеìен-

ных пpиìет виä

2  = 4α1 vectΔΛ + ΔM é Ωξ; (10)

 = 2  + u (ΔN1sinϕ – ΔN2cosϕ) –

– u (ΔN1cosϕ + ΔN2sinϕ). (11)

Законы оптиìаëüноãо упpавëения (т. е. законы

упpавëения, уäовëетвоpяþщие необхоäиìыì усëо-

вияì оптиìаëüности) нахоäятся из усëовий ìакси-

ìуìа функöии H по пеpеìенной u с у÷етоì наëо-

женноãо оãpани÷ения (6) и иìеþт виä:

а) в сëу÷ае σ = Δ  + Δ  + Δ

u0 = umaxsignk;

б) в сëу÷ае σ = α1(Δ  + Δ  + Δ ) + α2u
2;

u0 = 

Зäесü k = ΔN1cosϕ + ΔN2sinϕ.

Условия тpансвеpсальности

Ввоäя неопpеäеëенные ìножитеëи Лаãpанжа

C1, C2, C3, поëу÷иì усëовия тpансвеpсаëüности,

соответствуþщие ìноãообpазиþ коне÷ных состоя-

ний (8), в сëеäуþщеì виäе:

t = t*, ΔM + C = 0,

C = C1i1 + C2i2 + C3i3, χ = 0. (12)

Из (12) поëу÷иì сëеäуþщие усëовия тpансвеp-
саëüности, не соäеpжащие неопpеäеëенных ìно-
житеëей Лаãpанжа:

t = t*, ΔM0 = 0, χ = 0. (13)

Такиì обpазоì, заäа÷а оптиìаëüной пеpеоpиен-
таöии оpбиты КА свеäена к кpаевой заäа÷е с поä-
вижныì пpавыì конöоì тpаектоpии, описываеìой
систеìой неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний (5), (10), (11) äесятоãо поpяäка и восеìüþ
кpаевыìи усëовияìи (7), (8), котоpые необхоäиìо
äопоëнитü äвуìя усëовияìи тpансвеpсаëüности (13)
и pавенствоì

H0|t* = H(ΔΛ, ΔM, χ, u0)|t* = 0,

иìеþщиì ìесто äëя оптиìаëüноãо упpавëения u0 и
оптиìаëüной тpаектоpии.

Пpимеp численного pешения задачи

На pис. 1, 2 пpивеäены pезуëüтаты ÷исëенноãо
pеøения кpаевой заäа÷и оптиìаëüной пеpеоpиен-
таöии эëëипти÷еской оpбиты КА äëя интеãpаëüноãо
кваäpати÷ноãо функöионаëа ка÷ества (9). Дëя ÷ис-
ëенноãо интеãpиpования фазовых и сопpяженных
äиффеpенöиаëüных уpавнений испоëüзоваëся ìе-
тоä Pунãе—Кутты 4-ãо поpяäка то÷ности, а äëя
÷исëенноãо pеøения кpаевой заäа÷и — коìбина-
öия ìетоäов Нüþтона и ãpаäиентноãо спуска [14].
Уpавнения и соотноøения кpаевой заäа÷и быëи
записаны в безpазìеpной фоpìе (заìетиì, ÷то пеpе-
ìенные ΔΛj явëяþтся безpазìеpныìи). Безpазìеp-
ные пеpеìенные rb, tb и упpавëение ub связаны
с pазìеpныìи пеpеìенныìи и упpавëениеì соот-
ноøенияìи:

r = prb, t = Ttb = tb; u = umaxu
b.

Отìетиì, ÷то пpи пеpехоäе к безpазìеpныì пе-
pеìенныì в уpавнениях äëя фазовых и сопpяжен-
ных пеpеìенных появëяется хаpактеpный безpаз-

ìеpный паpаìетp N = umax .

На÷аëüные и коне÷ные зна÷ения уãëовых эëе-
ìентов оpбиты КА заäаваëисü pавныìи:

Ωu(t*) =  = 215,25°; I(t*) = I* = 64,8°;

ωπ(t*) =  = 0,0°;

� ваpиант 1 (ìаëое pазëи÷ие на÷аëüной и коне÷-
ной оpиентаöий оpбиты КА):

Ωu(t0) =  = 212,0°; I(t 0) = I 0 = 63,0°;

ωπ(t0) =  = 0,0°;

c

r
2

--- r

2c
----

Λ~

Λ1
2

Λ2
2

Λ3
2

dΔM

dt
----------

dχ
dt
----- χ

r
-- dr

dt
---- r

2c
----

r
2

2c
2

------

Λ1
2

Λ2
2

Λ3
2

Λ1
2

Λ2
2

Λ3
2

k, есëи |k | m umax;

umaxsignk, есëи |k | > umax.

1
4α2

------- r

c
- 1

4α2

------- r

c
-

1
4α2

------- r

c
-

p
2

c
----

p
3

c
2

----

Ωπ*

Ωπ*

Ωu
0

ωπ

0



Мехатроника, автоматизация, управление, № 8, 2010 77

� ваpиант 2 (боëüøое pазëи÷ие на÷аëüной
и коне÷ной оpиентаöий оpбиты КА):

Ωu(t0) =  = 40,0°; I(t0) = I 0 = –70,57°;

ωπ(t0) =  = 84,98°.

Коне÷ные зна÷ения эëеìентов оpбиты
отве÷аþт оpиентаöии оpбиты оäноãо из
спутников оpбитаëüной ãpуппиpовки
"ГЛОНАСС". На÷аëüное поëожение оp-
биты КА во втоpоì ваpианте исхоäных
äанных pасс÷итано по на÷аëüныì зна÷е-
нияì äекаpтовых кооpäинат и пpоекöий
скоpости КА, пpивеäенныì в [15, стp. 95].

На÷аëüные  и коне÷ные  зна÷е-
ния коìпонент Λj кватеpниона оpиента-
öии оpбиты Λ, соответствуþщие этиì
зна÷енияì уãëовых эëеìентов, pавны:

 = –0,255650;  = –0,162241;

 = 0,510674;  = 0,804694;

� ваpиант 1:

 = –0,235019;  = –0,144020;

 = 0,502258;  = 0,819610;

� ваpиант 2:

 = 0,678275;  = –0,245862;

 = –0,593909;  = –0,353860.

На pис. 1 пpивеäены pезуëüтаты pе-
øения кpаевой заäа÷и äëя пеpвоãо ваpи-
анта исхоäных äанных, на pис. 2 — äëя
втоpоãо. На pис. 1, 2 все веëи÷ины, за ис-
кëþ÷ениеì истинной аноìаëии ϕ, изìе-
pяеìой в pаäианах, безpазìеpные. Паpа-
ìетpы заäа÷и поëаãаëи pавныìи: N = 0,35;

e = 0,5; α1 =  = 1;  = α2(umax)
2 = 4,2;

ϕ(t0) = ϕ0 = 3,940323 pаä.

Отìетиì некотоpые особенности по-
ëу÷енных pеøений. В сëу÷ае пеpвоãо ва-
pианта исхоäных äанных пеpеоpиентаöия
оpбиты совеpøается за 12,545208 еäиниö
безpазìеpноãо вpеìени, в сëу÷ае втоpоãо —
за 20,571204, ÷то составëяет в äуãовой ìе-
pе 9,932547 pаä и 13,348487 pаä соответст-
венно. Зависиìостü u(ϕ) явëяется боëее
сиììетpи÷ной, ÷еì зависиìостü u(t) äëя
ìаëоãо pазëи÷ия оpиентаöий на÷аëüной
и коне÷ной оpбиты КА, и наобоpот —
äëя боëüøоãо. Упpавëение изìеняет свой
знак оäин pаз в ìоìент t = 1,425024 без-
pазìеpноãо вpеìени в сëу÷ае пеpвоãо ва-
pианта исхоäных äанных и пятü pаз в ìо-
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ìенты t1 = 1,915112; t2 = 4,440260; t3 = 9,140535;
t4 = 11,998202; t5 = 15,900930 безpазìеpноãо вpеìе-
ни в сëу÷ае втоpоãо варианта. Коне÷ное зна÷ение
упpавëения бëизко к нуëþ äëя обоих ваpиантов на-
÷аëüных äанных. Пеpеìенные Λj явëяþтся ìеäëен-
но ìеняþщиìися функöияìи вpеìени и истинной
аноìаëии в сëу÷ае ìаëоãо pазëи÷ия оpиентаöий
на÷аëüной и коне÷ной оpбит КА.

Pабота выполнена пpи финансовой поддеpжке
Pоссийского фонда фундаментальных исследований
(пpоект № 08-01-00310).
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