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Введение

Реøение заäа÷ статисти÷ескоãо оöенивания па-
раìетров состояния неëинейных äинаìи÷еских
систеì на практике ÷асто прихоäится реøатü в ус-
ëовиях неопреäеëенности в отноøении некоторых
параìетров ìоäеëей изìерений. Такая ситуаöия, как
правиëо, иìеет ìесто в заäа÷ах опреäеëения пара-
ìетров орбитаëüноãо äвижения косìи÷еских аппа-
ратов по резуëüтатаì траекторных изìерений, коã-
äа, наприìер, неäостато÷но то÷но известны коор-
äинаты назеìных изìеритеëüных среäств. Поэтоìу
в проöессе статисти÷еской обработки выборо÷ных
äанных необхоäиìо преäусìатриватü возìожностü
совìестноãо опреäеëения как параìетров äвиже-
ния объекта, так и параìетров ìоäеëи изìерений.

Такиì образоì, в боëее общей постановке в раì-
ках заäа÷и оöенивания параìетров состояния не-
ëинейных äинаìи÷еских систеì необхоäиìо коìп-
ëексно преäусìатриватü опреäеëение некотороãо

вектора параìетров ìоäеëей изìерений. Заäа÷и та-
коãо роäа äостато÷но сëожны и иìеþт øирокое
распространение на практике.

В настоящее вреìя при рассìотрении заäа÷ та-
коãо роäа обы÷но испоëüзуþтся аëãоритìы, бази-
руþщиеся на непосреäственноì приìенении в äи-
наìи÷еских заäа÷ах оöенивания усëовий ìетоäа
ìаксиìаëüноãо правäопоäобия (ММП) иëи ìетоäа
наиìенüøих кваäратов (МНК) [1—4, 9—11 и äр.].
По сìысëу они преäставëяþт собой необхоäиìые
усëовия оптиìаëüности, характерные äëя пряìых
ìетоäов оптиìизаöии.

В работах авторов [5—8] преäëожен новый ва-
риаöионный поäхоä к заäа÷аì статисти÷ескоãо оöе-
нивания неëинейных äинаìи÷еских систеì, кото-
рый основывается на поëу÷ении и испоëüзовании
необхоäиìых усëовий оптиìаëüности оöенок ва-
риаöионноãо типа.

Данная статüя посвящена вопросаì приìенения
указанноãо вариаöионноãо поäхоäа к реøениþ
коìпëексной заäа÷и, преäусìатриваþщей совìест-
ное оöенивание параìетров состояния неëинейных
äинаìи÷еских систеì и параìетров ìоäеëи изìе-
рений по критериþ ìаксиìаëüноãо правäопоäобия.
При этоì опреäеëяþтся необхоäиìые усëовия оп-
тиìаëüности вариаöионных оöенок приìенитеëüно
к ìоäеëяì äискретных изìерений äëя кëасса уни-
ìоäаëüных законов распреäеëения оøибок изìе-
рений, а также äается их конкретизаöия при ìно-
ãоìерноì норìаëüноì законе распреäеëения оøи-
бок изìерений.

1. Постановка задачи

Достато÷но общая заäа÷а оöенивания параìет-
ров äвижения äинаìи÷ескоãо объекта закëþ÷ается
в наиëу÷øеì в некотороì сìысëе опреäеëении
n-ìерноãо вектора еãо исхоäноãо состояния x0 на
заäанный на÷аëüный ìоìент вреìени t = t0 по ре-
зуëüтатаì изìерений, провоäиìых в N то÷ках ti,
заäанных на интерваëе изìерений τ = T – t0. В рас-
øиренной постановке оäновреìенно требуется оöе-
нитü и некоторый p-ìерный вектор c параìетров
ìоäеëи изìерений.

В ка÷естве базовой рассìотриì сëеäуþщуþ за-
äа÷у оптиìаëüноãо оöенивания.

Задача. Пустü äинаìика объекта описывается
векторныì äифференöиаëüныì уравнениеì

 = φ(x, t), x(t0) = x0, t ∈ [t0, T ].

Изìеренияì поäверãается m-ìерный вектор

ψ(t) = ψ[x(t), c].

Рассматривается применение вариационного подхода
для решения задач комплексного оптимального статисти-
ческого оценивания параметров состояния нелинейных ди-
намических систем и параметров моделей измерений по
критерию максимального правдоподобия.

Ключевые слова: комплексное статистическое оцени-
вание, нелинейные динамические системы, критерий мак-
симального правдоподобия
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Изìеренное зна÷ение вектора ψ в ìоìент ti обо-
зна÷иì y(ti) = yi и преäставиì ìоäеëü изìерений
в виäе

y(ti) = ψ[x(ti), c] + δi,

ti ∈ [t0, T ]; i = .

Зäесü δi — m-ìерный вектор сëу÷айных оøибок
изìерений, стохасти÷еское изìенение котороãо
заäаäиì некоторыì ìноãоìерныì непрерывныì
äифференöируеìыì распреäеëениеì f (δi, αi) с па-
раìетраìи αi, отëи÷аþщиìся в общеì сëу÷ае от
норìаëüноãо распреäеëения.

Требуется найти такие оöенки векторов x0 и c,
которые обеспе÷иваþт ìаксиìаëüное зна÷ение
функöионаëа:

I = ρi{y(ti), ψ[x(ti), c], αi}, (1)

ãäе

ρi = lnfi{y(ti) – ψ[x(ti), c], αi},

i = . (2)

Функöии φ(x, t) и ψ[x(ti), c] буäеì с÷итатü оäно-
зна÷ныìи, оãрани÷енныìи, непрерывныìи и äиф-
ференöируеìыìи по всеì своиì арãуìентаì во
всей обëасти их опреäеëения.

Нетруäно виäетü, ÷то функöионаë (1) естü не ÷то
иное, как ëоãарифìи÷еская функöия правäопоäобия.

Преäпоëаãается выпоëнение известных усëовий
набëþäаеìости.

2. Вариационные условия оптимальности оценок

Дëя реøения поставëенной заäа÷и преäставиì
функöионаë (1) в эквиваëентной интеãраëüной
форìе. Дëя этоãо ввеäеì функöиþ

ρ{y(t), ψ[x(t), c], α(t)} = lnf {y(t) – ψ[x(t), c], α(t)},

ãäе y(t) и α(t) — произвоëüные непрерывные äиф-
ференöируеìые вектор-функöии, приниìаþщие в
ìоìенты ti, соответственно, зна÷ения yi и αi (на-
приìер, поëиноìы Лаãранжа).

Тоãäа äëя функöионаëа (1) поëу÷иì выражение

I = ρ{y(t), ψ[x(t), c]} δ(t – ti)dt,

ãäе δ(t – ti) — иìпуëüсная äеëüта-функöия.
Расøириì затеì пространство состояний путеì

ввеäения äопоëнитеëüноãо вектора x1(t) = c и сис-
теìы

(t) = (x1, t) ≡ 0;

x1(t0) = c.

Приìеняя äаëее станäартнуþ проöеäуру вариа-
öионноãо ис÷исëения, по анаëоãии с [5] прихоäиì
к сëеäуþщеìу утвержäениþ.

Теорема 1. Оптиìаëüные оöенки векторов x0, c
и порожäаеìая иìи оптиìаëüная траектория äо-
ставëяþт реøение краевой заäа÷е äëя сëеäуþщей
систеìы äифференöиаëüных уравнений:

при ãрани÷ных усëовиях

λ(t0) = λ(T ) = 0; μ(t0) = μ(T ) = 0.

Эта краевая заäа÷а выражает необхоäиìые ус-
ëовия оптиìаëüности вариаöионноãо типа ìетоäа
ìаксиìаëüноãо правäопоäобия äëя рассìатривае-
ìой расøиренной постановки заäа÷и оöенивания.

Отìетиì особенностü интеãрирования сопря-
женной систеìы, которая опреäеëяется наëи÷иеì
в правых ÷астях äифференöиаëüных уравнений
иìпуëüсных äеëüта-функöий. Это вызывает в ìо-
ìенты ti ска÷кообразное изìенение соответствуþ-
щих сопряженных переìенных на веëи÷ины про-
извоäных от критериаëüной функöии ρ по вектору
текущеãо состояния äинаìи÷ескоãо проöесса x и
вектору параìетров ìоäеëи изìерений c:

λ( ) = λ( ) + Δλ(ti);

μ( ) = μ( ) + Δμ(ti),

ãäе

Δλ(ti) = ρ{yi, ψ[x(ti), c]} ;

Δμ(ti) = ρ{yi, ψ[x(ti), c]} ; i = .

C у÷етоì ска÷ков сопряженных переìенных те-
ореìу 1 ìожно перефорìуëироватü в сëеäуþщеì
эквиваëентноì виäе.

Теорема 2. Оптиìаëüные оöенки векторов x0, c
и порожäаеìая иìи оптиìаëüная траектория äо-
ставëяþт реøение краевой заäа÷е äëя сëеäуþщей
систеìы äифференöиаëüных уравнений:

 = φ(x, t);  = – λ;  = 0

при ãрани÷ных усëовиях

λ(t0) = λ(T ) = 0; μ(t0) = μ(T ) = 0;

λ( ) = λ( ) + ρ{yi, ψ[x(ti), c]} ;

μ( ) = μ( ) + ρ{yi, ψ[x(ti), c]} .
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В этих выражениях функöия ρ[•] опреäеëяется
соãëасно (2).

Привеäенные выøе усëовия оптиìаëüноãо оöе-
нивания нетруäно конкретизироватü приìени-
теëüно к заäанноìу виäу распреäеëения вектора
сëу÷айных оøибок изìерений.

Так, есëи äëя вектора δi приниìается норìаëü-
ное распреäеëение N(0, ) с нуëевыì вектороì
ìатеìати÷ескоãо ожиäания и корреëяöионной
ìатриöей , ÷то, как правиëо, иìеет ìесто на
практике, при совìестноì оöенивании векторов x0
и c из усëовий теореìы 2 прихоäиì к сëеäуþщей
краевой заäа÷е:

 = φ(x, t);  = – λ;  = 0,

λ(t0) = λ(T ) = 0; μ(t0) = μ(T ) = 0;

λ( ) = λ( ) + {yi – ψ[x(ti), c]};

μ( ) = μ( ) + {yi – ψ[x(ti), c]},

i = .

Соãëасно привеäенныì выøе вариаöионныì
усëовияì äëя поëу÷ения оптиìаëüных совìестных
оöенок векторов x0 и c необхоäиìо реøитü систеìу
неëинейных краевых уравнений

λ(x0, c, T ) = 0; μ(x0, c, T ) = 0,

заäанных неявно на проöеäурах интеãрирования со-
пряженных систеì äифференöиаëüных уравнений.
Дëя этоãо ìожно приìенитü известные ÷исëенные
ìетоäы поиска корней неëинейных уравнений, на-
приìер, ìетоä Нüþтона, еãо ìоäификаöии и äр.

В закëþ÷ение отìетиì, ÷то преäëаãаеìые ìето-
äи÷еские среäства ìоãут бытü испоëüзованы при раз-
работке и ìоäернизаöии аëãоритìов оптиìаëüноãо
статисти÷ескоãо оöенивания неëинейных äинаìи-
÷еских объектов разëи÷ных типов в составе авто-
ìатизированных коìпëексов обработки набëþäений.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (проект
№ 09-08-00259).
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Введение 

Рассìатривается заäа÷а реаëизаöии буëевых
функöий (БФ) в кëассах форìуë и схеì из функ-
öионаëüных эëеìентов (ФЭ) в разных базисах. По-
ëу÷аеìые при этоì схеìы приìеняþтся в äискрет-
ных ëоãи÷еских устройствах обработки инфорìаöии
и управëения, от сëожности и ка÷ества которых за-
висят основные характеристики вы÷исëитеëüной и
управëяþщей техники [1—5].

Провоäиìые иссëеäования в этой обëасти по-
казываþт, ÷то поëу÷ение оптиìаëüноãо реøения
неизбежно преäпоëаãает испоëüзование аëãоритìов
переборноãо характера. Сëеäствиеì этоãо явëяется
боëüøая труäоеìкостü поиска такоãо реøения уже
äëя функöий небоëüøой разìерности. Это, в своþ
о÷ереäü, привоäит к разработке новых поäхоäов к
постановке заäа÷и и ее реøениþ, заìетно отëи-
÷аþщихся по труäоеìкости от переборных. Так, в
работах [1—5] созäана теория ëокаëüных аëãоритìов
оптиìизаöии, аëãоритìов вы÷исëения оöенок, аë-
ãебраи÷еская теория аëãоритìов и показано, ÷то
ìожно äаже в явноì виäе строитü экстреìаëüные
по ка÷еству аëãоритìы äëя реøения о÷енü øироких
кëассов труäно форìаëизуеìых заäа÷.

Зависиìостü ìежäу ìиниìаëüныìи зна÷енияìи
ãëубины и сëожности эквиваëентных форìуë изу-
÷аëасü в работах [6, 7], и быëи поëу÷ены верхние
оöенки äëя ãëубины БФ. Преäставëяя ëинейнуþ
функöиþ схеìой из ФЭ, в работе [8] анаëити÷ески

поëу÷иëи показатеëü сëожности по ÷исëу ФЭ в
схеìе и äоказаëи еãо ìиниìаëüностü.

Есëи аëãоритì управëения соäержит тоëüко бу-
ëевы операöии, то назовеì еãо аëãоритìоì ëоãи÷е-
скоãо управëения (АЛУ). Такиì образоì, простей-
øиìи ìоäеëяìи АЛУ явëяþтся буëевы функöии.
Такие ìоäеëи наäо изу÷атü, из них наäо уìетü
строитü сëожные ìатеìати÷еские ìоäеëи.

Ниже буäут испоëüзованы сëеäуþщие обозна÷е-
ния [9—15]:

⎡x⎤ äëя прибëижения ÷исеë с избыткоì (на-
иìенüøее öеëое, не ìенüøее ÷исëа x); сëеäуþщие
ëоãи÷еские операöии обозна÷аþтся äвуìя спосо-
баìи: конъþнкöия — "&" иëи "•" (то÷ка — знак
уìножения — ìожет также приìенятüся äëя обо-
зна÷ения арифìети÷ескоãо уìножения); отриöа-
ние — наä÷еркивание наä переìенной иëи "¬", на-
приìер,  иëи ¬ x.

1. Булевы переменные, булевы функции, 
базисы, формулы, схемы из ФЭ, 

функциональные уравнения, показатели сложности 

Ввеäеì обозна÷ения: X = {x1, ..., xn} — ìноже-
ство буëевых переìенных; f ( f (n) иëи f (X )) — БФ,
зависящая от n существенных переìенных из ìно-
жества X. Поä базисоì G пониìаеì коне÷нуþ
функöионаëüно поëнуþ систеìу БФ (иëи соответ-
ствуþщих ФЭ), т. е. G = {gi|i = 1, 2, ..., k}. В приëо-
жениях ÷асто рассìатриваþт базисы G1 = {&, ∨, –}
и G3 = {&, ⊕, 0,1} äëя всех БФ и G2 = {&, ∨} — äëя
ìонотонных функöий. С÷итаеì ÷то, функöия f (n)

заäается форìуëой F (n) в базисе G.
Дëя сравнения БФ ввоäится понятие строения

форìуëы (типа ДНФ, поëиноì Жеãаëкина и äр.)
как невозрастаþщей посëеäоватеëüности (вектора)
ранãов эëеìентарных конъþнкöий (ЭК). Отноøе-
ние "l" упоряäо÷ивает ìножество ранãов конкрет-
ной форìуëы.

При преäставëении БФ f (n) суперпозиöионной
форìуëой (СФ)  в базисе G приìеняþтся,
в основноì, общепринятые конструктивные опера-
öии из некотороãо их ìножества W (вынесение за
скобки общих ìножитеëей и äр.) [9—11]. Дëя ìе-
тоäа преäставëения БФ в какоì-то кëассе поëу÷аеì
посëеäоватеëüностü (вектор) w(j) из эëеìентарных
конструктивных операöий. Они поясняþтся, по-
этоìу ниже, в основноì, обозна÷ения посëеäова-
теëüности провоäиìых операöий опускаеì. В ка-
÷естве ìеры сëожности — ка÷ества преäставëения
функöии f форìуëой F иëи схеìой S из ФЭ — опре-
äеëяеì соответствуþщие показатеëи (äискретные
функöионаëы): Lб( f, G) — суììарное ÷исëо вхожäе-
ний сиìвоëов переìенных (букв) в форìуëу FСФ,
реаëизуþщуþ функöиþ f в базисе G; LF ( f, G) —
÷исëо поäфорìуë (базисных) в FСФ; DepF ( f, G) —
ãëубина FСФ; LS( f, G) — ÷исëо ФЭ в схеìе S, ре-
аëизуþщей функöиþ f ; DepS( f, G) — ãëубина S, оп-
реäеëяеìая как наибоëüøее ÷исëо ФЭ в öепо÷ке
среäи всех öепо÷ек, соеäиняþщих вхоä с выхоäоì.

Исследуется задача реализации булевых функций в классе
формул и схем из функциональных элементов (ФЭ) в разных
базисах. Предлагается конструктивный метод синтеза на
основе функциональных уравнений, сопровождаемый полу-
чением заранее аналитически верхних оценок различных по-
казателей сложности (по числу подформул и глубине су-
перпозиционной формулы; по числу ФЭ и глубине схемы).
При реализации произвольной булевой функции в базисе Же-
галкина выводится структура оценивающего функционала
по сложности.

Ключевые слова: булевы функции, синтез формул и схем,
декомпозиция, сложность, минимизация, функциональные
и разностные уравнения

 ∗Работа выпоëнена при финансовой поääержке РФФИ,
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По практи÷ескиì соображенияì показатеëи сëож-
ности (функöионаëы) ìиниìизируеì. При преäстав-
ëении функöий в кëассе форìуë äëя ìиниìизаöии
показатеëей сëожности испоëüзуþтся эквиваëент-
ные преобразования, особо выäеëяется поëу÷ение
скобо÷ных форìуë Fск. В кëассе схеì äëя ìиниìи-
заöии ÷исëа ФЭ äопоëнитеëüно приìеняется ветв-
ëение их выхоäов [1—5, 11].

Сëожностüþ LS( f, G) БФ f в кëассе схеì из ФЭ
в базисе G называется ìиниìаëüная сëожностü
схеìы S среäи всех схеì, реаëизуþщих f. Дëя прак-
тики ìожет бытü поëезныì опреäеëитü ее ÷ерез
сëожностü форìуëы F в базисе G.

Пустü F (n) — форìуëа в базисе G. Дëя этой фор-
ìуëы ìожно разныìи способаìи w(j) синтезироватü
схеìы из ФЭ. Дëя кажäоãо способа w(j) синтеза
схеìы поëу÷аеì зна÷ение показатеëя сëожности

( f, G, w(j)). Дëя форìуëы F (n), преäставëяеìой
суперпозиöией базисных функöий, всеãäа сущест-
вует способ синтеза схеìы S из ФЭ. Даëее испоëü-
зуеì ветвëение опреäеëенных выхоäов ФЭ в öеëях
уìенüøения их ÷исëа в схеìе. Поëу÷аеìая схеìа S
характеризуется ÷исëоì ФЭ в ней. Наиìенüøее
такое ÷исëо äëя всех форìуë, эквиваëентных фор-
ìуëе F (n), назовеì сëожностüþ форìуëы F (n) в
кëассе схеì из ФЭ (в базисе G), поëу÷аеìой спо-
собоì w(j). Такиì образоì, поëу÷енная сëожностü
форìуëы F (n) явëяется, по сути, сëожностüþ функ-
öии f (n) в базисе G в кëассе схеì из ФЭ

LS( f (n), G) = LS(F
(n), G, w(j)),

ãäе в ëевой ÷асти нахоäится иссëеäуеìая функöия,
а в правой ÷асти — форìуëа, виä которой зависит
от способа w(j) преобразования. Приìеняþтся также
сокращенные варианты этих обозна÷ений. Дëя эк-
виваëентных форìуë зна÷ения показатеëей сëож-
ности ìоãут разëи÷атüся, ÷то испоëüзуется äëя ìи-
ниìизаöии показатеëя LS(F, G, w(j)). Межäу собой
эти показатеëи иìеþт сëожные связи, они по-раз-
ноìу вëияþт на äруãие показатеëи ка÷ества (ПК)
синтезируеìых схеì.

Функциональные уравнения (ФУ). Рассìотриì
нескоëüко опреäеëений разных типов ФУ, относя-
щихся к новыì ìетоäаì [12—17].

Пустü g(2) — äвухìестная БФ (оäна из базисных
функöий), заäаþщая на÷аëüный ÷ëен f (2) посëеäо-
ватеëüности изу÷аеìоãо кëасса функöий f (n)(X ),
n l 2, и h(2) — функöия рекурсии, вхоäящая в ба-
зис G иëи преäставëяеìая ÷ерез базисные функ-
öии. Тоãäа рекуррентное соотноøение, поëу÷ае-
ìое на основе операöии суперпозиöии,

(X ) = h( (X1), (X2)), (1.1)

ãäе X1 ∪ X2 = X, X1 ∩ X2 = ∅, n1, n2 ∈ Ν, n = n1 + n2,
назовеì основныì функöионаëüныì уравнениеì,
несìотря на ÷астный характер ìестности базисных
функöий g(2) и h(2). На основе (1.1) поëу÷аþтся также
ФУ äëя показатеëей ка÷ества (ФУПК). Данное оп-
реäеëение ФУ отëи÷но от äанноãо в работе [10].

� При n1 = n – 1, n2 = 1 поëу÷аеì ФУ типа 1

f (n) = h( f (n – 1), xn); (1.2)

� äëя сиììетри÷еских функöий при n = 2s, s = 1,
2, ..., n1 = n2 = n/2 поëу÷аеì ФУ типа 2

f (n)(X ) = h( f (n/2)(X1), f
(n/2)(X2)), (1.3)

� при n1 = n – 2, n2 = 2 поëу÷аеì ФУ типа 3

f (n) = h(3)( f (n – 2), xn – 1, xn), (1.4)

ãäе h(3) —трехìестная буëева функöия.
Сложность произвольной булевой функции на ос-

нове ФУ (канонический случай). Приìениì ìетоä
ФУ äëя реаëизаöии произвоëüной БФ f (n) ∈  в
базисе G3 и поëу÷ения при этоì верхней оöенки
сëожности LF. БФ f (n) зависит от переìенных из
ìножества X = {x1, ..., xi, ..., xn} и заäается поëиноì
Жеãаëкина F (n) = K1 ⊕ ... ⊕Ki ⊕ ... ⊕ Km, ãäе Ki —
ìонотонная ЭК ранãа ri, при÷еì r1 l ... l ri l ... l rm,
1 m i m m. Вектор r = (r1, ..., ri, ..., rm) заäает стро-
ение поëиноìа Жеãаëкина. При этоì опреäеëяеì
еще вектор p = (p1, p2, ..., pi, ..., pn) повторяеìости
переìенных из ìножества X в форìуëе F (n), т. е.
переìенная xi, 1 m i m n, повторяется в форìуëе F (n)

pi раз.
Нахоäиì pi = max(p1, p2, ..., pi, ..., pn), 1 m i m n.

Тоãäа ФУ (1.2) иìеет виä

F (n) = ((xi• ) ⊕ ), (1.5)

ãäе нижние инäексы 0 и 1 — ноìера соответствуþщих

остато÷ных функöий, рассìатриваеìых на оäноì

ìножестве X ′ = X \{xi}. Буäеì их записыватü соот-

ветственно как F (n – 1), 0 и F (n – 1), 1.

Приìеняя к F (n – 1), 0 и F (n – 1), 1 ФУ (1.5), затеì

повторяя проöеäуру äëя поëу÷енных функöий и

так äаëее, поëу÷иì . Кажäое приìенение ФУ

(1.5) порожäает не боëее äвух базисных функöий

из G3 и не боëее äвух остато÷ных функöий F (n – 1), 0

и F (n – 1), 1. Испоëüзуя посëеäоватеëüно ФУ (1.5) и

суììируя зна÷ения сëожности LF, вывоäиì верх-

нþþ оöенку сëожности äëя общеãо сëу÷ая:

LF (F (n), G3) = LF (F (n – 1), 0) + LF (F (n – 1), 1) + 2 =

= LF (F (n – 2), 00) + LF (F (n – 2), 01) +

+ LF (F (n – 2), 10) + LF (F (n – 2), 11) + 6 = ... =

= Σ[*]LF (F (n – j), [j]) + 2(2 j – 1), (1.6)

ãäе j — ÷исëо øаãов äекоìпозиöии (1 m j m n); [j] —
посëеäоватеëüностü сиìвоëов 0 иëи 1 äëиной j; [*] —
суììирование сëожностей, выпоëняеìое äëя øаãа j,
по всеì остато÷ныì функöияì, ÷исëо которых
посëе кажäоãо øаãа ìожет уäваиватüся.

Испоëüзуя теореìу о поëноте систеìы БФ,
ìожно поëу÷атü оöенки LF сëожности функöий в
äруãих базисах [11].

Заìетиì, ÷то рекуррентное соотноøение (1.5)

приìеняется äëя поëу÷ения форìуëы , а (1.6) —

LS
j( )

f
n1 n2+( )

f
n1

f
n2

P2
n( )

F0
n 1–( )

F1
n 1–( )

FСФ
n( )

FСФ
n( )



Мехатроника, автоматизация, управление, № 4, 2012 7

äëя поëу÷ения соответствуþщей оöенки сëожности

LF ( , G3).

Преобразуя эквиваëентно форìуëу F (2), всеãäа
ìожно поëу÷итü LF (F (2), G3) m 3. Есëи j (÷исëо øа-
ãов äекоìпозиöии) выбратü равныì n – 2, то из
(1.6) äëя общеãо сëу÷ая вывоäиì верхнþþ оöенку
сëожности:

LF (F (n), G3) = LF (F (2), 0...00) + LF (F (2), 0...01) +

+ LF (F (2), 0...10) + ... + LF (F (2), 1...11) +

+ 2(2n – 2 – 1) m 3•2n – 2 + 2(2n – 2 – 1) =

= 5•2n – 2 – 2 = (5/4)•2n – 2.

Итак, при реаëизаöии произвоëüной БФ
f (n) ∈  в базисе G3 поëу÷ена верхняя оöенка
показатеëя сëожности

LF ( , G3) = (5/4)•2n – 2. (1.7)

Поãреøностü поëу÷аеìой оöенки (1.7) ìожет
бытü боëüøой (сì. приìер 1.1). Поэтоìу преäëаãа-
ется сëеäуþщий способ опреäеëения искоìой ве-
ëи÷ины.

Алгоритм вычисления оценки LF. Рассìотриì
кратко структуру и функöионирование разрабо-
танноãо аëãоритìа, позвоëяþщеãо ÷исëенно поëу-
÷атü верхнþþ оöенку иëи ìиниìаëüное зна÷ение
сëожности LF на основе ФУ (1.5) в базисе G3.

К обоснованию алгоритма. Исхоäная функöия
(и поëу÷аеìые остато÷ные) F (n) в общеì сëу÷ае
разбивается на äве боëее простые по сравнениþ с
ней и äве базисные (äвухìестные), соеäиняþщие
первые функöии и выäеëяеìуþ переìеннуþ xi, в
оäну форìуëу. Проöесс проäоëжается, пока все ос-
тато÷ные функöии естественныì образоì (на ос-
нове äекоìпозиöии) не перейäут в разряä реаëизо-
ванных. Так буäет поëу÷ена форìуëа  и оöен-
ка LF (F (n), G3).

Дëя боëее эффективноãо приìенения ФУ ис-
поëüзуется:
� кëассификаöия БФ (вхоäных äанных) и разработ-

ка äëя кажäоãо кëасса опреäеëенных ìетоäов;
� ìатеìатико-инфорìаöионные спеöиаëüные ìат-

риöы äëя ìиниìизаöии вы÷исëитеëüной сëож-
ности при работе с поëиноìаìи Жеãаëкина;

� спеöиаëüная структура поëиноìа;
� векторы повторения переìенных в поëиноìе.

Особенностüþ аëãоритìа явëяется испоëüзова-
ние на кажäоì øаãе переìенной с ìаксиìаëü-
ной повторяеìостüþ.
По ìере выпоëнения аëãоритìа ÷исëо остато÷ных

функöий уäваивается, а саìи функöии упрощаþтся.
При этоì ÷исëо базисных функöий, соеäиняþщих
их в оäну форìуëу, увеëи÷ивается.

Аëãоритì на основе ФУ (1.5) относится к аëãо-
ритìаì ãраäиентноãо типа, он позвоëяет строитü

форìуëу , реаëизуþщуþ функöиþ f (n), воз-

ìожно, с ìиниìаëüныì зна÷ениеì показатеëя LF

за ÷исëо øаãов j, 1 m j m n. Еãо приìенение иëëþ-
стрируется приìероì 1.1.

Резуëüтатаìи работы аëãоритìа — проãраììы
явëяþтся:
� показатеëü сëожности LF;
� ÷исëо выпоëненных операöий Nоп.

Пример 1.1. Функöиþ f (7), заäаваеìуþ поëино-
ìоì Жеãаëкина F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x1•x2•x5 ⊕
⊕ x1•x6 ⊕ x7, строения r = (4, 3, 2, 1) реаëизоватü
в базисе G3, ìиниìизируя показатеëü сëожности LF.

Составиì табë. 1.1 повторяеìости переìенных xi,

1 m i m 7, в форìуëе .

Выпоëниì эквиваëентные преобразования фор-
ìуëы F (7) в соответствии с ФУ (1.5):

F (7) = x1•x2•x3•x4 ⊕ x1•x2•x5 ⊕ x1•x6 ⊕ x7 =

= x1•(x2•x3•x4 ⊕ x2•x5 ⊕ x6) ⊕ x7 = 

= x1•(x2•(x3•x4 ⊕ x5) ⊕ x6) ⊕ x7 =

= x1•(x2•((x3•x4) ⊕ x5) ⊕ x6) ⊕ x7 = ,

ãäе

F (6), 0 = x2•x3•x4 ⊕ x2•x5 ⊕ x6, F
(6), 1 = x7,

F (5), 00 = x3•x4 ⊕ x5, F
(5), 01 = x6,

F (4), 000 = x4, F
(4), 001 = x5.

В соответствии с опреäеëениеì (1.5) выпоëнена

äекоìпозиöия функöии f (7) и искоìая форìуëа F (7)

преäставëена в базисе G3 с ìиниìаëüной сëожно-

стüþ LF ( , G3)min = 6. При этоì зäесü оäно-

зна÷но опреäеëен поряäок вы÷исëения форìуëы

F (7). Поëу÷ена бесповторная скобо÷ная форìуëа Fск,

заäа÷а ìиниìизаöии показатеëя LF реøена. Ниж-

няя строка табë. 1.1 отìе÷ает повторяеìостü пере-
ìенных в скобо÷ной форìуëе.

Преäставиì аëãоритì и резуëüтаты реаëизаöии
в табë. 1.2.

FСФ
n( )

P2
n( )

FСФ
n( )

FСФ
n( )

FСФ
n( )

FСФ
7( )

FСФ
7( )

Табëиöа 1.1

xi x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

pi 3 2 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1pi
ск

Табëиöа 1.2

Шаãи äекоìпози-
öии j (всеãо j = 3)

По øаãаì вы÷исëение 

форìуëы F (7) в базисе G3
Пояснения

3-й øаã g&1 = x3•x4
g⊕2 = g&1 ⊕ x5

Функöии 
разëожения 

записываþтся 
в спеöиаëüной 

табëиöе

2-й øаã g&3 = x2•g&2
g⊕4 = g&3 ⊕ x6

1-й øаã g&5 = x1•g&4

F (7) = g⊕6 = g&5 ⊕ x7

Конеö работы аëãоритìа

FСФ
7( )
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Замечание 1.1. На основе приìера 1.1 ìожно
строитü с÷етные кëассы БФ, заäаваеìых поëино-
ìаìи Жеãаëкина опреäеëенноãо строения, äоказы-
вая возìожностü реаëизаöии с ìиниìаëüной оöен-
кой LF ìетоäоì ìатеìати÷еской инäукöии. В ка-
÷естве простоãо бëижайøеãо приìера преäëаãается
функöия строения r = (5, 4, 3, 2, 1), т. е.

F (9) = x1•x2•x3•x4•x5 ⊕ x1•x2•x3•x6 ⊕
⊕ x1•x2•x7 ⊕ x1•x8 ⊕ x9 = x1•(x2•(x3•((x4•x5) ⊕

⊕ x6) ⊕ x7) ⊕ x8) ⊕ x9 = .

Миниìуì показатеëя LF (F (9), G3)min = 8.
Анаëити÷ески и из табë. 1.3 сëеäует, ÷то при

возрастании n показатеëü Lб (сëожностü по ÷исëу
букв), ÷исëо øаãов и ÷исëо (ìиниìаëüное) базис-
ных функöий увеëи÷иваþтся (стоëбöы 1, ..., 4), но
проãнозируеìые оöенки сëожности разëи÷аþтся
сиëüнее (стоëбеö 5). Поэтоìу потребностü в ìини-
ìизаöии показатеëей Lб и LF о÷евиäна.

Сложность представления булевых функций из
отдельных классов (поëу÷ение, преобразование и
приìенение ФУ (1.5) [12—15]).

� Кëасс функöий "&" (  = x1•x2• ...⋅xn).

Поëу÷ение форìуëы F (n) и сëожности LF:

 = (x1• );

 = (x2• ), ...;

 = (x1• ) = (x1•(x2• )) = ... .

Итого:  = (x1•(x2•(x3•...•x 
n))),

LF ( , G3)min = n – 1.

� Кëасс функöий "⊕" (  = x1 ⊕ x2 ⊕ ... ⊕ xn).

Поëу÷ение форìуëы F (n) и сëожности LF:

 = (x1 ⊕ );

 = (x2 ⊕ );

=(x1 ⊕ ) = (x1 ⊕ (x2 ⊕ )) = ... .

Итого:  = (x1 ⊕ (x2 ⊕ (x3 ⊕ ... ⊕ xn))),

LF ( , G3)min = n – 1.

� Кëасс функöий "∨" (  = x1 ∨ x2 = x1•x2 ⊕

⊕ x1 ⊕ x2; G1 → G3).

1. Сëожностü LF форìуëы  в базисе G1.

Итого: LF ( , G1)min = n – 1.

2. ФУ в G3:  = x1•  ⊕ x1 ⊕  =

= (x1• ) ⊕ (x1 ⊕ ).

� Кëасс форìуë:

ФУПК: LF ( , G3) = 2LF ( , G3) + 3.

Разностное уравнение un = 2un – 1 + 3, u2 = 3,

еãо реøение un = 3•2n/2 – 3, n l 2.

Итого: LF ( , G3) = 3•2n/2 – 3.

� Схеìы с ветвëениеì:

ФУПК: LS( , G3) = LS( , G3) + 3.

Разностное уравнение un = un – 1 + 3, u2 = 3,

еãо реøение un = 3(n – 1), n l 2.

Итого: LS( , G3) = 3(n – 1).

� ФУПК: DepF ( , G3) = DepF ( , G3) + 2.

Разностное уравнение un = un – 1 + 2, u2 = 2,

еãо реøение un = 2(n – 1), n l 2.

Итого: DepF ( , G3) = 2(n – 1).

3. Кëасс форìуë G1 → G3.

ФУ:  = x1•  ⊕ x1 ⊕  =

= (x1 ⊕ 1)•  ⊕ x1,

ФУПК: LF ( , G3) = LF ( , G3) + 3.

Дëя показатеëей LF и DepF разностные уравнения

и на÷аëüные усëовия совпаäаþт: un = un – 1 + 3,

u2 = 3.

Реøение уравнения un = 3(n – 1), n l 2.

Итого: LF( , G3) = 3(n – 1), DepF ( , G3) =

= 3(n – 1).
4. Эквиваëентные преобразования ФУ

( , G1 → G3).

� Преобразования ФУ типа 1.

ФУ:  = ¬ ¬ (  ∨ xn) =

= (xn ⊕ 1)•(  ⊕ 1) ⊕ 1.

ФУПК: LF ( , G3) = LF ( , G3) + 4,

Разностное уравнение un = un – 1 + 4, u2 = 4,

еãо реøение un = 4(n – 1), n l 2.

Итого: LF ( , G3) = 4(n – 1).

FСФ
9( )

Табëиöа 1.3 (к приìеру 1.1)

n —
÷исëо 
пере-

ìенных

Lб — 

сëожностü 
по ÷исëу 

букв

j — 
÷исëо 
øаãов

LF(F (n), G3)min
LF( , G3) =

= (5/4)•2n – 2

1 2 3 4 5

7 10 3 6 158
9 15 4 8 638

FСФ
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∨
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∨
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� Метоä структуризаöии.
Испоëüзуя эквиваëентностü

 = x1 ∨ x2 = (x1 ⊕ 1) & (x2 ⊕ 1) ⊕ 1,

поëу÷аеì функöиþ с эффективной структурой

 = (x1 ⊕ 1) ⋅ (x2 ⊕ 1)•...•(xn ⊕ 1) ⊕ 1,

бëаãоäаря которой нахоäиì LF ( , G3) = n +

+ (n – 1) + 1 = 2n (приìеняется n операöий "⊕",
(n – 1) операöия "&" и еще оäна операöия "⊕").

Итого: LF ( , G3) = 2n.

� Кëасс функöий "⊕" (  = x1 ⊕ x2 = x1•(¬x2) ∨

∨ (¬x1)•x2; G3 → G1).

Поëу÷ение ФУПК показатеëя сëожности LF.

1. На основе преобразования ФУ типа 1 (способ 1).

ФУ:  = x1 ⊕  =

= (x1•(¬ )) ∨ ((¬x1)• ).

ФУПК: LF ( , G1) = 2LF ( , G1) + 5.

Разностное уравнение un = 2un – 1 + 5, u2 = 5,

еãо реøение un = 5•2n/2 – 5, n l 2.

Итого: LF ( , G1) = 5•2n/2 – 5.

2. На основе преобразования ФУ типа 1 (способ 2),
G3 → G1.

ФУ:  = x1 ⊕  =

= ¬ (x1• )•(x1 ∨ ).

ФУПК: LF ( , G1) = 2LF ( , G1) + 4.

Разностное уравнение un = 2un – 1 + 4, u2 = 4,

еãо реøение un = 2n + 1 – 4, n l 2.

Итого: LF ( , G1) = 2n + 1 – 4.

3. Схеìы с ветвëениеì, на основе преобразова-
ния ФУ типа 1 (способ 2).

ФУ:  = x1 ⊕  =

= ¬ (x1• )·(x1 ∨ ).

ФУПК: LS( , G1) = LS( , G1) + 4.

Разностное уравнение un = un – 1 + 4, u2 = 4,

еãо реøение un = 4(n – 1), n l 2.

Итого: LS( , G1)) = 4(n – 1), DepS ( , G1) =

= 3(n – 1).
4. Заäание функöии поëиноìоì Жеãаëкина.
Преобразование поëиноìа (G3 → G1)

 = x1•x2•...•xn ⊕ x1•x2•...•xn – 1 ⊕...⊕ x1 ... ⊕

⊕ xn ⊕ 1 = (x1 ⊕ 1)•(x2 ⊕ 1)•...•(xn ⊕ 1) ⊕ 1 =

= ¬(¬x1•(¬x2)•...•(¬xn)) = x1 ∨ x2 ∨ ... ∨ xn.

Итого: LF ( , G1) = LS( , G1) = n – 1.

Сравнение оценок показателей сложности и ба-

зисов. Сравнение оöенок показатеëей сëожности в
разных базисах:

LF ( , G3)/LF ( , G1) = 2n/n = 2;

LF ( , G1)/LF ( , G3) = (2n + 1 – 4)/(n – 1).

Сравнение оöенок показатеëей сëожности раз-
ных функöий в оäноì базисе:

LF ( , G1)/LF ( , G1) = (2n + 1 – 4)/(n – 1),

LF ( , G1)/LF ( , G3) = (n – 1)/(2n).

2. Сложность булевых функций из класса импликаций

Функции из класса импликаций. Иìеþтся äве
эëеìентарные иìпëикаöии: иìпëикаöия x1 и x2

(  = x1 → x2, т. е. ëевая иìпëикаöия, ЛИ) и иìп-

ëикаöия x2 и x1 (  = x2 → x1 = x1 ← x2, т. е. правая

иìпëикаöия, ПИ). Кажäая из них явëяется базис-
ной функöией äëя своеãо кëасса (зäесü испоëüзо-
ваны äруãие обозна÷ения по сравнениþ с работаìи
[10, 14—16]). Они несиììетри÷еские, оäна из них
поëу÷ается из äруãой с поìощüþ перестановки пе-
реìенных. Поэтоìу на их основе опреäеëиì äве ка-
нони÷еские суперпозиöионные форìуëы FЛИ и FПИ,

n l 2, строение [9] которых поëностüþ опреäеëяет
форìуëу и схеìу и вы÷исëения в них: 

(x1, ..., xn) =  =

= (...((x1 → x2) → x3) → ... → xn – 1) → xn; (2.1)

(x1, ..., xn) =  =

= xn → (xn – 1 → (xn – 2 → ... → (x2 → x1)...)). (2.2)

Испоëüзуя на÷аëüный поряäок переìенных x1,

x2, ..., xn – 1, xn, поëу÷аеì: форìуëу FЛИ и функöиþ

, которая возãëавëяет поäкëасс функöий ФЛИ,

поëу÷аеìых из (2.1) с поìощüþ перестановок пе-

реìенных; форìуëу FПИ и функöиþ , которая

возãëавëяет поäкëасс функöий ФПИ, поëу÷аеìых

из (2.2) с поìощüþ перестановок переìенных. Вы-
÷исëения в форìуëах при этоì выпоëняþтся на
основе строения сëева направо äëя FЛИ и справа

наëево äëя FПИ [9, 12—14].

Отìетиì некоторые свойства функöий кëасса
иìпëикаöий, проверяеìые на основе опреäеëения

(с÷итаеì  =  (2.1)):

f  
2( )
∨

f  
n( )
∨

F 
n( )

∨

F 
n( )

∨

F 
2( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n 1–( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n 1–( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n 1–( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n 1–( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n( )

⊕

f  
n( )
⊕

F 
n( )

⊕ F 
n( )

⊕

F 
n( )

∨ F 
n( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n( )

⊕

F 
n( )

⊕ F 
n( )

∨

F 
n( )

⊕ F 
n( )

∨

g 
2( )

→

g 
2( )

←

fЛИ
n( )

FЛИ
n( )

fПИ
n( )

FПИ
n( )

fЛИ
n( )

fПИ
n( )

fисх
n( )

fЛИ
n( )
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1)  = f (n)(0, 0, ..., 0, ..., 0) =

=

2) есëи (0, 0, ..., 0, 0, 0) = α,

то (0, 0, ..., 0, 0, 0) = ¬α, α ∈ {0, 1},

ãäе  и  наä ìножествоì X, |X| = n + 1;

3)  = f (n)(1, 0, ..., 0, 0, 0) =

=

4)  = f (n)(0, 0, ..., 0, 0, 1) = 1 äëя ëþбоãо n.

Это свойство обобщается сëеäуþщиì образоì:

 = f (n)(α1, α2, ..., αn – 2, αn – 1, 1) = 1, поэтоìу

кажäое второе зна÷ение функöии  равно 1.

В общеì сëу÷ае в векторе зна÷ений функöия (2.1)
иìеет и äруãие еäиниöы;

5) перестановка переìенных xn – 1 и xn в фор-

ìуëе FЛИ äает разные функöии  и , так

как уже на второì наборе (0, 0, ..., 0, 0, 1) зна÷ений
переìенных x1, x2, ..., xi, ..., xn – 1, xn зна÷ения

функöий разëи÷аþтся — ìеняþтся с 1 на 0 (ìежäу
инäексаìи n и n – 1 запятая, но ãäе ìожно, без по-
тери правиëüноãо пониìания, ее опускаеì).

Утверждение 2.1. |ФЛИ| = n!.
Выпоëняя все перестановки переìенных в ка-

нони÷еской форìуëе FЛИ, поëу÷иì ÷исëо n! таких

разëи÷ных форìуë (оäноãо строения [20]), заäаþщих
такое же ìножество разëи÷ных функöий. Дëя äо-
казатеëüства посëеäнеãо факта äостато÷но устано-

витü, ÷то функöии (x1, x2, ..., xi, ..., xj, ..., xn) ≠

≠ (x1, x2, ..., xj, ..., xi, ..., xn), ãäе i и j — инäексы

переìенных, 1 m i m n, 1 m j m n, i ≠ j, и они ìоãут
не совпаäатü с ноìераìи позиöий äëя переìенных
в форìуëе. Этот факт буäет иìетü ìесто, есëи ука-
затü хотя бы оäин набор зна÷ений переìенных, на
котороì функöии разëи÷ны. Докажеì утвержде-
ние 2.1 инäукöией по n. При n = 2 истинностü ут-
вержäения ëеãко проверяется. Преäпоëожиì, ÷то
оно истинно äëя n, n l 3, т. е. выпоëняется нера-
венство (функöии разëи÷ны)

(x1, x2, ..., xi, ..., xj, ..., xn) ≠

≠ (x1, x2, ..., xj, ..., xi, ..., xn).

Докажеì истинностü сëеäуþщеãо неравенства:

(x1, x2, ..., xi, ..., xj, ..., xn, xn + 1) ≠

≠ (x1, x2, ..., xj, ..., xi, ..., xn, xn + 1).

По преäпоëожениþ существует набор α = (α1, α2,

..., αn) зна÷ений переìенных x1, x2, ..., xn, на кото-

роì зна÷ения функöий  (α1, α2,..., αi, ..., αj, ...,

αn) и (α1, α2, ..., αj, ..., αi, ..., αn) разëи÷ны, т. е.

приниìаþт противопоëожные зна÷ения, ина÷е
они совпаäаþт.

Рассìотриì функöии

(x1, ..., xi, ..., xj, ..., xn, xn + 1) = FЛИ =

= (...((x1 → x2) → x3) → ... → xn) → xn + 1 =

=  → xn + 1 и

 (x1, x2, ..., xj, ..., xi, ..., xn, xn + 1) =

=  → xn + 1

на этоì наборе α, т. е.

(α1, ..., αi, ..., αj, ..., αn, xn + 1) и

(α1, ..., αj, ..., αi, ..., αn, xn + 1).

Тоãäа äëя функöий  и  иìеþт ìесто

табëиöы истинности (табë. 2.1 и табë. 2.2), при÷еì

есëи в табë. 2.1 (α1, ..., αi, ..., αj, ..., αn) = 0, то

в табë. 2.2 (α1, ..., αj, ..., αi, ..., αn) = 1, и наоборот

(из преäпоëожения).
Из разëи÷ия посëеäних стоëбöов сëеäует разëи-

÷ие функöий. Утвержäение äоказано, т. е. ÷исëо
функöий, заäаваеìых форìуëой типа FЛИ, естü n!.

Утверждение 2.2. Чисëо функöий, заäаваеìых
форìуëой FПИ, естü n.

Привоäя форìуëу FПИ к конъþнктивной нор-

ìаëüной форìе в базисе G1, поëу÷иì ее äëину, рав-

нуþ еäиниöе, т. е. поëу÷иì оäну поëнуþ эëеìентар-

fисх
n( )

0, есëи n = 2k + 1; 
1, есëи n = 2k, при k = 1, 2, 3, ...;

fисх
n( )

fисх
n 1+( )

fисх
n( )

fисх
n 1+( )

fисх
n( )

1, есëи n = 2k + 1;
0, есëи n = 2k;

fисх
n( )

fисх
n( )

fисх
n( )

fисх
n( )

fn n 1–,
n( )

fисх
n( )

fij
n( )

fисх
n( )

fji
n( )

fисх
n 1+( )

fji
n( )

fисх
n( )

fji
n( )

fисх
n 1+( )

fисх
n( )

fji
n 1+( )

fji
n( )

fисх
n 1+( )

fji
n 1+( )

fисх
n 1+( )

fji
n 1+( )

Табëиöа 2.1

(α1, ..., αi, ..., αj, ..., αn) xn + 1

0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 1

fисх
n( )

fисх
n 1+( )

Табëиöа 2.2

(α1, ..., αj, ..., αi, ..., αn) xn + 1

1 0 0
1 1 1
0 0 1
0 1 1

fji
n( )

fji
n 1+( )

fисх
n( )

fji
n( )
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нуþ äизъþнкöиþ, сиììетри÷ескуþ относитеëüно

ãруппы (n – 1) переìенных, и  = n таких раз-

ëи÷ных ãрупп. Фактор-ìножество ìножества всех
форìуë FПИ, поëу÷аеìых с поìощüþ разëи÷ных

перестановок, по отноøениþ эквиваëентности
иìеет ìощностü n, т. е. ÷исëо разëи÷ных ФБ, заäа-
ваеìых соответствуþщиìи форìуëаìи виäа FПИ,

естü n.

Утверждение 2.3. ФЛИ ∩ ФПИ = ∅.

Привоäя форìуëы FЛИ и FПИ к конъþнктивной
норìаëüной форìе в базисе G1, поëу÷иì форìуëу:
äëя FЛИ — форìуëу äëиной не ìенüøе äвух, с по-
вторениеì переìенных; äëя FПИ — форìуëу äëи-
ной, равной еäиниöе, без повторения переìенных.
Поэтоìу äëя функöий f (n), n l 2, из поäкëассов
ФЛИ и ФПИ äостато÷но поëу÷итü ëиøü соответст-
вуþщие показатеëи ка÷ества канони÷еских фор-
ìуë (2.1) и (2.2) в разных базисах.

Сложность функций из класса ФЛИ. Поëу÷иì

показатеëи ка÷ества преäставëения функöии (2.1)

наä G4 = {  = x1 → x2}, приìеняя ФУ типа 1:

f (n) = h( f (n – 1), xn) = ( f (n – 1) → xn), (2.3)

ãäе f (2) =  = x1 → x2, h
(2) = , n l 3. ФУ (2.3)

порожäает сеìейство ФУПК äëя рассìатриваеìых

показатеëей сëожности, т. е. на основе (2.3) äëя
разëи÷ных показатеëей сëожности устанавëиваеì
свои рекуррентные соотноøения:

(2.4)

с на÷аëüныìи усëовияìи при n = 2 äëя

(2.5)

ФУПК (2.4) привоäятся к оäноìу разностноìу
уравнениþ, а иìенно, un = un – 1 + 1, ãäе n l 3, ко-
торое в зависиìости от на÷аëüных усëовий позво-
ëяет поëу÷итü äëя ФУПИ соответствуþщие реøе-

ния анаëити÷ески. Посëе интерпретаöии к своиì
показатеëяì (2.4) реøения иìеþт сëеäуþщий виä:

(2.6)

Этот же резуëüтат (2.6) сëеäует из бесповторности
форìуëы FЛИ (2.1) и приìеняеìоãо ìетоäа посëе-
äоватеëüной äекоìпозиöии, при÷еì это ÷асти÷но
äеìонстраöионный приìер преäëоженноãо поäхо-
äа, который форìаëизуется ниже в базе знаний.

Сложность в базисе G1. Поëу÷иì показатеëи
сëожности преäставëения функöии (2.1) в базисе
G1 = {&, ∨, ¬} форìуëой строения FЛИ и схеìой S
на основе ФУ типа 1:

f (n) = h( f (n – 1), xn) = ( f (n – 1) → xn) =

= ((¬f (n – 1)) ∨ xn), (2.7)

ãäе f (2) = g(2) = (¬x1) ∨ x2, h
(2) = g(2), n l 3. 

ФУ (2.7) порожäает сеìейство ФУПК

(2.8)

с на÷аëüныìи усëовияìи при n = 2 äëя уравне-
ний (2.8)

(2.9)

Уравнения (2.8) привоäятся к äвуì разностныì
уравненияì

un = un – 1 + 1, (2.10)

un = un – 1 + 2, (2.11)

которые позвоëяþт поëу÷итü соответствуþщие ре-
øения анаëити÷ески. Уравнение (2.10) иìеет ре-
øение un = n, а реøение уравнения (2.11) обозна-
÷иì еще как U1 = un = 2(n – 1). Посëе интерпре-
таöии к своиì показатеëяì они иìеþт виä

(2.12)

Этот же резуëüтат (2.12) сëеäует из тоãо, ÷то
кажäая итераöия естü øаã äекоìпозиöии, и скоëü-
ко øаãов — такова и сëожностü äëя LF, DepF, LS и
DepS. Так как это посëеäоватеëüная äекоìпозиöия,
то ÷исëо итераöий — øаãов — уìножается на зна÷е-
ние соответствуþщеãо показатеëя ка÷ества функ-

Cn
n 1–

g
2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

Lб( f (n), ) = Lб( f (n – 1), ) + 1;

LF ( f (n), ) = LF ( f (n – 1), ) + 1;

LS( f (n), ) = LS( f (n – 1), ) + 1;

DepF ( f (n), ) = DepF ( f (n – 1), ) + 1;

DepS( f (n), ) = DepS( f (n – 1), ) + 1

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

Lб( f (2), ) = 2; LF ( f (2), ) = 1;

LF (h(2), ) = LS( f (2), ) = 1;

DepF ( f (2), ) = DepS( f (2), ) = 1;

LS(h
(2), ) = 1;

DepF (h(2), ) = DepS(h
(2), ) = 1.

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

Lб( f (n), ) = n; LF ( f (n), ) = n – 1,

DepF ( f (n), ) = n – 1;

LS( f (n), ) = n – 1; DepS( f (n), ) = n – 1.

g
2( )
→ g

2( )
→

g
2( )
→

g
2( )
→ g

2( )
→

Lб( f (n), G1) = Lб( f (n – 1), G1) + 1;

LF ( f (n), G1) = LF ( f (n – 1), G1) + 2;

LS( f (n), G1) = LS( f (n – 1), G1) + 2;

DepF ( f (n), G1) = DepF ( f (n – 1), G1) + 2;

DepS( f (n), G1) = DepS( f (n – 1), G1) + 2,

LF ( f (2), G1) = LS( f (2), G1) = 2;

DepF ( f (2), G1) = DepS( f (2), G1) = 2;

LF (h(2), G1) = 2, DepF (h(2), G1) = 2;

LS(h
(2), G1) = 2, DepS(h

(2), G1) = 2.

Lб( f (n), G1) = n;

LF ( f (n), G1) = LS( f (n), G1) = 2(n – 1);

DepF ( f (n), G1) = DepS( f (n), G1) = 2(n – 1).
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öии рекурсии и, такиì образоì, из оöенок (2.6) по-
ëу÷аеì оöенки (2.12).

Сложность на основе ФУ типа 3. Испоëüзуеì
возìожности выбора и преобразования ФУ в öеëях
ìиниìизаöии показатеëей ка÷ества функöии (2.1)
в базисе G1 = {&, ∨, ¬}. Приìениì ФУ типа 3

f (n) = f (n – 2)•(¬xn – 1) ∨ xn (2.13)

с функöией рекурсии h(3) = ((t1 → t2) → t3) =
= (t1•(¬t2) ∨ t3).

Тоãäа, есëи n = 2k, k l 2, то ФУ (2.13) иìеет виä

f (n) = f (2k) = f (2(k – 1))•(¬x2k – 1) ∨ x2k, (2.14)

ãäе f (2) = g(2) (n = 2, k = 1) — на÷аëüная функöия
в посëеäоватеëüности функöий рассìатриваеìоãо
кëасса f (2), f (4), f (6), ... .

Дëя показатеëей ка÷ества устанавëиваеì рекур-
рентные соотноøения (зäесü схеìы S — без ветв-
ëения):

(2.15)

с на÷аëüныìи усëовияìи при n = 2

(2.16)

ФУПК (2.15) привоäятся к разностноìу уравне-
ниþ второãо поряäка с постоянныìи коэффиöи-
ентаìи, но, по сути, это арифìети÷еская проãрес-
сия с на÷аëüныì ÷ëеноì u2, разностüþ d и ÷исëоì
÷ëенов k. Дëя (2.15) разностное уравнение естü

u2k = u2(k – 1) + 2 (иëи un = un – 2 + 2), (2.17)

а äëя остаëüных показатеëей (2.15) 

u2k = u2(k – 1) + 3 (иëи un = un – 2 + 3), (2.18)

ãäе n = 2k, k l 2, которые позвоëяþт поëу÷итü со-
ответствуþщие реøения анаëити÷ески. Посëе ин-
терпретаöии к своиì показатеëяì ка÷ества они
иìеþт виä:

(2.19)

ãäе n = 2k, k l 2.

Обозна÷иì реøение äëя показатеëей (2.15) U2 =
= un = 3k – 1 = 3n/2 – 1.

Пример 2.1. Вывоä форìуëы F (6) в базисе G1 на
основе ìетоäа ФУ типа 3.

Выпоëняеì по øаãаì эквиваëентные преобра-
зования

fЛИ
(6) = FЛИ

(6) = ((((x1 → x2) → x3) → x4) → x5) →

→ x6 = ¬ (¬ (¬ (x1 ·(¬x2) ∨ x3) ∨ x4) ∨ (¬ x5) ∨ x6 =

= (¬ (x1 ·(¬x2) ∨ x3) ∨ x4) · (¬ x5) ∨ x6 = F (6).

Итого, поëу÷аеì требуеìуþ структуру сëожно-
стüþ LF ( f (6), G1) = 8.

Есëи n = 2k + 1, k l 2, то ФУ (2.13) иìеет виä

f (n) = f (2k + 1) = f (2k – 1)·(¬x2k) ∨ x2k + 1, (2.20)

из (2.1) поëу÷аеì на÷аëüнуþ функöиþ f (3) = f (2) →

→ x3 = ¬f (2) ∨ x3 = (x1⋅(¬x2) ∨ x3) искоìой посëе-

äоватеëüности функöий f (3), f (5), f (7), f (9), ... .

Дëя показатеëей ка÷ества устанавëиваеì рекур-
рентные соотноøения, которые совпаäаþт с (2.15),
но разëи÷аþтся на÷аëüныìи усëовияìи при n = 3: 

(2.21)

ФУПК (2.15) привоäятся к разностноìу уравне-
ниþ. Дëя показатеëя Lб (2.15) разностное уравне-
ние иìеет виä

u2k + 1 = u2k – 1 + 2 (иëи un = un – 2 + 2), (2.22)

äëя остаëüных показатеëей (2.15)

u2k + 1 = u2k – 1 + 3 (иëи un = un – 2 + 3), (2.23)

ãäе u3 равно на÷аëüноìу зна÷ениþ соответствуþ-
щеãо показатеëя ка÷ества.

Уравнение (2.22) иìеет реøение un = n, а реøе-
ние уравнения (2.23) äëя остаëüных показатеëей
(2.15) обозна÷иì еще как U3 = un = 3k = 3(n – 1)/2.
Посëе интерпретаöии к своиì показатеëяì поëу-
÷аеì

(2.24)

Пример 2.2. Вывоä форìуëы F (5) в базисе G1 на
основе ìетоäа ФУ типа 3.

Lб( f (n), G1) = Lб( f (n – 2), G1) + 2;

LF ( f (n), G1) = LF ( f (n – 2), G1) + 3;

LS( f (n), G1) = LS( f (n – 2), G1) + 3;

DepF ( f (n), G1) = DepF ( f (n – 2), G1) + 3;

DepS( f (n), G1) = DepS( f (n – 2), G1) + 3,

Lб( f (2), G1) = 2, Lб(h
(3), G1) = 3;

LF ( f (2), G1) = LS( f (2), G1) = 2;

DepF ( f (2), G1) = DepS( f (2), G1) = 2;

LF (h(3), G1) = LS(h
(3), G1) = 3;

DepF (h(3), G1) = DepS(h
(3), G1) = 3.

Lб( f (n), G1) = 2k = n;

LF ( f (n), G1) = 3k – 1 = 3n/2 – 1;

DepF ( f (n), G1) = 3k – 1 = 3n/2 – 1;

LS( f (n), G1) = 3k – 1 = 3n/2 – 1;

DepS( f (n), G1) = 3k – 1 = 3n/2 – 1,

Lб( f (3), G1) = 3;

LF ( f (3), G1) = LS( f (3), G1) = 3;

DepF ( f (3), G1) = DepS( f (3), G1) = 3;

LF (h(3), G1) = LS(h
(3), G1) = 3;

DepF (h(3), G1) = DepS(h
(3), G1) = 3.

Lб( f (n), G1) = 2k + 1 = n;

LF ( f (n), G1) = 3 + 3(k – 1) = 3k = 3(n – 1)/2;

DepF ( f (n), G1) = 3k = 3(n – 1)/2;

LS( f (n), G1) = 3k = 3(n – 1)/2;

DepS( f (n), G1) = 3k = 3(n – 1)/2.
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Выпоëняеì по øаãаì эквиваëентные преобра-
зования

 = (((x1 → x2) → x3) → x4) → x5 =

= ¬ (¬ (x1•(¬x2) ∨ x3) ∨ x4) ∨ x5 =

= (x1•(¬x2) ∨ x3)•(¬x4) ∨ x5 = F (5).

Итого, поëу÷аеì требуеìуþ структуру сëожно-
стüþ LF ( f (5), G1) = 6.

Сравнение методов. Так как ФУПК äëя показате-
ëей ка÷ества LF, DepF, LS и DepS трансфорìируþтся
в оäно разностное уравнение, то по неìу поëу÷иì
эффективностü ìетоäа äëя разëи÷ных показатеëей
сëожности. Итак, сравниваеì U1 с U2 и затеì с U3:

U1 – U2 = 2(n – 1) – (3n/2 – 1) = n/2 – 1 > 0

при n = 4, 6, 8, ...;

U1 – U3 = 2(n – 1) – 3(n – 1) / 2 = (n – 1)/2 > 0 

при n = 5, 7, 9, ... .

Из сравнения резуëüтатов, характеризуþщих
ка÷ество приìенения ФУ типов 1 и 3, сëеäует пре-
иìущество приìенения ФУ типа 3 в отноøении
ìиниìизаöии показатеëей ка÷ества.

Сложность функций из класса ФПИ. Приìеняе-
ìый выøе поäхоä в сиëу совпаäения строений
форìуë и ФУ позвоëяет перенести резуëüтаты по
оöенкаì сëожности реаëизаöии функöий из кëасса
ФЛИ на функöии из кëасса ФПИ [11]. Дëя этоãо по-
ëу÷аеì сëеäуþщее ФУ типа 1, анаëоãи÷ное ФУ (2.3):

 =  = (xn → ) =

= ((¬xn) ∨ ), n l 3. (2.25)

Но прежäе ÷еì еãо иссëеäоватü, выпоëниì эк-
виваëентное преобразование форìуëы :

 = xn → (xn – 1 → (xn – 2 → ... → (x2 → x1)...)) = 

= ((¬xn) ∨ (¬xn – 1) ∨ (¬xn – 2) ∨ ... ∨ (¬x2)) ∨ x1 =

= ¬(xn•xn – 1•xn – 2•...•x2) ∨ x1. (2.26)

Поëу÷аеì бесповторнуþ форìуëу с опреäеëенной
структурой, разбиваеìой на äва буëевых сëаãаеìых.
Первое сëаãаеìое естü отриöание (n – 2)-ìестной
конъþнкöии, второе — буëева переìенная. При этоì
на основе ìетоäа структурно-функöионаëüной äе-
коìпозиöии в базисе G1 поëу÷аеì оöенки 

(2.27)

которые не хуже резуëüтата сравнения в преäыäу-
щеì поäразäеëе (резуëüтатов приìенения ФУ

типа 1 и 3). Поэтоìу необхоäиìостü иссëеäования
ФУ (2.25) отпаäает.

Итак, äëя äанноãо кëасса ФПИ функöий в от-
ноøении ìиниìизаöии показатеëей ка÷ества преä-
по÷титеëüнее явëяется ìетоä структурно-функöио-
наëüной äекоìпозиöии, приìеняеìый посëе пре-
образования исхоäной форìуëы.

Заключение 

При приìенении ìетоäов ФУ эффективныìи
среäстваìи синтеза форìуë и схеì явëяþтся (раз-
работка аëãоритìа с поëу÷ениеì верхних оöенок
сëожности):
� выбор типа ФУ;
� эквиваëентные преобразования форìуë (и ФУ)

в оäноì базисе и из оäноãо базиса в äруãой;
� привеäение форìуë к скобо÷ноìу виäу, а также

äëя схеì — ветвëение выхоäов отäеëüных ФЭ.
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LS( fПИ, G1)min = n;

DepS( fПИ, G1)min = ⎡log2(n – 1)⎤ + 2,
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Параметрическая коррекция 
динамики электропривода 

на основе метода 
технического оптимума

Введение

В совреìенной проìыøëенности испоëüзуется
боëüøое ÷исëо произвоäственных ìеханизìов, ра-
ботаþщих с разëи÷ной изìеняþщейся скоростüþ:
роботы и робототехни÷еские коìпëексы, ìетаëëо-
обрабатываþщие станки, прокатные станы и ìно-
ãое äруãое [1]. Во всех этих ìеханизìах äëя äости-
жения высокой произвоäитеëüности и требуеìоãо
ка÷ества работы ìехатронных систеì необхоäиìо
осуществëятü реãуëирование скорости, т. е. прину-
äитеëüно изìенятü скоростü эëектропривоäа в за-
висиìости от требований техноëоãи÷ескоãо про-
öесса. Реãуëирование скорости осуществëяется путеì
äопоëнитеëüноãо возäействия на привоäной äвиãа-
теëü, ÷то äеëает еãо ãëавныì эëеìентоì эëектропри-
воäа. Он управëяется с поìощüþ соответствуþщих
преобразоватеëüных и управëяþщих устройств в
öеëях форìирования стати÷еских и äинаìи÷еских
характеристик эëектропривоäа, отве÷аþщих тре-
бованияì произвоäственноãо ìеханизìа. Ре÷ü иäет
не тоëüко о сообщении ìаøине вращатеëüноãо иëи
поступатеëüноãо äвижения, но, ãëавныì образоì,

об обеспе÷ении с поìощüþ автоìатизированноãо
эëектропривоäа оптиìаëüноãо режиìа работы ìа-
øин, при котороì äостиãается наибоëüøая произ-
воäитеëüностü при высокой то÷ности. Обеспе÷ение
оптиìаëüноãо характера перехоäных проöессов яв-
ëяется важной практи÷еской заäа÷ей, которой в те-
ории эëектропривоäа в посëеäние ãоäы уäеëяëосü
зна÷итеëüное вниìание. Существенное развитие
поëу÷иëа теория анаëити÷ескоãо конструирования
оптиìаëüных реãуëяторов (АКОР) [2] и совреìен-
ная теория анаëити÷ескоãо конструирования аãре-
ãированных реãуëяторов (АКАР) [3]. Оäнако, обес-
пе÷ивая хороøие показатеëи перехоäноãо проöесса
по реãуëированиþ уãëовой скорости вращения вы-
хоäноãо ваëа эëектропривоäа, они привоäят к на-
пряженныì режиìаì якорной öепи, зна÷итеëüно
повыøая ток якоря. Испоëüзование в контуре управ-
ëения оãрани÷итеëя по току снижает äостоинства
указанных ìетоäов, поскоëüку увеëи÷ивает äëитеëü-
ностü перехоäноãо проöесса. Со÷етание аãреãиро-
ванноãо реãуëятора с траäиöионныìи способаìи
реãуëирования, наприìер, изоäроìныì реãуëято-
роì [4], устраняет указанный неäостаток, но усëож-
няет аëãоритì управëения. Что касается не÷етких
(fuzzy) и нейросетевых реãуëяторов, то, во-первых,
их преиìущества проявëяþтся при сëожных объ-
ектах управëения с неäостато÷ной инфорìаöией
об объекте иëи поëныì отсутствиеì посëеäней,
во-вторых, их эффективностü, как и в преäыäущих
сëу÷аях, в поëной ìере проявëяется при со÷етании
с траäиöионныìи реãуëятораìи [5]. Дëя коррек-
öии äинаìи÷еских свойств систеìы управëения в
работе [6] преäëаãается испоëüзоватü параìетри÷е-
ские обратные связи. На основе принöипа обрат-
ной связи автор [6] преäëаãает корректироватü па-
раìетры реãуëятора, наприìер, еãо коэффиöиент
переäа÷и в функöии от изìенения реãуëируеìой
переìенной объекта и, такиì образоì, обеспе÷и-
ватü жеëаеìое повеäение систеìы. С этой öеëüþ в
структуру систеìы ввоäится неëинейный перекëþ-
÷атеëü, обеспе÷иваþщий параìетри÷ескуþ обрат-
нуþ связü (ОС).

В äанной статüе понятие "параìетри÷еская ОС"
испоëüзуется в тоì сìысëе, ÷то в ней заäействована
ìоäеëü объекта управëения (ОУ) в виäе еãо пере-
äато÷ной функöии, параìетры которой опреäеëе-
ны ëибо в проöессе иäентификаöии, ëибо поëу÷е-
ны анаëити÷ескиì путеì. При этоì коìпенсиру-
þтся ìаëозна÷иìые постоянные вреìени ОУ, ÷то
уëу÷øает äинаìику систеìы управëения и обеспе-
÷ивает требуеìые показатеëи перехоäноãо проöесса.

Рассматривается управляющее устройство для регули-
рования электропривода, широко применяемого в мехатрон-
ных системах. Особенность предлагаемого устройства за-
ключается в использовании параметрической обратной
связи, позволяющей обеспечить технически оптимальный
переходный процесс со статической ошибкой, равной нулю,
и значением управляющего воздействия, не превышающим
допустимое значение. Теоретические результаты подтверж-
дены компьютерным моделированием и натурным экспери-
ментом на стенде с микропроцессорным управлением дви-
гателем постоянного тока.

Ключевые слова: мехатронная система, электропривод,
устройство управления, параметрическая обратная связь,
двигатель постоянного тока

ИСПОЛНИТЕЛЬНЫЕ ЭЛЕМЕНТЫ
МЕХАТРОННЫХ СИСТЕМ И ТЕХНОЛОГИЙ
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Проблема обеспечения
технически оптимального переходного процесса

Разработка аëãоритìов управëения эëектропри-
воäаìи äоëжна у÷итыватü, прежäе всеãо, техноëо-
ãи÷еские критерии, такие как произвоäитеëüностü,
наäежностü и оãрани÷ения потребëяеìых энерãо-
ресурсов. Есëи первый и второй критерии зависят
от показатеëей ка÷ества перехоäноãо проöесса (пере-
реãуëирования, коëебатеëüности и вреìени установ-
ëения), то посëеäний критерий накëаäывает оãрани-
÷ения на зна÷ение управëяþщеãо возäействия, кото-
рое не ìожет бытü боëüøе äопустиìоãо. В настоящее
вреìя набëþäается устой÷ивая тенäенöия приìе-
нения в проìыøëенности, транспорте, робототех-
нике, ìеäиöине реãуëируеìых эëектропривоäов.

Структурная схеìа реãуëируеìоãо эëектроприво-
äа, построенноãо по принöипу поä÷иненноãо (кас-
каäноãо) реãуëирования, преäставëена на рис. 1 [7].
Поä÷иненное реãуëирование основано на тоì, ÷то
внеøний контур вырабатывает сиãнаë заäания äëя
внутреннеãо контура. Внутренний контур явëяется
звеноì внеøнеãо контура, и еãо параìетры у÷иты-
ваþтся при оптиìизаöии посëеäнеãо.

На рис. 1 ввеäены сëеäуþщие обозна÷ения: PC —
реãуëятор скорости; РТ — реãуëятор тока; УМ —
усиëитеëü ìощности, наприìер тиристорный пре-
образоватеëü; М — ìотор (привоäной äвиãатеëü);
Ki — коэффиöиент переäа÷и äат÷ика тока; Kω — ко-
эффиöиент переäа÷и äат÷ика скорости (тахоãене-
ратора); Uзс — заäание по уãëовой скорости враще-
ния ìотора; Uзт — заäание по току якоря äвиãатеëя.

В систеìе поä÷иненноãо реãуëирования появëя-
ется возìожностü разäеëüноãо реãуëирования пе-
реìенных (тока и скорости) и их посëеäоватеëüной
настройки, на÷иная с первоãо внутреннеãо контура.
Настройку кажäоãо контура (рас÷ет и выбор эëе-
ìентов посëеäоватеëüных корректируþщих öепей,
т. е. выбор реãуëятора и рас÷ет еãо параìетров)
провоäят "так, ÷тобы поëу÷итü техни÷ески оптиìаëü-
ный перехоäный проöесс (настройка на техни÷е-
ский оптиìуì" [7]). Техни÷ески оптиìаëüныì пере-
хоäныì проöессоì с÷итается такой проöесс, при ко-
тороì вреìя t1 изìерения реãуëируеìой веëи÷ины

Xвых от 0 äо установивøеãося зна÷ения Хуст быëо бы

ìиниìаëüно возìожныì при перереãуëировании

σ = •100 %, не превыøаþщеì äопусти-

ìоãо зна÷ения поряäка 5 % (рис. 2). "Такой перехоä-
ный проöесс при ска÷ке заäания явëяется коìпро-
ìиссныì ìежäу проöессоì боëее быстрыì, но с
боëüøиì перереãуëированиеì, и проöессоì с ìенü-
øиì перереãуëированиеì, но боëее ìеäëенныì" [7].

Заäанная систеìа обы÷но не обëаäает оптиìаëü-
ныì соотноøениеì постоянных вреìени, поэтоìу,
испоëüзуя коррекöиþ, нужно изìенятü постоянные
вреìени систеìы. Естественно, ÷то физи÷ески су-
ществуþщуþ инерöионностü ìожно устранитü,
тоëüко изъяв из систеìы эëеìент, обëаäаþщий этой

инерöионностüþ, ÷то невозìожно. Но ìожно коì-
пенсироватü вëияние боëüøих инерöионностей
систеìы, испоëüзуя форсировку перехоäноãо про-
öесса в äанноì эëеìенте за с÷ет увеëи÷ения напря-
жения на вреìя перехоäноãо проöесса, вкëþ÷ения
äифференöиаëüной составëяþщей в закон реãуëи-
рования. Поëная коìпенсаöия при этоì невоз-
ìожна. В работе [8] преäëаãается заìена ПИД-аëãо-
ритìа на новый USWO-аëãоритì, который уëу÷øает
ка÷ество работы систеì проìыøëенной автоìатики.
Этот аëãоритì на основе инфорìаöии о текущеì
состоянии объекта управëения форìирует управ-
ëяþщее возäействие, опреäеëяя еãо знак и ìоäуëü по
усëовиþ перекëþ÷ения, преäставëяþщеìу собой
неëинейное соотноøение ìежäу коìпонентаìи
вектора состояний объекта управëения. По своеìу
соäержаниþ ПИД- и USWO-способы принöипи-
аëüно отëи÷аþтся äруã от äруãа. Кажäый из них
иìеет свои äостоинства и неäостатки. В ÷астности,
первый явëяется ëинейныì, но расøиряет поëосу
пропускания систеìы, созäает собственные øуìы и
не обеспе÷ивает перереãуëирование 5 % [9]. Второй,
обеспе÷ивая перереãуëирование 5 %, требует äëя
своей реаëизаöии äопоëнитеëüных äат÷иков в öеëях
изìерения переìенных состояния объекта управëе-
ния, ÷то уäорожает систеìу и снижает ее наäежностü.

Приìенение же параìетри÷еских обратных свя-
зей, о которых пойäет ре÷ü в äанной работе, по-
звоëит обеспе÷итü перехоäный проöесс заäанной
äëитеëüности с незна÷итеëüныì перереãуëирова-
ниеì (ìенее 5 %), ÷то особенно важно äëя привоäов
роботов, станков ЧПУ и äруãих эëектроìехани÷е-
ских систеì. При испоëüзовании ìикроконтроëëе-
ров в ка÷естве управëяþщих устройств ввеäение

Xìакс Xуст–

Xуст

-----------------------

Рис. 1. Структурная схема регулируемого электропривода

Рис. 2. Технически оптимальный переходный процесс
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параìетри÷еской обратной связи, исправëяþщей
(корректируþщей) äинаìи÷еские свойства систе-
ìы [9], незна÷итеëüно усëожняя проãраììнуþ ре-
аëизаöиþ аëãоритìа управëения, явëяется äейст-
венныì способоì обеспе÷ения требуеìой äинаìики.

Разработка устройства для параметрической 
коррекции динамики электропривода, 

обеспечивающей настройку на технический оптимум

В соответствии с выøесказанныì интерес преä-
ставëяет разработанный автораìи ìетоä синтеза аë-
ãоритìа управëения техни÷ескиìи объектаìи с ис-
поëüзованиеì параìетри÷еской корректируþщей
обратной связи [9], позвоëяþщей уëу÷øитü пока-
затеëи ка÷ества проöесса управëения.

В основу этоãо ìетоäа поëожен критерий техни-
÷ески оптиìаëüноãо перехоäноãо проöесса [7, с. 468]
с перереãуëированиеì не боëее 5 % от установив-
øеãося зна÷ения реãуëируеìой веëи÷ины с нуëевой
стати÷еской оøибкой. Обеспе÷ение этоãо критерия
требует опреäеëенноãо запаса по фазе Δϕср на ÷ас-
тоте среза ωср [10, с. 238]. Посëеäнее требование
обусëовëено теì, ÷то боëüøинство систеì управ-
ëения ìоãут бытü свеäены к коëебатеëüноìу звену
с коэффиöиентоì затухания d = 0,707 [7, 10].

Испоëüзование указанноãо ìетоäа преäпоëаãает
поëу÷ение ìоäеëи ОУ на этапе иäентификаöии в
виäе переäато÷ной функöии [9]

WОУ(s) = . (1)

Доìинируþщий поëþс säìн = (–1/ТОУ) опреäе-
ëяет äëитеëüностü перехоäноãо проöесса в соответ-
ствии со зна÷ениеì постоянной вреìени ТОУ
(ТОУ . Т ), при этоì äопоëнитеëüные поëþсы
(–1/Т) ìожно испоëüзоватü äëя параìетри÷еской
коррекöии äинаìики эëектропривоäа. В сëу÷ае ре-
ãуëируеìоãо ЭП, заäа÷а котороãо закëþ÷ается в
реãуëировании уãëовой скорости вращения, объек-
тоì буäет äвиãатеëü, переäато÷ная функöия котороãо
анаëоãи÷на (1) при N = 1. В ка÷естве постоянной
вреìени ТОУ сëеäует рассìатриватü эëектроìехани-
÷ескуþ постояннуþ äвиãатеëя Тì, зна÷ение которой
зависит от наãрузки на еãо ваëу, а ìенüøей посто-

янной Т явëяется эëектри÷еская постоянная якоря
Тя. Обе постоянные вреìени, как и коэффиöиент
переäа÷и KОУ, становятся известныìи посëе выбо-
ра äвиãатеëя поä опреäеëеннуþ наãрузку. Сëеäова-
теëüно, с у÷етоì сказанноãо переäато÷нуþ функ-
öиþ (1) ìожно записатü в виäе

WОУ(s) = . (1а)

Есëи систеìа (сì. рис. 1) преäназна÷ена äëя ста-
биëизаöии реãуëируеìой переìенной ОУ, в ÷аст-
ности, уãëовой скорости вращения, то в ка÷естве
законов управëения в реãуëяторах испоëüзуþт стан-
äартные ПИ- иëи ПИД-законы управëения.

При наëи÷ии параìетри÷еской корректируþщей
обратной связи, как показано в [9], нет необхоäи-
ìости испоëüзоватü в реãуëяторе äифференöиаëü-
нуþ составëяþщуþ, которая, как уже сказано, рас-
øиряет поëосу пропускания систеìы управëения и
созäает собственные øуìы, вëияþщие на ее работу.
Управëяþщее устройство в виäе ПИ-реãуëятора с
параìетри÷еской корректируþщей обратной связüþ
(КОС) обеспе÷ит указанные выøе показатеëи про-
öесса управëения

Структурная схема синтезируемой системы.
Иìея переäато÷нуþ функöиþ объекта управëения
(1), ìожно составитü структурнуþ схеìу заìкнутой
систеìы с управëяþщиì устройствоì (УУ) в виäе
реãуëятора и параìетри÷еской КОС (рис. 3). При
этоì КОС преäставëяет собой соеäинение äвух ÷ас-
тей ìоäеëи объекта управëения: WT(s) и Wосн(s).
Первая отражает вëияние ìаëой постоянной вреìе-
ни Тя, вторая опреäеëяет äëитеëüностü перехоäноãо
проöесса tп.п в ОУ, поскоëüку (ТОУ = Тì) . (Т = Тя).
Сëеäоватеëüно, в соответствии с (1 а),

WT(s) = , Wосн(s) = . (2)

Преобразовав схеìу (рис. 3), ìожно убеäитüся,
÷то переäато÷ная функöия разоìкнутой систеìы
иìеет виä

W(s) = Wреã(s)Wосн(s)[WT(s) +

+ (1 – WT(s))] = Wреã(s)Wосн(s). (3)

KОУ

Ts 1+( )
N

TОУs 1+( )
----------------------------------------

KОУ

Tяs 1+( ) Tìs 1+( )
------------------------------------

1
Tяs 1+( )

-----------------
KОУ

Tìs 1+( )
------------------

Из выражения (3) сëеäует, ÷то параìет-
ри÷еская корректируþщая обратная связü
коìпенсирует вëияние звенüев с ìаëой по-
стоянной вреìени. При этоì характеристи-
÷еское уравнение заìкнутой систеìы буäет
не выøе второãо поряäка, а это зна÷ит, ÷то
ìожно выбратü ПИ-реãуëятор и еãо пара-
ìетры так, ÷тобы обеспе÷итü техни÷еский
оптиìуì при нуëевой стати÷еской оøибке.

Расчет параметров ПИ-регулятора. Рас-
÷ет параìетров ПИ-реãуëятора основыва-
ется на запасе устой÷ивости по фазе γср,
зна÷ение котороãо, как рекоìенäуется
в ëитературе [10] и как поäтвержäается в
рассìотренноì ниже приìере, äоëжна ëе-

Рис. 3. Структурная схема системы с управляющим устройством в виде ре-
гулятора и параметрической корректирующей обратной связи
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жатü в преäеëах 60...75°. Выбрав зна÷ение постоян-
ной вреìени интеãрирования Ти = 0,6Тì [11] и за-
äавая запас по фазе из указанноãо выøе äиапазона,
реøаеì неëинейное уравнение фазо÷астотной ха-
рактеристики:

–  – arctgωсрTОУ + arctgωсрТи =

= –  – arctg  = –π + γср (4)

äëя коìпëексноãо коэффиöиента переäа÷и разоìк-
нутой систеìы

W( jω) = (5)

и опреäеëяеì ÷астоту среза ωср, посëе ÷еãо расс÷и-
тываеì коэффиöиент переäа÷и реãуëятора Kреã из
усëовия, ÷то ìоäуëü коìпëексноãо коэффиöиента
переäа÷и разоìкнутой систеìы W(jω)|  на
÷астоте среза равен 1 [11]:

Kреã = . (6)

В резуëüтате рас÷етов параìетров реãуëятора и с
у÷етоì зна÷ений T и N буäет поëу÷ен аëãоритì ра-
боты управëяþщеãо устройства äëя реãуëирования
уãëовой скорости вращения привоäноãо äвиãатеëя
эëектропривоäа, который ìожет бытü реаëизован в
ìикроконтроëëере.

Микроконтроллерная реализация управляющего
устройства в системе автоматического регулирова-
ния угловой скорости вращения приводного двигателя
электропривода. В настоящее вреìя набëþäается
устой÷ивая тенäенöия приìенения реãуëируеìых
эëектропривоäов, которые требуþт äинаìи÷ной
коìпüþтеризаöии, позвоëяþщей приìенятü сëож-
ные аëãоритìы управëения с ëеãкоперестраивае-
ìыìи проãраììаìи [12]. На рис. 4 показана функ-
öионаëüная схеìа инäивиäуаëüноãо коìпüþтеризи-
рованноãо эëектропривоäа, в котороì в ка÷естве
привоäноãо äвиãатеëя испоëüзуется äвиãатеëü посто-
янноãо тока (ДПТ) с независиìыì возбужäениеì
(обìотка возбужäения не показана).

Аëãоритì управëения запроãраììирован в АЛУ
ìикроконтроëëера. В ка÷естве ìоäуëя вывоäа ìожет
испоëüзоватüся øиротно-иìпуëüсный преобразо-
ватеëü (ШИП), управëяþщий испоëнитеëüныì бëо-

коì (ИБ), наприìер, сëабото÷ныì реëе при ìаëо-
ìощноì ДПТ. Это реëе поäает питание (БП) к об-
ìотке якоря, вреìя поäкëþ÷ения котороãо зависит
от коäа управëения и, поступаþщеãо на ШИП.
Сиãнаë ãëавной обратной связи от äат÷ика выхоä-
ной веëи÷ины (ДВВ) ÷ерез АЦП (ìоäуëü ввоäа)
поступает в АЛУ ìикроконтроëëера, ãäе сравнива-
ется с коäоì заäания g, посëе ÷еãо в функöии от
рассоãëасования вырабатывается коä управëения и.

На кафеäре САУ техноëоãи÷ескоãо института
ЮФУ (ТРТУ) при у÷астии инженера В. А. Дон-
÷енко созäан стенä äëя изу÷ения способов управ-
ëения эëектроäвиãатеëеì на базе ìикроконтроëëера.
С поìощüþ этоãо стенäа уäобно проäеìонстриро-
ватü преиìущества реãуëирования уãëовой скорости
вращения äвиãатеëя постоянноãо тока с испоëüзо-
ваниеì ìикропроöессорноãо управëяþщеãо устрой-
ства, аëãоритì работы котороãо испоëüзует преä-
ëаãаеìуþ параìетри÷ескуþ корректируþщуþ об-
ратнуþ связü.

Апробация параметрической коррекции. Как уже
сказано, объектоì иссëеäования и управëения в
стенäе явëяется ìаëоìощный быстроäействуþщий
äвиãатеëü постоянноãо тока ДПМ-20-Н1-12Б с
возбужäениеì от постоянноãо ìаãнита. Он преäназ-
на÷ен äëя испоëüзования в систеìах автоìатизаöии
и сервисных устройствах äëя работы при обоих на-
правëениях вращения. Оäнако сëеäует отìетитü,
÷то изìенение направëения вращения на хоäу, без
преäваритеëüной остановки äвиãатеëя, не äопуска-
ется. Лþбая систеìа ìикропроöессорноãо управëе-
ния эëектроäвиãатеëеì состоит из эëектронной
÷асти и управëяþщей проãраììы. Эти эëеìенты
ìоãут бытü как простыìи, так и сëожныìи в зави-
сиìости от типа äвиãатеëя и требований к систеìе.
Как правиëо, высокопроизвоäитеëüные систеìы
требуþт боëее сëожноãо оборуäования. На рис. 5
привеäена структурная схеìа ëабораторноãо стенäа,
который состоит из преобразоватеëя интерфейса,
бëока питания, ìикроконтроëëера, äрайвера äвиãа-
теëей, инфракрасноãо (ИК) äат÷ика, äвух ìоторов:
основноãо — ОУ и вспоìоãатеëüноãо, испоëüзуе-
ìоãо в ка÷естве наãрузки. Посëе вкëþ÷ения стенäа
в сетü и поäкëþ÷ения ПК в поëüзоватеëüской про-
ãраììе устанавëиваþтся такие параìетры, как ÷ас-
тота äискретизаöии реãуëятора; заäанное зна÷ение
уãëовой скорости вращения äвиãатеëя — ОУ; раз-
ìер буфера вхоäных äанных, по которыì буäут
строитüся ãрафики; состояние фиëüтра; выбор ти-
па реãуëятора (П-, ПИ-, ПИД- и ПИ- с КОС); ко-

эффиöиенты закона реãуëирования: Kреã; Kи = ;

Kä = KреãТä, T и N [9]; состояние наãрузки; вреìя

вкëþ÷ения наãрузки; выбор ãрафика, на котороì
буäет строитüся перехоäная функöия ОУ иëи сис-
теìы реãуëирования. Из сказанноãо ясно, ÷то на
основе описанноãо стенäа ìожно выпоëнитü иäен-
тификаöиþ ОУ-ДПТ и изу÷итü разëи÷ные способы
управëения иì.
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Рис. 4. Функциональная схема индивидуального компьютеризи-
рованного электропривода

Kреã

Tи

--------



18 Мехатроника, автоматизация, управление, № 4, 2012

Проãраììа приеìа и выäа÷и äанных на экран
ПК реаëизована на основе ìатеìати÷ескоãо пакета
MATLAB 7.0.1. С поìощüþ этой проãраììы орãа-
низуется ãрафи÷еское окно (рис. 6), на котороì
распоëожены кнопки "Пуск" и "Вкëþ÷ение/выкëþ-
÷ение" наãрузки, заäание вреìени ее вкëþ÷ения,
выбор закона управëения: П-, ПИ-, ПИД- иëи ПИ-
с КОС. Проãраììа, реаëизуþщая реãуëятор и уп-
равëяþщие сиãнаëы äëя äрайверов, нахоäится в МК
ATmega8 [13]. Все этапы работы ìожно набëþäатü
на ãрафиках в систеìе MATLAB, анаëизироватü и
корректироватü при необхоäиìости параìетры на-
стройки и саì аëãоритì реãуëирования.

Дëя иäентификаöии ОУ — ДПТ быëа снята еãо
разãонная характеристика: зависиìостü уãëовой ско-
рости вращения, преäставëенной ÷исëоì прерыва-
ний иìпуëüсноãо äат÷ика от вреìени, выражаеìоãо
в периоäах ÷астоты äискретизаöии при заäанноì зна-
÷ении управëяþщеãо сиãнаëа (зна÷ение ШИМ ОУ)
и вкëþ÷ении наãрузки на 220-ì периоäе äискрети-
заöии (рис. 6).

В резуëüтате иäентификаöии по кривой (рис. 6)
быëа поëу÷ена переäато÷ная функöия ОУ — ДПТ:

WОУ(р) = , (7)

постоянные вреìени которой выражены в пери-
оäах äискретизаöии. По анаëоãии с (1 а) и (2) при-
хоäиì к вывоäу, ÷то

Wосн(р) = . (8)

Дëя вы÷исëения параìетров ПИ-реãу-
ëятора в соответствии с описанной выøе
ìетоäикой необхоäиìо выпоëнитü сëеäуþ-
щие øаãи:

1) записатü коìпëексный коэффиöиент
переäа÷и разоìкнутой систеìы (5);

2) записатü выражение фазо÷астотной
характеристики разоìкнутой систеìы (4);

3) поëу÷итü зна÷ение ÷астоты среза ωср

при Ти = 0,6ТОУ, приравняв выражение (4)

к зна÷ениþ фазы на этой ÷астоте ϕ(ωср) =

= –π + γср (γср — запас по фазе, заäанный

из указанноãо выøе äиапазона, наприìер

65° =  раä);

4) расс÷итатü коэффиöиент пропорöио-
наëüности реãуëятора по уравнениþ (6).

В резуëüтате рас÷етов по указанныì
выøе пунктаì поëу÷иëи: коэффиöиент про-
порöионаëüности Kреã = 1,21, постоянная
вреìени интеãрирования Ти = 20 периоäов
äискретизаöии. Из анаëиза переäато÷ных
функöий (2) и (8) ясно, ÷то Т = Тя = 4 пе-
риоäа äискретизаöии, а N = 1. При этоì
аëãоритì работы управëяþщеãо устройства
в заìкнутой систеìе реãуëирования ÷асто-
ты вращения ДПТ (сì. рис. 3) иìеет виä

систеìы разностных уравнений (9), заëоженных в
проãраììу ìикроконтроëëера (сì. рис. 4).

(9)

В соответствии с этиì аëãоритìоì посëеäова-
теëüно в ìикроконтроëëере вы÷исëяþтся: сиãнаë
рассоãëасования εi, коä управëяþщеãо возäействия ui

и коä параìетри÷еской корректируþщей обратной
связи  при нуëевых на÷аëüных усëовиях.
Чисëо вы÷исëений n опреäеëяется требуеìой äëи-
теëüностüþ работы стенäа.

Компьютерное моделирование. Дëя оöенки вëия-
ния параìетри÷еской КОС на ка÷ество перехоäноãо
проöесса и на зна÷ение сиãнаëа управëения быëо
выпоëнено ìоäеëирование заìкнутой систеìы в па-

0,98
4p 1+( ) 33p 1+( )

---------------------------------

0,98
33p 1+( )

-----------------

π
2,769
----------

εi = g – uКОС(i – 1) – yi – 1;

uпi = εiKреã;

uинтi = uинт(i – 1) + Kреã ;

ui = uпi + uинтi;

uКОС1i = uКОС1(i – 1)+ ui;

uКОС2i = uКОС2(i – 1)+ uКОС1i;

uКОСi = uКОС1i – uКОС2i;

y(0) = uинт(0) = uКОС(0) = uКОС2(0) = 0;

g = 135 (заäание),

i = .

Täскр

Tи

----------
εi εi 1–+

2
----------------

TОУ

TОУ Täскр+
------------------------

KОУTäскр

TОУ Täскр+
------------------------

T
T Täскр+
------------------

Täскр

T Täскр+
------------------

1 n,

uКОС
i

Рис. 5. Структурная схема лабораторного стенда

Рис. 6. Переходная (разгонная) характеристика ОУ — ДПТ
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кете Simulink систеìы MATLAB.
Структурные схеìы ìоäеëей заìкну-
тых систеì реãуëирования с корректи-
руþщей обратной связüþ в управëяþ-
щеì устройстве (сì. рис. 3) и без нее
преäставëены на рис. 7.

Как сëеäует из усëовий испытания
стенäа (сì. рис. 5), управëяþщий сиã-
наë не äоëжен превыøатü зна÷ения
180 при заäании требуеìой уãëовой
скорости вращения в 135 прерываний
за секунäу (разìерностü соответствует
разìерности сиãнаëов, поëу÷аеìых от
иìпуëüсноãо äат÷ика). Сравнивая ре-
зуëüтаты ìоäеëирования (рис. 8), при-
хоäиì к вывоäу, ÷то управëяþщее
устройство с параìетри÷еской КОС
обеспе÷ивает ìенüøее перереãуëиро-
вание при оäинаковой äëитеëüности
перехоäноãо проöесса. При этоì зна-
÷ение управëяþщеãо возäействия не
превыøает äопустиìоãо зна÷ения, в то
вреìя как в систеìе с ПИ-реãуëятороì,
но без КОС она зна÷итеëüно превыøа-
ет äопустиìое зна÷ение.

Известно, ÷то иноãäа äëя оãрани÷е-
ния управëения на выхоäе управëяþ-
щеãо устройства ставят звено-оãра-
ни÷итеëü. При этоì, ÷тобы не воз-
растаëо вреìя перехоäноãо проöесса,
изìеняþт параìетры реãуëятора, как
это сäеëано в схеìе ìоäеëей на рис. 9.

Резуëüтаты ìоäеëирования (рис. 10)
ãоворят о тоì, ÷то управëяþщее уст-
ройство в виäе ПИ-реãуëятора, охва-
÷енноãо параìетри÷еской КОС, при
наëи÷ии оãрани÷ения управëяþщеãо

Рис. 7. Структурные схемы моделей замкнутых систем регулирования с параметри-
ческой КОС в управляющем устройстве и без нее

Рис. 8. Сигналы в моделях замкнутой системы регулирования угловой скорости
вращения ДПТ

Рис. 9. Структурные схемы моделей замкнутых систем регулирования с КОС в управляющем устройстве и без нее при наличии огра-
ничителя
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сиãнаëа также обеспе÷ивает ëу÷øее ка-
÷ество перехоäноãо проöесса по срав-
нениþ с обы÷ныì реãуëятороì.

Натурный эксперимент. Дëя про-
верки теорети÷еских преäпосыëок и
резуëüтатов ìоäеëирования быë выпоë-
нен экспериìент на описанноì выøе
стенäе. На рис. 11 преäставëен ãрафик
реãуëирования ÷астоты вращения ДПТ
ДПМ-20-Н1-12Б с управëяþщиì уст-
ройствоì в виäе ПИ-реãуëятора с па-
раìетри÷еской КОС, реаëизованноì в
МК ATmega8 при вкëþ÷ении наãруз-
ки на 120-ì периоäе äискретизаöии.
В соответствии с ãрафикоì рис. 11
ìожно сäеëатü вывоä: экспериìент по
стабиëизаöии уãëовой скорости вра-
щения ДПТ при вкëþ÷ении наãрузки и
без нее поëностüþ поäтверäиë теоре-
ти÷еские преäпосыëки и резуëüтаты
ìоäеëирования по иссëеäованиþ сис-
теìы реãуëирования при ìикропро-
öессорноì управëении с параìетри÷е-
ской корректируþщей обратной связüþ
в управëяþщеì устройстве.

Сëеäует отìетитü, ÷то в ка÷естве ОУ
ìожет бытü испоëüзован ëþбой äру-
ãой ДПТ с напряжениеì питания äо
600 В, с соответствуþщей поäстрой-
кой аëãоритìа управëения и параìет-
ров реãуëятора.

Выводы

На наø взãëяä, преäëаãаеìое уст-
ройство управëения в виäе ПИ-реãу-
ëятора, охва÷енноãо параìетри÷еской
корректируþщей обратной связüþ, несëожно в при-
ìенении при ìикропроöессорной реаëизаöии, äает
резуëüтаты, отве÷аþщие критериþ техни÷ескоãо
оптиìуìа с нуëевой стати÷еской оøибкой. Оно
ìожет бытü испоëüзовано äëя управëения ДПТ во
ìноãих систеìах ìехатроники, в ÷астности, при
управëении испоëнитеëüныìи устройстваìи робо-
тов, станков ЧПУ и т. п. При этоì вреìя рас÷етов
незна÷итеëüно, так как не требует ìноãих итераöий,
как в систеìе с аäаптивной настройкой ПИД-ре-
ãуëятора. Новизна äанноãо ìетоäа закëþ÷ается в по-
строении управëяþщеãо устройства с параìетри÷е-
ской корректируþщей ОС, охватываþщей ПИ-реãу-
ëятор и преäставëяþщей собой ìоäеëü привоäноãо
äвиãатеëя с коìпенсаöией ìаëозна÷иìых поëþсов äëя
уëу÷øения äинаìи÷еских свойств эëектропривоäа.
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Введение

Иäея скоëüзящеãо управëения потокосöепëени-
еì статора и ìоìентоì асинхронной ìаøины, по-
ëу÷ивøая в посëеäнее вреìя название "пряìое уп-
равëение ìоìентоì" (DTC, direct torque control),
быëа впервые выäвинута в 1979 ã. Г. Б. Онищенко и
И. Л. Локтевой [1]. Позäнее этот ìетоä управëения
описан неìеöкиì профессороì М. Депенброкоì в
1984 ã. поä названиеì "пряìое саìореãуëирование"
(DSC, direct self-control) [2, 3]. Нескоëüко позже
японские иссëеäоватеëи И. Тэкэхэøи и Т. Ноãу÷и
опубëиковаëи разработанный иìи принöип, поëу-
÷ивøий в äаëüнейøеì название "принöип пряìоãо
управëения потокосöепëениеì" (DFLC, direct flux
linkage control) [4]. Сутü разработанноãо иìи ìетоäа
закëþ÷ается в управëении потокосöепëениеì ста-
тора непосреäственно путеì изìенения вектора
напряжения статора. Метоä DFLC не вкëþ÷аë в себя
каких-ëибо среäств, выпоëняþщих оöенку потоко-
сöепëения ìаøины. В 1986 ã. Тэкэхэøи и Ноãу÷и
ввеëи в структуру управëения ìоäеëü оöенки по-
токосöепëения, позвоëяþщуþ в проöессе работы
осуществëятü стабиëизаöиþ потокосöепëения.
В 1989 ã. в пубëикаöии Тэкэхеøи и Охìори при
описании ìетоäа управëения, объеäиняþщеãо
DFLC-управëение и потоковуþ ìоäеëü, впервые
быëа испоëüзована аббревиатура DTC [5].

Первые образöы асинхронноãо привоäа с DTC-
управëениеì быëи опробованы в конöе 80-х ãоäов

в Герìании на äизеëü-эëектри÷еских ëокоìотивах
в ка÷естве тяãовых устройств. В 1995 ã. в Финëянäии
фирìой ABB впервые быë разработан серийный
эëектропривоä ACS600 с пряìыì управëениеì ìо-
ìентоì [6, 7].

Несìотря на боëее ÷еì триäöатиëетнþþ исто-
риþ своеãо непрерывноãо развития, ìетоä пряìоãо
управëения ìоìентоì еще не наøеë øирокоãо
приìенения в оте÷ественных разработках и в у÷еб-
ных проãраììах техни÷еских университетов.

В настоящее вреìя проöесс разработки совре-
ìенных систеì управëения сëожныìи объектаìи,
в тоì ÷исëе и эëектроäвиãатеëяìи, äоëжен вкëþ÷атü
этап ìоäеëüноãо иссëеäования, который позвоëяет
поëу÷итü основные характеристики, незна÷итеëüно
отëи÷аþщиеся от характеристик реаëüноãо объекта.

Разработка аäекватной ìоäеëи, на которой
ìожно иìитироватü работу иссëеäуеìой систеìы,
позвоëяет искëþ÷итü этап эскизноãо и существенно
сократитü этап техни÷ескоãо проектирования, а сëе-
äоватеëüно, позвоëяет сэконоìитü вреìя и среäства.

Оäниì из наибоëее уäобных и хороøо зарекоìен-
äовавøих себя проãраììных среäств, позвоëяþщих
созäаватü ìоäеëи скоëü уãоäно сëожных ìехатрон-
ных систеì, явëяется пакет MATLAB — Simulink.
Этот пакет иìеет äостато÷но простой и уäобный
интерфейс, вкëþ÷ает в себя боëüøое ÷исëо бибëио-
тек эëектротехни÷еских эëеìентов, ìатеìати÷еских
функöий и äруãих инструìентов äëя реøения пос-
тавëенных заäа÷.

Как правиëо, äëя провеäения ìоäеëüноãо иссëе-
äования эëектропривоäа инженераìи разрабаты-
ваþтся äва типа ìоäеëей [8]: 

� структурная ìоäеëü, строящаяся по систеìе урав-
нений, описываþщей эëектроìаãнитные про-
öессы в привоäе по "ãëаäкой" составëяþщей [1],
обы÷но приìеняеìая в öеëях оöенки äинаìи-
÷еских показатеëей привоäа; 

� виртуаëüная ìоäеëü состоит из тех же эëеìен-
тов, ÷то и реаëüная систеìа, и иìитирует работу
эëектропривоäа.

В äанной статüе описывается разработка струк-
турной ìоäеëи асинхронноãо эëектропривоäа с пря-
ìыì управëениеì ìоìентоì, преäставëена систеìа
уравнений, по которой непосреäственно строится
äанная ìоäеëü, а также описываþтся необхоäиìые
преобразования äëя ее поëу÷ения.

Математическое описание асинхронного 
электропривода с DTC-управлением

Пряìое управëение ìоìентоì явëяется проäоë-
жениеì развития векторноãо поäхоäа к построениþ
систеì управëения асинхронныì äвиãатеëеì.

В основе всех систеì управëения ëежит описа-
ние эëектроìаãнитных проöессов асинхронноãо
короткозаìкнутоãо äвиãатеëя в произвоëüно вра-

Кратко описана история развития скользящего метода
управления асинхронным двигателем, известного под назва-
нием "метод прямого управления моментом". Разработана
структурная модель асинхронного электропривода с прямым
управлением моментом. Проведено модельное исследование
и получены динамические характеристики электропривода с
прямым управлением моментом при различных настройках
регулятора.

Ключевые слова: электропривод, скользящее управление,
прямое управление моментом, структурная модель
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щаþщейся систеìе коорäинат ωk с испоëüзованиеì
ìетоäа обобщенноãо (пространственноãо) вектора [9]:

(1)

ãäе u1 — вектор напряжения статора; ψ1, i1, ψ2, i2 —
векторы потокосöепëений, токов статора и ротора;
R1, L1, R2, L2 — активные сопротивëение и инäук-
тивности статора и ротора соответственно; Lm —
ãëавная инäуктивностü наìаãни÷иваþщеãо контура;
ωk — уãëовая скоростü вращения систеìы коорäи-
нат; ω — уãëовая скоростü вращения ротора; р —
÷исëо пар поëþсов äвиãатеëя.

Основные особенности систеì с пряìыì управ-
ëениеì ìоìентоì сëеäуþщие:

1. В ка÷естве эëектроìаãнитных переìенных
состояния выбираþт äва вектора — потокосöепëе-
ние статора ψ1 и потокосöепëение ротора ψ2.

2. В ка÷естве базовоãо вектора приниìаþт век-
тор потокосöепëения ротора |ψ2| = ψ2x, ψ2y = 0.
Эëектроìаãнитный ìоìент при такой ориентаöии
базовоãо вектора опреäеëяется уравнениеì

M = p ψ2ψ1y. (2)

3. Систеìа управëения эëектропривоäоì стро-
ится как äвухканаëüная. В канаëе "x" поääержива-
ется постоянныì ìоäуëü потокосöепëения статора
|ψ1| = const за с÷ет реаëизаöии скоëüзящеãо режиìа
по потоку ψ1x. В канаëе "y" осуществëяется управ-
ëение ìоìентоì за с÷ет реаëизаöии скоëüзящеãо
режиìа по ìоìенту.

4. Форìирование сиãнаëов перекëþ÷ения инвер-
тора осуществëяется с испоëüзованиеì табëиöы
оптиìаëüных перекëþ÷ений.

Постоянная вреìени роторной öепи в 1,5...2,5 раза
боëüøе статорной, и при ка÷ественноì рассìотре-
нии ìожно с÷итатü, ÷то вектор потокосöепëения
ротора в проöессе работы остается неизìенныì [10].
Тоãäа из выражения (2) сëеäует, ÷то изìенение

зна÷ения ψ1y путеì возäействия на пространствен-
ный вектор напряжения, приëоженный к обìоткаì
статора, привеäет к изìенениþ веëи÷ины M.

Поäробное описание принöипа пряìоãо управ-
ëения ìоìентоì ìожно найти в ëитературных ис-
то÷никах [11, 12]. Функöионаëüная схеìа систеìы с
пряìыì управëениеì ìоìентоì привеäена на рис. 1.

Выпоëнив преобразование исхоäной систеìы (1)
с у÷етоì пере÷исëенных особенностей привоäа с
пряìыì управëениеì ìоìентоì, поëу÷иì сëеäуþ-
щуþ систеìу уравнений:

(3)

ãäе T1 = , T2 = , k1 = , k2 = , σ = 1 – k1k2,

J — параìетры асинхронноãо äвиãатеëя.

Структурная модель асинхронного электропривода 
с DTC-управлением и ее динамические характеристики

Привеäенная выøе систеìа уравнений (3) опи-
сывает проöессы, протекаþщие в асинхронноì
эëектропривоäе при еãо работе с наãрузкой. Кроìе
тоãо, в ìоäеëи необхоäиìо отразитü систеìу уп-
равëения, которая ãенерирует напряжения, питаþ-
щие статорные обìотки асинхронноãо äвиãатеëя.
Такая систеìа äоëжна иìетü äва разäеëüных канаëа
управëения. Оäин канаë вкëþ÷ает в себя реëейный
реãуëятор и выпоëняет функöиþ стабиëизаöии по-
токосöепëения статора, зна÷ение котороãо заäается
на вхоäе этоãо канаëа. Веëи÷ина, поступаþщая на

вхоä äруãоãо канаëа, явëяется сиã-
наëоì заäания уãëовой скорости, ко-
торый посëе сравнения с факти÷е-
скиì зна÷ениеì скорости поступает
на вхоä П- (ПИ)-реãуëятора, на вы-
хоäе котороãо форìируется сиãнаë
заäания эëектроìаãнитноãо ìоìен-
та. Поëу÷енный в резуëüтате срав-
нения факти÷ескоãо и заäанноãо
зна÷ений ìоìента сиãнаë оøибки
по ìоìенту реëейныì реãуëятороì
преобразуется в напряжение, кото-
рое поäается на вхоä ìоäеëи асинх-
ронноãо äвиãатеëя.

u1 = R1i1 +  + jωkψ1;

0 = R2i2 +  + j(ωk – pω)ψ2;

ψ1 = L1i1 + Lmi2;

ψ2 = Lmi1 + L2i2,

dψ1

dt
-------

dψ2

dt
-------

3
2
-- 1

σL1

--------

 = u1x – ψ1x + ψ2 + ωkψ1y;

 = u1y – ψ1y – ωkψ1x;

ωk =  + pω;

ψ1x = ;

M = p ψ2ψ1y;

 = (M – MH),

dψ1x

dt
--------- 1

σT1

--------
k2

σT1

--------

dψ1y

dt
--------- 1

σT1

--------

k1

σT2

--------
ψ1y

ψ2

-------

ψ1
2

ψ1y
2

–

3
2
-- 1

σL1

--------

dω
dt
----- 1

J
---

L1

R1

-----
L2

R2

-----
Lm

L1

------
Lm

L2

------

Рис. 1. Функциональная схема привода с прямым управлением момента
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С у÷етоì пере÷исëенных поëожений и систеìы
уравнений (3) в пакете Simulink построена структур-
ная ìоäеëü асинхронноãо эëектропривоäа с пряìыì
управëениеì ìоìентоì. Эта ìоäеëü преäставëена на
рис. 2. В ÷асти 1 реаëизуется первое уравнение сис-
теìы (3) с у÷етоì ÷етвертоãо уравнения. В ÷асти 2
расс÷итывается уãëовая скоростü систеìы коорäи-
нат по третüеìу уравнениþ систеìы (3). В ка÷естве
испоëнитеëüноãо асинхронноãо äвиãатеëя выбран
äвиãатеëü 20HP (15 kW) 400 V  50 Hz из бибëиотеки
SimPower System. На первый вхоä ìоäеëи поäается
сиãнаë заäания ìоäуëя потокос-
öепëения статора (бëок F1), посëе
äостижения факти÷ескоãо зна÷е-
ния потокосöепëения статора за-
äанной веëи÷ины на вхоä второãо
канаëа поäается сиãнаë заäания
скорости (бëок w*).

На рис. 3 и 4 привеäены ãрафи-
ки перехоäных проöессов, поëу÷ен-
ные в резуëüтате ìоäеëирования
структурной ìоäеëи с П- и ПИ-
реãуëятораìи в канаëе заäания ско-
рости.
� Переходный процесс с П-регуля-

тором 
По перехоäноìу проöессу (рис. 3)

виäно, ÷то эëектроìаãнитный ìо-
ìент изìеняется практи÷ески ска÷-
коì (нижняя äиаãраììа), это, в своþ
о÷ереäü, свиäетеëüствует о высокоì
быстроäействии систеìы с DTC-уп-
равëениеì. О быстроì откëике сис-
теìы на возìущаþщее возäействие
свиäетеëüствует ÷астü ãрафика посëе
t = 0,06 c. В этот ìоìент вреìени к
äвиãатеëþ прикëаäывается ìоìент
наãрузки. Как виäно из ãрафика
(рис. 3), отработка этоãо возäействия

происхоäит без запазäывания. Перехоäный проöесс
прохоäит без перереãуëирования, еãо äëитеëüностü
при äанных настройках П-реãуëятора равна 8 ìс.
� Переходный процесс с ПИ-регулятором (рис. 4)

При испоëüзовании ПИ-реãуëятора в канаëе за-
äания скорости перехоäный проöесс по управëе-
ниþ протекает с небоëüøиì перереãуëированиеì.
Скоростная оøибка, вызванная приëоженныì
внеøниì ìоìентоì наãрузки, интеãраëüной состав-
ëяþщей в реãуëяторе своäится к нуëþ, т. е. привоä
по возìущениþ иìеет астатизì первоãо поряäка.

Рис. 2. Структурная модель асинхронного электропривода с прямым управлением моментом

Рис. 3. Переходные процессы в приводе с DTC-управлением (с П-регулятором):
1 — сиãнаë заäания скорости; 2 — факти÷еская скоростü

Рис. 4. Переходные процессы в приводе с DTC-управлением (с ПИ-регулятором):
1 — сиãнаë заäания скорости; 2 — факти÷еская скоростü
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Заключение

Преäставëенная в äанной статüе структурная
ìоäеëü привоäа с DTC-управëениеì позвоëяет раз-
работ÷икаì поëу÷атü необхоäиìые äинаìи÷еские
характеристики и созäает основу äëя построения
боëее сëожной виртуаëüной ìоäеëи, с поìощüþ
которой ìоãут бытü реаëизованы необхоäиìые
этапы проектирования эëектропривоäа.
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Математическая модель 
силового оболочкового 

бесштокового пневмоцилиндра 
двустороннего действия

Состояние вопроса. В настоящее вреìя при про-
ектировании систеì управëения (СУ) все боëее
обостряется известное противоре÷ие ìежäу требо-
ванияìи простоты и наäежности, ìаëой ìассы и
низкой стоиìости, с оäной стороны, и высокиìи
äинаìи÷ескиìи показатеëяìи — с äруãой стороны,
приìенитеëüно к выбору испоëнитеëüных äвиãате-
ëей (ИД). В особо крити÷ной форìе это противо-
ре÷ие возникает при проектировании СУ антропо-
ìорфных робототехни÷еских конструкöий. По
ìнениþ авторов, оно ìожет бытü успеøно разре-

øено путеì приìенения сиëовых бесøтоковых
пневìоöиëинäров (СБПЦ), выпоëненных на ос-
нове сиëовых обоëо÷ковых эëеìентов (СОЭ) типа
пневìати÷еский ìускуë (ПМ) (разработ÷ик —
фирìа "Festo", Герìания).

Упоìянутые обоëо÷ковые СБПЦ ìоãут бытü
реаëизованы в виäе:
� СБПЦ оäностороннеãо äействия невозвратноãо

типа;
� СБПЦ оäностороннеãо äействия с возвратной

пружиной;
� СБПЦ äвустороннеãо äействия.

С у÷етоì актуаëüности поставëенной заäа÷и по-
пытки поëу÷итü ìатеìати÷еские ìоäеëи упоìяну-
тых СБПЦ преäприниìаëисü ряäоì оте÷ественных
и зарубежных иссëеäоватеëей [2—4]. Оäнако äанные
работы не позвоëяþт в поëной ìере приìенитü по-
ëу÷енные в них нау÷ные резуëüтаты ëибо в связи с
их изëиøней ãроìозäкостüþ, ëибо из-за упрощен-
ноãо поäхоäа при реøении поставëенных заäа÷.

В äанной статüе преäëаãается ìатеìати÷еская
ìоäеëü СБПЦ äвустороннеãо äействия на основе
иссëеäований, выпоëненных в работе [1], позво-
ëяþщая у÷естü свойства сжатоãо ãаза в практи÷ески
важных установивøихся режиìах работы СБПЦ.
Приìенение поëу÷енной ìатеìати÷еской ìоäеëи
проиëëþстрировано рас÷етныì приìероì.

Разработка математической модели 
СБПЦ двустороннего действия

Поскоëüку в катаëоãах фирìы "Festo" разìер-
ности стати÷еских характеристик СОЭ типа ПМ
преäставëены в виäе относитеëüных веëи÷ин, то
авторы со÷ëи необхоäиìыì äëя уäобства поëüзо-
ватеëей сохранитü тот же поäхоä при составëении
ряäа уравнений, описываþщих äинаìику СБПЦ.

Предлагается математическая модель силового обо-
лочкового бесштокового пневмоцилиндра (СБПЦ) двусто-
роннего действия, учитывающая свойства сжатого газа, в
которой использованы выкладки для СБПЦ односторонне-
го действия невозвратного типа [1]. Приведен расчетный
пример возможного использования СБПЦ двустороннего
действия. Область применения СБПЦ двустороннего дей-
ствия — высокоточные и быстродействующие системы
управления различного назначения.

Ключевые слова: силовой оболочковый элемент, рабочая
точка, математическая модель, пневмоцилиндр
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Испоëüзуеì систеìу уравнений äëя обоëо÷ко-
воãо СБПЦ оäностороннеãо äействия невозврат-
ноãо типа из работы [1]:

(1)

ãäе δ — относитеëüное сокращение СОЭ; ρ — пëот-
ностü рабо÷ей среäы; p — äавëение внутри обоëо÷ки;
t — вреìя; Fн — усиëие, затра÷иваеìое СОЭ на
преоäоëение наãружаþщих сиë; Fвозì — возìущаþ-
щее возäействие на СОЭ; Fтр — усиëие, затра÷ивае-
ìое СОЭ на преоäоëение сиë вязкоãо трения; Fпì —
усиëие, развиваеìое СОЭ; m — ìасса объекта управ-
ëения (ОУ), привеäенная к проäоëüной оси СОЭ;
r — текущее зна÷ение раäиуса обоëо÷ки СОЭ; Lт,
Lн — текущая и на÷аëüная äëина СОЭ соответ-
ственно; Q1, 2 — объеìный расхоä ãаза, поступаþ-
щий в обоëо÷ку СОЭ; pр, rр, ρр, Vр — äавëение, ра-
äиус обоëо÷ки, пëотностü и внутренний объеì обо-
ëо÷ки оäноãо СОЭ äëя выбранной рабо÷ей то÷ки
(РТ), которая соответствует нейтраëüноìу поëоже-
ниþ ОУ; r0, p0 — постоянные веëи÷ины, kF — ко-
эффиöиент жесткости; kδp — коэффиöиент, связы-
ваþщий приращение относитеëüноãо сокращения
Δδ с изìенениеì äавëения Δp; krδ — коэффиöиент,
связываþщий изìенение приращения раäиуса
обоëо÷ки Δr с приращениеì относитеëüноãо сокра-
щения Δδ; ku — коэффиöиент пропорöионаëüности;
kρp — коэффиöиент, связываþщий изìенение пëот-
ности ãаза ρ с изìенениеì äавëения p.

С у÷етоì тоãо, ÷то иìеется äва СОЭ, работаþщих
встре÷но, систеìа (1) преäстает в сëеäуþщеì виäе:

(2)

ãäе инäексы 1,2 соответствуþт поряäковоìу ноìе-
ру СОЭ.

Преобразуеì систеìу (2) к виäу

(3)

При реøении систеìы (3) приìеì äопущение,
÷то зна÷ения расхоäа ãаза на вхоäах СОЭ Q1 и Q2
оäинаковы по ìоäуëþ и отëи÷аþтся тоëüко зна-
коì, т. е.

Q1 = –Q2 = Q. (4)

Поäставëяя в (3c) и (3d) выражения (3a), (3b)
и вы÷итая из (3c) выражение (3d), а также у÷иты-
вая (4), поëу÷иì

 +  = ku ,

иëи

 +  = ku . (5)

Приìеняя преобразование Лапëаса к соотно-
øенияì (3e) и (5), иìееì сëеäуþщуþ систеìу
уравнений:

(6)

Из систеìы (6) поëу÷аеì операторное уравне-
ние äинаìики СЧ обоëо÷ковоãо СБПЦ äвусторон-
неãо äействия:

kFku  – Fн(s) – Fвозì(s) = s  +

+ s2  + kF kδp  + 1 Δδ(s). (7)

Заìенив в (7) переìеннуþ Δδ(s) в соответствии
с работой [2] из соотноøения

X(s) = Lн,

 +  = ku ;

p(ρ) = kρpρ + p0;

r =  + r0;

Fпì = kF (kδpp – δ);

Fпì – Fн + Fвозì = –kтр  – m ;

δ = •100,

2
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 +  = ku ;

p1, 2(ρ) = kρpρ1, 2 + p0;

r1, 2 = δ1, 2/krδ + r0;

Fпì = kF (kδpΔp – Δδ);

Fпì = kтр  + m  + Fн + Fвозì;

δ1, 2 = (Lн – Lт1, 2)/lн•100 %;

Δδ = åδp ± δ1, 2;

Δp = åpp ± p1, 2,

2
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dρ1 2,

dt
----------
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Δδ = åδp ± δ1, 2; (a)

Δp = åpp ± p1, 2, (b)

 +  = ku ; (c)

–  –  = ku ; (d)

kF (kδpΔp – Δδ) = m  +

+ kтр  + Fн + Fвозì. (е).
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ãäе X(s) — изображение по Лапëасу абсоëþтной ве-
ëи÷ины переìещения ОУ, и сãруппировав коэф-
фиöиенты ëинеаризаöии, окон÷атеëüно поëу÷иì:

kF kδp  – Fн(s) – Fвозì(s) = s2  +

+ s  + kF (kδpСрСδ + 1) X(s), (8)

ãäе Сp и Сδ опреäеëяþтся сëеäуþщиìи выраженияìи:

Сp = , Сδ = .

Параìетры Сp и Сδ зависят тоëüко от выбора РТ
и типоразìера СОЭ, в то вреìя как äруãие параìет-
ры опреäеëяþтся требованияìи реøения конкрет-
ной техни÷еской заäа÷и по приìенениþ СБПЦ.

Чисëовые зна÷ения параìетров Сp и Сδ приве-
äены в табë. 1 и 2 äëя трех типоразìеров СОЭ типа
ПМ и äëя разных проöессов расøирения ãаза
(аäиабати÷ескоãо и изотерìи÷ескоãо).

Зна÷ения коэффиöиентов kF и kδp äëя разëи÷ных
зна÷ений РТ преäставëены на рис. 1 и 2 соответ-
ственно, соãëасно работе [1].

Заìетиì, ÷то ÷исëовое зна÷ение коэффиöиента
Сp нахоäится äëя äавëения, äействуþщеãо внутри
обоëо÷ки, в то вреìя как ÷исëовые зна÷ения ко-
эффиöиентов kF и kδp нахоäятся äëя избыто÷ноãо
äавëения, которое опреäеëяется как разностü ìежäу
äействуþщиì и атìосферныì äавëениеì.

Поскоëüку обоëо÷ковый СБПЦ как ИД состоит
из äвух эëеìентов — СЧ и эëектропневìати÷ескоãо
äроссеëüноãо распреäеëитеëя (ДР), то на основе
принöипа суперпозиöии из (8) нахоäиì äëя обо-
ëо÷ковоãо СБПЦ äвустороннеãо äействия переäа-
то÷ные функöии:

� по переìещениþ

Wпер(s) =  = •WДР(s), (9)

ãäе WДР(s) — переäато÷ная функöия ДР; U(s) —
изображение по Лапëасу напряжения (тока) на вхо-
äе в ДР.

Cp

Vр

----- Q s( )
s

---------  ⎝
⎛ mLн

100 %
------------

kтрLн

100 %
------------ ⎠

⎞ 100 %
Lн

------------

Табëиöа 1

Сp, 

МПа

Давëение внутри обоëо÷ки СОЭ, МПа

0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8

Дëя изотерìи÷ескоãо проöесса
0,049 0,121 0,204 0,295 0,394 0,498 0,607 0,720

Дëя аäиабати÷ескоãо проöесса
0,049 0,099 0,149 0,199 0,248 0,298 0,348 0,398

kuρр

2kρp

---------
kr

krδkurр
--------------

Рис. 1. Зна÷ение коэффиöиента kF для трех типоразмеров СОЭ типа ПМ для различных значений РТ

Табëиöа 2

Сä, %
-1 Относитеëüное сокращение обоëо÷ки СОЭ δ, %

Типоразìер ПМ 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

∅10 ìì 0,311 0,245 0,200 0,168 0,143 0,124 0,108 0,095 0,084 0,075 0,067
∅20 ìì 0,262 0,212 0,176 0,150 0,129 0,113 0,099 0,088 0,078 0,070 0,062
∅40 ìì 0,248 0,202 0,170 0,145 0,125 0,109 0,096 0,085 0,076 0,068 0,061

X s( )
U s( )
--------

kпер

s T
2
s
2

2Tξs 1+ +( )
------------------------------------
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У этой переäато÷ной функöии коэффиöиент
переäа÷и по переìещениþ kпер, постоянная вре-
ìени T и параìетр затухания ξ равны 

kпер = • ;

T = ;

ξ = .

Переäато÷ная функöия ДР в (9) в конкретной
форìе не преäставëена, так как она äостато÷но
øироко известна и ìожет испоëüзоватüся с разëи÷-

ной степенüþ äетаëизаöии в зависиìости от тре-
бований реøаеìой заäа÷и:
� по возìущениþ

Wвозì(s) =  = , (10)

ãäе коэффиöиент переäа÷и по возìущениþ

kвозì = • ,

а зна÷ения постоянной вреìени Т и параìетра за-
тухания ξ те же, ÷то в преäыäущеì сëу÷ае;
� по усиëиþ

Wус(s) =  = •WДР(s)WЧЭ(s), (11)

ãäе коэффиöиент переäа÷и по усиëиþ 

kус = kFkδpCp/Vp.

Fвх(s) — изображение по Лапëасу заäаþщеãо уси-
ëия на вхоäе в СУ; WЧЭ(s) — переäато÷ная функöия
÷увствитеëüноãо эëеìента (ЧЭ) в öепи ãëавной об-
ратной связи.

Корректностü поëу÷енной ìатеìати÷еской ìо-
äеëи обоëо÷ковоãо СБПЦ äвустороннеãо äействия
поäтвержäается практи÷ески поëныì совпаäениеì
рас÷етной ЛАЧХ с экспериìентаëüныìи äанныìи
[6] (рис. 3).

Пример применения полученной математической 
модели СБПЦ двустороннего действия 

в задаче расчета вибростенда

Совреìенные виброиспытатеëüные систеìы —
вибростенäы (ВС) — преäставëяþт собой сëожные
коìпëексы, вкëþ÷аþщие поäсистеìы заäания,
воспроизвеäения, управëения и изìерения, анаëи-

Рис. 2. Значение коэффициента kδp для трех типоразмеров СОЭ типа ПМ для различных значений РТ

kδpCp

kδpCpCδ 1+( )Vр

---------------------------------
Lн

100 %
------------

mLн

kF kδpCpCδ 1+( )•100 %
-------------------------------------------------

kTP

2
-------

Lн

mkF kδpCpCδ 1+( )•100 %
-----------------------------------------------------

Рис. 3. Расчетные ЛАХ и экспериментально полученная харак-
теристика
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за и реãистраöии параìетров вибраöии. Основныì
звеноì испытатеëüных вибростенäов явëяется виб-
ратор — испоëнитеëüный эëеìент, преäназна÷енный
äëя воспроизвеäения заäанных коëебаний. В зави-
сиìости от принöипа äействия испоëнитеëüноãо
эëеìента в ВС испоëüзуþт разëи÷ные способы за-
äания вибраöии и ìетоäы провеäения испытаний [4].

На практике саìое øирокое распространение
поëу÷иëи ВС с эëектроäинаìи÷ескиìи, эëектро-
ãиäравëи÷ескиìи и ìехани÷ескиìи испоëнитеëü-
ныìи эëеìентаìи. Первые äва типа приìеняþтся
в систеìах, способных выпоëнятü все совреìенные
виäы испытаний, при этоì эëектроäинаìи÷еский
привоä позвоëяет созäаватü боëее øирокий спектр
коëебаний 5...10 000 Гö, нежеëи эëектроãиäравëи-
÷еский. Механи÷еские вибраторы приìеняþтся в
систеìах, преäназна÷енных äëя испытания ìето-
äоì фиксированных ÷астот.

В отëи÷ие от эëектроäинаìи÷еских, эëектро-
ãиäравëи÷еских и ìехани÷еских вибраторов вибра-

торы на основе обоëо÷ковых СБПЦ äву-
стороннеãо äействия иìеþт ряä боëее
выãоäных техни÷еских и эконоìи÷еских
показатеëей, о которых äостато÷но поëно
сказано в [7]. С у÷етоì этоãо факта преä-
ставëяется перспективныì приìенение
СОЭ в ка÷естве ИД — вибратора — в ВС.

Опреäеëиì исхоäные äанные äëя рас-
÷ета привоäа ВС. По äанныì катаëоãа
"Festo" [8] ìаксиìаëüные зна÷ения рабо-
÷их ÷астот ДР составëяþт 90...125 Гö. За-
äаäиì ìаксиìаëüнуþ ÷астоту äëя работы
вибратора fmax = 20 Гö. Вибростенä äоë-
жен отрабатыватü ìаксиìаëüнуþ аìпëи-
туäу Amax = 3 ìì и обеспе÷иватü ãрузо-
поäъеìностü в 75 кã.

На вхоä СУ с ãенератора ãарìони÷е-
ских сиãнаëов поäается заäаþщее напря-

жение требуеìой круãовой ÷астоты ω = 2πf с аìп-
ëитуäой

Aвх(t) = Amaxsinωt, (12)

ãäе Авх(t) — функöия изìенения аìпëитуäы вхоä-
ноãо сиãнаëа во вреìени.

Найäеì скоростü и ускорение изìенения заäаþ-
щеãо вхоäноãо сиãнаëа посëеäоватеëüныì äиффе-
ренöированиеì (12):

(t) = Amaxωcosωt,

(t) = –Amaxω2sinωt.

Такиì образоì,

(t)/ω2 = –Amaxsinωt.

Отсþäа, приняв закон изìенения выхоäноãо
звена Авых(t) синусоиäаëüныì, поëу÷иì

(t)/ω2 = –Aвх(t). (13)

Выражение (13) уäобно испоëüзоватü в СУ, по-
скоëüку в ВС в ка÷естве äат÷ика обратной связи, как
правиëо, испоëüзуется аксеëероìетр, äаþщий на
выхоäе сиãнаë, пропорöионаëüный ускорениþ ОУ.

В связи с выøеизëоженныì äëя нахожäения
сиãнаëа рассоãëасования äостато÷но уìенüøитü сиã-
наë с аксеëероìетра в ω2 раз, инвертироватü еãо и
суììироватü с заäаþщиì сиãнаëоì.

Возìожный вариант конструкöии вибростенäа
привеäен на рис. 4.

Принöипиаëüная пневìати÷еская схеìа ВС преä-
ставëена на рис. 5.

При выборе схеìы распоëожения СБПЦ необ-
хоäиìо у÷итыватü, ÷то СБПЦ äоëжны переìещатü
ОУ как вверх, так и вниз. Исхоäя из этоãо требо-
вания приìеì распоëожение оäноãо СБПЦ отно-
ситеëüно ОУ, показанное на рис. 6.

Дëя устой÷ивоãо распоëожения поäвижноãо
стоëа испоëüзуеì ÷етыре СБПЦ.

Выбор комплектующих элементов и динамический
синтез СУ вибратором ВС. Дëя выбора СОЭ в ка-Рис. 5. Принципиальная пневматическая схема

A
·
вх

A
··
вх

A
··
вх

A
··
вх

Рис. 4. Внешний вид вибростенда
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÷естве сиëовой ÷асти СБПЦ необхоäиìо
опреäеëитü требуеìое усиëие со стороны
СЧ на ОУ, äëя ÷еãо воспоëüзуеìся выра-
жениеì

FСОЭ = (mстоëа + mо.и), (14)

ãäе mстоëа — ìасса стоëа, на котороì рас-
поëаãается испытуеìый объект (в äанноì
сëу÷ае mстоëа = 15 кã), mо.и — ìасса объекта
испытаний (60 кã).

Поäставëяя (13) в (14), поëу÷иì

Fmax = Amaxω2(mстоëа + mо.и)

иëи

Fmax = Amax(2πf)2(mстоëа + mо.и).

Дëя заäанных исхоäных äанных иìееì

Fmax = 0,003•(2π•20)2•(15 + 60) = 3553 Н.

Поскоëüку в кажäоì направëении ра-
ботаþт ÷етыре СБПЦ, найäеì усиëие, ко-
торое äоëжен развиватü оäин СОЭ:

FСОЭ = Fmax/4 = 3553/4 ≈ 900 Н. (15)

Исхоäя из требований к веëи÷ине уси-
ëия и аìпëитуäе ãарìони÷ескоãо сиãнаëа в
ка÷естве СЧ СБПЦ выбирается СОЭ фир-
ìы "Festo" — DMSP-20-100N-AM-CM со
сëеäуþщиìи характеристикаìи [9]:
� поäвоä возäуха — осевой, с оäной сто-

роны;
� äëина обоëо÷ки — 100 ìì;
� äиаìетр обоëо÷ки в исхоäноì состоя-

нии — 20 ìì.
Сиëовые стати÷еские характеристики äëя äан-

ноãо типоразìера СОЭ привеäены на рис. 7 [9].
На привеäенноì ãрафике рабо÷ая обëастü СОЭ

нахоäится в ãраниöах, обусëовëенных:

 — ìаксиìаëüной äействуþщей на ПМ внеø-

ней наãрузкой (Н);

 — ìаксиìаëüныì рабо÷иì äавëениеì (МПа);

 — ìаксиìаëüной äефорìаöией (%);

 — ìаксиìаëüныì растяжениеì (%).

Осуществив выбор СОЭ, найäеì коорäинаты РТ
δp и pр äëя опреäеëения ÷исëовых зна÷ений пара-
ìетров переäато÷ной функöии (8):
� так как требуеìое относитеëüное сокращение

СОЭ 6 % (2Amax), выбереì δp = 3 %;
� зная усиëие, развиваеìое оäниì СОЭ в соответ-

ствии с (14), с поìощüþ рис. 7 опреäеëяеì из-
быто÷ное рабо÷ее äавëение pр = 0,4 МПа.
Выпоëниì рас÷ет веëи÷ин, необхоäиìых äëя

нахожäения параìетров переäато÷ной функöии (8),
и найäеì ÷исëовое зна÷ение саìих параìетров:
� из [1] нахоäиì зна÷ение раäиуса обоëо÷ки в РТ

rр = 0,0114 ì и зна÷ение коэффиöиента, у÷иты-

ваþщеãо äефорìаöиþ обоëо÷ки вбëизи присо-
еäинитеëüных фëанöев, kVV = 0,92;

� по форìуëе äëя объеìа обоëо÷ки в РТ [1] вы-
÷исëяеì этот объеì, у÷итывая, ÷то в кажäоì на-
правëении работаþт ÷етыре СОЭ:

Vр = 4kVV π Lн 1 –  =

= 0,92π•0,01142•0,1(1 – 0,03)•4 = 1,45•10–4 ì3;

� с поìощüþ табë. 1 и 2 и рис. 3 и 4 поëу÷иì:

Cp = 0,248 МПа; Cδ = 0,194 (%)–1;

kF = 133 Н/%; kδp = 38 %/МПа.

Зная ÷исëовые зна÷ения всех коэффиöиентов,
вхоäящих в (9), и у÷итывая, ÷то в кажäоì направ-
ëении работаþт ÷етыре СОЭ, нахоäиì:

kпер = 91,76 ì/ì3; T = 0,0071 с; ξ = 0,019.

В СБПЦ буäеì испоëüзоватü ДР с пропорöио-
наëüныì управëениеì фирìы "Festo" — MPYE-5-
1/4-010-B — с характеристикаìи [8]:
� функöия кëапана — 5/3;
� ноìинаëüный расхоä (при 0,6 МПа) — 1400 ë/ìин;

d
2
A t( )

dt
2

------------

max

1

2

3

4

rр
2

 ⎝
⎛ δр

100 %
------------⎠

⎞

Рис. 7. Силовые статические характеристики СОЭ типа ПМ с диаметром
оболочки 20 мм

Рис. 6. Расположение одной пары СОЭ относительно ОУ
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� преäеëüная ÷астота f — 90 Гö;
� рабо÷ая теìпература — 0...+50 °С;
� коэффиöиент переäа÷и käр = Q/U =

= 1400 ë/ìин/ 5 В = 4,67•10–3 ì3/(c•В);
� постоянная вреìени ТДР = 1/ωДР = 1/(2π•f ) =

= 0,0018 c.
Дëя обеспе÷ения требуеìых характеристик äëя

ВС необхоäиìо испоëüзоватü ÷етыре ДР.
В ка÷естве ЧЭ приìениì ëинейный аксеëеро-

ìетр АТ1105-50 фирìы "Теìп-Авиа" [10]. Он обес-
пе÷ивает эëектри÷еский анаëоãовый сиãнаë в виäе
постоянноãо напряжения, который пропорöиона-
ëен äействуþщеìу ускорениþ, а знак соответствует
направëениþ äействия ускорения.

Техни÷еские характеристики ЧЭ:
� äиапазон изìеряеìых ëинейных ускорений

a = –50...+50 ì/c2;
� ноìинаëüное выхоäное напряжение на äиапа-

зоне изìерений U = ±5 В;
� неëинейностü не боëее 5 % от äиапазона;
� коэффиöиент переäа÷и kЧЭ = U/a = 5/50 =

= 0,1 В•с2/ì.
Поскоëüку сиãнаë с ЧЭ зна÷итеëüно ìенüøе вхоä-

ноãо управëяþщеãо сиãнаëа на ДР, то в систеìу
управëения вибратороì вкëþ÷ен проìежуто÷ный
усиëитеëü с коэффиöиентоì переäа÷и kу = 16 500,
который позвоëяет выравнятü зна÷ение сиãнаëа с ЧЭ
с уровнеì сиãнаëа на вхоäе ДР.

На рис. 8 привеäена структурная схеìа нескор-
ректированной СУ вибратороì.

В ка÷естве исхоäных äанных äëя äинаìи÷ескоãо
синтеза СУ также заäается ìаксиìаëüной äинаìи-
÷еская оøибка θä = 0,0005 ì.

На основании выбранных эëеìентов äëя СУ и
провеäенноãо äинаìи÷ескоãо синтеза ìетоäоì об-

ратных ЛАЧХ [8], а также
ìоäеëирования в среäе Simu-
link поëу÷ены ãрафики äина-
ìи÷еских проöессов при ãар-
ìони÷ескоì вхоäноì воз-
äействии (рис. 9).

Резуëüтаты ìоäеëирова-
ния на рис. 9 показываþт,
÷то синтез СУ выпоëнен кор-

ректно и требования, преäъявëяеìые к вибростен-
äу, поëностüþ выпоëнены.

Анализ результатов. Данный вибростенä уступает
по ìаксиìаëüно возìожной заäаваеìой ÷астоте ис-
пытаний еãо анаëоãаì, реаëизованныì на базе
эëектроìаãнитов, оäнако неëüзя не у÷итыватü су-
щественнуþ простоту изäеëия, а сëеäоватеëüно,
еãо низкуþ стоиìостü, ìаëое энерãопотребëение и
äоступностü äëя коне÷ноãо потребитеëя при срав-
нитеëüно высоких зна÷ениях развиваеìых ÷астот и
реаëизуеìых наãрузок.

Выводы

Линеаризованная äинаìи÷еская ìатеìати÷еская
ìоäеëü обоëо÷ковоãо СБПЦ äвустороннеãо äейст-
вия, в зна÷итеëüной степени у÷итываþщая особые
свойства сжатоãо ãаза, и ìетоäика рас÷ета и про-
ектирования СУ с приìенениеì СБПЦ äанноãо
типа, испоëüзуþщая ряä ãрафиков и табëиö, упро-
щаþщих проöеäуру рас÷етов, открываþт øирокие
возìожности äëя практи÷ескоãо приìенения упо-
ìянутых СБПЦ в совреìенных СУ.
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Рис. 9. График динамического процесса при подаче на вход СУ
гармонического сигнала

Рис. 8. Структурная схема системы управления вибратором
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Введение

Систеìы изìерения раäиаëüных и осевых сìеще-
ний торöов ëопаток в коìпрессорах иëи турбинах
ãазотурбинных äвиãатеëей (ГТД) [1, 2] построены на
основе ìетоäов, преäусìатриваþщих испоëüзова-
ние сосреäото÷енных иëи распреäеëенных на стато-
ре кëастеров оäновитковых вихретоковых äат÷и-
ков (СК иëи РК ОВТД) [3—5]. В соответствии с
этиìи ìетоäаìи провоäится преäваритеëüное из-
ìерение периоäа вращения ëопато÷ноãо коëеса
(Тëк), и по поëу÷енноìу резуëüтату и известноìу
÷исëу ëопаток (në) вы÷исëяþтся ìоìенты вреìе-
ни, коãäа поäаþтся иìпуëüсы питания изìери-
теëüной öепи (ИЦ)2, периоä которых Т0 = Тëк/në.
При этоì посëеäоватеëüностü иìпуëüсов синхро-

низируется с поìощüþ "ìетки" на ваëу ëопато÷ноãо
коëеса. Обы÷но изìерение периоäа и синхронизаöия
осуществëяþтся с поìощüþ äат÷ика ÷астоты вра-
щения проìыøëенноãо изãотовëения (ДЧВ-2500)
и простейøеãо АЦП "периоä — коä". Тот же äат÷ик
обеспе÷ивает и необхоäиìуþ синхронизаöиþ по-
сëеäоватеëüности иìпуëüсов питания ИЦ (с пе-
риоäоì Т0), ãарантируþщуþ поëу÷ение искоìой
изìеритеëüной инфорìаöии то÷но в ìоìенты про-
хожäения заìкаìи ëопаток ãеоìетри÷ескоãо öентра
(ГЦ) СК ОВТД иëи ГЦ и виртуаëüноãо ГЦ (ВГЦ)
в РК ОВТД [3—5].

Разуìеется, при этоì преäпоëаãается строãо
стаöионарный режиì работы ГТД и, как сëеäствие,
постоянство уãëовой скорости вращения ëопато÷-
ноãо коëеса, а также равноìерное изна÷аëüное раз-
ìещение заìков ëопаток, ÷то реãëаìентируется со-
ответствуþщиìи техни÷ескиìи требованияìи.

Оäнако фронт нарастания сиãнаëа на выхоäе
ДЧВ-2500 (принöип äействия äат÷ика — инäукöион-
ный) изìеняется при изìенении уãëовой скорости
вращения ëопато÷ноãо коëеса и сохранении при
этоì стаöионарноãо режиìа работы ГТД, и äëи-
теëüностü фронта увеëи÷ивается с уìенüøениеì
скорости. Это, соответственно, привоäит к вреìен-
ноìу сäвиãу всей посëеäоватеëüности иìпуëüсов
питания ИЦ и, в коне÷ноì с÷ете, к поãреøности в
поëу÷енной искоìой инфорìаöии, хотя то÷ностü
изìерения периоäа сохраняется и, как правиëо, ве-
ëика, а поãреøности пренебрежиìо ìаëы.

Кроìе тоãо, необхоäиìо отìетитü, ÷то сущест-
вует техноëоãи÷еский äопуск на установку заìков
и то÷ностü изãотовëения пера ëопаток, а потоìу их
торöовые ÷асти ìоãут оказатüся на неравноì рас-
стоянии äруã от äруãа, ÷то также становится при-
÷иной поãреøности.

Поãреøности, связанные с синхросиãнаëоì и
неравноìерныì расстояниеì торöов ëопаток äруã
от äруãа сëеäует кëассифиöироватü как стати÷е-
ские составëяþщие ìетоäи÷еских поãреøностей.

О÷евиäно, ÷то нестаöионарные режиìы работы
ГТД, наприìер форсажа иëи сброса ãаза, привоäят
к изìененияì во вреìени уãëовой скорости враще-
ния, а сëеäоватеëüно, и периоäа (Тëк(t)). Это озна÷а-
ет, ÷то иìпуëüсы питания ИЦ (с периоäоì Т0, рас-
с÷итанныì по резуëüтатаì изìерения Тëк на первоì
обороте) буäут опережатü иëи отставатü от ìоìентов
прохожäения заìкаìи ëопаток ГЦ иëи ВГЦ кëасте-
ров ОВТД, ÷то вызывает появëение äинаìи÷еской
составëяþщей ìетоäи÷еских поãреøностей.

В работах [1, 2, 5, 6] в основноì привоäятся ре-
зуëüтаты иссëеäований инструìентаëüных поãреø-
ностей (и, в ÷астности, систеìати÷еских и сëу÷ай-
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ных составëяþщих основной поãреøности в кана-
ëах ОВТД). Вìесте с теì, в работе [2] äаны оöенки
поãреøностей вы÷исëения раäиаëüных и осевых
сìещений — в выбранной систеìе отс÷ета это ко-
орäинаты у и х соответственно, а в работе [7] к ниì
äобавëяется коорäината z — сìещение в направëе-
нии вращения ëопато÷ноãо коëеса. Эти поãреø-
ности также ìожно кëассифиöироватü как стати-
÷еские составëяþщие ìетоäи÷еских поãреøностей
систеì изìерения.

Оäнако в ëитературе отсутствуþт какие-ëибо све-
äения об оöенках выøе пере÷исëенных стати÷е-
ских и äинаìи÷еской составëяþщей ìетоäи÷еской
поãреøности, связанной с изìененияìи во вреìе-
ни уãëовой скорости вращения и периоäа Тëк(t).
Поэтоìу äанная статüя призвана воспоëнитü су-
ществуþщий пробеë.

Методика определения погрешностей

Дëя опреäеëения как стати÷еских, так и äина-
ìи÷еских составëяþщих поãреøностей испоëüзо-
ваëи иìитатор объекта, преäставëяþщий собой ëо-
пато÷ное коëесо коìпрессора ГТД, и иìитатор
статора с закрепëенныìи на неì СК и РК ОВТД.
Разìещение ÷увствитеëüных эëеìентов (ЧЭ) пока-
зано на рис. 1. Статор оснащен ìеханизìаìи пе-
реìещений торöов ëопаток в осевоì направëении
вìесте с ëопато÷ныì коëесоì (коорäината x), в ра-
äиаëüноì направëении (коорäината y) и в направ-
ëении вращения (коорäината z) с соответствуþщи-
ìи инäикатораìи переìещений (их разреøаþщая
способностü 0,01 ìì) [1].

Таì же изображены систеìы отс÷ета, на÷аëа
которых совìещены с ГЦ СК ОВТД в то÷ке O
(рис. 1, а), а также с ГЦ РК в то÷ке O и ВГЦ в то÷-
ке O ′ (рис. 1, б).

С поìощüþ иìитатора объекта и систеì изìе-
рения быëи поëу÷ены зависиìости öифровых ко-
äов (С) от коорäинаты z äëя СК и РК ОВТД при
неизìенных зна÷ениях коорäинат y и х.

В зависиìостях С1(z) и С2(z), которые поëу÷ены
в систеìе с СК ОВТД (рис. 2), ìаксиìуìаì коäов
С1max и С2max соответствуþт коорäинаты z1max =
= 0,5 ìì и z2max = 4,6 ìì. При этоì расстояние от
на÷аëа отс÷ета äо ГЦ — 2,55 ìì (оно опреäеëяется
по форìуëе (z1max + z2max)/2).

Сëеäует также отìетитü, ÷то в СК ОВТД на оба
äат÷ика (соответственно на оба ЧЭ) иìпуëüсное
питание поäается оäновреìенно, а потоìу они вы-
поëняþт рабо÷ие функöии (коìпенсаöионные ЧЭ
на рис. 1, а не показаны). Напротив, в РК ОВТД
сìена функöий ЧЭ с рабо÷их (ЧЭ-Р) на коìпенса-
öионные (ЧЭ-К) происхоäит поо÷ереäно при сìе-
щении ëопато÷ноãо коëеса на кажäые 0,5 Δψ, ãäе
Δψ — уãëовой øаã установки заìков ëопаток (на
рис. 1, б эти состояния ëопаток иëëþстрируþтся
пунктирныìи ëинияìи, а ЧЭ — пряìыì и накëон-
ныì øрифтоì [5]).

Так как оба äат÷ика РК ОВТД вкëþ÷аþтся в
сìежные пëе÷и оäной ìостовой схеìы в составе ИЦ,
то провеäение анаëоãи÷ноãо экспериìента завер-
øается поëу÷ениеì оäной зависиìости С(z) (рис. 3),
а не äвух, как это быëо в систеìе с СК ОВТД.

Соãëасно поëу÷енныì äанныì ìиниìуì коäа
(Cmin) соответствует прохожäениþ торöоì выбран-
ной ëопатки (1) ЧЭ1, а ìаксиìуì коäа (Cmax) —
ЧЭ2 (выпоëняþщих функöии рабо÷их, т. е. ЧЭ-Р
на рис. 1, б). Коорäинаты ìиниìуìа zmin = 2,88 ìì,
а ìаксиìуìа — zmax = 36,54 ìì.

Даëее опреäеëяется коорäината z, соответствуþ-
щая ГЦ в то÷ке O (z0). Ее поиск веäется при z > zmin

Рис. 2. Зависимости С1(z)и С2(z) в каналах СК ОВТД1 и

ОВТД2

Рис. 1. Размещение чувствительных элементов (ЧЭ) СК (а) и
РК (б) из двух ОВТД на статоре
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на у÷астке функöии C(z) справа от ее ìиниìуìа и
побëизости от неãо, ãäе ÷увствитеëüностü к коор-
äинате z ìаксиìаëüна (рис. 3). ВГЦ в то÷кеO ′ со-
ответствует коорäинате z0′, но ее поиск веäется при
z < zmax на у÷астке C(z) сëева от ее ìаксиìуìа и по-
бëизости от неãо, ãäе ÷увствитеëüностü к коорäинате
z также ìаксиìаëüна. Найäенные зна÷ения z0 и z0′
составëяþт 4,12 и 35,3 ìì соответственно (рис. 3)3.

Поëу÷енные äанные испоëüзуþтся äëя оöенки
искоìых поãреøностей, но преäваритеëüно зави-
сиìости C(z) преобразуþтся в зависиìости C(Ψ)
(т. е. в зависиìости коäа от уãëа поворота ëопато÷-
ноãо коëеса Ψ) с поìощüþ форìуëы Ψ = arctg(z/R),
ãäе R — раäиус ëопато÷ноãо коëеса (R = 410 ìì).

На рис. 4 и 5 привеäены пе-
рес÷итанные такиì образоì за-
висиìости, при÷еì эти зависи-
ìости преäставëены в небоëüøих
преäеëах изìенения уãëа ΔΨ =
= Ψ – ΨГЦ иëи ΔΨ = Ψ – ΨВГЦ,
которые соответствуþт реаëü-
ныì уãëовыì сäвиãаì иìпуëüса
синхронизаöии, сìещенияì тор-
öовых ÷астей ëопаток из-за не-
равноìерности их øаãа, а также
уãëовыì сìещенияì, связанныì
с изìененияìи уãëовой скорости
вращения во вреìени. Таì же
показаны изìенения коäов при
ΔΨ = 0,005°. Анаëоãи÷ныì обра-
зоì нахоäятся изìенения коäов
äëя äруãих ΔΨ.

Относитеëüные привеäенные поãреøности на-

хоäятся по форìуëе δC = •100 %, ãäе

ΔC — изìенения коäов, поëу÷енные при уãëовоì
сìещении ΔΨ, а Cmax, Cmin — ãраниöы изìенений

коäов по ãраäуирово÷ныì характеристикаì (ГХ) СК
иëи РК ОВТД (преäпоëаãается, ÷то ГХ известны).

Результаты проведенных исследований

Статические составляющие методических по-
грешностей. Есëи преäпоëожитü, ÷то при перехоäе
на ÷астоту вращения ваëа 3000 ìин–1 (периоä
20•10–3 с) переäний фронт синхроиìпуëüса уве-
ëи÷иëся всеãо на 0,6•10–7 с, то такоìу изìенениþ
буäет соответствоватü ΔΨ = 0,001°, ÷то привоäит к
поãреøностяì в канаëах СК ОВТД поряäка 0,9 %
и 0,25 % äëя РК ОВТД, которые растут с увеëи÷е-
ниеì сäвиãа сиãнаëа синхронизаöии, äостиãая 4,4 %
äëя СК ОВТД при ΔΨ = 0,005°.

Вìесте с теì, поãреøности в канаëах с РК ос-
таþтся по÷ти в÷етверо ìенüøиìи, ÷еì в канаëах с
СК, ÷то связано с боëее высокой ÷увствитеëüно-

 3 Коорäинаты z0 и z0′ найäены путеì визуаëüных ка÷ест-

венных оöенок ìаксиìаëüных зна÷ений ÷увствитеëüности. Есëи
необхоäиìо расøирение äиапазона изìенений x и боëее рав-
ноìерное распреäеëение ÷увствитеëüности внутри неãо, то в по-
иске ìаксиìуìа сëеäует преäусìотретü проöеäуры поøаãовой

коëи÷ественной оöенки произвоäных .dc
dz
----

Δc
Δz
-----⎝ ⎠

⎛ ⎞

Рис. 4. Зависимость С(Ψ) (СК ОВТД) Рис. 5. Зависимость С(Ψ) (РК ОВТД) в области ГЦ (а) и ВГЦ (б)

ΔC
Cmax Cmin–
------------------------

Рис. 3. ЗависимостьС(z) (РК ОВТД1 и ОВТД2)
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стüþ первых и, соответственно, бо́ëüøей разностüþ
Cmax – Cmin в форìуëе äëя вы÷исëения δC

4.
Оöенивая составëяþщие поãреøности, связан-

ные с неравноìерностüþ øаãа в торöевой ÷асти
ëопаток, сëеäует отìетитü, ÷то соãëасно работе [8]
заìковая ÷астü, с поìощüþ которой ëопатки кре-
пятся к äискаì, изãотавëивается с то÷ностüþ
±0,01...±0,02 ìì, а в соответствии с работой [9]
то÷ностü изãотовëения пера ëопатки нахоäится в
преäеëах ±0,03 ìì. Поэтоìу рас÷еты поãреøнос-
тей веëисü в преäеëах ΔΨ от 0 äо 0,007°, которыì
соответствует неравноìерностü øаãа торöов ëопа-
ток от –0,05 äо +0,05 ìì. При этоì наибоëüøих
зна÷ений поãреøностü δC (äо 6 %) äостиãает äëя
СК ОВТД. Дëя РК ОВТД она составëяет всеãо 1,5 %
(по при÷инаì, указанныì ранее).

Динамическая составляющая методических по-
грешностей. Пустü на ëопато÷ноì коëесе заìки
ëопаток и их торöевые ÷асти распоëожены строãо
равноìерно, и уãëовая скоростü еãо вращения по-
стоянна как на первоì, так и на посëеäуþщих пе-
риоäах вращения (ωëк1 = ωëк2 = ... = const). При
этоì, как уже отìе÷аëосü, периоä иìпуëüсов пита-
ния ИЦ опреäеëяется по форìуëе5 Т01 = Tëк1/në.

На рис. 6 преäставëены вреìенные äиаãраììы
скорости вращения ωëк, ìоìенты t1, t2, ...,  появ-
ëения заìков ëопаток в ГЦ СК ОВТД и иìпуëüсы
питания ИЦ (UП) (эпþры 1 и 2).

На эпþре 3 показано ступен÷атое
изìенение уãëовой скорости вращения
ëопато÷ноãо коëеса (ωëк2 = ωëк1 + Δωëк)
на второì периоäе еãо вращения,
при÷еì скоростü ωëк2 = const в те÷е-
ние всеãо второãо периоäа6.

Увеëи÷ение уãëовой скорости вра-
щения ωëк2 на веëи÷ину Δωëк = const

привоäит к уìенüøениþ периоäа вра-

щения  на веëи÷ину ΔTëк =  –

– , при этоì уìенüøаþтся и пе-

риоäы прохожäения ëопаткаìи ГЦ

СК ОВТД: ΔТ02 = T /në.

Это озна÷ает, ÷то ìоìенты прохож-
äения ëопаткаìи 1, 2, ..., në ГЦ СК
ОВТД со скоростüþ ωëк2 (эпþра 3)
буäут опережатü анаëоãи÷ные ìоìен-
ты прохожäения ëопаткаìи ГЦ кëас-
тера со скоростüþ ωëк1. Найти веëи-
÷ину этоãо опережения ìожно по раз-
ниöе в периоäах вращения (ΔTëк) и
÷исëу ëопаток në. Дëя ëопатки 1 оно

составит ΔТ02 = ΔTëк/në, ëопатки 2 ΔТ02 = 2ΔTëк/në
и т. ä. Опережение буäет возрастатü, и äëя посëеäней
ëопатки në оно окажется равныì ΔTëк (Δ  = ΔTëк).

Зная ΔT01, ΔT02, ..., Δ  и уãëовуþ скоростü
вращения ωëк2, ìожно опреäеëитü соответствуþ-
щие уãëовые сìещения ΔΨ1 = ωëк2ΔТ01, ΔΨ2 =
= ωëк2ΔТ02, ..., Δ = ωëк2Δ , а также изìене-
ния коäов ΔC äëя выбранных ëопаток (1, 2, ..., në),
и поãреøности δCω.

При уìенüøении скорости (ωëк2 = ωëк1 – Δωëк)
вìесто отìе÷енноãо выøе опережения буäет на-
бëþäатüся запазäывание, а искоìая поãреøностü
поìеняет знак.

Оäнако боëее аäекватныì явëяется преäпоëоже-
ние об изìенении уãëовой скорости вращения ëо-
пато÷ноãо коëеса, наприìер, с постоянныì уãëовыì

ускорениеì εëк =  = const (т. е. на второì пе-

риоäе вращения уãëовая скоростü изìеняется ëи-
нейно во вреìени ωëк2 = ωëк1 + εëкt). Тоãäа на второì

периоäе вращения за вреìя, равное T01, ëопатка 1

переìестится на уãоë Ψ* = T01 +  [10].

Уãëовое сìещение ëопатки 1 относитеëüно поëо-
жения, которое она заняëа бы в ìоìент вреìени T01

при равноìерноì äвижении (Ψ1 = ωëк1T01), соста-

вит ΔΨ1 =  – Ψ1 = , а äëя ëопатки 2 по 4 Разностü Cmax – Cmin, найäенная из сеìейства ГХ (С1(х, у)
и С2(х, у)) äëя СК ОВТД в äиапазонах изìенений х ± 0,6 ìì со-
ставëяет 256 и 239 еä., а äëя РК ОВТД в äиапазонах изìенений
х ± 2 ìì — 1347 и 2054 еä., соответственно [1, 2].

 5 Преäпоëаãается (в öеëях упрощения), ÷то уãëовое поëоже-
ние "ìетки" на ваëу в на÷аëе периоäа совпаäает с уãëовыì поëо-
жениеì ГЦ кëастера и заìка посëеäней ëопатки поä ноìероì në
(në = 114 на ëопато÷ноì коëесе иìитатора объекта).

tnë

 6 Преäпоëожение о ступен÷атоì изìенении уãëовой скорости
вращения ëопато÷ноãо коëеса носит ãипотети÷еский характер и ис-
поëüзуется тоëüко äëя боëüøей наãëяäности преäставëения о при-
÷инах возникновения рассìатриваеìой äинаìи÷еской поãреøности.

Tëк
2

* Tëк
2

Tëк
2

*

T02
*

T0në
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2
Ψ
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2

--------

ωëк
1
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2

2
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Рис. 6. Временные диаграммы скорости вращения (ωлк), моментов появления замков
лопаток (t1, t2, ..., t

nл) в ГЦ СК ОВТД и импульсов питания ИЦ (UП)t
n
л
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анаëоãии ìожно записатü ΔΨ2 = . И, на-

конеö, äëя ëопатки поä ноìероì në это буäет наи-

боëüøее сìещение Δ  = .

В сëу÷ае равнозаìеäëенноãо вращения вìесто
опережения ìоìентов прохожäения ëопаткаìи ГЦ
кëастера буäет набëþäатüся запазäывание и ΔΨi
поìеняет знак.

Сëеäует отìетитü, ÷то приìенитеëüно к РК из
äвух ОВТД выøе привеäенныìи выраженияìи

(ΔΨ1, ΔΨ2, ..., Δ ) ìожно воспоëüзоватüся тоëüко

äëя рас÷етов уãëовых сìещений при прохожäении
ëопаткаìи ГЦ (вбëизи ОВТД1). Дëя рас÷ета уãëо-

вых сìещений при прохожäении ëопаткаìи ВГЦ
(вбëизи ОВТД2) в выражениях äëя ΔΨ1, ΔΨ2, ...,

Δ  появëяþтся äопоëнитеëüные сëаãаеìые, за-

висящие от уãëовоãо поëожения ВГЦ (ВГЦ сìещен
на уãоë 1,5Δψë относитеëüно ГЦ (сì. рис. 1, б)).

Тоãäа äëя ëопатки 1 ìожно записатü Δ  =

= , äëя ëопатки 2 — Δ  =

=  и, наконеö, äëя ëопатки

në — Δ  = .

Найäенные такиì образоì уãëовые сìещения ëо-
паток позвоëяþт опреäеëитü изìенения коäов ΔC
и относитеëüные привеäенные äинаìи÷еские со-
ставëяþщие поãреøности δC анаëоãи÷но стати÷е-
скиì составëяþщиì (т. е. испоëüзоватü те же зави-
сиìости C(Ψ), сеìейства ГХ C(х, у), поëу÷енные
äëя СК и РК ОВТД).

Рас÷еты δC выпоëняëисü при ÷астотах вращения
ëопато÷ноãо коëеса, равных 3000, 6000 и 9000 ìин–1,
и уãëовых ускорениях (εëк) в äиапазоне от 0 äо ±72°/с2

(от 0 äо ±0,2 с–2) äëя выбранных ëопаток 1, 2 и 114 (në).
Как и ожиäаëосü, äëя первых ëопаток коëеса

искоìая поãреøностü ни÷тожно ìаëа и äëя обеих
разновиäностей кëастеров ОВТД она не превыøает
±0,001 % во всех рассìатриваеìых äиапазонах из-
ìенений ÷астот вращения и уãëовых ускорений.
В ìаксиìаëüной степени поãреøностü δC проявëя-
ется на посëеäних ëопатках при низких оборотах.
Действитеëüно, ìаксиìаëüные зна÷ения δC при
3000 ìин–1 äëя посëеäней ëопатки составëяþт
±12,6 % в канаëах СК ОВТД и ±17 % в канаëах РК
ОВТД. С увеëи÷ениеì скорости поãреøности уìенü-
øаþтся, и в канаëах с СК ОВТД их ìаксиìаëüные
зна÷ения äëя посëеäней ëопатки (114) не превыøаþт
±3,2 % (÷астота 6000 ìин–1) и ±1,4 % (9000 ìин–1).
В канаëах РК ìаксиìаëüные зна÷ения поãреøности
äëя посëеäней ëопатки (114) не превыøаþт ±4,2 %
и ±1,9 % (6000 ìин–1 и 9000 ìин–1 соответственно).

Заключение

Поëу÷ены оöенки стати÷еских и äинаìи÷еских
составëяþщих поãреøностей.

Поãреøности первоãо виäа связаны с синхро-
сиãнаëоì и неравноìерностüþ øаãа в торöевой
÷асти ëопаток. Они возрастаþт с увеëи÷ениеì вре-
ìенноãо сäвиãа синхросиãнаëа и неравноìерности
øаãа. Снижения поãреøностей ìожно äобитüся
уìенüøениеì фронта выхоäноãо напряжения фор-
ìироватеëя сиãнаëа ДЧВ-2500 иëи испоëüзованиеì
в ка÷естве äат÷ика уãëовой скорости вращения ОВТД
и äоработанных преобразоватеëей их сиãнаëов [11].
Поãреøности, связанные с неравноìерностüþ øаãа,
зависят тоëüко от техноëоãии изãотовëения ëопа-
то÷ноãо венöа и ìоãут бытü уìенüøены при ее со-
верøенствовании.

Поãреøности второãо виäа возникаþт ëиøü на
нестаöионарных режиìах работы ТД и в сëу÷ае
равноускоренноãо характера вращения ëопато÷ноãо
коëеса возрастаþт на ìаëых скоростях еãо вращения
с увеëи÷ениеì ускорения и ноìера ëопатки, äости-
ãая ìаксиìаëüноãо зна÷ения на посëеäней ëопатке.
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Введение

Созäание энерãоеìких объектов техники раз-
ëи÷ноãо öеëевоãо назна÷ения äоëжно сопровож-
äатüся разработкой высокоэффективных ìетоäов
контроëя и их проãраììно-инструìентаëüноãо
обеспе÷ения, позвоëяþщеãо в реаëüноì вреìени
осуществëятü непрерывный контроëü режиìов ра-
боты, äиаãностику состояния их отäеëüных эëеìен-
тов, опреäеëятü параìетры окружаþщей среäы.

При реøении заäа÷ обеспе÷ения техни÷еской
безопасности и эконоìи÷еской эффективности
испоëüзования авиакосìи÷еской техники успех все
боëüøе становится зависиìыì от рентабеëüности
экспëуатаöии, а она, в своþ о÷ереäü, зависит от
безотказности работы техники. Наäежностü этой
техники во ìноãоì опреäеëяется степенüþ ее за-
щиты от возäействия неãативных внеøних и внут-
ренних факторов, которая в äаëüнейøеì приобре-
тет еще боëüøуþ актуаëüностü по ìере внеäрения
в конструкöии аппаратов коìпозиöионных ìате-
риаëов и нанотоковой эëектроники в аппаратуре
как в типовых, так и в экстреìаëüных усëовиях.

Испоëüзуеìые в настоящее вреìя траäиöионные
среäства контроëя эëеìентов объекта в режиìе ре-
аëüноãо вреìени неäостато÷но наäежны. Извест-
ные физи÷еские ìетоäы äефектаöии эëеìентов
техники — ìаãнитный, эëектростати÷еский, ëþ-
ìинесöентный и äруãие — весüìа эффективны [1].
Оäнако они, в основноì, испоëüзуþтся в öеëях
øтатноãо контроëя в режиìе реãëаìентных испыта-
ний переä и посëе экспëуатаöионных ìероприятий.
Цеëüþ работы явëяется созäание новых и усовер-
øенствование известных ìетоäов техни÷еской äи-

аãностики и неразруøаþщеãо контроëя äëя повы-
øения наäежности и эффективности управëения
среäстваìи аварийной защиты.

Модифицированный вихретоковый метод 
технической диагностики

Траäиöионный вихретоковый ìетоä äиаãности-
ки [1], øироко испоëüзуеìый в технике, требует
приìенения ÷астотноãо ãенератора, ÷то оãрани÷и-
вает возìожности контроëя в реаëüноì вреìени,
в тоì ÷исëе, из-за существенных потерü и искаже-
ний инфорìаöионных сиãнаëов. Созäанный авто-
раìи статüи на еãо основе новый ìетоä неразру-
øаþщеãо контроëя отëи÷ается теì, ÷то вбëизи
контроëируеìоãо изäеëия устанавëивается исто÷ник
постоянноãо ìаãнитноãо поëя, вкëþ÷енный непо-
среäственно в конструкöиþ перви÷ноãо преобра-
зоватеëя сиãнаëов [2—4]. Контроëируеìое изäеëие
(иëи äат÷ик) привоäится в äвижение. Вихревые токи,
возникаþщие при этоì в зоне контроëя, созäаþт
втори÷ное ìаãнитное поëе, которое в инäикатор-
ной катуøке äат÷ика преобразуется в эëектри÷е-
ские сиãнаëы. Есëи в проöессе испытаний иëи экс-
пëуатаöии техни÷ескоãо объекта в неì возникает
äефект, наприìер трещина, то сиãнаëы с äат÷ика
буäут отëи÷атüся от сиãнаëов конäиöионноãо из-
äеëия. Сравнение этих сиãнаëов по форìе и аìпëи-
туäе äает возìожностü суäитü о еãо ìехани÷еской
öеëостности и, в сëу÷ае появëения äефекта, реаëи-
зоватü среäства аварийной защиты [5]. Инäукöион-
ный äат÷ик с наìаãни÷енныì серäе÷никоì назовеì
ìоäифиöированныì (МИД). Ввеäение постоянноãо
ìаãнита в конструктивнуþ схеìу äат÷ика позвоëяет
оäновреìенно реøитü и äруãуþ систеìнуþ заäа÷у —
уìенüøение ìаãнитноãо потока рассеяния втори÷-
ноãо поëя за с÷ет испоëüзования внутри изìери-
теëüной обìотки äат÷ика ферроìаãнитной среäы —
ìаãнитопровоäа. Этот базовый принöип äает воз-
ìожностü øирокоãо выбора построения оптиìаëü-
ноãо обëика систеìы контроëя, основой котороãо
явëяется повыøение эффективности работы äат-
÷ика за с÷ет оптиìизаöии еãо эëеìентной базы.

Пути увеличения эффективности первичного 
преобразователя информационных сигналов

Оäниì из важнейøих направëений развития
вихретоковоãо ìетоäа äиаãностики явëяется повы-
øение эффективности работы инäукöионных äат-
÷иков [6—9]. Эффективностü инструìентаëüных
среäств обеспе÷ения неразруøаþщеãо контроëя
энерãоеìких объектов техники опреäеëяется, прежäе
всеãо, ÷увствитеëüностüþ äат÷ика. Повыситü ÷ув-
ствитеëüностü МИД ìожно разныìи способаìи:
уìенüøениеì расстояния ìежäу äат÷икоì и рабо-
÷ей зоной контроëя, увеëи÷ениеì ÷исëа витков из-
ìеритеëüной катуøки, испоëüзованиеì криоãен-
ной техники и äруãиìи способаìи, которые ìоãут
бытü неприеìëеìы из-за ряäа техни÷еских оãрани-
÷ений при испоëüзовании на реаëüных объектах.
Структура систеìных иссëеäований по названной

Предлагаются новые способы и устройства для повыше-
ния эффективности первичных преобразователей инфор-
мационных сигналов, основанные на электромагнитных
взаимодействиях в элементах изделий при создании в кон-
тролируемых зонах постоянного магнитного поля с последую-
щим преобразованием вторичного магнитного поля в этих
зонах в электрические сигналы.

Ключевые слова: электрический сигнал, вторичное маг-
нитное поле, электромагнитные взаимодействия, аварий-
ная защита, первичный преобразователь, вибрации
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пробëеìе показана на рис. 1 ãрафоì связей вопро-
сов, опреäеëяþщих ее реøение.

Ниже рассìотрены некоторые схеìы построения
эффективной систеìы контроëя объектов техники
с испоëüзованиеì МИД.

Повышение достоверности контроля элементов 
энергетических установок

Преäëоженный способ äефектоскопии ëопаток
турбин [10], иìеþщий öеëüþ повыøение наäежнос-
ти контроëя энерãети÷еских установок, испоëüзуþ-
щих турбинные аãреãаты, в ÷астности, жиäкостно-
реактивные äвиãатеëи, основан на созäании в них
вихревых токов путеì наëожения ëокаëüноãо посто-
янноãо ìаãнитноãо поëя. Способ закëþ÷ается в тоì,
÷то в проöессе работы турбины непрерывно запи-
сываþт сиãнаëы ЭДС инäукöии втори÷ноãо ìаã-
нитноãо поëя на ìаãнитный носитеëü инфорìаöии.
Через интерваë вреìени Δt = T/N, ãäе T = 1/n — пе-
риоä вращения ротора турбины, n — еãо ÷астота, N —
÷исëо ëопаток, эти сиãнаëы с÷итываþт и сравни-
ваþт с изìеряеìыìи сиãнаëаìи в проöессе экспëу-
атаöии изäеëия. Описанная проöеäура позвоëяет в
реаëüноì вреìени обнаружитü äефекты в эëеìен-
тах турбины независиìо от ее ÷астоты вращения,
установо÷ных параìетров äат÷ика, еãо теìпературы,
ìаãнитных свойств среäы и äруãих внеøних фак-
торов, ÷то повыøает наäежностü и быстроäействие
систеìы аварийной защиты изäеëия. В саìоì äеëе,

в преäëоженноì способе происхоäит непрерывное
сравнение сиãнаëа, записанноãо от "преäыäущей"
ëопатки, с сиãнаëоì, изìеренныì от "посëеäуþ-
щей" ëопатки, т. е. практи÷ески сиãнаëов от äвух
сосеäних ëопаток. Разëи÷ие их аìпëитуä зависит
тоëüко от äефектов в ëопатках.

Схеìа новоãо способа контроëя и функöионаëü-
ные связи эëеìентов устройства еãо реаëизаöии
показана на рис. 2. Аìпëитуäа изìеренноãо äат÷и-
коì сиãнаëа при про÷их равных усëовиях опреäе-
ëяется характероì распреäеëения вихревых токов в
теëе и на поверхности ëопаток. При наëи÷ии äефек-
тов (трещина, скоëы и т. п.) аìпëитуäа уìенüøа-
ется. На поверхности ваëа 3 турбины по еãо пери-
ìетру нанесен ìаãнитный носитеëü инфорìаöии 4
(ìаãнитная ëента). Поäкëþ÷ив инäукöионный äат-
÷ик к записываþщей ãоëовке 7, изìеренный сиã-
наë непрерывно записываþт на ìаãнитнуþ ëенту.
Через интерваë вреìени, равный T/N, записанный
сиãнаë с÷итываþт с поìощüþ воспроизвоäящей
ìаãнитной ãоëовки 8, разìещенной вбëизи ìаã-
нитной ëенты и сìещенной по направëениþ вра-
щения турбины по отноøениþ к записываþщей

Рис. 1. К определению системной задачи

Рис. 2. Схема дефектоскопии лопаток ротора турбинного агре-
гата с использованием записи и воспроизведения сигналов:
1 — ротор турбины; 2 — ëопатка ротора; 3 — ваë ротора; 4 —
ìаãнитный накопитеëü инфорìаöии; 5 — инäикаторная об-
ìотка äат÷ика; 6 — исто÷ник постоянноãо ìаãнитноãо поëя; 7,
8 — ìаãнитные ãоëовки записи и воспроизвеäения эëектри÷е-
ских сиãнаëов; 9 — схеìа сравнения; 10 — АЦП; 11 — коìпüþтер
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ãоëовке на уãоë α = 360°/N. С÷итываеìый сиãнаë
поäается на первый вхоä схеìы сравнения, на вто-
рой — изìеряеìый инäукöионныì äат÷икоì. При
отсутствии äефектов в ëопатках эти сиãнаëы иìеþт
оäинаковуþ аìпëитуäу (с то÷ностüþ äо техни÷е-
скоãо разброса в изãотовëении ëопаток турбины),
и сиãнаë на выхоäе схеìы сравнения равен нуëþ.
Аìпëитуäа сиãнаëа от äефектной ëопатки уìенü-
øится, и схеìа сравнения выработает сиãнаë, от-
ëи÷ный от нуëя (äва сиãнаëа за оäин оборот тур-
бины), ÷то зафиксирует реãистрируþщее устройство.

Экспериìентаëüные иссëеäования, öеëüþ кото-
рых быëа проверка эффективности способа и отра-
ботка эëеìентов устройства, провоäиëисü на испы-
татеëüноì стенäе кафеäры физики МГТУ МИРЭА.
В ка÷естве турбины испоëüзоваëи ротор äиаìетроì
130 ìì с 16 ëопаткаìи. На еãо ваë äиаìетроì 38 ìì
быëа накëеена ìаãнитная ëента типа А-4311 тоë-
щиной 0,1 ìì. Частота вращения ротора изìеняëасü
äо 100 с–1. Инäукöионный äат÷ик преäставëяë собой
катуøку, иìеþщуþ 2000 витков ìеäноãо провоäа,
наìотаннуþ на ìаãнитопровоä спеöиаëüной фор-
ìы. В ка÷естве исто÷ника ìаãнитноãо поëя испоëü-
зоваëи постоянный ìаãнит с инäукöией на срезе
∼0,06 Тë. Схеìа сравнения быëа собрана на базе
коìпаратора К56 ЧМП 2. Дëя записи и воспроизве-
äения сиãнаëов испоëüзоваëи станäартные ìаãнит-
ные ãоëовки, установëенные по периìетру ваëа поä
уãëоì 22° 30' по отноøениþ äруã к äруãу. Аìпëитуäы
изìеренных и записанных сиãнаëов в экспериìенте
быëи практи÷ески оäинаковы, и на выхоäе схеìы
сравнения форìироваëся устой÷ивый нуëевой сиãнаë.

Дëя ìоäеëирования äефекта испоëüзоваëи спе-
öиаëüный ротор с искусственныì пропиëоì в осно-
вании оäной из ëопаток. При еãо вращении аìпëи-
туäа сиãнаëа с äефектной ëопатки резко уìенüøа-
ется, а в схеìе сравнения äважäы за периоä еãо
вращения форìируется иìпуëüс, сиãнаëизируþщий
о наруøении ìехани÷еской öеëостности изäеëия.

Расширение диапазона контроля целостности 
элементов изделия

Наäежный контроëü состояния коìпрессорных и
турбинных аãреãатов, øироко испоëüзуеìых в авиа-
косìи÷еской и äруãой технике, требует расøиренно-
ãо äиапазона äиаãностируеìых параìетров объекта.

Известны способы контроëя öеëостности раз-
ëи÷ных конструкöий на основе явëения акусти÷е-
ской эìиссии (АЭ), основанные на реãистраöии и
анаëизе эìиссии воëн напряжений, возникаþщих
при появëении äефектов [1, 11]. Эти воëны фик-
сируþтся с поìощüþ преобразоватеëей, установ-
ëенных на саìой конструкöии, наприìер, с по-
ìощüþ пüезоäат÷иков. Оäнако скоростü переäа÷и
инфорìаöионных сиãнаëов оãрани÷ена сравни-
теëüно низкой скоростüþ распространения звука в
äанной среäе. Кроìе этоãо, сиãнаëы ìоãут иска-
жатüся из-за разëи÷ных свойств среäы, эффектов
отражения и поãëощения воëн, ÷то привоäит к не-
äостоверности приниìаеìой инфорìаöии.

Преäëоженный способ неразруøаþщеãо конт-
роëя с испоëüзованиеì МИД отëи÷ается теì, ÷то
преäваритеëüно в проöессе испытаний контроëи-
руеìые эëеìенты изäеëия äовоäят äо разруøения,
фиксируþт при этоì äиапазон ÷астот АЭ и аìпëи-
туäу ЭДС инäукöии. Даëее в проöессе работы из-
äеëия изìеряþт эту аìпëитуäу в äиапазоне ÷астот
АЭ и по ее веëи÷ине суäят о состоянии ìехани÷е-
ской öеëостности этих эëеìентов [12].

В проöессе экспëуатаöии изäеëия в еãо эëеìен-
тах ìожет иниöиироватüся äостато÷но øирокий
спектр воëн напряжений, которые возникаþт в ìа-
териаëе всëеäствие ска÷кообразноãо развития äе-
фекта, пëасти÷ескоãо äефорìирования, разрыва
связей и роста трещин поä возäействиеì накоп-
ëенной энерãии упруãой äефорìаöии. Интенсив-
ности воëн АЭ о÷енü ìноãообразны. Оäнако äëя
конкретноãо ìатериаëа ее спектр äостато÷но узок.

Анаëиз изìеренных параìетров ЭДС инäукöии
в ÷астотноì äиапазоне АЭ позвоëяет суäитü не
тоëüко о ìехани÷еской öеëостности объекта в бо-
ëее øирокоì äиапазоне еãо параìетров, но и о на-
зреваþщеì разруøении узëа. В проöессе преäва-
ритеëüных реãëаìентных испытаний объекта про-
воäят ìоäеëирование разруøений еãо эëеìентов с
фиксаöией ÷астот АЭ, характерных äëя появëения
воëн напряжений в их ìатериаëе при проãресси-
руþщей äеãраäаöии свойств объекта с посëеäуþ-
щиì разруøениеì. Появëение воëн напряжения в
теëе эëеìентов изäеëия, нахоäящеãося в постоян-
ноì ìаãнитноì поëе, при наруøении еãо ìехани-
÷еской öеëостности, вызванных äействиеì разру-
øаþщих факторов, иниöиирует образование вих-
ревых токов äостато÷но высокой интенсивности.
Аìпëитуäа сиãнаëов в изìеритеëüной катуøке äат-
÷ика зависит от аìпëитуäы упруãих воëн, а сëеäо-
ватеëüно, от проöессов нарастания ìехани÷еских
напряжений, образования и накопëения свобоä-
ной энерãии в ìатериаëе, проãрессируþщеãо раз-
вития äефекта, привоäящеãо при экспëуатаöии из-
äеëия к еãо отказу. При этоì втори÷ное ìаãнитное
поëе вихревых токов буäет ìенятüся с ÷астотаìи,
соответствуþщиìи воëнаì напряжения, сопровож-
äаþщиìи АЭ. Изìерение ЭДС инäукöии этоãо поëя
позвоëяет зафиксироватü зна÷ения аìпëитуä сиã-
наëов и äруãие параìетры, характерные äëя про-
öесса разруøения от еãо на÷аëа äо еãо конöа.

Общая схеìа преäëоженноãо способа показана
на рис. 3.

Экспериìентаëüные иссëеäования, öеëüþ кото-
рых быëа отработка способа и обеспе÷ение инстру-
ìентария äëя еãо реаëизаöии, провоäиëи на ìоäеëü-
ной установке, äействуþщей на базе разрывной
ìаøины кинеìати÷ескоãо типа Р-5. На установке
поäверãаëисü растяжениþ образöы из стаëи
1X18H9T, спëавов 30XГСА и 40X, а также Д16. Об-
разöы преäставëяëи собой ëенту äëиной 200 ìì се-
÷ениеì 2 Ѕ 18 ìì. В зоне разìещения образöа ин-
äукöия постоянноãо ìаãнитноãо поëя, направëен-
ная перпенäикуëярно еãо поверхности, составëяëа
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веëи÷ину ∼7 Ѕ 10–2 Тë. На расстоянии 2 ìì от по-
верхности образöа разìещаëи инäукöионнуþ ка-
туøку äиаìетроì 12 ìì, соäержащуþ 3000 витков
ìеäноãо провоäа, которая быëа поäкëþ÷ена к ре-
ãистрируþщеìу устройству. При растяжении об-
разöа поä äействиеì проäоëüной сиëы от 0 äо
19 600 Н появëяëисü сиãнаëы эëектроäвижущей
сиëы инäукöии с аìпëитуäой äо 15 ìВ в äиапазоне
÷астот (0,1...0,8) МГö. При наãрузке ∼18 000 Н про-
исхоäиëо поëное разруøение образöа. При этоì на-
бëþäаëся пакет сиãнаëов äëитеëüностüþ 10–5 с,
соäержащий иìпуëüсы с аìпëитуäой 120 ìВ и ÷ас-
тотой ∼ 0,7 МГö. Экспериìенты показаëи, ÷то сиã-
наëы ìеняþтся с ÷астотой, соответствуþщей рас-
пространениþ воëн в образöе. Зна÷ение аìпëитуäы
сиãнаëов опреäеëяется "интенсивностüþ" äефекта,
т. е. напряженияìи в теëе образöа, которые при-
воäят к еãо разруøениþ. Поэтоìу аìпëитуäно-÷ас-
тотный спектр сиãнаëов ЭДС инäукöии преäстав-
ëяет собой отражение проöессов разруøения об-
разöа в реаëüноì ìасøтабе вреìени.

Провеäенные экспериìенты показаëи особуþ
важностü на÷аëüной стаäии проöесса, коãäа в эëе-
ìенте возникаþт напряжения, которые ìоãут при-
вести к возникновениþ äефектов, проãрессируþ-
щей äеãраäаöии ìатериаëа и к посëеäуþщеìу от-
казу контроëируеìоãо узëа изäеëия. Изìерение
параìетров сиãнаëа ЭДС эëектроìаãнитной ин-
äукöии в äиапазоне ÷астот АЭ позвоëяет не тоëüко
расøиритü äиапазон контроëя эëеìентов изäеëия,
вкëþ÷аþщий напряженное состояние ìатериаëа
изäеëия, но и осуществитü раннее обнаружение äе-
фекта и назреваþщий отказ оборуäования объекта.

Уменьшение влияния вибраций при реализации 
методов неразрушающего контроля

Оäниì из опасных разруøаþщих факторов при
экспëуатаöия энерãоеìких объектов техники явëя-
þтся вибраöии, иìеþщие øирокий спектр ÷астот
из-за ìноãообразия при÷ин их возникновения
[13—15]. Вибраöии возäействуþт не тоëüко на эëе-

ìенты конструкöии, они вносят искажения в эëект-
ри÷еские сиãнаëы изìеритеëüных бëоков, обеспе-
÷иваþщих контроëü и техни÷ескуþ äиаãностику
эëеìентов и узëов объекта, наруøаþт работу сис-
теì навиãаöии и жизнеобеспе÷ения и т. п.

В функöионаëüной äиаãностике ìаøин и обо-
руäования по вибраöии испоëüзуется инфорìаöия,
соäержащаяся в характеристиках коëебатеëüных сиë
и свойствах коëебатеëüной систеìы. В наибоëее об-
щеì виäе коëебатеëüные сиëы описываþтся суììой
периоäи÷еских, сëу÷айных и уäарных составëяþ-
щих, а переäато÷ные характеристики — аìпëитуä-
но-÷астотныìи и фазово-÷астотныìи коìпонента-
ìи. Максиìаëüный объеì äиаãности÷еской инфор-
ìаöии, соäержащейся в структуре коëебатеëüных сиë,
ìожно поëу÷итü, ëиøü разäеëив сиãнаë на составëяþ-
щие (периоäи÷еские, сëу÷айные и уäарные) и ана-
ëизируя кажäуþ из них отäеëüно. Практи÷еское ре-
øение поäобной заäа÷и возìожно ëиøü äëя ÷астных
сëу÷аев с испоëüзованиеì эвристи÷еских ìоäеëей.

Дëя борüбы с вибраöияìи обы÷но испоëüзуþт
виброизоëируþщие прокëаäки из ìетаëëорезины,
преäставëяþщие собой вязкоупруãие виброãася-
щие эëеìенты, иìеþщие коэффиöиент äеìпфиро-
вания äо 0,4 в äиапазоне ÷астот от 5 Гö äо 5 кГö
[16, 17]. Несìотря на то, ÷то эти ìеры позвоëяþт
снизитü уровенü вибраöий в 6...10 раз, их испоëü-
зование не всеãäа возìожно äëя защиты от вибра-
öий эëеìентов техники.

По характеру возäействия вибраöий на проöессы
форìирования инфорìаöионных сиãнаëов с äат-
÷ика при контроëе ìехани÷еской öеëостности ëопа-
ток турбин их ìожно усëовно разбитü на три ос-
новные ãруппы:
� вибраöии, вызванные сìещениеì äат÷ика отно-

ситеëüно корпуса турбины;
� вибраöии за с÷ет переìещений ротора относи-

теëüно корпуса турбины;
� вибраöии, вызванные наãрузкаìи уäарноãо типа,

непосреäственно возäействуþщиìи на äат÷ик.
Хаоти÷еские сìещения этих эëеìентов приво-

äят к изìененияì расстояния ìежäу изìеритеëüной
обìоткой äат÷ика и зоной контроëя, и при опреäе-
ëенноì уровне интенсивности вибраöий изìенения
параìетров инфорìаöионноãо сиãнаëа вызовут не-
избежные оøибки в интерпретаöии этих сиãнаëов
при их обработке. В саìоì äеëе, крепежный узеë
вìесте с инäукöионныì äат÷икоì преäставëяет
собой ìехани÷ескуþ коëебатеëüнуþ систеìу с опре-
äеëенныì ÷исëоì степеней свобоä, иìеþщуþ соб-
ственнуþ резонанснуþ ÷астоту. Наëожение этой
÷астоты на вибраöионные вызывает хаоти÷еские
изìенения в аìпëитуäе и форìе поëезноãо сиãнаëа.
В то же вреìя, есëи сìещения ëопаток из-за виб-
раöий носят äостато÷но реãуëярный характер, то
характерные изìенения сиãнаëа ìоãут бытü поäав-
ëены станäартныìи среäстваìи — с поìощüþ ак-
тивных эëектри÷еских фиëüтров [18].

Наãрузки уäарноãо типа вызываþт в постоянноì
ìаãните акусти÷еские воëны, привоäящие к изìе-

Рис. 3. Способ контроля целостности электропроводных эле-
ментов изделия с использованием акустической эмиссии:
1 — контроëируеìый эëеìент изäеëия; 2 — äефект (трещина);
3 — изìеритеëüная катуøка äат÷ика; 4 — воëна ìехани÷ескоãо
напряжения; 5 — бëок перви÷ной обработки сиãнаëа; 6 — ре-
øаþщий бëок; 7 — коìпüþтер
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ненияì еãо ìаãнитной инäукöии и, сëеäоватеëüно,
к изìенениþ ìаãнитноãо потока в инäукöионной
катуøке. Уäарная наãрузка на изìеритеëüный бëок
систеìы контроëя порожäает иìпуëüснуþ поìеху,
по характеру возäействия на поëезный сиãнаë яв-
ëяþщуþся ìуëüтипëикативной. Такиì образоì,
искажения инфорìаöионных сиãнаëов паразитны-
ìи составëяþщиìи, вызванныìи вибраöияìи, ìо-
ãут привести к появëениþ на выхоäе вы÷исëитеëü-
ноãо бëока систеìы контроëя ëожных сиãнаëов и,
сëеäоватеëüно, к снижениþ наäежности контроëя.

Дëя устранения вëияния вибраöий, отнесенных
к первой ãруппе, быëа приìенена функöионаëüная
схеìа, в которой соäержится äопоëнитеëüный
эëектропровоäный контур, охватываþщий основа-
ние инäукöионноãо äат÷ика и непоäвижно укреп-
ëенный на корпусе турбины (рис. 4). За с÷ет виб-
раöий эëеìентов крепежноãо узëа в контуре воз-
бужäаþтся сиãнаëы ЭДС инäукöии, вызванные
сìещенияìи постоянноãо ìаãнита äат÷ика отно-
ситеëüно корпуса турбины. Такиì образоì, в про-
öессе реаëизаöии ìетоäа оäновреìенно буäут фик-
сироватüся аääитивная суììа поëезноãо сиãнаëа,
сиãнаëа, обусëовëенноãо вибраöияìи (инäукöион-
ная катуøка äат÷ика), и сиãнаëы ЭДС инäукöии за
с÷ет относитеëüноãо переìещения äат÷ика и кор-
пуса турбины (эëектропровоäный контур). Заìетиì,
÷то инäикаторная катуøка не реаãирует на изìе-
нения перви÷ноãо ìаãнитноãо поëя В, так как при
вибраöиях ее сìещения происхоäят оäновреìенно
с постоянныì ìаãнитоì. В то же вреìя ЭДС инäук-
öии в провоäящеì контуре зависит от изìенения В
за с÷ет сìещений постоянноãо ìаãнита, а также от
изìенений втори÷ноãо ìаãнитноãо поëя B′. Оäнако
вкëаä за с÷ет составëяþщей втори÷ноãо поëя ìаë,

и иì ìожно пренебре÷ü (B′/B ∼ 10–2). Выäеëение и
обработка поëезноãо сиãнаëа осуществëяется с по-
ìощüþ станäартных бëоков, показанных на рис. 4.

Экспериìентаëüнуþ отработку описанноãо уст-
ройства провоäиëи на аãреãатноì стенäе РКК
ЭНЕРГИЯ при испытаниях ротора турбонасосноãо
аãреãата (ТНА). Инäукöионный äат÷ик МИД 1 ус-
танавëиваëи на корпусе турбины с поìощüþ кронø-
тейна и хоìутовоãо соеäинения. На корпусе турбины
с поìощüþ кëея быë укрепëен виток äиаìетроì
30 ìì из ìеäной провоëоки тоëщиной 1 ìì, который
охватываë основание äат÷ика. Инäикаторная ка-
туøка äат÷ика и виток поäкëþ÷аëи к эëектроизìе-
ритеëüноìу устройству — ìаãнитофону Revox. Ис-
пытания провоäиëи при ÷астоте вращения ротора
20 000 ìин–1. Вибраöии äат÷ика иìитироваëи путеì
ввеäения искусственноãо äисбаëанса при враще-
нии ротора. Напряжение, сниìаеìое с инäикатор-
ной обìотки äат÷ика, преäставëяëо собой практи-
÷ески реãуëярный ãарìони÷еский сиãнаë с ÷астотой
∼5300 Гö и аìпëитуäой ∼180 ìВ, ìоäуëированный
÷астотой ∼330 Гö с аìпëитуäой ∼90 ìВ. Моäуëяöия
сиãнаëа вызвана коëебанияìи инäукöионноãо äат-
÷ика относитеëüно корпуса турбины. Эти вибраöии
вызываþт периоäи÷еские сìещения постоянноãо
ìаãнита относитеëüно провоëо÷ноãо витка, жестко
скрепëенноãо с корпусоì. Суììарный сиãнаë, по-
ëу÷енный с поìощüþ коìпаратора Revox, соответ-
ствоваë безäефектноìу ротору турбинноãо аãреãата.

Вибраöии, сопровожäаþщиеся относитеëüныìи
переìещенияìи ротора турбины и ее корпуса, свя-
заны с разбаëансоì ротора и проäоëüныì ëþфтоì.
Как правиëо, эти вибраöии носят реãуëярный харак-
тер, а их ÷астота зависит от ÷астоты вращения рото-
ра. Несìотря на ряä сëожностей приìенение спе-
öиаëüных фиëüтров позвоëяет реøитü и эту заäа÷у.

Дëя устранения вибраöий второй ãруппы быëа
преäëожена функöионаëüная схеìа, показанная на
рис. 5. В отëи÷ие от рассìотренноãо устройства
контроëя в схеìу ввеäены äопоëнитеëüный исто÷-
ник ìаãнитноãо поëя (постоянный ìаãнит), непо-
äвижный относитеëüно вращаþщеãося ротора и
запрессованный в еãо ваë, и инäукöионная катуøка,
установëенная соосно с ваëоì непоäвижно на кор-
пусе турбины. В этой катуøке форìируется сиãнаë
ЭДС инäукöии за с÷ет изìенения ìаãнитноãо по-
тока, созäанноãо в ней от äопоëнитеëüноãо исто÷-
ника при ëþбоì изìенении поëожения ротора от-
носитеëüно корпуса турбины. В то же вреìя аìп-
ëитуäа сиãнаëа в инäикаторной катуøке äат÷ика
зависит от уãëовой скорости вращения ротора и еãо
сìещений в проäоëüноì и попере÷ноì направëе-
ниях, вызванных вибраöияìи. Сиãнаëы ЭДС ин-
äукöии с äат÷ика 5 (суììарный сиãнаë) и äопоëни-
теëüной катуøки 4 (вибраöии) поäаþтся на вхоäы
бëока 6, на выхоäе котороãо в резуëüтате их вы÷и-
тания выäеëяется инфорìаöионный сиãнаë, о÷и-
щенный от вызванных вибраöияìи поìех.

Ротор ТНА поäверãаëся преäваритеëüной техно-
ëоãи÷еской обработке. В еãо теëе быë установëен

Рис. 4. Устройство для уменьшения влияния вибраций, вызван-
ных смещениями датчика:
1 — ротор турбины; 2 — корпус турбины; 3 — ëопатки; 4 — по-
стоянный ìаãнит; 5 — инäикаторная катуøка äат÷ика; 6 —
эëектропровоäный виток; 7, 8 — усиëитеëи-форìироватеëи;
9 — вы÷итаþщее устройство; 10 — АЦП; 11 — коìпüþтер
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постоянный стержневой ìаãнит äëиной 30 ìì и
äиаìетроì 18 ìì, изãотовëенный из спëава типа
ЮНДК. Посëе установки ìаãнита техноëоãи÷еское
отверстие заëиваëи коìпаунäоì. В ка÷естве äопоë-
нитеëüной инäукöионной катуøки испоëüзоваëи
обìотку ìаëоãабаритноãо реëе РЭС-49. Катуøка
крепиëасü на корпусе с поìощüþ кëеевоãо соеäи-
нения. Расстояние от рабо÷еãо торöа катуøки äо
обращенноãо к ней торöа ìаãнита составëяëо ∼70 ìì.
Постоянный ìаãнит созäаваë в катуøке поëе с ин-
äукöией ∼8 Ѕ 10–3 Тë. Бëок вы÷итания быë собран
на базе коìпаратора К564МП2.

Частоту вращения ротора в экспериìенте поä-
äерживаëи постоянной в äиапазоне от 5 Ѕ 103 äо
∼20 Ѕ 103 ìин–1, а еãо попере÷ные вибраöии со-
зäаваëисü путеì ввеäения искусственноãо äисба-
ëанса при вращении. В äопоëнитеëüной инäукöи-
онной катуøке за с÷ет вибраöий иниöиироваëисü
сиãнаëы с ÷астотой ∼330 Гö и аìпëитуäой ∼20 ìВ.
Сиãнаëы с äат÷ика иìеëи такие же параìетры, как
в описанноì выøе анаëоãи÷ноì экспериìенте.

Дëя устранения вëияния вибраöий третüей ãруппы
приìеняëи анаëоãи÷ные схеìы, в которых äëя фор-
ìирования äопоëнитеëüноãо вибросиãнаëа испоëü-
зоваëи пüезоäат÷ик, укрепëенный на уäаëенноì
торöе инäукöионноãо äат÷ика. Дëя работы вы÷и-
таþщеãо бëока испоëüзоваëи усиëитеëü, так как сиã-
наë с äат÷ика составëяë всеãо ∼10 ìкВ. Важно от-
ìетитü, ÷то преäëоженная функöионаëüная схеìа
контроëя объекта не требует конструктивной äора-

ботки ротора ТНА: äëя созäания äопоëнитеëüноãо
ìаãнитноãо поëя быëо испоëüзовано иìеþщееся тех-
ноëоãи÷еское отверстие в ваëе ротора ТНА. При этоì
разìещение ìаãнита в поëости ваëа не привоäит к
наруøениþ баëансировки ротора при вращении.

Преäëоженные способы и устройства äëя повы-
øения эффективности перви÷ных преобразовате-
ëей инфорìаöионных сиãнаëов отëи÷аþтся про-
стотой, универсаëüностüþ, оäнако в кажäоì конк-
ретноì сëу÷ае проектирования систеìы контроëя
потребуется провеäение äопоëнитеëüных иссëеäо-
ваний. Техноëоãи÷еская направëенностü этих работ
зависит от øтатных режиìов работы контроëируе-
ìоãо объекта, общеãо уровня эëектроìаãнитных
поìех, ìехани÷еских наãрузок и äруãих факторов.
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О методе электроаналогий

Матеìати÷еское описание эëектри÷еских про-
öессов ÷асто совпаäает с описаниеì проöессов в
объектах иной физи÷еской прироäы. В связи с этиì
появëяется возìожностü заìенитü иссëеäования
в неэëектри÷еских систеìах иссëеäованияìи явëе-
ний в эëектри÷еских öепях [1, 7]. В табë. 1 срав-
ниваþтся коìпонентные уравнения ìехани÷еских
и эëектри÷еских систеì, и показывается их äина-
ìи÷еская анаëоãия [4, 5].

Этот ìетоä наряäу с законаìи теорети÷еской
ìеханики позвоëяет испоëüзоватü законы эëектро-
техники. В резуëüтате расøиряется преäставëение
о происхоäящих явëениях, и появëяется возìож-
ностü форìаëизоватü синтез ìатеìати÷еских ìоäе-
ëей сëожных ìехани÷еских систеì. Возìожностü
приìенения äëя реøения заäа÷ эëектротехники за-

конов Кирхãофа äает эëектри÷ескиì ìоäеëяì зна-
÷итеëüное преиìущество переä ìоäеëяìи иной
физи÷еской прироäы, так как в äруãих обëастях
техники нет законов, поëностüþ аäекватных зако-
наì Кирхãофа.

Механи÷еские объекты обы÷но преäставëяþт в
виäе структурно-кинеìати÷еских схеì. Кинеìати-
÷еская схеìа характеризует оäновреìенно ãеоìет-
риþ ìеханизìа и еãо äвижение, ÷то затруäняет то-
поëоãи÷еское преäставëение ìехани÷еских систеì.
Наибоëее сëожно в ìеханике приìенитü анаëоã
первоãо закона Кирхãофа, в соответствии с кото-
рыì суììа токов в узëе эëектри÷еской схеìы рав-
на нуëþ. Проäифференöировав уравнение токов в
узëе, поëу÷иì важное сëеäствие, вытекаþщее из пер-
воãо закона Кирхãофа: суììа произвоäных токов
(приìенитеëüно к ìеханике — ускорений) в узëе
также равна нуëþ. Данное утвержäение в терìинах
ìеханики не стоëü о÷евиäно, как в эëектротехнике.

Друãой аспект ìетоäа эëектроанаëоãий своäится
к приìенениþ в эквиваëентных эëектри÷еских схе-
ìах заìещения иäеаëüных трансфорìаторов как
с постоянныìи, так и с переìенныìи коэффиöи-
ентаìи трансфорìаöии. Трансфорìатор с пере-
ìенныì коэффиöиентоì трансфорìаöии (сëу÷аи
пëоских кривоëинейных и пространственных äви-
жений теë) преäставëяет собой аìпëитуäный ìо-
äуëятор напряжений, токов и произвоäных токов.
Матеìати÷еское описание таких объектов уравне-
нияìи ìеханики также затруäнитеëüно.

С поìощüþ эëектри÷еских разъеìных соеäине-
ний эквиваëентные эëектри÷еские схеìы заìеще-
ния ìожно собиратü из отäеëüных независиìых
ìоäуëей (поäсистеì), ÷то позвоëяет конструиро-
ватü ìатеìати÷еские ìоäеëи по аãреãатноìу (рас-
øиряеìоìу) принöипу.

Приìенение ìетоäа эëектроанаëоãий преäус-
ìатривает äекоìпозиöиþ — разäеëение сëожных
äинаìи÷еских систеì на эëеìентарные звенüя трех
виäов: инерöионные, äиссипативные и упруãие
(табë. 1). В резуëüтате созäается иìитаöионная ìа-
теìати÷еская ìоäеëü, которая в коне÷ноì итоãе
преäставëяет собой совìестнуþ систеìу äиффе-
ренöиаëüных и ëинейных аëãебраи÷еских уравне-
ний. При ìоäеëировании на ЭВМ эти уравнения
иìеþт устой÷ивое ÷исëенное реøение [5].

Постановка задачи

Ставится заäа÷а: с поìощüþ пятизвенноãо ро-
бота, состоящеãо из звенüев AB, BC, CD, DE, EF
(рис. 1), осуществитü äвижение коне÷ной то÷ки F
ìанипуëятора по некотороìу контуру обработки,
распоëоженноìу на поверхности H, с заäанной ско-
ростüþ VF, при÷еì коне÷ное звено EF всеãäа äоëжно

Показана методика математического моделирования
механических систем методом электроаналогий. Получено
решение обратной позиционной задачи робота с пятью
вращательными парами в виде дифференциально-алгебраи-
ческих уравнений.

Ключевые слова: математическое моделирование сис-
тем, метод электромеханических аналогий, манипуляци-
онный робот

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

Табëиöа 1

Компонентные уравнения

Виä систеìы
Тип коìпонента

Инерöионный Диссипативный Упруãий

Механи÷еская 
поступатеëüная Fи = m Fä = μvä Fу = ∫vуdt

Механи÷еская 
вращатеëüная Mи = J Mä = μωä Mу = ∫ωуdt

Эëектри÷еская Uи = L Uä = Riä Uу = ∫iуdt

dv
и

dt
-------

1
g
--

dω
и

dt
--------

1
g
--

di
и

dt
------

1
C
---
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бытü ориентировано по норìаëи N к поверхности.
Указанные параìетры äвижения коне÷ноãо звена
робота опреäеëяþтся интерпоëятороì устройства
ЧПУ. Все необхоäиìые äанные поступаþт в интер-
поëятор из управëяþщей проãраììы, которая
обы÷но форìируется в CAD/CAM-систеìе.

Дëя простоты рассìотриì ÷астный сëу÷ай заäа÷и.
Буäеì с÷итатü, ÷то обрабатываеìая поверхностü —
сфера, а контур обработки — окружностü, распо-
ëоженная на сфере. Пëоскостü, в которой ëежит
окружностü, ориентирована в пространстве с по-
ìощüþ вектора B, ортоãонаëüноãо к пëоскости ок-
ружности. Этот вектор заäан направëяþщиìи ко-
синусаìи A, B, C.

Кинеìати÷еская ìоäеëü такоãо робота базируется
на реøении так называеìой "обратной позиöионной
заäа÷и". Она форìуëируется сëеäуþщиì образоì [2].
При заäанноì поëожении и ориентаöии коне÷ноãо
звена S ìанипуëятора требуется найти обобщен-
ные коорäинаты ìанипуëятора q = (q1, q2, ..., qn)

т.
Есëи обозна÷итü S = f(q), то искоìые коорäинаты
ìожно выразитü соотноøениеì q = f–1(S). Реøение
обратной позиöионной заäа÷и необхоäиìо äëя уп-
равëения ìанипуëятороì. Общеãо ìетоäа реøения
этой заäа÷и в явноì виäе не существует, приìене-
ние же ÷исëенных ìетоäов ÷асто привоäит к рас-
хоäиìости соответствуþщих итераöионных схеì
[2, 3]. До настоящеãо вреìени обратная позиöион-
ная заäа÷а робототехники остается пробëеìной [2].

Алгоритм построения кинематической модели

Аëãоритì реøения обратной позиöионной заäа÷и
с испоëüзованиеì ìетоäа эëектроанаëоãий своäится
к сëеäуþщей посëеäоватеëüности äействий:

1) кажäуþ из то÷ек со÷ëенений в ìанипуëяторе
разäеëиì усëовно на äве то÷ки, которыì присвоиì
сиìвоëы mi, ni (рис. 2). То÷ку, распоëоженнуþ в
на÷аëе звена, есëи äвиãатüся от первоãо звена к по-

сëеäнеìу звену, обозна÷иì сиìвоëоì mi, а то÷ку,
распоëоженнуþ в конöе звена, — сиìвоëоì ni. Зäесü
i — ноìер звена, к котороìу привязана то÷ка. С у÷е-
тоì принятых обозна÷ений то÷ка n0 принаäëежит
непоäвижноìу основаниþ, а то÷ка m1 — звену 1.
То÷ка n1 принаäëежит звену 1, а то÷ка m2 — звену 2
и т. ä.;

2) приìеì äопущение, ÷то все со÷ëенения звенü-
ев ìанипуëятора сфери÷еские. Кажäое из них иìеет
три степени свобоäы. Через такие со÷ëенения ìоãут
переäаватüся от звена к звену ëиøü сиëы, и не ìоãут
переäаватüся ìоìенты сиë. Принятое усëовие упро-
щает ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü ìанипуëятора, хотя
и противоре÷ит реаëüной конструкöии кинеìати-
÷еских пар;

3) приìеняя принöип Даëаìбера, составиì урав-
нения кинетостатики, опреäеëяþщие äвижение каж-
äоãо звена с выäеëенной ìассой;

4) построиì на основе поëу÷енных уравнений
эквиваëентнуþ эëектри÷ескуþ схеìу заìещения äëя
кажäоãо выäеëенноãо звена. Уравнения Кирхãофа
äëя контуров созäанной эëектри÷еской схеìы
äоëжны совпаäатü с уравненияìи кинетостатики
äëя сиë и ìоìентов сиë;

5) на основе эëектри÷еской схеìы запиøеì урав-
нения по первоìу закону Кирхãофа и уравнения
трансфорìаторов. Проäифференöируеì эти урав-
нения. Добавиì к поëу÷енныì уравненияì коìпо-
нентные уравнения;

6) ÷тобы у÷естü реаëüный тип со÷ëенений, наäо
äобавитü в ìатеìати÷ескуþ ìоäеëü ìанипуëятора
уравнения связи. Они у÷итываþт факти÷ескуþ
конструкöиþ кинеìати÷еских пар, относящихся к
кинеìати÷ескиì параì пятоãо кëасса.

Вхоäящие в кинеìати÷ескуþ öепü ìанипуëятора
звенüя соверøаþт в пространстве сëожные äвиже-
ния. Рассìотриì äвижение некотороãо i-ãо звена
(рис. 3). Звено иìеет äва виртуаëüных øаровых со-
÷ëенения m и n. Поä äействиеì сиë реакöий Rm и Rn
в со÷ëенениях звено соверøает как поступатеëüное,
так и вращатеëüное äвижения вокруã öентра ìасс ci.

Рис. 1. Кинематическая схема пятизвенного робота с реальны-
ми сочленениями

Рис. 2. Кинематическая схема пятизвенного робота с виртуаль-
ными шаровыми шарнирами
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Ввеäеì поìиìо непоäвижной систеìы коорäинат
Oxyz еще и поäвижнуþ систеìу коорäинат Cixiyizi,
переìещаþщуþся поступатеëüно относитеëüно осей
Oxyz и связаннуþ со звеноì в то÷ке ci. Такиì обра-
зоì, в поäвижной систеìе коорäинат звено у÷аст-
вует тоëüко во вращатеëüноì äвижении.

Запиøеì уравнения äвижения звена в поäвиж-
ной систеìе коорäинат [1]:

(1)

В правых ÷астях уравнений (1) неизвестны про-
екöии вектора уãëовой скорости ωi. Чтобы их оп-
реäеëитü, рассìотриì посëеäоватеëüно äвижение
звена в проекöиях на кажäуþ из трех коорäинат-
ных пëоскостей непоäвижной систеìы коорäинат
Oxyz. Испоëüзуя ìетоä кинетостатики [1], запиøеì
äëя кажäой пëоскости уравнения сиë и уравнения
ìоìентов сиë. Рассìотриì коорäинатнуþ пëос-
костü Oxy:

(2)

ãäе  = Rmxliy;  = Rmylix;  = Rnxriy;

 = Rnyrix, в своþ о÷ереäü, lix, liy, rix, riy — про-

екöии векторов li и ri на коорäинатные оси y и x.

Даëее записываеì коìпонентные уравнения:

(3)

На основе уравнений (2) и (3) строится эквива-
ëентная эëектри÷еская схеìа заìещения (рис. 4).

По анаëоãии записываеì уравнения равновесия
сиë и уравнения равновесия ìоìентов сиë äëя ко-
орäинатных пëоскостей Oyz и Oxz. На основе этих
уравнений строиì неäостаþщие äве схеìы заìе-
щения. Объеäиняя их с преäыäущей схеìой, поëу-
÷аеì оäну общуþ схеìу заìещения äëя рассìатри-
ваеìоãо звена.

Эта эëектри÷еская схеìа не явëяется в поëноì
сìысëе эëектри÷еской, поскоëüку разìерности эëек-

три÷еских веëи÷ин заìенены в
ней соответствуþщиìи разìер-
ностяìи ìехани÷еских веëи÷ин.
В äействитеëüности, äанная
эëектри÷еская схеìа преäстав-
ëяет собой образ ìехани÷ескоãо
устройства, т. е. звена i, преä-
ставëенноãо в виäе эëектри÷е-
ской схеìы. С поìощüþ извест-
ных теореì поäобия [5] ìожно
опреäеëитü коэффиöиенты по-
äобия и перейти от ìехани÷е-
ских веëи÷ин к эëектри÷ескиì,
т. е. теì саìыì привести экви-
ваëентнуþ эëектри÷ескуþ схеìу
заìещения к натураëüноìу виäу.
Оäнако такой перехоä не требу-
ется, поскоëüку из теории раз-

Рис. 3. Движение в пространстве i-го звена

 = ωiyriz – riyωiz;

 = ωizrix – rizωix;

 = ωixriy – rixωiy.

drix
dt

-------
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-------
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dt

-------
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Рис. 4. Часть эквивалентной электрической схемы замещения для i-го звена
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ìерностей физи÷еских веëи÷ин известно, ÷то ос-
новные еäиниöы изìерений выбираþтся произ-
воëüно, и они не зависят от остаëüных еäиниö.
Сëеäоватеëüно, к описаниþ проöессов в эквива-
ëентных эëектри÷еских схеìах заìещения приìе-
ниìы как законы эëектротехники, так и законы
ìеханики. Такиì образоì, ìетоä эëектроанаëоãий
позвоëяет строитü ìатеìати÷еские ìоäеëи ìехани-
÷еских устройств путеì совìещения законов ìеха-
ники с законаìи эëектротехники.

Проäоëжиì рассìотрение звена i. Запиøеì урав-
нения трансфорìаторов. Поскоëüку ìы строиì не
äинаìи÷ескуþ, а кинеìати÷ескуþ ìоäеëü, то соот-
ноøения напряжений (сиë и ìоìентов сиë) в этих
уравнениях опускаеì:

(4)

Записываеì по первоìу закону Кирхãофа урав-
нения баëанса токов в кажäоì из øести узëов:

(5)

Упростиì заäа÷у. Поëаãая li + ri = Ri, искëþ÷иì
из соотноøений (4) и (5) внутренние переìенные.
В резуëüтате поëу÷иì тоëüко три уравнения, кото-
рые явëяþтся основными кинематическими уравне-
ниями первого порядка i-ãо звена:

(6)

Присваивая инäексу i зна÷ения от 1 äо 5, поëу-
÷аеì основные кинеìати÷еские уравнения äëя каж-
äоãо из пяти звенüев ìанипуëятора.

Уравнения (6) приìениìы к ëþбыì вращатеëü-
ныì кинеìати÷ескиì параì разëи÷ных ìанипуëя-
торов и, сëеäоватеëüно, преäставëяþт собой фунäа-
ìентаëüное реøение заäа÷и. Эти уравнения сëеäует
рассìатриватü как систеìу ëинейных аëãебраи÷е-
ских уравнений (СЛАУ) относитеëüно неизвестных
проекöий векторов Vmi, Vni, ωi. Вхоäящие в уравне-
ния проекöии векторов Ri буäут найäены из äиффе-
ренöиаëüных уравнений. Как буäет показано ниже,

преäставëение реøения (6) в виäе СЛАУ не связано
с ëинейной аппроксиìаöией функöий и поэтоìу
не ухуäøает то÷ностü реøения заäа÷и.

Заìетиì, ÷то ÷исëо уравнений в систеìе (6)
ìенüøе ÷исëа неизвестных. Чтобы поëу÷итü заìкну-
туþ систеìу уравнений, необхоäиìо к уравненияì
(6) присоеäинитü уравнения связи.

Вывод уравнений связи

Прежäе ÷еì перейти к уравненияì связи, необ-
хоäиìо опреäеëитü орты осей поäвижных систеì
коорäинат [3, 6], связанных со звенüяìи 1, ..., 5.
Приìеì правиëо, в соответствии с которыì осü Zi
поäвижной систеìы коорäинат äоëжна бытü сов-
ìещена с осüþ вращатеëüной пары так, ÷тобы при
взãëяäе с конöа вектора Zi поворот звена в поëо-
житеëüноì направëении соверøаëся против вра-
щения ÷асовой стреëки. Есëи осü Zi ортоãонаëüна
оси звена, то осü Xi совìещаеì с осüþ звена, а осü
Yi направëяеì ортоãонаëüно к оси звена.

В ка÷естве приìера рассìотриì первые три звена
(рис. 5). Со звеноì 1 свяжеì систеìу коорäинат
Ax1y1z1, направив осü z1 по оси вращатеëüной пары A,
а осü y1 — по оси пары B. Со звеноì 2 свяжеì сис-
теìу коорäинат Bx2y2z2, направив осü z2 по оси па-
ры B, и осü x2 — по оси звена 2. Со звеноì 3 свяжеì
систеìу коорäинат Cx3y3z3, направив осü z3 по оси
øарнира C, а осü x3 — по оси звена 3. С÷итаеì также,
÷то ãëавные öентраëüные оси звенüев параëëеëüны
соответствуþщиì осяì xi, yi, zi (i = 1, 2, 3, ...), свя-
занныì со звенüяìи.

ωizliy = , ωixliz = , ωiylix = ,

ωizriy = , ωixriz = , ωiyrix = ,

ωizlix = , ωixliy = , ωiyliz = ,

ωizrix = , ωixriy = , ωiyriz = .

Vmx
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Vmy
ωx

Vmz
ωy

Vnx
ωz

Vny
ωx

Vnz
ωy

Vmy
ωz

Vmz
ωx

Vmx
ωy

Vny
ωz

Vnz
ωx

Vnx
ωy

Vix – Vmix +  –  = 0,

Vix – Vnix –  +  = 0,

Viy – Vmiy +  –  = 0,

Viy – Vniy –  –  = 0,

Viz – Vmiz +  +  = 0,

Viz – Vniz –  +  = 0.

Vmx
ωz

Vmx
ωy

Vnx
ωz

Vnx
ωy

Vmy
ωx

Vmy
ωz

Vny
ωx

Vny
ωz

Vmz
ωy

Vmz
ωx

Vnz
ωy

Vnz
ωx

Vmix – Vnix + Rizωiy – Riyωiz = 0,

Vmiy – Vniy + Rixωiz – Rizωix = 0,

Vmiz – Vniz + Riyωix – Rixωiy = 0, i = .1 5,

Рис. 5. Подвижные системы координат, связанные со звеньями
1, 2, 3
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Сна÷аëа опреäеëиì направëение осей поäвижной
систеìы коорäинат Ax1y1z1 в непоäвижной систеìе
Axyz. Из рис. 5 сëеäует:

i1 = , j1 = , k1 = . (7)

Даëее опреäеëяеì орты осей поäвижной систе-
ìы коорäинат Bx2y2z2, связанной со звеноì 2. Дëя
этоãо сна÷аëа найäеì эти орты относитеëüно пре-
äыäущей сìежной систеìы коорäинат Ax1y1z1:

 = ,  = ,  = .

Тоãäа в систеìе Axyz коорäинаты этих же векто-
ров ìоãут бытü опреäеëены с поìощüþ известноãо
преобразования коорäинат

i2 = L1 , j2 = L1 , k2 = L1 ,

ãäе

L1 =  —

ìатриöа перехоäа от систеìы Ax1y1z1 к систеìе Axyz.
Эëеìенты αij (i, j = 1, 2, 3, ...) ìатриöы L1 естü на-
правëяþщие косинусы осей систеìы Ax1y1z1 отно-
ситеëüно осей систеìы Axyz. Эти эëеìенты уже
найäены на преäыäущеì øаãе реøения заäа÷и.
Поäставëяя выражения эëеìентов αij в форìуëы,
опреäеëяеì орты осей поäвижной систеìы коор-
äинат Bx2y2z2 в непоäвижной систеìе коорäинат Axyz:

i2 = ,

j2 = , k2 = . (8)

Проäоëжая рассìотренные преобразования, за-
пиøеì орты осей поäвижных систеì коорäинат,
связанных с оставøиìися звенüяìи 3—5:

i3 = ,

j3 = , k3 = ; (9)

i4 = ,

j4 = , k4 = ; (10)

i5 = ,

j5 = ,

k5 = . (11)

Обратиìся теперü к уравненияì связи. Уравне-
ния связи устанавëиваþт соотноøения ìежäу уãëо-
выìи и ëинейныìи скоростяìи сìежных звенüев.
Звено i – 1 ìанипуëятора соеäинено со звеноì i
осüþ (рис. 6). То÷ки ni – 1, mi, совìещенные во вра-
щатеëüной паре, иìеþт оäинаковые ëинейные
скорости:

Vmi = Vn(i – 1). (12)
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Рис. 6. Угловые скорости смежных звеньев
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Уãëовые скорости звенüев i – 1 и i в общеì сëу÷ае
не равны ìежäу собой: ωi ≠ ωi – 1. Уравнения связи
äëя уãëовых скоростей опреäеëиì с поìощüþ век-
торноãо сëожения уãëовых скоростей сìежных
звенüев. Вращатеëüное äвижение звена i относи-
теëüно звена i – 1 опреäеëяется вектороì уãëовой
скорости Δωi, направëенныì по оси вращения. Есëи
известны абсоëþтная уãëовая скоростü ωi – 1 звена
i – 1 и уãëовая относитеëüная скоростü Δωi, то аб-
соëþтнуþ уãëовуþ скоростü звена i ìожно опреäе-
ëитü с поìощüþ векторноãо соотноøения:

ωi = ωi – 1 + Δωi. (13)

С осüþ вращатеëüной пары связана коорäинатная
осü Zi. Орт ki этой оси заäан в базовой систеìе коор-
äинат с поìощüþ направëяþщих косинусов. Вектор
уãëовой скорости Δωi звена i относитеëüно звена
i – 1 направëен по оси Zi и опреäеëяется форìуëой

Δωi = Δωiki.

В посëеäнеì уравнении неизвестна скаëярная
веëи÷ина относитеëüной уãëовой скорости Δωi. Из
кинеìати÷еской схеìы на рис. 6 виäно, ÷то она оп-
реäеëяется соотноøениеì

Δωi = ωiz – ω(i – 1)z, (14)

ãäе ωiz = ωi•ki, ω(i – 1)z = ω(i – 1)•ki; • — зäесü и äа-
ëее обозна÷ает скаëярное произвеäение векторов.

Поäставëяя поëу÷енные выражения переìенных
в исхоäное уравнение (13), поëу÷аеì векторное
уравнение связи äëя уãëовых скоростей вращатеëü-
ной пары

Δωi = (Δωi•ki)•ki, (15)

ãäе Δωi = ωi – ωi – 1.
Иссëеäуеì свойства этоãо уравнения. Запиøеì

уравнение (15) в коорäинатной форìе. Посëе
простых преобразований поëу÷аеì систеìу ëиней-
ных аëãебраи÷еских уравнений относитеëüно не-
известных составëяþщих вектора Δωi:

(16)

Опреäеëитеëü этой систеìы равен нуëþ:

 = 0.

Поэтоìу äëя реøения заäа÷и ìожно испоëüзоватü
тоëüко äва уравнения äанной систеìы.

Реøатü векторное уравнение (15) в направëении
справа — наëево, т. е. нахоäитü сна÷аëа скаëярное
произвеäение ki•ki, а затеì уìножатü поëу÷енное
произвеäение на вектор Δωi бессìысëенно, по-

скоëüку произвеäение ki•ki = 1, и ìы прихоäиì к
тожäеству Δωi = Δωi.

Теперü возникает вопрос, какие äва уравнения
систеìы (16) сëеäует испоëüзоватü в ка÷естве урав-
нений связи? Не прибеãая к строãиì ìатеìати÷ескиì
äоказатеëüстваì, которые выхоäят за раìки äанной
статüи, покажеì особенности таких уравнений на
конкретноì приìере. Заäавøисü зна÷ениеì инäекса
i = 2, запиøеì первое и второе уравнения систеìы
(16) äëя второãо звена. Поäставив в эти уравнения
выражения направëяþщих косинусов вектора k2 из
форìуëы (8), поëу÷иì

Δω2xcos2ϕ1 + Δω2ysinϕ1cosϕ1 = 0;

Δω2xsinϕ1cosϕ1 + Δω2ysin
2ϕ1 = 0.

При ϕ1 = π/2 первое уравнение обращается в ну-
ëевое тожäество, а при ϕ1 = 0 второе уравнение об-
ращается в нуëевое тожäество.

Чтобы в проöессе реøения СЛАУ искëþ÷итü по-
явëения особых то÷ек, сëеäует в ка÷естве первоãо
уравнения связи взятü суììу первоãо и второãо
уравнений систеìы (16), а в ка÷естве второãо урав-
нения связи — суììу второãо и третüеãо уравнений
этой систеìы. В резуëüтате поëу÷аеì искоìые урав-
нения связи äëя вращатеëüных пар, которые не
привоäят к появëениþ особых то÷ек:

(17)

Присваивая инäексу i зна÷ения от 1 äо 5, поëу-
÷аеì уравнения связи äëя кажäой из пяти кинеìа-
ти÷еских вращатеëüных пар наøеãо ìанипуëятора.
Вхоäящие в уравнения (17) проекöии векторов ki —
переìенные веëи÷ины. Оäнако ниже буäет пока-
зано, ÷то особенности ÷исëенноãо интеãрирования
äифференöиаëüных уравнений, с которыìи связа-
ны уравнения (17), позвоëяþт с÷итатü эти уравне-
ния, как и уравнения (6), уравненияìи с постоян-
ныìи коэффиöиентаìи.

К уравненияì связи относятся также векторные
уравнение (12) и (13), которые в коорäинатной
форìе приниìаþт сëеäуþщий виä:

(18)

Уравнения связи (17) и (18) преäставëяþт собой
фунäаìентаëüное реøение заäа÷и. Они приìениìы к
ëþбыì вращатеëüныì параì разных ìанипуëяторов.

Вектор задающих воздействий

Чтобы поëу÷итü заìкнутуþ СЛАУ, уравнений
(6), (17) и (18) неäостато÷но. Чисëо неизвестных
оказывается боëüøе ÷исëа уравнений. В связи с этиì

(  – 1)Δωix + kiykixΔωiy + kizkixΔωiz = 0;

kixkiyΔωix + (  – 1)Δωiy + kizkiyΔωiz = 0;

kixkizΔωix + kiykizΔωiy + (  – 1)Δωiz = 0.

kix
2

kiy
2

kiz
2

kix
2

1–( ) kiykix kizkix

kixkiy kiy
2

1–( ) kizkiy

kixkiz kiykiz kiz
2

1–( )

[kix(kix + kiy) – 1]Δωix + [kiy(kix + kiy) – 1]Δωiy +

+ [kiz(kix + kiy)]Δωiz = 0,

[kix(kiy + kiz)]Δωix + [kiy(kiy + kiz) – 1]Δωiy +

+ [kiz(kiy + kiz) – 1]Δωiz = 0, i = .1 5,

Vmix – Vn(i – 1)x = 0, Δωix – ωix + ω(i – 1)x = 0,

Vmiy – Vn(i – 1)y = 0, Δωiy – ωiy + ω(i – 1)y = 0,

Vmiz – Vn(i – 1)z = 0, Δωiz – ωiz + ω(i – 1)z = 0,

i = .1 5,
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необхоäиìо саìиì заäатü некоторое ÷исëо переìен-
ных. Эти переìенные образуþт вектор задающих
воздействий, который опреäеëяет (заäает) траекто-
риþ äвижения робота в пространстве. Чисëо заäаþ-
щих возäействий зависит от ÷исëа степеней свобоäы,
т. е. от ÷исëа звенüев и ÷исëа кинеìати÷еских пар
ìанипуëятора (табë. 2).

Наприìер, äëя трехзвенноãо ìанипуëятора век-
тороì заäаþщих возäействий ìожет сëужитü вектор
скорости коне÷ной то÷ки (три заäаþщих возäейст-
вия), äвижущейся по некоторой заäанной траекто-
рии. Дëя øестизвенноãо ìанипуëятора ìожно оп-
реäеëитü векторы скоростей äëя äвух то÷ек (øестü
заäаþщих возäействий), оäна из которых äвижется
по заäанноìу контуру, а вторая — по эквиäистанте
к этоìу контуру. Вообще, заäаþщие возäействия
ìоãут опреäеëятüся разëи÷ныìи уравненияìи, свя-
зываþщиìи ìежäу собой некоторые искоìые пе-
реìенные. В соответствии с табë. 2, äëя наøеãо пя-
тизвенноãо ìанипуëятора необхоäиìо опреäеëитü
пятü заäаþщих возäействий.

Заäаäиì äвижение коне÷ной то÷ки n5 ìанипу-
ëятора по контуру, который преäставëяет собой äу-
ãу окружности, распоëоженнуþ на сфере (рис. 7).

Запиøеì общуþ систеìу äифференöиаëüных
уравнений окружности, ориентированной произ-
воëüно в пространстве:

(19)

Правые ÷асти уравнений (19) преäставëяþт со-
бой вектор скорости коне÷ной то÷ки n5 ìанипуëя-
тора. Этот вектор опреäеëяется сëеäуþщиìи урав-
ненияìи:

(20)

ãäе A, B, C — направëяþщие косинусы норìаëи к
пëоскости окружности; xc1, yc1, zc1 — коорäинаты
öентра окружности относитеëüно на÷аëüной то÷ки
äуãи; r1 — раäиус окружности контура; V1 — кон-
турная скоростü.

Звено 5 ìанипуëятора ориентировано по нор-
ìаëи N к поверхности сферы. В этоì сëу÷ае то÷ка
m5 ìанипуëятора äоëжна переìещатüся по окруж-
ности, которая явëяется эквиäистантой по отно-
øениþ к заäанноìу контуру (рис. 7).

Эквиäистанта расс÷итывается путеì реøения
äифференöиаëüных уравнений, которые в äанноì
сëу÷ае анаëоãи÷ны уравненияì (19):

(21)

ãäе

(22)

Табëиöа 2

Анализ числа задающих воздействий

Чисëо звенüев 
и ÷исëо кинеìати-

÷еских пар

Чисëо
уравнений 
в СЛАУ

Чисëо
неизвест-

ных

Чисëо заäа-
þщих воз-
äействий

1 звено + 1 пара 8 9 1
2 звена + 2 пары 16 18 2
3 звена + 3 пары 24 27 3
4 звена + 4 пары 32 36 4
5 звенüев + 5 пар 40 45 5
6 звенüев + 6 пар 48 54 6

Рис. 7. Движение конечной точки n5 манипулятора по дуге ок-

ружности, расположенной на сфере

 = Vn5x;

 = Vn5y;

 = Vn5z.

dxn5

dt
---------

dyn5

dt
---------

dzn5

dt
--------

Vn5x = [B(zn5 – zc1) – C(yn5 – yc1)],

Vn5y = [C(xn5 – xc1) – A(zn5 – zc1)],

Vn5z = [A(yn5 – yc1) – B(xn5 – xc1)],

V1

r1
-----

V1

r1
-----

V1

r1
-----

 = Vm5x;

 = Vm5y;

 = Vm5z,

dxm5

dt
----------

dym5

dt
---------

dzm5

dt
---------

Vm5x = [B(zm5 – zc2) – C(ym5 – yc2)];

Vm5y = [C(xm5 – xc2) – A(zm5 – zc2)];

Vm5z = [A(ym5 – yc2) – B(xm5 – xc2)].

V2

r2
-----

V2

r2
-----

V2

r2
-----
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Из уравнений (22) в ка÷естве заäаþщих возäей-
ствий наäо выбратü äва ëþбых уравнения. Вìесте
с уравненияìи (20) поëу÷иì в итоãе пятü заäаþщих
возäействий.

Дифференциальные уравнения движений звеньев

Рассìотриì систеìу äифференöиаëüных урав-
нений äëя звена, соверøаþщеãо сфери÷еское äви-
жение [1]:

 = Ri Ѕ ωi, (23)

ãäе Ri — раäиус-вектор звена; ωi — вектор абсоëþт-
ной уãëовой скорости звена; i — ноìер звена; Ѕ —
зäесü и äаëее — векторное произвеäение векторов.

Вернеìся к систеìе скаëярных уравнений (6).
Запиøеì их в виäе векторноãо соотноøения:

Ri Ѕ ωi = Vni – Vmi. (24)

Поäставëяя выражение äëя векторноãо произ-
веäения из уравнения (24) в уравнение (23), поëу-
÷аеì универсаëüнуþ систеìу äифференöиаëüных
уравнений äвижения i-ãо звена:

 = Vni – Vmi, i = . (25)

Обобщенные коорäинаты найäеì с поìощüþ
сëеäуþщеãо уравнения:

 = Δωi•ki, i = . (26)

Присваивая инäексу i в уравнениях (25) и (26)
зна÷ения от 1 äо 5, поëу÷аеì äифференöиаëüные
уравнения äвижений äëя кажäоãо из пяти звенüев
ìанипуëятора. Данные уравнения также преäстав-
ëяþт собой фунäаìентаëüное реøение заäа÷и, по-
скоëüку приìениìы к ëþбыì ìанипуëятораì с
вращаþщиìися кинеìати÷ескиìи параìи.

Компьютерное моделирование

В öеëоì, ìы поëу÷иëи заìкнутуþ äифференöи-
аëüно-аëãебраи÷ескуþ систеìу, которая вкëþ÷ает
45 ëинейных аëãебраи÷еских уравнений (6), (17),
(18), (20), (22) и 26 äифференöиаëüных уравнений
(ДУ) (19), (21), (25), (26). Моäеëирование äвиже-
ний робота на коìпüþтере иëи управëение этиì
роботоì с поìощüþ коìпüþтерной систеìы уп-
равëения в реаëüноì вреìени своäится к реøениþ
äанной систеìы уравнений ÷исëенныìи ìетоäаìи.
На кажäоì øаãе интеãрирования ДУ реøается
СЛАУ стоëüко раз, скоëüко вы÷исëитеëüных стаäий
иìеет кажäый øаã. Реøение СЛАУ опреäеëяет ÷ис-
ëенные зна÷ения функöий в правых ÷астях ДУ, а ре-
øение ДУ опреäеëяет зна÷ения проекöий векторов,
вхоäящих в СЛАУ.

Проекöии векторов в уравнениях (6) и (17) —
переìенные веëи÷ины. Оäнако на кажäой стаäии
вы÷исëений øаãа интеãрирования эти переìенные
сохраняþт постоянные зна÷ения. Исхоäя из этоãо,
уравнения (6) и (17) ìы рассìатриваеì как СЛАУ
с постоянныìи коэффиöиентаìи.

Быëо провеäено ìоäеëирование äвижений рас-
сìотренноãо пятизвенноãо робота со сëеäуþщиìи
параìетраìи: A = 0, B = –cos(π/3), C = sin(π/3),

R = 0,01, R2 = 3 /2, R3 = 3•0,1/2, R4 = 0,1/2,

R5 = /2. На÷аëüные усëовия: ϕ1 = π/2, ϕ2 = –π/3,

ϕ3 = –π/2, ϕ4 = 2π/3, ϕ5 = 0. Резуëüтаты ìоäеëиро-

вания преäставëены в виäе ãрафиков на рис. 8
(сì. вторуþ сторону обëожки). На ãрафиках пока-
заны изìенения уãëов поворотов звенüев в зависи-
ìости от вреìени. Это резуëüтат реøения обрат-
ной позиöионной заäа÷и. Оäин øаã вы÷исëений
на ноутбуке среäней ìощности с проöессороì
AMDPhenomllN620-2.8GHz составиë 0,18 ìс, ÷то
при периоäе тайìера УЧПУ 10 ìс ìожно с÷итатü
впоëне приеìëеìыì резуëüтатоì.

Заäавая необхоäиìый øаã интеãрирования äиф-
ференöиаëüных уравнений, ìожно вы÷исëятü пере-
äаваеìые на эëектропривоäы ìанипуëятора управ-
ëяþщие возäействия весüìа то÷но. То÷ностü буäет
оãрани÷ена ëиøü поãреøностüþ выбранных äëя
реøения заäа÷и ÷исëенных ìетоäов. Есëи ëþбуþ
пространственнуþ траекториþ аппроксиìироватü
со÷етанияìи пряìых и äуã окружностей, то с поìо-
щüþ рассìотренноãо аëãоритìа ìожно управëятü
äвиженияìи робота по ëþбой из этих траекторий.

Метоä эëектроанаëоãий приìениì не тоëüко äëя
реøения кинеìати÷еских заäа÷, но и äëя реøения
заäа÷ äинаìики ìноãозвенных ìеханизìов, вкëþ÷ая
ìанипуëяöионные роботы, ãироскопи÷еские устрой-
ства, узëы и устройства ìетаëëорежущих станков
и т. ä. [5].
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Введение

Роботаìи-ìанипуëятораìи (РМ) называþт ìа-
øины, испоëнитеëüный ìеханизì которых преä-
ставëяет собой систеìу тверäых теë (звенüев), со-

еäиненных кинеìати÷ескиìи параìи 5-ãо кëасса1

и образуþщих разоìкнутуþ кинеìати÷ескуþ öепü.
Мноãие совреìенные ìетоäы управëения такиìи
ìаøинаìи у÷итываþт äинаìику испоëнитеëüноãо
ìеханизìа, äëя ÷еãо требуется знание еãо уравне-
ний äвижения. Оäнако существует ряä заäа÷, коãäа
коэффиöиенты этих уравнений, т. е. ìасс-инерöи-

онные параìетры2 звенüев, неизвестны. В таких
сëу÷аях приìеняþт иäентификаöиþ — проöеäуру
экспериìентаëüной оöенки параìетров по äанныì
о äвижении робота. Иäентификаöия базируется на
хороøо известноì в ìеханике ìанипуëяторов фак-
те ëинейности кинети÷еской энерãии испоëни-
теëüноãо ìеханизìа и потенöиаëüной энерãии веса
относитеëüно ìасс-инерöионных параìетров [1].
Бëаãоäаря этоìу свойству поëная энерãия Н ìожет
бытü преäставëена в виäе Н = wHp, ãäе р — век-

тор-стоëбеö, составëенный из всех ìасс-инерöи-
онных параìетров всех звенüев; wH — вектор-стро-

ка, коìпоненты котороãо явëяþтся функöияìи
обобщенных коорäинат и скоростей. Эти функöии
буäеì называтü коэффициентами влияния и äаëее
буäеì рассìатриватü их как эëеìенты ëинейноãо

пространства поäобных функöий. Дëя иäентифи-
каöии необхоäиìо изìеритü в т вреìенных отс÷етах

зна÷ения обобщенных коорäинат q и скоростей ,
а также оöенитü сиëы и ìоìенты Q привоäов со-
÷ëенений ìанипуëятора. Затеì, воспоëüзовавøисü
теореìой об изìенении поëной энерãии в интеã-
раëüной форìе, ìожно составитü сëеäуþщуþ сис-
теìу ëинейных аëãебраи÷еских уравнений относи-

теëüно оöенки  вектора неизвестных параìетров:

[wH(q(ti + 1), (ti + 1)) – wH(q(ti), (ti))]  =

= тQdt, i = .

Оäнако обы÷но коэффиöиенты вëияния оказы-
ваþтся ëинейно зависиìыìи [2], ÷то привоäит к
äефекту основной ìатриöы этой ëинейной систе-
ìы и, сëеäоватеëüно, к невозìожности поëу÷ения
оäнозна÷ной оöенки неизвестных параìетров.
Оäниì из поäхоäов к реøениþ этой пробëеìы яв-
ëяется поиск среäи коэффиöиентов вëияния поä-
систеìы базисных векторов и посëеäуþщее разëо-
жение функöии Н по этиì вектораì [3]. Коэффи-
öиенты базисноãо разëожения буäеì называтü
базовыми инерционными параметрами. Нетруäно ви-
äетü, ÷то иäентифиöируеìыìи явëяþтся тоëüко
базовые параìетры. Друãие способы реøения про-
бëеìы иäентифиöируеìости поäробно описаны в
работе [2], а разëи÷ные ìетоäы поиска базовых па-
раìетров и их связи с кëасси÷ескиìи параìетраìи —
в работах [1, 3—6]. Оäнако остается неясныì при-
ìенение этих параìетров в уравнениях äвижения,
ибо существуþщие ìетоäы их поëу÷ения испоëüзуþт
кëасси÷еские ìасс-инерöионные параìетры [7].
Поэтоìу в äанной статüе преäëожен способ записи
уравнений äвижения испоëнитеëüноãо ìеханизìа
РМ, испоëüзуþщий иìенно базовые параìетры.
Также рассìотрен приìер вывоäа уравнений äви-
жения пëоскоãо äвухзвенника с поìощüþ преäëо-
женноãо ìетоäа.

Лагранжево описание динамики РМ

Поскоëüку испоëнитеëüный ìеханизì ìанипуëя-
öионноãо робота преäставëяет собой систеìу твер-
äых теë, стесненных ãоëоноìныìи связяìи, äëя
записи еãо уравнений äвижения ìожно воспоëüзо-
ватüся уравненияìи Лаãранжа 2-ãо роäа, которые
иìеþт виä

 –  = Qт.

Зäесü L — функöия Лаãранжа, равная разности
кинети÷еской и потенöиаëüной энерãий ìеханизìа,
a Q — вектор обобщенных сиë от непотенöиаëüных
сиëовых факторов. Рассìотриì ненаãруженный ìа-
нипуëятор, т. е. äвижущийся поä äействиеì веса
звенüев и сиë и ìоìентов привоäов со÷ëенений.

Предложен новый метод получения уравнений движения
исполнительных механизмов роботов-манипуляторов, ис-
пользующий базовые инерционные параметры вместо клас-
сических масс-инерционных параметров. Рассмотрен при-
мер вывода с помощью предложенного метода уравнений
движения плоского двухзвенного манипулятора.

Ключевые слова: базовые инерционные параметры, ди-
намическая модель манипулятора, уравнения движения в
форме Лагранжа

 1 Зäесü иìеется в виäу поäвижное со÷ëенение äвух тверäых
теë, äопускаþщее их относитеëüное äвижение с оäной степенüþ
свобоäы. В зависиìости от типа этоãо äвижения выäеëяþт по-
ступатеëüные и вращатеëüные пары 5-ãо кëасса (äаëее — просто
со÷ëенения).

 2 Иìеþтся в виäу ìасса, стати÷еские ìоìенты и ìоìенты
инерöии.
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Это зна÷ит, ÷то в функöиþ Лаãранжа буäет вхоäитü
тоëüко потенöиаëüная энерãия веса, ибо привоäные
сиëовые факторы явëяþтся непотенöиаëüныìи.
Поэтоìу, соãëасно свойству ëинейности, ëаãран-
жиан L äëя испоëнитеëüноãо ìеханизìа РМ, по-
äобно поëной энерãии, ìожет бытü преäставëен в

виäе L = wL(q, )p. О÷евиäно, ÷то коìпоненты

вектора-строки wL также явëяþтся коэффиöиента-

ìи вëияния в сìысëе äанной выøе интерпретаöии.
В работе [3] быëа сфорìуëирована и äоказана тео-
реìа о базисноì ìножестве, соãëасно которой все
коэффиöиенты вëияния на функöиþ Лаãранжа
принаäëежат некотороìу коне÷ноìерноìу ëиней-
ноìу пространству F. Пустü b — вектор-строка,
составëенная из базисных векторов этоãо простран-
ства, a Z — соответствуþщая иì ìатриöа коорäи-
нат коэффиöиентов вëияния. Тоãäа äëя ëаãранжи-
ана справеäëиво сëеäуþщее соотноøение:

L = bZp.

В äействитеëüности оказывается, ÷то ëиøü не-
боëüøая ÷астü проекöий коэффиöиентов вëияния
отëи÷на от нуëя. Поэтоìу äаëее буäеì с÷итатü, ÷то
из ìатриöы Z уäаëены нуëевые строки, а из векто-
ра b — соответствуþщие этиì строкаì эëеìенты.
В резуëüтате поëу÷иì сëеäуþщие уравнения äви-
жения относитеëüно кëасси÷еских ìасс-инерöи-
онных параìетров:

 – Zp = Q.

Выражение в круãëых скобках ìожно рассìат-
риватü как резуëüтат äействия на вектор-строку b
ëинейноãо äифференöиаëüноãо оператора, äаëее
буäеì обозна÷атü еãо L.

Приведение уравнений движения РМ 
к базовым параметрам

Как быëо отìе÷ено ранее, базовые инерöионные
параìетры явëяþтся коэффиöиентаìи разëожения
по базисныì коэффиöиентаì вëияния. Найти ко-
орäинаты этих коэффиöиентов вëияния ìожно,
искëþ÷ив из ìатриöы Z ëинейно зависиìые

стоëбöы. Поëу÷ивøуþся ìатриöу обозна÷иì .
О÷евиäно, ÷то стоëбöы этой ìатриöы явëяþтся
коорäинатаìи ëинейно независиìых коìпонент
вектора-строки wL. Поэтоìу äëя ëаãранжиана

справеäëиво сëеäуþщее соотноøение:

L = b , (1)

ãäе  — вектор, составëенный из базовых инерöи-
онных параìетров. Поäставëяя (1) в уравнения
Лаãранжа и ввоäя ìатриöу В = Lb, поëу÷иì

B  = Q. (2)

Коìпоненты ìатриö Z и  ìоãут бытü вы÷исëе-
ны с поìощüþ рекуррентной проöеäуры, поäробно
описанной в работе [8]. Стоëбöы ìатриöы В также
ìоãут бытü расс÷итаны рекуррентно. Вывоäу соот-
ветствуþщих соотноøений посвящен сëеäуþщий
параãраф.

Замкнутая форма уравнений движения РМ

В соответствии с упоìянутой ранее теореìой
о базисноì ìножестве ëинейное пространство F
ìожет бытü преäставëено в виäе тензорноãо про-
извеäения пространств

F = y0 Z y1 Z ... Z yn,

ãäе n — ÷исëо звенüев ìанипуëятора, а простран-
ства yk опреäеëяþтся сëеäуþщиì образоì:

1) при k = 0

y
0 = span{{1} U { /2, i = 1, ..., n} U

U { , i = 2, ..., n, j = 1, ..., i – 1}};

2) при k = 

� в сëу÷ае вращатеëüноãо со÷ëенения

y
k = span{1, cosqk, sinqk, cos(2qk), sin(2qk)};

� в сëу÷ае поступатеëüноãо со÷ëенения

y
k = span{1, qk, }.

Поэтоìу кажäоìу базисноìу вектору простран-
ства-произвеäения ìожно взаиìно оäнозна÷но со-

поставитü инäекс l0l1...ln, lk ∈ �0, k = . Кажäое

из натураëüных ÷исеë, составëяþщих этот инäекс,
опреäеëяет ноìер базисноãо вектора в соответст-
вуþщеì пространстве-ìножитеëе. Отìетиì, ÷то
инäексы l0...lk и l0...lk1...1, ãäе k < n, заäаþт оäин и

тот же базисный вектор. Такиì образоì, ëþбой
эëеìент вектора-строки b оäнозна÷но опреäеëяется
с поìощüþ своеãо инäекса сëеäуþщиì образоì:

 = ... , 0 < k m n, (3)

ãäе эëеìенты  ∈ yk ìоãут бытü вы÷исëены по

сëеäуþщиì правиëаì:

1) при k = 

� в сëу÷ае вращатеëüноãо со÷ëенения

 = (4а)

q·
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1
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1
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lk

1 n,
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1, lk = 1;
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cos(2qk), lk = 4;

sin(2qk), lk = 5;
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� в сëу÷ае поступатеëüноãо со÷ëенения

 = (4b)

2) при k = 0

(4c)

Испоëüзуеìое в посëеäнеì соотноøении ото-
бражение J: �0 Ѕ �0 → �0 позвоëяет присвоитü по-
ряäковый ноìер кажäоìу базисноìу вектору про-
странства y0 и опреäеëяется форìуëой

l0 = J(i, j) =

= 

Это отображение становится взаиìнооäно-
зна÷ныì, есëи опреäеëитü обратное отображение
(i, j) = J–1(l0) с поìощüþ соотноøений

i = ⎡(  – 1)/2⎤,

j = l0 – i(i – 1)/2.

Найäеì резуëüтат äействия оператора L на ба-
зисный вектор с инäексоì l0...lk + 1 (0 m k < n). У÷и-

тывая соотноøение (3) и тот факт, ÷то от обобщен-

ных скоростей зависит тоëüко соìножитеëü ,

ìожно записатü

 = ... .

Дифференöируя по вреìени, поëу÷аеì

 =

= ...  + ... . (5)

Кроìе тоãо, о÷евиäно сëеäуþщее

 = ( ... )  + ... .(6)

Заìетиì, ÷то  явëяется функöией тоëüко

qk + 1, поэтоìу

 = . (7)

Дëя краткости обозна÷иì ∂ /∂  как

. Непосреäственныì вы÷исëениеì ìожно убе-

äитüся в справеäëивости сëеäуþщих правиë:

� в сëу÷ае вращатеëüноãо со÷ëенения

 = (8а)

� в сëу÷ае поступатеëüноãо со÷ëенения

 = (8b)

Пустü еk — еäини÷ный вектор разìера п Ѕ 1 такой,

÷то k-я еãо коìпонента равна 1. Дëя упрощения за-

писи буäеì äаëее поëаãатü, ÷то произвоäная ска-

ëярной функöии по векторноìу арãуìенту явëяет-

ся вектороì-стоëбöоì. Тоãäа ìожно записатü, ÷то

 = ek + 1, (9)

а также

(10)

Пустü вектор-стоëбеö  разìера n Ѕ 1 естü

резуëüтат äействия оператора L на . С у÷етоì

соотноøений (5)—(7) и (9) поëу÷иì

 =  +

+ ...  – ek + 1 .

Обозна÷иì выражение в круãëых скобках как

. Тоãäа 

 =  + ,

k = 0, n – 1. (11)
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Из соотноøения (10) сëеäует, ÷то

 

=  

У÷итывая (3), иìееì

...

=  

Тоãäа векторные коэффиöиенты  ìоãут
бытü вы÷исëены по правиëаì:

  

= (12)

Базисные векторы , опреäеëяþщие эти пра-
виëа, расс÷итываþтся с поìощüþ сëеäуþщих ре-
куррентных соотноøений, о÷евиäныì образоì вы-
текаþщих из (3):

 = ,

k = ,  = . (13)

Дëя иниöиаëизаöии рекурсивной проöеäуры (11)

необхоäиìо знатü . По опреäеëениþ  = L ,

но  = , поэтоìу

 =  (14)

Такиì образоì, рекуррентные соотноøения (11)
и (13) вкупе с правиëаìи (4), (8), (12) и (14) обра-
зуþт заìкнутуþ систеìу, позвоëяþщуþ вы÷исëятü

стоëбöы  ìатриöы В, которая, в своþ о÷е-
реäü, опреäеëяет уравнения äвижения испоëни-
теëüноãо ìеханизìа РМ.

Пример

Рассìотриì пëоский äвухзвенный ìанипуëятор
с äвуìя вращатеëüныìи со÷ëененияìи, кинеìати-
÷еская схеìа котороãо преäставëена на рисунке.
Звенüя ìанипуëятора буäеì с÷итатü бесконе÷но
тонкиìи оäнороäныìи стержняìи с äëинаìи ai и
ìассаìи mi (i = 1, 2). С кажäыì звеноì свяжеì
поäвижнуþ систеìу коорäинат OiXiYiZi (i = 1,2),
а также ввеäеì абсоëþтнуþ систеìу коорäинат
O0X0Y0Z0, связаннуþ с непоäвижныì основаниеì,
как показано на рисунке. Нетруäно виäетü, ÷то в
ка÷естве обобщенных коорäинат qi (i = 1,2) ìожно
выбратü уãëы ìежäу осяìи Хi – 1 и Хi. Преäпоëаãа-
ется, ÷то привоäы ìанипуëятора распоëаãаþтся
непосреäственно в со÷ëенениях и äействуþт на ис-
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поëнитеëüный ìеханизì с ìоìентаìи τi (i = 1, 2),
а вектор ускорения свобоäноãо паäения в абсо-
ëþтной систеìе коорäинат иìеет коìпоненты
(–g 0 0)т.

Дëя записи уравнений äвижения в форìе (2) не-
обхоäиìо сна÷аëа найти вектор базовых инерöи-
онных параìетров . Из работы [3] известно, ÷то
äëя рассìатриваеìоãо ìеханизìа

 = .

Дëя простоты буäеì с÷итатü, ÷то звенüя ìанипу-
ëятора иìеþт оäинаковые ìассы m и äëины l, т. е.
а1 = а2 = l, т1 = т2 = т. Тоãäа ìожно вы÷исëитü

ìоìенты инерöии и стати÷еские ìоìенты, вхоäящие

в выражение базовых параìетров:  =  = ml2/3,

 =  = 0,  =  = –ml/2,  =  = 0.

В итоãе поëу÷иì, ÷то

 = – ml2  ml  0  – ml 2  ml  0 .

Даëее необхоäиìо найти ìатриöу  коорäинат
базисных коэффиöиентов вëияния. Это быëо сäе-
ëано с поìощüþ спеöиаëüной коìпüþтерной про-
ãраììы, разработанной соãëасно ориãинаëüноìу
ìетоäу, описанноìу в работе [8]. В резуëüтате иìееì:

т = .

Наконеö, äëя поëу÷ения уравнений äвижения
необхоäиìо найти ìатриöу В = Lb. Сна÷аëа с по-
ìощüþ уже упоìянутой проãраììы быëи установ-
ëены базисные векторы, на которые функöия Лаã-
ранжа иìеет ненуëевые проекöии:

b = (b111 b211 b311 b021 b031 b112 b113

b212 b213 b022 b023 b032 b033).

Затеì вы÷исëяеì стоëбöы ìатриöы В соãëасно
рекуррентныì соотноøенияì (13) и (11), а также

правиëаì (8), (12) и (14). На первоì øаãе итераöи-

онноãо проöесса иìееì:

(15)

Можно виäетü, ÷то стоëбöы ìатриöы В зависят

от векторов-стоëбöов В11, В21, В31, В02, В03 и ска-

ëярных коэффиöиентов b11, b21, b31, b02, b03. Неиз-

вестные векторы-стоëбöы непосреäственно вы÷ис-

ëяþтся на второй итераöии:

(16)
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проöесс соãëасно соотноøенияì (13) и правиëаì (4),

состоящий в äанноì сëу÷ае из оäноãо øаãа:
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Посëе поäстановки (16) и (17) в (15) с у÷етоì правиë (4) и аëãебраи÷еских преобразований поëу÷иì

B = .

Зäесü функöии cosqi и sinqi äëя краткости обо-
зна÷ены как ci и si соответственно. В соответствии
с (2) окон÷атеëüно поëу÷аеì известные уравнения
äвижения пëоскоãо äвухзвенноãо ìанипуëятора
[7]:

τ1 = ml 2 + ml 2c2  + ml 2 + ml2c2  –

– ml2s2  – ml 2s2  – mgls1 – mgls12,

τ2 = ml 2 + ml 2c2  + ml 2
 +

+ ml 2s2  – mgls12.

Заключение

Базовые инерöионные параìетры явëяþтся фун-
äаìентаëüныì понятиеì в äинаìике ìанипуëято-
ров, так как иìенно они явëяþтся коэффиöиента-
ìи уравнений äвижения, и тоëüко они ìоãут бытü
опреäеëены путеì иäентификаöии. В преäыäущих
работах автороì быë преäëожен новый ìетоä по-
иска базовых параìетров [3], а также эффективный
с вы÷исëитеëüной то÷ки зрения поäхоä к еãо ре-
аëизаöии [8]. Рассìотренный зäесü способ поëу÷е-
ния уравнений äвижения ìанипуëяöионноãо ìеха-
низìа, явëяясü развитиеì этих работ, устраняет
неясностü в вопросе испоëüзования базовых инер-
öионных параìетров в заäа÷ах управëения и ìоäе-
ëирования. Достоинствоì преäëоженноãо ìетоäа
явëяется рекуррентностü основных соотноøений
(11) и (13), ÷то снижает ÷исëо вы÷исëений по срав-
нениþ с коне÷ныìи соотноøенияìи. В ка÷естве
неäостатка ìожно отìетитü необхоäиìостü преä-

варитеëüноãо вы÷исëения ìатриöы  коорäинат
базисных коэффиöиентов вëияния, а также опре-

äеëения инäексов базисных векторов , соот-
ветствуþщих ненуëевыì строкаì этой ìатриöы.
Вìесте с теì, все это äеëается автоìати÷ески про-
ãраììой поиска базовых инерöионных параìетров,
аëãоритì которой описан в [8]. Что же касается вы-
÷исëитеëüной сëожности, то пока ìожно ëиøü äатü

ей оöенку как О(n2). В буäущеì преäпоëаãается
провести боëее поäробное иссëеäование этоãо воп-
роса, вкëþ÷аþщее поäс÷ет ÷исëа операöий и срав-
нение с кëасси÷ескиìи ìетоäаìи, такиìи как ре-
куррентные соотноøения Нüþтона—Эйëера.
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Оптимизация систем управления 
летательным аппаратом 

по критериям управляемости 
и наблюдаемости

Пробëеìа проектирования систеì управëения
совреìенныìи ëетатеëüныìи аппаратаìи реøается
как пробëеìа поиска совокупности необхоäиìых
коìанä управëения относитеëüно выхоäов систеìы.
Такой поиск преäпоëаãает, ÷то набор äат÷иков и
испоëнитеëüных эëеìентов заäан априорно. На
практике это созäает серüезные труäности при фор-
ìировании структуры систеìы, поскоëüку оптиìаëü-
ный набор указанных эëеìентов, как правиëо, от-
ëи÷ается от заäанноãо. Особые труäности возникаþт
при проектировании систеì управëения со сëож-
ной и боëüøой пространственной структурой [1].

Чтобы оказатü поìощü конструктору поäобных
систеì управëения ëетатеëüныìи аппаратаìи и их
заказ÷икаì в установëении оптиìаëüноãо ÷исëа и
ìест разìещения в структуре систеìы äат÷иков
инфорìаöии и испоëнитеëüных эëеìентов, преä-
ëожена ìетоäоëоãия, в основу которой поëожено
испоëüзование коëи÷ественных критериев управ-
ëяеìости и набëþäаеìости систеìы [2] при äанных
наборах иëи совокупностях äат÷иков инфорìаöии
и испоëнитеëüных эëеìентов. Эти критерии у÷иты-
ваþт äействие возìожных неисправностей составных
эëеìентов систеìы в те÷ение периоäа их функöи-
онирования. Вопрос разìещения испоëнитеëüных
эëеìентов и äат÷иков инфорìаöии в структуре
систеìы реøается путеì нахожäения ìест их уста-
новки, которые позвоëяþт ìаксиìизироватü ÷ис-
ëовые зна÷ения выбранных критериев.

Уäобство äанных критериев состоит в тоì, ÷то
они ìоãут бытü испоëüзованы не тоëüко на на÷аëü-
ноì, но и на коне÷ноì этапах созäания систеìы
управëения äëя оöенки ее соответствия заäанныì
требованияì. Такая оöенка ìожет проëитü äопоë-

нитеëüный свет на аäекватностü совокупности эëе-
ìентов систеìы, объеäиненных в еäинуþ конструк-
тивнуþ схеìу, установитü степенü правиëüности
преäваритеëüноãо опреäеëения пере÷ня коìпо-
нентов и их ìестопоëожения в общей структуре
систеìы, а также уто÷нитü спеöифи÷еские особен-
ности структуры систеìы в öеëоì.

Критерий управëяеìости устанавëивает, какой
äоëжна бытü коëи÷ественная инäикаöия, ÷тобы сис-
теìа отве÷аëа заäанныì требованияì по управëяе-
ìости при äанноì наборе испоëнитеëüных эëеìен-
тов. Он преäставëяет собой функöиþ связи ìежäу
вхоäаìи и разëи÷ныìи переìенныìи состояния
систеìы. Отäеëüная переìенная состояния систе-
ìы неуправëяеìа, есëи вхоä не оказывает возäей-
ствия на эту переìеннуþ, и не набëþäаеìа ни в оä-
ноì из выхоäов систеìы, есëи не существует связи
ìежäу этой переìенной и произвоëüныì выхоäоì
систеìы.

Критерий набëþäаеìости опреäеëяет, какой
äоëжна бытü коëи÷ественная инäикаöия, ÷тобы сис-
теìа обеспе÷иваëа требуеìое набëþäение за объ-
ектоì управëения и окружаþщиì пространствоì
при äанноì наборе äат÷иков инфорìаöии. Данный
критерий устанавëивает связü ìежäу переìенныìи
состояния систеìы и ее выхоäоì.

В öеëоì коëи÷ественная инäикаöия äоëжна
обеспе÷иватü оöенку управëяеìости при äанноì
наборе испоëнитеëüных эëеìентов независиìо
от конструкöии систеìы управëения. Анаëоãи÷но
äоëжна обеспе÷иватüся и набëþäаеìостü при заäан-
ноì наборе ÷увствитеëüных эëеìентов (äат÷иков
инфорìаöии).

Рассìотриì существо обоих критериев боëее
поäробно.

Критерий управляемости преäставëяется как
резуëüтат посëеäоватеëüноãо выпоëнения сëеäуþ-
щих ÷етырех проöеäур.

1. Устанавëиваеì стратеãиþ поиска ìиниìу-
ìа энерãии управëения äëя перехоäа объекта уп-
равëения 

x = Ax + Bu

из äанноãо на÷аëüноãо состояния к состояниþ, ус-
ëовно приниìаеìоìу в заäанное вреìя за ноìи-
наëüное (этаëонное). Зäесü x, u — векторы состоя-
ния и управëения соответственно; А, В — ÷исëовые
ìатриöы. Энерãия управëения оöенивается интеã-
раëüно-кваäрати÷ныì критериеì виäа

Е = uтRudt, (1)

ãäе R — поëожитеëüно опреäеëенная весовая ìатриöа.
В этоì сëу÷ае выражение äëя ãаìиëüтониана

ìожно записатü в виäе

H = uтRu + pт(Ax + Bu),

Рассмотрена методология использования количествен-
ных критериев управляемости и наблюдаемости системы
управления летательным аппаратом при заданных наборах
или совокупностях датчиков информации и исполнительных
элементов

Ключевые слова: система управления летательным ап-
паратом, оптимизация числа исполнительных и измеритель-
ных элементов, критерии управляемости и наблюдаемос-
ти, степень управляемости, диагностика неисправностей
исполнительных элементов
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ãäе 

 = –Атр, (2)

р — вспоìоãатеëüный вектор, явëяþщийся функ-
öией на÷аëüноãо состояния объекта управëения.

В резуëüтате поëу÷аеì сëеäуþщий закон опти-
ìаëüноãо управëения:

u*(t) = –R–1Bтp(t). (3)

Выражения (2) и (3) позвоëяþт найти то÷ное
реøение äëя р(t) и u*(t).

2. Нахоäиì обëастü на÷аëüных состояний, кото-
рые ìоãут бытü перевеäены в ноìинаëüное состоя-
ние с оãрани÷енной энерãией управëения и вреìе-
неì испоëüзования оптиìаëüной стратеãии управ-
ëения, не превыøаþщиì заäанное зна÷ение.

С этой öеëüþ испоëüзуеì выражение äëя опти-
ìаëüной оöенки энерãозатрат на управëение Е * =

= (u*)тRu*dt как функöиþ на÷аëüноãо состоя-

ния, а также зависиìостü виäа

x = Wp. (4)

Дифференöируя (4) с у÷етоì (1)—(3) и приравни-
вая поëу÷енное выражение нуëþ, äëя произвоëü-
ноãо p поëу÷аеì уравнение Риккати

 = AΓ + ΓAт – BR–1B т (5)

с на÷аëüныì усëовиеì

Γ(T ) = 0,

при котороì уäовëетворяþтся усëовия

x(T ) = 0, p(T ) ≠ 0. (6)

Грани÷ные усëовия äëя V выбраны как практи-
÷ески уäобные. Лþбое äруãое коне÷ное зна÷ение,
которое уäовëетворяет требованиþ V(T ) = p(T ) = 0,
буäет обеспе÷иватü тожäественный резуëüтат äëя
управëяþщей энерãии

Е = x(0)тΓ(0)–1x(0). (7)

Дëя исхоäноãо объекта управëения n-ãо поряäка
(x ∈ Rn) выражение (7) с фиксированныì зна÷е-
ниеì Е опреäеëяет n-разìернуþ эëëипсоиäаëüнуþ
поверхностü в пространстве на÷аëüных состояний.
Лþбая то÷ка внутри эëëипсоиäа ìожет бытü возвра-
щена в ноìинаëüное поëожение за вреìя Т с энер-
ãией Е, испоëüзуеìой при оптиìаëüноì управëе-
нии, реаëизуеìоì в соответствии с выражениеì (3).
Такиì образоì, обëастü управëения оãрани÷ена в
пространстве состояний управëяеìой систеìы эë-
ëипсоиäаëüной поверхностüþ.

3. Выбираеì такой ìасøтаб осей обëасти управ-
ëения, при котороì эëеìентарное сìещение век-
тора x в кажäоì направëении буäет равноважныì
иëи оäинаково зна÷иìыì. Важностü иëи зна÷иìостü
в äанноì сëу÷ае относится не к то÷ности, с кото-
рой переìенная веëи÷ина окон÷атеëüно реãуëиру-

ется иëи изìеряется, а к зна÷ениþ оäноãо øаãа ре-
ãуëирования, позвоëяþщеãо поëу÷итü оäинаковое
возäействие на объект управëения

Выбор ìасøтаба основан на преäпоëожении, ÷то
xi min (i = ) явëяется ìиниìаëüныì зна÷ениеì
откëонения, при котороì систеìа управëения спо-
собна вернутü объект в ноìинаëüное поëожение за
äанное вреìя, испоëüзуя заäаннуþ энерãиþ управëе-
ния. Тоãäа устанавëивается преобразование z = Dх,
ãäе D — äиаãонаëüная ìатриöа виäа

D = diag , i = , (8)

при котороì эëеìентарная веëи÷ина z в ëþбоì на-
правëении преäставëяется управëяеìыìи сìеще-
нияìи равной зна÷иìости (важности).

В ка÷естве приìера ìожно упоìянутü сëу÷ай
управëения по äвуì направëенияì, при котороì
на÷аëüное сìещение в направëении x1 äоëжно бытü
вäвое боëüøе, ÷еì в направëении x2. В этоì сëу÷ае
пространство управëения описывается эëëипсои-
äоì, опреäеëяеìыì из уравнения (7), в котороì
поëуоси совпаäаþт с направëенияìи x1 и x2, при÷еì
x1 = 2x2. При преобразовании по выражениþ (8) про-
странства управëения в равноуправëяеìое эëëип-
соиä становится сферой, раäиус которой x = x1 = x2.

4. С÷итая, ÷то управëяеìостü явëяется ëиней-
ной ìерой весовоãо "объеìа" эëëипсоиäа в равно-
управëяеìоì пространстве, выбираеì аëüтернати-
ву управëения и нахоäиì ÷исëовое зна÷ение кри-
терия управëяеìости из выражения

Ky = VS + (VE – VS) , (9)

ãäе VЕ — n-разìерный объеì эëëипсоиäа в равно-
управëяеìоì пространстве; VS — наибоëüøий
объеì сферы, вписываеìой в эëëипсоиä; n — раз-
ìерностü пространства состояний.

Первый ÷ëен, стоящий справа в равенстве (9),
явëяется преобëаäаþщиì в критерии управëяеìости.
Он отражает наиìенüøуþ зна÷иìостü на÷аëüноãо
поëожения управëяеìоãо объекта в равноуправ-
ëяеìоì пространстве, которое ìожет бытü äовеäе-
но äо ноìинаëüноãо в опреäеëенное вреìя при ис-
поëüзовании заäанной энерãии управëения.

Есëи бы управëения быëи иäеаëüно распреäе-
ëены, то на÷аëüные усëовия быëи бы преäставëены
сферой, и объеì VS быë бы ìерой управëяеìости.
Второй ÷ëен в уравнении (9) äобавëяется äëя опо-
знания преäеëüной обëасти пространства состоя-
ний, из котороãо объект управëения ìожет бытü
возвращен (восстановëено еãо ноìинаëüное со-
стояние), есëи поверхностü отëи÷ается от сфери÷е-
ской. Допоëнитеëüный объеì VЕ – VS ìасøтаби-
руется посреäствоì отноøения VS/VЕ так, ÷тобы
боëüøая ÷астü этоãо ÷ëена ìоãëа суììироватüся при
VЕ → ∞ как VS.
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n-й исто÷ник весовоãо объеìа берется как ìера
управëяеìости, äеëаþщая еãо пропорöионаëüныì
к ëинейныì изìеренияì обëасти, из которой сис-
теìа ìожет бытü возвращена в исхоäное состоя-
ние. Объеìы опреäеëяþтся кваäрати÷ной поверх-
ностüþ хтАх = d с поëожитеëüно опреäеëенной и
сиììетри÷ной ìатриöей А, опреäеëяеìой своиìи
собственныìи зна÷енияìи.

Так как объеì иìеет ìаëое интуитивное зна÷е-
ние в пространствах разìерностüþ выøе ÷еì 3, то
автороì преäëожено вы÷исëятü еãо просто как

V = . (10)

Дëя испоëüзования равенства (10) в бëизкоì к
рассìатриваеìоìу сëу÷ае поäставиì выражение (8)
в (7) и поëу÷иì уравнение, описываþщее эëëип-
соиäаëüнуþ поверхностü в равноуправëяеìоì про-
странстве:

E = zт(0)(DΓ(0)D)–1z(0). (11)

Тоãäа VЕ опреäеëяется из выражения (10), ãäе
λi явëяется собственныì зна÷ениеì ìатриöы
(DΓ(0)D)–1, вхоäящей в уравнение (11). Боëее уäоб-
но испоëüзоватü собственное зна÷ение DΓ(0)D,
которое усëовно обозна÷иì υi. Тоãäа эëëипсоиäаëü-
ный объеì опреäеëиì из выражения

VЕ = , (12)

а сфери÷еский объеì преäставиì как

VS = . (13)

Чисëовое зна÷ение критерия управëяеìости,
такиì образоì, ìожет бытü найäено с испоëüзова-
ниеì выражений (9), (12) и (13). Оно равно нуëþ,
коãäа систеìа оказывается неуправëяеìой. При этоì

υmin = 0.

Степенü управëяеìости опреäеëяется в äопус-
тиìых преäеëах изìенения управëяþщей энерãии
без оãрани÷ения зна÷ения управëения. Она ìожет
ìенятüся в зависиìости непосреäственно от ÷исëа
испоëнитеëüных эëеìентов, есëи посëеäние иìеþт
равнуþ эффективностü, устанавëиваеìуþ посреä-
ствоì ìасøтабируþщих эëеìентов R обратно про-
порöионаëüно ÷исëу m испоëнитеëüных эëеìентов
в объекте. Обы÷но R приниìается äиаãонаëüной.

Критерий наблюдаемости äинаìи÷еских систеì
äоëжен отражатü коëи÷ество инфорìаöии, которое
ìожет бытü поëу÷ено о состояниях объекта управ-
ëения от выхоäов äат÷иков инфорìаöии в преäеëах
заäанноãо интерваëа вреìени практи÷ески неìеä-
ëенно. Чисëовое зна÷ение критерия ìожет бытü

найäено на основе оöенки оøибок установëения
истинноãо состояния набëþäаеìой систеìы

 = Ax + Bu;

y = Cx,

ãäе C — ÷исëовая ìатриöа соответствуþщей раз-
ìерности.

Дëя этоãо öеëесообразно воспоëüзоватüся кова-
риаöионной ìатриöей Π оöениваеìой оøибки с
фиëüтроì Каëìана, явëяþщейся реøениеì урав-
нения Риккати

 = AΠ + ΠAт – ΠC тN–1C Π + Q, (14)

ãäе Π — ковариаöионная ìатриöа оöениваеìой
оøибки, а N и Q — ìатриöы резуëüтатов изìерения
и интенсивности øуìа соответственно.

Поскоëüку оøибка оöенивания иëи ее ковариа-
öионная ìатриöа естü обратное отображение итоãо-
вой инфорìаöии об оäноì из состояний систеìы,
то ÷исëовое зна÷ение критерия набëþäаеìости вы-
воäится непосреäственно на инäикатор так, ÷тобы
коне÷ный резуëüтат преäставëяëся в виäе инфор-
ìаöионной ìатриöы, обратной ковариаöионной
ìатриöе оøибок:

 = Π–1. (15)

Так как изìеритеëüный øуì явëяется свойствоì
набора ÷увствитеëüных эëеìентов, то в уравнении
(14) сохраняется ìатриöа N и уäаëяется ìатриöа,
характеризуþщая интенсивностü øуìа, поскоëüку
внеøние øуìовые возäействия, не относящиеся к
набору ÷увствитеëüных эëеìентов, оказываþтся
преваëируþщиìи.

Такиì образоì, есëи Q = 0, то уравнение (14)
с у÷етоì (15) приниìает виä

 = –JA – AтJ + C тN –1C. (16)

Возüìеì в ка÷естве станäартной ситуаöии сëу-
÷ай, при котороì отсутствует инфорìаöия о на÷аëü-
ноì состоянии систеìы и собраны äанные впëотü
äо опреäеëенноãо вреìени Т. Тоãäа J(Т) ìожет
бытü найäена из выражения

U тJ–1U = 1, (17)

описываþщеãо эëëипсоиäаëüнуþ поверхностü в
пространстве U. Чеì боëüøе J, теì боëüøе объеì,
окружаеìый поверхностüþ, описываеìой выраже-
ниеì (17). Это озна÷ает, ÷то äанный объеì пряìо
пропорöионаëен суììе инфорìаöии, поëу÷аеìой
от управëяеìой и набëþäаеìой систеìы.

Дëя установëения ìасøтаба переìенных состоя-
ния систеìы и отражения их относитеëüной важ-
ности ввоäится преобразование

W = FU,

в котороì F — ìатриöа виäа

F = diag{|eimax|, i = }, (18)
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ãäе eimax — преäеëüно äопустиìая оøибка в направ-
ëениях хi, i = . Чеì боëüøе оøибка, преäеëüно
äопустиìая в äанноì направëении, теì изìенение
состояния в такоì направëении становится боëüøе.
Такиì образоì, ìасøтабирование при опреäеëе-
нии критерия набëþäаеìости явëяется совìести-
ìыì с иäеяìи, преäставëенныìи приìенитеëüно к
реøениþ заäа÷и ìасøтабирования ÷исëовых зна-
÷ений критерия управëяеìости.

Есëи ìасøтабирование осуществëяется так, ÷то
позвоëяет поëу÷итü равноважнуþ инфорìаöиþ в
кажäоì направëении, то ìожет испоëüзоватüся то же
саìое опреäеëение äëя степени набëþäаеìости,
которое быëо испоëüзовано и äëя описания ìеры
управëяеìости в равноуправëяеìоì пространстве.

Иäеаëüное распреäеëение ÷увствитеëüных эëе-
ìентов буäет реаëизовыватü сфера в пространстве
так, ÷то критерий набëþäаеìости Кн вкëþ÷ит в себя
сфери÷еский объеì и весовое превыøение объеìа,
вызываеìое отëи÷иеì распреäеëения от иäеаëüноãо.

С у÷етоì сказанноãо критерий набëþäаеìости
ìожет бытü преäставëен в виäе

Кн = VS + (VE – VS) . 

Зна÷ения VЕ и VS ìожно найти из выражений

VЕ = , VS = ,

ãäе υi — собственное зна÷ение ìатриöы FJ(T )F т.
Сëеäует отìетитü, ÷то уравнение (16) и еãо ãра-

ни÷ные усëовия оказываþтся проще, ÷еì требуеìые
äëя опреäеëения V по форìуëаì (5) и (6), испоëü-
зуеìыì при вы÷исëении критерия управëяеìости.
Установëение переìенной вреìени τ = T – t такиì,
÷то dJ/dτ = –(dJ/dt), позвоëяет уравнение (16)
преäставитü в виäе

 = JA + AтJ – C тN–1C, J(T ) = 0. (19)

Выражение (19) с ìатриöаìи А т, С т, N по своей
структуре анаëоãи÷но уравнениþ (5) c ãрани÷ныìи
усëовияìи (6) и ìатриöаìи А, B и R. Такиì образоì,
есëи äëя опреäеëения V(0) äаны А, B и R, то те же
саìые правиëа ìоãут бытü испоëüзованы äëя вы-
÷исëения J(Т) с ìатриöаìи А т, С т, N.

Поскоëüку на практике в проöессе функöиони-
рования систеìы управëения неизбежно возникаþт
неисправности ее эëеìентов, зна÷ения критериев
управëяеìости (набëþäаеìости) öеëесообразно
усреäнятü по набору коìбинаöий неисправных эëе-
ìентов, при котороì систеìа ìожет еще выпоëнятü
свои функöии. В [1] показано, ÷то, есëи ввести не-
который показатеëü f состояния неисправных эëе-
ìентов и вектор l, опреäеëяþщий их ìестопоëоже-
ние в структуре систеìы управëения, то äëя äан-
ноãо набора иëи совокупности функöионируþщих
испоëнитеëüных эëеìентов ìожно вы÷исëитü сте-

пенü управëяеìости Кy( f, l ), воспоëüзовавøисü
описанныì выøе ìетоäоì. Локаëизованные эëеìен-
ты, инäиöируеìые посреäствоì вектора l, явëяþтся
äетерìинированныìи. Показатеëü же f преäстав-
ëяет собой сëу÷айнуþ переìеннуþ. Такиì образоì,
Кy( f, l ) явëяется также сëу÷айной переìенной, оп-
реäеëяеìой посреäствоì распреäеëения f.

Дëя вы÷исëения поëноãо зна÷ения степени управ-
ëяеìости систеìы в äетерìинистскоì преäставëении
ìожно ëоãи÷ески испоëüзоватü ожиäаеìое зна÷ение
Кy( f, l ) с требуеìой вероятностüþ по распреäеëе-
ниþ f неисправноãо состояния эëеìентов систеìы.
Это позвоëяет поëу÷итü преäставëение критерия,
которое зависит от вреìени t. Такое преäставëение
позвоëяет оöенитü требуеìое управëение систеìы за
вреìя t на основе оöенки вероятностей разëи÷ных
неисправных состояний за äанное вреìя. Но äëя
указанной оöенки управëения необхоäиìо функ-
öионирование систеìы свыøе некотороãо периоäа
Тm, в те÷ение котороãо осуществëяется реаëизаöия
управëяþщих возäействий на объект управëения и
ее успокоение посëе этоãо. Преäпо÷титеëüнее, ÷еì
оптиìаëüная степенü управëяеìости в ëþбое заäан-
ное вреìя, такое как конеö указанноãо периоäа,
буäет оптиìизаöия усреäненной степени управëяе-
ìости по всеìу периоäу. В этоì усреäнении резуëü-
тируþщее преäставëение от неисправных состояний
при боëее äëинных периоäах буäет боëее весоìыì,
÷еì при периоäах коро÷е Тm. А вероятностная ве-
совая ìера преäставëения критерия управëяеìости
по всеìу периоäу функöионирования поëу÷ается
быстрее, ÷еì то÷ная ìера еãо преäставëения в за-
äанное вреìя.

Усреäненное зна÷ение ожиäаеìой степени управ-
ëяеìости по äействуþщеìу периоäу Тm составит

Кy(l ) = Кy(l, f )dt. 

Ожиäаеìое зна÷ение Кy явëяется весовой суì-
ìой разëи÷ных неисправных состояний

Кy(l, f ) = Ку(l, fi)Pi(t),

ãäе Рi(t) — вероятностü неисправноãо иëи аварий-
ноãо состояния fi за вреìя t.

Коне÷ная ìера управëяеìости систеìы ìожет
бытü опреäеëена как

Кy(l, f ) = Ку(l, fi) Pi(t)dt. (20)

Она зависит от периоäа Тm статисти÷еских äан-
ных по неисправныì эëеìентаì и ìестаì их раз-
ìещения.

Моäифиöированная степенü набëþäаеìости вы-
÷исëяется теì же способоì. Основное выражение
äëя среäнеãо зна÷ения Рi(t) нахоäится исхоäя из ус-
ëовия, ÷то неисправности появëяþтся независиìо
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оäна от äруãой и ÷то на практике иìеет ìесто экспо-
ненöиаëüное распреäеëение вреìени их появëения.

Вы÷исëенная ìера (20) позвоëяет оöенитü, на-
скоëüко хороøо структура управëяеìа (набëþäаеìа)
с ëþбыì заäанныì набороì испоëнитеëüных и ÷ув-
ствитеëüных эëеìентов и ожиäаеìыì äействиеì
неисправных эëеìентов за вреìя Тm функöиони-
рования систеìы.

Она также ìожет обеспе÷итü поиск оптиìаëü-
ной аëüтернативы ìест разìещения эëеìентов äëя
äанноãо их ÷исëа. Найäенный оптиìаëüный набор
ìестопоëожений эëеìентов систеìы и соответст-
вуþщий иì ìаксиìуì степени управëяеìости (на-
бëþäаеìости) äëя äанноãо ÷исëа эëеìентов позво-
ëяет вы÷исëитü ìаксиìуì преäставëенной ìеры
äëя нескоëüких аëüтернатив ÷исëа эëеìентов.

При боëüøоì ÷исëе эëеìентов эта заäа÷а ìожет
вызватü серüезные вы÷исëитеëüные труäности, но
она конöептуаëüно реøиìа. Неëüзя не у÷итыватü и
назна÷ение эëеìентов, которое заставëяет оãрани-
÷иватü äискретный ряä äопустиìых ìест их разìе-

щения. Структурные соображения, наприìер, ìоãут
потребоватü, ÷тобы управëение ìоìентоì ãироскопа
быëо реаëизовано тоëüко в узëовых то÷ках струк-
туры. В работе [1] на приìере ÷етырех испоëни-
теëüных эëеìентов быëо найäено оптиìаëüное их
разìещение в структуре систеìы и установëена за-
висиìостü ìаксиìуìа критерия управëяеìости от
÷исëа таких эëеìентов. Быëи рассìотрены сëу÷аи,
в которых опознание возìожноãо неисправноãо
испоëнитеëüноãо эëеìента осуществëяëосü по от-
кëонениþ критерия набëþäаеìости от еãо зна÷е-
ния, соответствовавøеãо оптиìаëüноìу разìеще-
ниþ исправноãо эëеìента, коãäа зна÷ение указан-
ноãо критерия äостиãает ëокаëüноãо ìиниìуìа.
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В разëи÷ных обëастях техники возникает необ-
хоäиìостü опреäеëения взаиìной ориентаöии взаи-
ìоäействуþщих объектов. Это необхоäиìо äëя вы-
поëнения совìестноãо ìаневрирования, обеспе÷е-
ния безопасности поëетов и посаäки ëетатеëüных
аппаратов (ЛА), осуществëения сбëижения и сты-
ковки косìи÷еских аппаратов (КА), при управëении
äвижениеì и навиãаöией разëи÷ных транспортных
среäств, в робототехнике, в строитеëüстве и про-
ìыøëенности.

Эти заäа÷и реøаþтся оператороì, визуаëüно
контроëируþщиì проöесс посреäствоì опти÷еских
среäств иëи по виäеоинфорìаöии, ëибо реøаþтся
систеìой автоìати÷ескоãо управëения с испоëüзо-
ваниеì техни÷ескоãо зрения. Иäентификаöия и

опреäеëение поëожения объекта, с которыì осуще-
ствëяется взаиìоäействие (пассивноãо объекта),
выпоëняþтся по иìеþщиìся иëи спеöиаëüно вне-
сенныì в еãо конструкöиþ эëеìентаì.

Приìероì внесенных эëеìентов конструкöии
явëяþтся ìехани÷еские ìиøени сбëижения [1],
испоëüзуеìые при стыковке КА. По ìиøеняì оп-
реäеëяется поëожение пассивноãо КА относитеëüно
активноãо при сбëижении. Контроëü осуществëя-
ется с поìощüþ теëекаìеры иëи перископи÷ескоãо
визира активноãо КА.

Механи÷еская ìиøенü вкëþ÷ает в себя круãëое
иëи асиììетри÷ное основание и выносной крест
÷ерноãо öвета с нанесенныìи беëыìи крестоì и
ìеткаìи. Рассоãëасование по уãëаì ìежäу КА оп-
реäеëяется оператороì визуаëüно по откëонениþ
изображения креста относитеëüно основания.

Механи÷еские ìиøени требуþт засветки от внеø-
неãо исто÷ника. Покрытия ìиøени произвоäятся
по спеöиаëüной техноëоãии, позвоëяþщей äëитеëü-
ное вреìя сохранятü опти÷еские характеристики
при нахожäении в косìи÷ескоì пространстве.

Неäостаткоì ìехани÷еских ìиøеней явëяþтся
сëожностü опреäеëения ìаëых уãëовых откëоне-
ний взаиìоäействуþщих объектов и серüезные оã-
рани÷ения по светотехни÷ескиì усëовияì во вре-
ìя сбëижения.

Преäставëяет интерес разработка среäств, по-
звоëяþщих увеëи÷итü то÷ностü опреäеëения уãëов
откëонения взаиìоäействуþщих объектов, в тоì
÷исëе в усëовиях неäостато÷ной освещенности.

Заäание коорäинат объекта иëи еãо отäеëüных
÷астей ìожно осуществитü установкой ëазерных

Рассмотрены существующие оптические устройства
контроля ориентации, применяемые в авиационной и кос-
мической технике. Предложено оптическое устройство
контроля ориентации пассивного объекта на основе диф-
ракционных элементов.

Ключевые слова: контроль ориентации, визуальное на-
блюдение, видеоинформация, дифракционные элементы
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изëу÷атеëей в опреäеëенных то÷ках объекта [2]. Их
испоëüзование обëеã÷ает обнаружение и обеспе÷и-
вает устой÷ивое сопровожäение объекта в сëожных
светотехни÷еских усëовиях.

Приìероì техни÷еской реаëизаöии явëяþтся
ëазерные визуаëüные среäства посаäки, преäëожен-
ные в ВМС США [3, 4]. Разработаны äве ëазерные
систеìы, преäназна÷енные äëя обеспе÷ения посаäки
паëубных ЛА на авианосеö. Дëя обозна÷ения откëо-
нений от посаäо÷ноãо курса и ãëиссаäы испоëüзу-
þтся ëазеры, ãенерируþщие на разëи÷ных äëинах
воëн непрерывное и ìоäуëированное изëу÷ение.

Лазерный указатеëü посаäо÷ноãо курса поìоãает
экипажу ЛА уäерживатü посаäо÷ный курс при по-
саäке на паëубу äвижущеãося авианосöа. Откëоне-
ниþ вправо соответствует зеëеный öвет, вëево —
красный. При увеëи÷ении откëонения от курса зе-
ëеные и красные оãни на÷инаþт вспыхиватü. Час-
тота вспыøек возрастает при увеëи÷ении откëоне-
ния. При строãоì выäерживании посаäо÷ноãо курса
набëþäается тоëüко оãонü жеëтоãо öвета.

Лазерный инäикатор ãëиссаäы позвоëяет экипажу
ЛА выйти на ãëиссаäу. При выäерживании ãëиссаäы
виäен оãонü жеëтоãо öвета, превыøениþ высоты
соответствует зеëеный öвет, снижениþ — красный,
при зна÷итеëüноì откëонении также испоëüзуется
ìоäуëяöия изëу÷ения.

При правиëüноì захоäе на посаäку пиëот ЛА
виäит на авианосöе äва жеëтых оãня. То÷ностü опре-
äеëения курса и ãëиссаäы составëяет äесятые äоëи
ãраäуса. Лазерные ëу÷и виäны на äистанöии свыøе
10 ìорских ìиëü. На расстоянии 0,5 ìорской ìиëи
захоäящий на авианосеö ЛА выхоäит из зоны äей-
ствия ëазерных среäств и экипаж ориентируется по
опти÷еской систеìе посаäки на ëинзах Френеëя.

Испытания показаëи, ÷то эти устройства позво-
ëяþт ëеãко обнаружитü ìаëейøие откëонения при
захоäе на посаäку и ìоãут испоëüзоватüся в паëуб-
ной авиаöии.

Неäостаткоì устройств äанноãо типа явëяется
боëüøое ÷исëо исто÷ников изëу÷ения, ÷то приво-
äит к увеëи÷ениþ ìассы, ãабаритных разìеров ап-
паратуры и потребëяеìой еþ ìощности, а также
непосреäственное набëþäение оператороì ëазерных
пу÷ков, ÷то требует тщатеëüной оöенки безопас-
ности äанных среäств äëя орãанов зрения.

На практике изëу÷ение ëазерноãо устройства
ìожет с÷итатüся безопасныì на опреäеëенноì рас-
стоянии, оäнако при зна÷итеëüноì прибëижении
исто÷ника пëотностü изëу÷ения ìожет выйти за
äопустиìые преäеëы. При работе на бëизких рас-
стояниях öеëесообразно оãрани÷итü испоëüзова-
ние ëазерных пу÷ков и искëþ÷итü их пряìое на-
бëþäение оператороì.

Аëüтернативой ëазераì явëяþтся сверхъяркие
поëупровоäниковые светоизëу÷аþщие äиоäы. Их
äостоинствоì явëяется безопасностü äëя орãанов
зрения. Оäнако боëее øирокая по сравнениþ с ëа-
зераìи инäикатриса изëу÷ения светоизëу÷аþщих

äиоäов затруäняет опреäеëение ìаëых откëонений
относитеëüно исто÷ника.

В настоящее вреìя во ìноãих то÷ных изìери-
теëüных приборах и äат÷иках ëинейных и уãëовых
переìещений испоëüзуþтся äифракöионные эëе-
ìенты. Автороì преäëожено устройство контроëя
ориентаöии пассивных КА на основе äифракöион-
ных эëеìентов [5], не требуþщее наëи÷ия внеøней
засветки äëя опреäеëения уãëовых откëонений.
Контроëü ориентаöии осуществëяется визуаëüно
оператороì иëи посреäствоì оптоэëектронных
äат÷иков с распознаваниеì öвета.

Устройство соäержит корпус, неëазерный ис-
то÷ник изëу÷ения и äве пëоские отражатеëüные
äифракöионные реøетки, при÷еì пëоскости А и В
äифракöионных реøеток перпенäикуëярны пëос-
костяì С и D соответственно, пересекаþщиìся
поä пряìыì уãëоì на оси Х1, которая прохоäит ÷ерез
общий исто÷ник изëу÷ения, при этоì пëоскости
пëоских äифракöионных реøеток А и В образуþт,
соответственно, с осüþ Х1 уãëы α1 и α2, зна÷ение
которых ëежит в äиапазоне от 0 äо 90°.

На рис. 1 показана конструкöия устройства в
изоìетрии.

Корпус обеспе÷ивает защиту эëеìентов конструк-
öии от внеøних возäействуþщих факторов, а также
сëужит äëя экранирования от набëþäатеëя исто÷-
ника изëу÷ения (иìеþщеãо зна÷итеëüно боëüøуþ
яркостü по сравнениþ с äифраãировавøиìи пу÷-
каìи изëу÷ения) и иìеет выхоäные отверстия,
преäназна÷енные äëя набëþäения äифраãировав-
øеãо изëу÷ения в заäанноì уãëовоì поëе.

В устройстве испоëüзуется исто÷ник света виäи-
ìоãо äиапазона с непрерывныì спектроì изëу÷ения
(наприìер, ëаìпа накаëивания). Пëоские äифрак-

Рис. 1. Устройство контроля ориентации:
1 — корпус; 2 — исто÷ник изëу÷ения; 3 — пëоские äифракöи-
онные реøетки; 4 — выхоäные отверстия
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öионные реøетки разëаãаþт изëу÷ение исто÷ника
в спектр, и при набëþäении со стороны выхоäные
отверстия преäставëяþт собой инäикаторы откëо-
нения от ëинии Х1.

Осü Х1 совпаäает с направëениеì, в котороì на-
хоäится ìаксиìуì äëя äëин воëн 0,50...0,56 ìкì
(зеëеный öвет). Откëонениþ от оси соответствует
сäвиã све÷ения инäикаторов в боëее коротко- иëи
äëинновоëновуþ обëастü (синþþ иëи краснуþ).
Принöип ориентаöии закëþ÷ается в поääержании
направëения, соответствуþщеãо зеëеноìу све÷ениþ
обоих пëоских инäикаторов. Кроìе тоãо, на обëастü
зеëеноãо света также прихоäится ìаксиìуì ÷увст-
витеëüности зрения (0,55 ìкì äнеì и 0,51 ìкì —
в суìерках).

Такиì образоì, кажäый инäикатор по изìене-
ниþ своеãо све÷ения позвоëяет опреäеëятü уãоë от-
кëонения (наприìер, в пëоскости танãажа иëи
курса ЛА иëи КА). В варианте конструкöии, преä-
ставëенноì на рис. 1, откëонениþ вправо соответ-
ствует сìена зеëеноãо све÷ения первоãо инäикато-
ра (по оси Х2) на жеëтое, перехоäящее в оранжевое
и сìеняþщееся красныì; при откëонении вëево
инäикатор становится ãоëубыì, при äаëüнейøеì
увеëи÷ении уãëа — синиì и при боëüøих уãëах —
фиоëетовыì. Анаëоãи÷ныì образоì изìеняется
све÷ение второãо инäикатора (по оси Х3) при от-
кëонении вниз иëи вверх соответственно.

На рис. 2 äëя инäикатора откëонения в пëос-
кости D (по курсу) показаны уãëы паäения свето-
воãо пу÷ка исто÷ника Ψ1 и уãоë äифракöии ëу÷ей
зеëеноãо öвета Ψ2 относитеëüно норìаëи äифрак-
öионной реøетки.

Уãëы Ψ1 и Ψ2 опреäеëяþтся соотноøенияìи:

d(sinΨ1 – sinΨ2) = mλ; (1)

Ψ1 + Ψ2 = π/2, (2)

ãäе d — периоä äифракöионной реøетки; m = ± 1,
± 2, ± 3, ...; λ — äëина воëны. 

Форìуëа (1) преäставëяет собой усëовие ãëавных
ìаксиìуìов äифраãировавøеãо изëу÷ения, а фор-
ìуëа (2) оãрани÷ивает äиапазон уãëов Ψ1 и Ψ2.

Распреäеëение интенсивности äифракöионных
ìаксиìуìов описывается выражениеì

I(Ψ1, Ψ2) =  Ѕ

Ѕ , (3)

ãäе b — øирина оäноãо øтриха; N — ÷исëо øтри-
хов. Первый соìножитеëü характеризует распреäе-
ëение интенсивности изëу÷ения в äифракöионной
картине от оäноãо øтриха, а второй соìножитеëü
у÷итывает вëияние интерференöии ìежäу всеìи
äифраãировавøиìи пу÷каìи.

Форìуëы (1)—(3) позвоëяþт опреäеëитü поря-
äок и интенсивностü поëу÷аеìых äифракöионных
спектров, а также соответствуþщие иì зна÷ения
уãëов Ψ1 и Ψ2.

Чувствитеëüностü устройства зависит от уãëо-
вой äисперсии äифракöионной реøетки, показы-
ваþщей изìенение äëины воëны, соответствуþ-
щее изìенениþ уãëа откëонения Ψ2 от норìаëи.
Уãëовая äисперсия опреäеëяется как

∂ = . (4)

Чтобы поëу÷итü форìуëу äëя уãëовой äиспер-
сии, возüìеì äифференöиаë от обеих ÷астей (1),
с÷итая переìенныìи Ψ2 и λ:

dcosΨ2•δΨ2 = m•δλ.

Отсþäа

∂ = . (5)

По форìуëе (5) ìожно опреäеëитü уãоë откëоне-
ния äëя соответствуþщеãо поряäка äифракöион-

ноãо спектра. С поìощüþ фор-
ìуë (4)—(5) также ìожно найти
ìаксиìаëüнуþ ÷увствитеëü-
ностü устройства к небоëüøиì
изìененияì уãëов откëоне-
ния, опреäеëяеìуþ уãëовой
äисперсией.

Работоспособностü преäëо-
женной конструкöии устройст-
ва поäтвержäена светотехни÷е-
скиì ìакетированиеì. На рис. 3
(сì. вторуþ сторону обëожки)
преäставëено изìенение све-
÷ения инäикаторов ìакета, со-
ответствуþщее откëоненияì в
разные стороны от ëинии ви-
зирования устройства.

πb Ψ1sin( ) Ψ2sin–( )

λ
----------------------------------------sin

πb Ψ1sin( ) Ψ2sin–

λ
-------------------------------------

-----------------------------------------------

2

Nπd Ψ1sin Ψ2sin–( )

λ
-----------------------------------------sin

πb Ψ1sin Ψ2sin–( )

λ
-------------------------------------sin

-----------------------------------------------

2

ΔΨ2

Δλ
--------

m
d Ψ2cos
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Рис. 2. Взаимное расположение источника света, дифракционной решетки и осей устройства
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При установке устройства на пассивный объект
осуществëяется привязка осей устройства к еãо сис-
теìе коорäинат с требуеìой то÷ностüþ. Дëя то÷ной
þстировки в корпусе устройства ìоãут бытü преä-
усìотрены реãуëируеìые крепëения, на которых
установëены пëоские äифракöионные реøетки.

Максиìаëüная äистанöия, на которой äействует
устройство, оãрани÷ивается разреøаþщей способ-
ностüþ опти÷еской иëи теëевизионной систеìы,
позвоëяþщей разäеëüно набëþäатü оба инäикатора,
и äëиной базы ìежäу ниìи L. Наëи÷ие яркоãо фона
ìожет снизитü äаëüностü обнаружения инäикаторов.
В ка÷естве ìер снижения вреäноãо возäействия ìож-
но преäëожитü испоëüзование козырüков и бëенä
наä инäикатораìи, а äëя обëеã÷ения их обнаруже-
ния — приìенение пространственной сеëекöии.

Миниìаëüная рабо÷ая äистанöия устройства
оãрани÷ивается сëеäуþщиì фактороì. Кажäое из
äвух выхоäных отверстий иìеет свои оси Х2, Х3, па-
раëëеëüные äруã äруãу. При оäновреìенноì на-
бëþäении обоих инäикаторов из то÷ки Н на оси Х1
возникает параëëакс (рис. 4), увеëи÷иваþщийся с
уìенüøениеì äистанöии. Так как уãëовое откëоне-
ние вызывает изìенение äëины воëны Δλ, соответ-
ствуþщее изìенениþ све÷ения, то с увеëи÷ениеì
уãëов ΔΨ21 и ΔΨ22 при сбëижении с устройствоì
искажается восприятие относитеëüно истинноãо
поëожения набëþäатеëя.

Дистанöия, на которой проявëяется параëëакс,
вызываþщий сäвиã äëины воëны Δλ, опреäеëяется
сëеäуþщиì соотноøениеì:

D = . (6)

Снизитü вреäное вëияние параëëакса возìожно
за с÷ет испоëüзования нескоëüких коìпëектов ин-
äикаторов с разной äëиной базы äëя ориентаöии в
äаëüней и бëижней зонах (испоëüзование äопоëни-
теëüных äифракöионных эëеìентов не потребует
увеëи÷ения энерãопотребëения и зна÷итеëüноãо
усëожнения конструкöии) ëибо путеì совìестноãо
приìенения описываеìоãо устройства с траäиöи-
онной ìехани÷еской ìиøенüþ.

Боëее раäикаëüныì реøениеì явëяется испоëü-
зование äвух приеìных канаëов äëя кажäоãо инäи-
катора, разнесенных на базовое расстояние, равное
базе ìежäу инäикатораìи. Техни÷еская реаëизаöия
в этоì сëу÷ае усëожняется, но äанный приеì по-
звоëяет избежатü параëëакса. Также возìожен ва-
риант, коãäа оси устройства Х1, Х2 и Х3 пересека-
þтся в оäной то÷ке, в которой выпоëняется взаиì-
ная ориентаöия взаиìоäействуþщих объектов.

Испоëüзование äопоëнитеëüной оптики иëи
äифракöионных реøеток спеöиаëüной форìы по-
звоëит установитü øирину спектра, соответствуþ-
щуþ требуеìоìу äиапазону изìеряеìых уãëов.

Испоëüзование преäëаãаеìоãо устройства ìожет
повыситü то÷ностü опреäеëения уãëов ìежäу осяìи
взаиìоäействуþщих объектов за с÷ет высокой ÷ув-
ствитеëüности äифракöионных эëеìентов, ÷то по-
звоëит снизитü наãрузки на их конструкöиþ объ-
ектов при осуществëении контакта.

Простота конструкöии и безопасностü испоëü-
зования позвоëяþт рекоìенäоватü описанное уст-
ройство äëя визуаëüноãо и автоìати÷ескоãо конт-
роëя ориентаöии взаиìоäействуþщих объектов в
разëи÷ных обëастях техники.
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мультиагентных системах 
малоразмерных космических 

аппаратов дистанционного 
зондирования Земли

Введение

Боëüøинство известных косìи÷еских систеì иëи
сетей иìеþт реãуëярнуþ структуру. Это, прежäе
всеãо, относится к их баëëисти÷ескоìу построе-
ниþ. Зäесü поä реãуëярной структурой систеì кос-
ìи÷еских аппаратов (КА) пониìается "правиëüно
орãанизованная" структура, баëëисти÷еские пара-
ìетры которой не ìеняþтся (постоянно поääержи-
ваþтся) в те÷ение вреìени ее функöионирования.
Обы÷но КА разìещаþтся в нескоëüких орбитаëü-
ных пëоскостях, и в кажäой пëоскости испоëüзу-
ется опреäеëенное оäинаковое ÷исëо КА. Параìетры
орбит этих КА также оäинаковы. Выбор реãуëяр-
ной структуры, как правиëо, опреäеëяется необхо-
äиìостüþ ìаксиìаëüно возìожноãо покрытия

зеìной поверхности при реøении тех заäа÷, äëя
которых созäается систеìа.

Приìероì реãуëярной сети спутников явëяется
сетü Iridium, состоящая из 66 активных низкоорби-
таëüных (H = 780 кì) припоëярных (i = 86,4°) спут-
ников, разìещенных в øести орбитаëüных пëос-
костях (по 11 спутников в кажäой пëоскости) с пе-
риоäоì обращения 100 ìин. Кажäый спутник
иìеет ÷етыре ìежспутниковых канаëа связи: äва со
спутникаìи, нахоäящиìися спереäи и сзаäи в той же
орбитаëüной пëоскости, и äва со спутникаìи в со-
сеäних пëоскостях по обе стороны. Такое построение
сети позвоëяет переäаватü äанные от спутника к
спутнику без испоëüзования назеìных среäств и
äоставëятü их в требуеìое ìесто потребитеëþ. Каж-
äый спутник ìожет форìироватü 48 ëу÷ей с äиа-
ìетроì кажäоãо ëу÷а 50 кì.

Систеìа GlobalStar, состоящая из 48 спутников,
также иìеет реãуëярнуþ структуру, но не иìеет
ìежспутниковой ëинии переäа÷и äанных. Зäесü каж-
äый из спутников испоëüзуется как ретрансëятор
äëя переäа÷и äанных из оäной то÷ки зеìной по-
верхности в äруãуþ.

Реãуëярные структуры наøëи øирокое приìе-
нение äëя построения навиãаöионных, связных,
ìетеороãи÷еских и äруãих типов систеì. Такое по-
строение обëеã÷ает управëение систеìой, вносит
преäсказуеìостü в ее повеäение при экспëуатаöии.
Наприìер, оте÷ественная ãруппировка КА "Моë-
ния", вкëþ÷аþщая восеìü аппаратов, распоëожен-
ных на высокоэëëипти÷еских орбитах с 12-÷асовыì
периоäоì обращения с распоëожениеì апоãея в се-
верноì поëуøарии, разбита на äве пары по ÷етыре
КА в кажäой. Это позвоëяет спутникаì кажäой пары
äвиãатüся по оäной и той же назеìной трассе с ин-
терваëоì 6 ÷ äруã за äруãоì. В периоä связи КА на-
хоäятся высоко наä территорией России и относи-
теëüно сëабо переìещаþтся относитеëüно назеì-
ных станöий, ÷то упрощает проöессы навеäения,
уäержания и управëения антенныìи устройстваìи.

В статüе рассìатриваþтся вопросы соãëасован-
ноãо взаиìоäействия в ãетероãенных ìуëüтиаãент-
ных систеìах (МАС) ìаëоразìерных косìи÷еских
аппаратов äистанöионноãо зонäирования Зеìëи
(МКА ДЗЗ), не иìеþщих реãуëярной структуры.
При построении систеì ДЗЗ ìоãут реøатüся заäа÷и
как пëаново-периоäи÷ескоãо зонäирования (зäесü
преäпо÷титеëüны реãуëярные структуры), так и
оперативноãо и высокоäетаëüноãо зонäирования
(пожары, навоäнения, розëив нефти, резуëüтаты
стихийных беäствий, поиск ëþäей, терпящих беä-
ствия, и äр.). Заäа÷и оперативноãо и высокоäетаëü-
ноãо зонäирования ìоãут возникатü спонтанно,
сëу÷айныì образоì, и äëя их реøения ìоãут испоëü-
зоватüся МКА, иìеþщие разëи÷ные типы аппара-
туры зонäирования и разëи÷ные орбитаëüные пара-
ìетры. Реøение пробëеìы соãëасованноãо взаиìо-
äействия МКА, коãäа äëя выпоëнения оäной и
той же заäа÷и испоëüзуется не оäин, а коëëектив
разëи÷ных МКА и, кроìе тоãо, коãäа МАС ìожет

Рассматриваются вопросы автономного согласованного
межспутникового взаимодействия в мультиагентных систе-
мах малоразмерных космических аппаратов (КА) дистанци-
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оäновреìенно выпоëнятü нескоëüко заäа÷, состоит
в испоëüзовании äëя этих öеëей спутников-посреä-
ников. Наибоëее перспективный поäхоä закëþ÷а-
ется в приìенении ãруппировки из трех КА, нахо-
äящихся на ãеостаöионарной орбите (ГСО). Наëи-
÷ие трех КА на ГСО (равноìерно разнесенных по
äоëãоте стояния) позвоëяет обеспе÷итü виäиìостü
с борта этих КА практи÷ески ëþбых объектов на
зеìной поверхности (за искëþ÷ениеì припоëяр-
ных зон). Инфорìаöиþ о кажäоì объекте набëþ-
äения (ОН) öеëесообразно хранитü в базе знаний
тоãо КА ГСО, в зоне пряìой виäиìости котороãо
нахоäится ОН. Так как три КА ГСО всеãäа "виäят"
äруã äруãа, инфорìаöия об ОН ëеãко äоступна äëя
ëþбоãо МКА.

1. Взаимодействие КА в МАС и проблема 
кластеризации при решении задач

Буäеì поëаãатü, ÷то кажäый КА ДЗЗ оснащен
äат÷икаìи ãëобаëüных навиãаöионных спутниковых
систеì (ГНСС) GPS/GLONASS (äëя опреäеëения
поëожения öентра ìасс КА в ãеоöентри÷еской вра-
щаþщейся систеìе коорäинат: øироты и äоëãоты
öентра ìасс КА, а также высоты поëета наä по-
верхностüþ Зеìëи) и систеìой астроäат÷иков (АД)
(äëя опреäеëения текущеãо уãëовоãо поëожения
осей КА в инерöиаëüноì пространстве). Дëя поëу-
÷ения äостато÷ной то÷ности оäновреìенно ис-
поëüзуþтся äва АД. Дëя наäежности иноãäа на КА
устанавëиваþтся три АД — äва äëя работы и оäин
в резерве. Выхоäныì параìетроì АД явëяется ква-
тернион поëожения осей КА относитеëüно инер-
öиаëüной систеìы коорäинат. Работа АД основана
на испоëüзовании бортовоãо катаëоãа звезä, храня-
щеãося в паìяти проöессора АД. Кроìе АД в сис-
теìу управëения äвижениеì (СУД) КА вхоäят во-
ëоконно-опти÷еские ãироскопы (ВОГ), испоëü-
зуþщие в своей работе принöип Санüяка. Обы÷но
äат÷ики ВОГ явëяþтся основныì инструìентоì
опреäеëения ориентаöии КА, а АД испоëüзуþтся
äëя периоäи÷еской коррекöии показаний ВОГ.

Укрупненная схеìа взаиìоäействия МАС КА
ДЗЗ с орбитаëüныìи и назеìныìи систеìаìи и
объектаìи привеäена на рис. 1 (ОН — объекты на-

бëþäения, ЦУП — öентр управëения поëетоì,
НППИ — назеìные пункты приеìа инфорìаöии).

Буäеì поëаãатü, ÷то МАС оäновреìенно ìожет
реøатü нескоëüко заäа÷. При этоì оäна и та же за-
äа÷а ìожет реøатüся с у÷астиеì нескоëüких КА.
КА, которые опреäеëены äëя реøения оäной конк-
ретной заäа÷и, образуþт кëастер КА. Такиì образоì,
ìножество КА МАС разбивается на ìножество
кëастеров. Вìесте с теì, оäин и тот же КА ìожет
вхоäитü в нескоëüко кëастеров, т. е. испоëüзоватüся
äëя реøения нескоëüких заäа÷.

Проöесс разбиения КА по кëастераì назовеì
кëастеризаöией МАС. Поäìножество КА, образуþ-
щих кëастер äëя реøения оäной конкретной заäа÷и,
а также поäìножество заäа÷, в реøении которых
приниìает у÷астие конкретный КА, ìожет бытü
заäано в виäе ìатриöы кëастеризаöии K сëеäуþ-
щеãо виäа:

K = ,

ãäе ki, j = 

Назовеì КА в кëастере, который в äанный ìо-
ìент выпоëняет заäа÷у, активныì КА. Остаëüные КА
в кëастере явëяþтся пассивныìи с то÷ки зрения
выпоëнения соответствуþщей заäа÷и. Пассивный
КА ìожет бытü активныì при выпоëнении äруãой
заäа÷и, т. е. активныì в äруãоì кëастере.

Кажäая из реøаеìых заäа÷ и соответствуþщий ей
кëастер иìеþт свой приоритет. Приоритетная поëи-
тика ìожет бытü разëи÷ной. Наприìер, какой-ëибо
заäа÷е ìожет бытü присвоен абсоëþтный приори-
тет, а приоритет остаëüных заäа÷ явëяется относи-
теëüныì и опреäеëяется в поряäке поступëения
заäа÷. Приоритет заäа÷и ìожет назна÷атüся в ìоìент
ее поступëения на испоëнение. Матриöа K строится
такиì образоì, ÷то кëастер Zν иìеет боëее высо-
кий приоритет относитеëüно кëастера Zψ, есëи ν < ψ.
Такиì образоì, поëожение стоëбöа в ìатриöе K
опреäеëяет приоритет соответствуþщей заäа÷и.

Приоритетностü реøаеìых систеìой заäа÷ вëия-
ет на öикëоãраììу работы КА. Цикëоãраììа — это
укрупненный пëан функöионирования КА. Зäесü
опреäеëяþтся вреìенные интерваëы, в которых ре-
øаþтся заäа÷и зонäирования ОН, "сëива" инфор-
ìаöии на пункты ее приеìа, связü с КА на ГСО,
с назеìныì коìпëексоì управëения и с äруãиìи
КА соответствуþщеãо кëастера. Возìожен как не-
посреäственный "сëив" инфорìаöии на ППИ, так и
переäа÷а ее ÷ерез спутники-ретрансëяторы, в ка÷е-
стве которых испоëüзуþтся КА на ГСО (äëя увеëи-
÷ения оперативности äоставки инфорìаöии потре-Рис. 1. Схема взаимодействия МАС КА ДЗЗ

k1 1, … k1 m,

   

kn 1, … kn m,

.
.
.

.
.
.

.

.

.

0, есëи КА i-ãо типа не у÷аствует
в реøении j-й заäа÷и;
1, есëи КА i-ãо типа у÷аствует
в реøении j-й заäа÷и;
2, есëи КА i-ãо типа активен
при реøении j-й заäа÷и.
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битеëþ). При пëанировании работы КА возìожно
совìещение режиìов работы КА по зонäированиþ
ОН и переäа÷и инфорìаöии на ППИ.

Важныì режиìоì работы КА явëяется переäа÷а
управëения на проäоëжение зонäирования ОН
(проäоëжение выпоëнения öеëевой заäа÷и) äруãоìу
КА, вхоäящеìу в кëастер этой заäа÷и.

Работы по составëениþ öикëоãраììы функöио-
нирования КА, обеспе÷ениþ переäа÷и управëения
на проäоëжение выпоëнения зонäирования äруãоìу
КА äоëжны выпоëнятüся непосреäственно на борту
активноãо КА. При переäа÷е управëения на проäоë-
жение выпоëнения заäа÷и зонäирования äруãоìу
КА активный КА äоëжен в паìяти своеãо проöес-
сора соäержатü сëеäуþщуþ инфорìаöиþ: ìатриöу
кëастеров K, öикëоãраììу своей работы и öикëо-
ãраììы работы КА, вхоäящих в соответствуþщий
кëастер, инфорìаöиþ о пространственноì поëо-
жении всех КА кëастера.

На на÷аëüноì этапе проöеäура кëастеризаöии и
поëу÷ение ìатриöы K ìоãут осуществëятüся öент-
раëизованно среäстваìи назеìноãо коìпëекса уп-
равëения (НКУ) и переäаватüся на все КА ГСО.
В äаëüнейøеì эта заäа÷а ìожет реøатüся автоноì-
но с испоëüзованиеì непосреäственно КА, вхоäя-
щих в МАС. Но в ëþбоì сëу÷ае, независиìо от тоãо,
какой из КА ìоäифиöирует эту ìатриöу, она пе-
реäается на все КА ГСО и поääерживается в акту-
аëüноì состоянии. Это äает возìожностü всеì КА
ДЗЗ при обращении к оäноìу из КА ГСО иìетü на
борту эту ìатриöу.

При принятии реøения на борту КА ДЗЗ о пере-
äа÷е управëения äëя проäоëжения реøения заäа÷и
äруãоìу КА из соответствуþщеãо кëастера ìатриöа
K ìоäифиöируется (актуаëизируется äруãой КА из
кëастера) и переäается в КА ГСО и НКУ. Такиì
образоì, ìатриöа K поääерживается в актуаëüноì
состоянии среäстваìи саìой МАС. Инфорìаöия
о ìестопоëожении и ориентаöии КА ДЗЗ форìи-
руется непосреäственно на борту КА и в привязке
ко вреìени также переäается в КА ГСО.

В базе знаний КА ГСО хранится также инфор-
ìаöия о параìетрах КА и их орбитах. В резуëüтате
ëþбой КА ДЗЗ, обращаясü к КА ГСО, ìожет по-
ëу÷итü инфорìаöиþ о ìестопоëожении в текущий
ìоìент вреìени ëþбоãо КА ДЗЗ, вхоäящеãо в МАС.

Вопросы построения öикëоãраìì работы КА и
операöий наä ниìи, а также усëовия виäиìости
äруã äруãоì КА и совìестной виäиìости КА и
ППИ, НКУ, ОН рассìотрены в работах [1—4].

Аëãоритìы и проãраììы построения öикëо-
ãраìì, опреäеëения усëовий виäиìости äоëжны
присутствоватü в базах знаний КА ГСО и КА ДЗЗ.

При проверке усëовий виäиìости необхоäиìо
знание как ìестопоëожения саìоãо КА, так и по-
ëожения тоãо объекта, с которыì устанавëивается
виäиìостü. Местопоëожение посëеäнеãо, есëи он
нахоäится в постоянноì äвижении, опреäеëяется
при обращении к базе знаний оäноãо из КА ГСО.
Оäнако установëение факта виäиìости еще неäо-

стато÷но äëя обеспе÷ения усëовий переäа÷и и
приеìа инфорìаöии. Дëя обеспе÷ения связи необ-
хоäиìо сориентироватü антенны переäат÷ика и ан-
тенны приеìника инфорìаöии такиì образоì,
÷тобы их оси ëежаëи на ëинии пряìой виäиìости.
В общеì сëу÷ае поëожение приеìо-переäаþщих
антенн на кажäоì КА относитеëüно собственных
осей КА ìожет бытü как фиксированныì (антенны
непоäвижно закрепëены на КА), так и произвоëü-
ныì (антенны ìоãут изìенятü свое поëожение от-
носитеëüно осей КА). В ëþбоì сëу÷ае в базе знаний
кажäоãо КА äоëжно хранитüся текущее зна÷ение
кватерниона поëожения антенны относитеëüно
осей КА. Это позвоëит реøитü заäа÷у навеäения
антенн ëибо путеì обеспе÷ения нужной ориента-
öии осей КА, ëибо непосреäственно среäстваìи
навеäения саìих антенн.

2. Модели и алгоритмы наведения 
антенных устройств

Рассìотриì заäа÷у навеäения антенны, нахоäя-
щейся на борту КА m1, на КА m2. Буäеì поëаãатü,
÷то на борту m1 известны коорäинаты öентров ìасс
m1 и m2 в инерöиаëüной систеìе коорäинат (ISK)
(коорäинаты m1 опреäеëяþтся непосреäственно на
борту m1, а коорäинаты m2 — при обращении к базе
знаний оäноãо из спутников-ретрансëяторов на
ГСО). На рис. 2 показано взаиìное пространствен-
ное поëожение КА m1 и m2.

В резуëüтате иìееì.

 +  = ;  = ,

ãäе  — орт направëения из öентра ìасс m1

в öентр ìасс m2 в ISK;  — раäиус-вектор КА m1;

 — раäиус-вектор КА m2;  — раäиус-век-

тор взаиìноãо поëожения КА m1 и m2.

Рис. 2. Взаимное пространственное положение КА m1 и m2
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Кватернион перехоäа от ISK к ãеоöентри÷еской
вращаþщейся вìесте с Зеìëей систеìе коорäинат
(ГЦВ) равен

 = ,

ãäе ωz = 7,2921•10–5  (уãëовая скоростü враще-

ния Зеìëи); s = s0 + (t – t0), s0 — звезäное вреìя на

ãринви÷скоì ìериäиане в ìоìент t0 ìировоãо вре-

ìени; t — текущее вреìя.
В этоì сëу÷ае орт направëения ìежäу КА в ГЦВ

равен

 =  é  é ,

ãäе é — операöия кватернионноãо уìножения;
зäесü и äаëее Λ~— кватернион, сопряженный к Λ.

При известноì кватернионе  ориентаöии

связанной с m1 систеìы коорäинат (SSK) относи-

теëüно ISK (по показанияì с АД) ìожно вы÷исëитü
кватернион поëожения SSK относитеëüно ГЦВ:

 =  é  =  é .

Поëожение орта  öентраëüной ëинии антен-

ны на КА m1 относитеëüно SSK известно из кон-

структивных соображений. Отсþäа поëожение орта
в ГВЦ опреäеëиì сëеäуþщиì образоì:

 =  é  é  =

=  é  é .

Сфорìируеì в систеìе коорäинат ГВЦ кватер-

нионное преäставëение векторов  и 

сëеäуþщеãо виäа:

 = ;  = .

Кватернион ΔΛan поворота антенны КА m1 в сис-
теìе ГЦВ äëя совìещения направëения ее öентраëü-
ной оси с направëениеì на öентр ìасс КА m2 равен

ΔΛan =  é .

Есëи антенна закрепëена непоäвижно на КА m1,
то сëеäует äобитüся такоãо совìещения путеì раз-
ворота SSK КА m1. В этоì сëу÷ае новое поëожение
SSK КА m1 в ГЦВ опреäеëяется кватернионоì

Λ  =  é ΔΛan.

Обы÷но все вы÷исëения на борту выпоëняþтся
в ISK, поэтоìу иìеет сìысë опреäеëитü новое по-
ëожение SSK КА m1 в ISK:

Λ  =  é Λ .

Рассìотриì аëãоритì и проãраììу опреäеëения
параìетров навеäения антенны, нахоäящейся на по-
верхности Зеìëи (наприìер, в ЦУПе) на КА, рас-
поëоженный на ГСО.

Обращение к проãраììе иìеет виä:

AzMKAGSO (ϕan, λan, λka, vzdolgka),

ãäе ϕan, λan — øирота и äоëãота то÷ки распоëоже-
ния антенны на поверхности Зеìëи; λka — äоëãота
КА на ГСО;

vzdolgka = 

Выхоäные параìетры проãраììы: Az, αì — азиìут
и уãоë ìеста направëения "антенна — КА ГСО".

Широта и äоëãота антенны, äоëãота КА ГСО за-
äаþтся в раäианах, а азиìут и уãоë ìеста вывоäятся
в ãраäусах.

В проãраììе испоëüзуется ãеоöентри÷еская вра-
щаþщаяся систеìа коорäинат (ГЦВ) и ãоризонтная
систеìа коорäинат (ГорСК). На÷аëо ГорСК нахо-
äится в то÷ке распоëожения антенны, осü xh на-
правëена из öентра Зеìëи в направëении к антенне,
осü zh касатеëüна к ìериäиану в то÷ке распоëоже-
ния антенны и направëена на север, осü yh äопоë-
няет систеìу äо правой. В проãраììе испоëüзуþтся
операöии сопряжения и норìаëизаöии кватернио-
нов, операöии кватернионноãо уìножения и пере-
воäа постоянноãо вектора из оäной систеìы коор-
äинат в äруãуþ. Принято, ÷то Зеìëя — øар раäиуса
6378 кì, раäиус ãеостаöионарной круãовой орбиты
42 164 кì. Азиìут направëения на КА ГСО отс÷и-
тывается от направëения на север в то÷ке установки
антенны (осü zh) по ÷асовой стреëке. Уãоë ìеста —
уãоë ìежäу пëоскостüþ ãоризонта (пëоскостü zh — yh)
в ìесте установки антенны и направëениеì "ан-
тенна — КА ГСО".

Орт направëения "антенна — КА ГСО" в ГЦВ
равен

 = ,

ãäе Ranka — раäиус-вектор расстояния от антенны

äо КА ГСО в ГЦВ,
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Ranka = Rka – Ran,

Ran = ;

Rka = ,

ãäе Ran, Rka — раäиус-векторы направëения из
öентра Зеìëи на антенну и КА ГСО в ГЦВ соот-
ветственно.

Кватернион перехоäа от ГорСК к ГЦВ равен

 = Λan é Man,

ãäе Λan = cos  0 sin  0  — кватернион

поворота ГорСК на уãоë ϕan относитеëüно оси yh;

Man = cos  0 0 cos  — кватерни-

он посëеäуþщеãо äоворота ГорСК на уãоë λan от-

носитеëüно оси zh в отриöатеëüноì направëении.
Орт направëения "антенна — КА ГСО" в ГорСК

равен

 =  é  é .

Отсþäа опреäеëяþтся азиìут Az и уãоë ìеста αì
направëения "антенна — КА ГСО":

αì = arctg ;

Az = 

ãäе c = arcsin .

В проãраììе уãëы перевоäятся в ãраäусы.
Рассìотриì аëãоритì и проãраììу вы÷исëения

уãëа возвыøения и азиìут направëения ëинии ви-
зирования, соеäиняþщей МКА с КА на ГСО. Зäесü
антенна распоëаãается на МКА, нахоäящеìся на
высоте Hmka и иìеþщеì коорäинаты поäспутни-
ковой то÷ки (ϕmka, λmka). В отëи÷ие от преäыäущеãо
сëу÷ая зäесü отыскивается не уãоë ìеста (обы÷но
уãоë ìеста связываþт с то÷кой, ëежащей на поверх-
ности Зеìëи, и пëоскостüþ, касатеëüной к поверх-
ности Зеìëи в этой то÷ке), а уãоë возвыøения,

равный уãëу ìежäу ëинией визирования "МКА —
КА ГСО" и пëоскостüþ, касатеëüной к поверхности
Зеìëи и прохоäящей ÷ерез öентр ìасс МКА (рис. 3).

В отëи÷ие от преäыäущей проãраììы зäесü
ввоäится äопоëнитеëüный вхоäной параìетр — вы-
сота поëета Hmka и в ка÷естве коорäинат антенны
испоëüзуþтся коорäинаты поäспутниковой то÷ки.
Орт направëения "МКА — КА ГСО" в ГЦВ равен

 = ,

ãäе Rmkakagso — раäиус-вектор расстояния от МКА

äо КА ГСО в ГЦВ,

Rmkakagso = Rkagso – Rmka;

Rmka = ,

Rkagso = ,

Rmka, Rkagso — раäиус-векторы направëения из
öентра Зеìëи на МКА и КА ГСО в ГЦВ соответ-
ственно.

Даëее по анаëоãии с преäыäущиìи выраженияìи
опреäеëяется уãоë ìеста αìãор ëинии визирования
"МКА — КА ГСО" относитеëüно пëоскости, прохо-
äящей ÷ерез öентр ìасс МКА и параëëеëüной пëо-
скости, касатеëüной к поверхности Зеìëи в поä-
спутниковой то÷ке, и азиìут Az.

Уãоë возвыøения равен

αвозв = αìãор + αìвозв,

ãäе αìвозв =  – arcsin .
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Рис. 3. Углы места и возвышения МКА (α = αмвозв)
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Зäесü αìвозв — уãоë ìежäу пëоскостüþ, каса-
теëüной к поверхности Зеìëи в поäспутниковой
то÷ке, и пëоскостüþ, относитеëüно которой отс÷и-
тывается уãоë возвыøения.

В соответствии с Феäераëüной косìи÷еской про-
ãраììой России на 2006—2015 ãã., в стране преä-
усìатривается созäание ìноãофункöионаëüной
косìи÷еской систеìы ретрансëяöии (МКСР) "Лу÷",
состоящей из трех ãеостаöионарных косìи÷еских
аппаратов: "Лу÷-5А" (16° запаäной äоëãоты — наä
Атëантикой), "Лу÷-5Б" (95° восто÷ной äоëãоты —
наä Инäийскиì океаноì), "Лу÷-4" (167° восто÷ной
äоëãоты — наä Тихиì океаноì) [5]. Что это äает?
Наприìер, интерваë вреìени, в те÷ение котороãо
российский сеãìент МКС ìожет взаиìоäейство-
ватü с ЦУПоì, в настоящее вреìя составëяет окоëо
2,5 ÷ в сутки. Ввоä в äействие этой систеìы позво-
ëит низкоорбитаëüныì КА (высота поëета ìенее
2000 кì) взаиìоäействоватü со своиìи ЦУПаìи,
распоëоженныìи на территории России, по÷ти
100 % вреìени.

Рассìотриì ряä приìеров. Пустü требуется оп-
реäеëитü азиìут и уãоë ìеста при навеäении антенны
из ã. Саìары на КА "Лу÷-5Б". Коорäинаты антен-
ны в Саìаре и КА на ГСО:

ϕan = π, λan = π, λka = π

(восто÷ная äоëãота).

Обращение к проãраììе äает:

AzMКАGSO(ϕan, λan, λka, 0) = (128.783, 16.78),

Az = 128,783°, αì = 16,78°.

При навеäении антенны на КА Лу÷-5А иìееì:

λka = π (запаäная äоëãота),

AzMКАGSO(ϕan, λan, λka, 1) = (250.464, 5.384),

αì = 5,384°.

При уãëе ìеста, ìенüøеì 7...10°, связü с КА
ГСО пробëеìати÷на (поìехи от зäаний, äеревüев,
атìосферные явëения).

При рас÷ете параìетров навеäения из Саìары
на КА "Лу÷-4" уãоë ìеста поëу÷ится равныì α

ì
 =

= –23.687°. Отриöатеëüное зна÷ение уãëа ìеста ãо-
ворит о тоì, ÷то КА ГСО распоëожен ниже ãори-
зонтной пëоскости в районе Саìары, сëеäоватеëü-
но, не ìожет бытü "виäен".

Рассìотриì ãипотети÷еский приìер опреäеëе-
ния азиìута и уãëа возвыøения äëя сëу÷ая навеäе-
ния антенны на КА ГСО с МКА, который проëе-
тает наä Саìарой на высоте 500 кì.

Дëя КА "Лу÷-5Б" уãоë возвыøения αвозв = 38.071°,
äëя КА "Лу÷-5А" αвозв = 26.67°, а äëя КА "Лу÷-4"
уãоë возвыøения отриöатеëен. Такиì образоì, с КА
"Лу÷-5А" и "Лу÷-5Б" МКА ìожет поääерживатü ус-
той÷ивуþ связü.

В перспективе, äëя эффективной орãанизаöии
работы коëëектива спутников возìожны и разëи÷-
ные äруãие варианты коììуникаöий, при÷еì как

с пряìыì, так и косвенныì взаиìоäействиеì, а так-
же их коìбинаöии.

Наприìер, в работе [6] преäëаãается перспек-
тивная конöепöия управëения ìикроспутникаìи
оперативноãо ìониторинãа на базе сети "Inmarsat —
BGAN", позвоëяþщая на базе станäартных серви-
сов и серийной аппаратуры сети реаëизоватü ãëо-
баëüное оäнопунктовое управëение ìикроспутни-
каìи. Управëение кажäыì спутникоì осуществëя-
ется при этоì с поìощüþ назеìных станöий
äоступа, испоëüзование ìежспутниковых ëиний
связи не преäусìатривается.

Работа выполнена при финансовой поддержке
Российского фонда фундаментальных исследований
(грант 10-08-01015а).

Заключение

Дëя обеспе÷ения боëüøей автоноìности функ-
öионирования и повыøения активности МАС не-
обхоäиìо преäусìотретü ìежспутниковуþ связü
÷ерез спутники-ретрансëяторы (С-Р). Кроìе тоãо,
эëеìенты "встроенной саìоорãанизаöии", вкëþ÷аþ-
щие ìеханизìы "переãоворноãо проöесса", приня-
тие реøений в автоноìноì режиìе по управëениþ
МАС, ìоãут бытü эффективно реаëизованы при
наëи÷ии распреäеëенной ìежäу аãентаìи МАС
базы знаний.

В принöипе, в ка÷естве С-Р ìожно испоëüзоватü
и неãеостаöионарные КА, но в этоì сëу÷ае струк-
тура этих С-Р äоëжна бытü реãуëярной, т. е. все КА
сети äоëжны "знатü", в каких то÷ках пространства
в текущий ìоìент вреìени нахоäятся С-Р. Кроìе
тоãо, при этоì усëожнится переäа÷а äанных, так
как спутнику нужно отсëеживатü во вреìя переäа-
÷и иëи приеìа инфорìаöии как свое äвижение,
так и äвижение С-Р.
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