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Научно�образовательная 
и научно�техническая 

деятельность кафедры 
"Приборы управления" Тульского 
государственного университета

Историческая справка. Кафеäра "Приборы уп-
равëения" (ПУ) Туëüскоãо ãосуäарственноãо уни-
верситета (ТуëГУ) проøëа 50-ëетний рубеж своеãо
развития. Орãанизатор и первый завеäуþщий ка-
феäрой (первое название "Гироскопи÷еские при-
боры и устройства") профессор А. Я. Шайäенко
(1919—1992 ãã.) наряäу с труäнейøей работой по
форìированиþ нау÷но-пеäаãоãи÷ескоãо коëëекти-
ва кафеäры и ее ìатериаëüно-техни÷ескоãо обес-
пе÷ения сразу посëе ее орãанизаöии (1961 ã.) суìеë
обеспе÷итü разработку и выпуск ìаëых серий ãи-
ростабиëизированных пëатфорì äëя стабиëизаöии
разëи÷ных приборов на борту ìорских суäов.

За 15 ëет руковоäства кафеäрой (1961—1976 ãã.)
А. Я. Шайäенко заëожиë основу нау÷ной øкоëы
по направëениþ "Гиросистеìы äëя стабиëизаöии
иссëеäоватеëüской и навиãаöионной аппаратуры и
коìпенсаторы вëияния ка÷ки суäна на показания
эхоëотов".

В. К. Карпов, профессор, äоктор техни÷еских
наук (1940—1993 ãã.), завеäовавøий кафеäрой с 1977
по 1987 ãã., основаë новое нау÷ное направëение
"Гиросистеìы сëежения за объектаìи с разëи÷ных
носитеëей и ãравиинерöиаëüная ãиростабиëизаöия".
Работы в этоì направëении заверøиëисü созäаниеì
образöов техники, которые успеøно экспëуатиро-
ваëисü на нау÷но-иссëеäоватеëüских суäах, вкëþ÷ая
фëот АН СССР. В этот периоä быëа существенно
обновëена ìатериаëüно-техни÷еская база кафеä-
ры, к обу÷ениþ стуäентов привëе÷ены веäущие
спеöиаëисты преäприятий Туëы, на которых быëи
орãанизованы фиëиаëы кафеäры.

С 1987 ã. кафеäрой завеäует äоктор техни÷еских
наук, профессор В. Я. Распопов. С 1988 ã. на ка-
феäре увеëи÷ивается объеì иссëеäований по обо-
ронной теìатике в раìках нау÷ноãо направëения
"Гироприборы и базовые приборы систеìы ориен-
таöии, стабиëизаöии и навиãаöии" (нау÷ный руко-
воäитеëü В. Я. Распопов). В усëовиях ãосуäарст-
венной и эконоìи÷еской перестройки кафеäра со-
храниëа нау÷но-техни÷еский потенöиаë, освоиëа
новые направëения и спеöиаëüности поäãотовки,
расøириëа твор÷еские контакты, активизироваëа
изäатеëüскуþ äеятеëüностü.

В настоящее вреìя на кафеäре веäется ìноãо-
уровневая поäãотовка (бакаëавр, ìаãистр) по треì
профиëяì: "Приборы и систеìы ориентаöии, ста-
биëизаöии и навиãаöии", "Эëектрооборуäование
ëетатеëüных аппаратов", "Оптико-эëектронные при-
боры и систеìы" направëений "Систеìы автоìати-
÷ескоãо управëения äвижениеì и навиãаöия",
"Эëектроэнерãетика и эëектротехника", "Оптотех-
ника". Работает аспирантура.

Среäи выпускников кафеäры — ãенераëüные äи-
ректора преäприятий, сотруäники ãосуäарственной
сëужбы, ãëавные конструкторы и инженеры, руко-
воäитеëи отäеëов и ìноãо÷исëенные спеöиаëисты,
работаþщие в проìыøëенных и конструкторских
орãанизаöиях.

Поäробная инфорìаöия о нау÷но-техни÷еских
работах, выпоëненных на кафеäре в периоä
1980—2000 ãã. соäержится в работе [1], а история
развития кафеäры с 1961 по 2000 ã. изëожена в
книãе [2]. Основные резуëüтаты образоватеëüной и
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нау÷но-техни÷еской äеятеëüности кафеäры отра-
жены в работах [3...6].

Научно-образовательная деятельность. Эта äея-
теëüностü реãëаìентирована феäераëüныìи ãосуäар-
ственныìи образоватеëüныìи станäартаìи (ФГОС),
которые, оäнако, преäоставëяþт äостато÷нуþ сво-
боäу при форìировании пере÷ня äисöипëин спе-
öиаëизаöии, вхоäящих в так называеìуþ реãионаëü-
нуþ составëяþщуþ ФГОС.

Мноãоуровневая систеìа поäãотовки äает воз-
ìожностü стуäентаì, обу÷аþщиìся в бакаëавриате
и изу÷аþщиì äисöипëины спеöиаëизаöии в фи-
ëиаëах кафеäры на базе у÷ебных öентров ОАО
"НПО "Стреëа"" и ОАО "КБП", совìещатü у÷ебу
с работой по спеöиаëüности с посëеäуþщиì вы-
поëнениеì выпускных кваëификаöионных работ
по теìаì преäприятий.

Важнейøиì направëениеì нау÷но-образоватеëü-
ной äеятеëüности явëяется разработка у÷ебных по-
собий и у÷ебников по основныì и перспективныì
направëенияì науки и техники. Мноãоëетний опыт
работы кафеäры по управëяеìыì ãиростабиëиза-
тораì наøеë отражение в у÷ебноì пособии [7].
Опыт работы и препоäавания по направëениþ
"Оптотехника" обобщен в у÷ебных пособиях [8, 9].
Боëüøой произвоäственный опыт в обëасти спеöи-
аëüноãо ãироприборостроения и препоäаватеëüская
äеятеëüностü в этоì направëении преäставëены в
у÷ебноì пособии [10]. Основные резуëüтаты ìноãо-
ëетней нау÷но-практи÷еской работы в обëасти оä-
ноãо из перспективных направëений — ìикросис-
теìной техники изëожены в у÷ебноì пособии [11].

Важныì направëениеì образоватеëüной äеятеëü-
ности кафеäры явëяется повыøение кваëифика-
öии инженеров, работаþщих на преäприятиях на-
у÷но-произвоäственноãо профиëя. Актуаëüностü
этоãо направëения, требуþщеãо ускоренноãо об-
новëения, а нереäко и приобретения новых знаний
в соответствии с запросаìи преäприятий, объясня-
ется сëеäуþщиìи при÷инаìи:
� на боëüøинстве преäприятий в связи с рефор-

ìаìи посëеäних ëет оказаëся наруøенныì про-
öесс переäа÷и знаний в связи с сокращениеì
÷исëенности работников среäней возрастной
ãруппы;

� преäприятия в поисках новых сфер приëожения
своей äеятеëüности вынужäены расøирятü их
пере÷енü; ÷асто новые объекты не соответству-
þт профиëþ траäиöионной äеятеëüности преä-
приятий;

� инженерно-техни÷еский состав преäприятий в
сиëу соöиаëüно-эконоìи÷еских усëовий в зна÷и-
теëüной степени форìируется из выпускников
у÷ебных завеäений, не отве÷аþщих в поëной
ìере профиëþ работы преäприятий и еãо поä-
разäеëений.
Данный виä образоватеëüной äеятеëüности быë

возобновëен кафеäрой в 2005 ã. по преäëожениþ
ФГУП РФЯЦ-ВНИИТФ иì. акаä. Е. И. Забабахина.

Работа в этоì направëении проäоëжается, и в на-
стоящее вреìя разработаны новые проãраììы [12]
курсов повыøения кваëификаöии инженеров и со-
ответствуþщее у÷ебно-ìетоäи÷еское обеспе÷ение.

Научно-техническая деятельность. Нау÷но-ис-
сëеäоватеëüская работа и, как ее резуëüтат, техни÷е-
ские разработки явëяþтся важнейøиìи составëяþ-
щиìи äеятеëüности кафеäры, которые оказываþт
стиìуëируþщее возäействие на у÷ебный проöесс.
Техни÷еские разработки явëяþтся наукоеìкиìи,
базируþщиìися на ìноãоëетних иссëеäованиях,
некоторые обобщены в ìоноãрафиях [13—16]. В ра-
ботах [3—6] соäержится поäробная характеристика
нау÷но-техни÷еских разработок кафеäры.

В ка÷естве приìера наукоеìкой разработки
ìожно указатü высокото÷ный инäикаторный ãиро-
стабиëизатор новоãо покоëения ãравиìетри÷еско-
ãо коìпëекса "ГРИН". Коìпëекс проøеë успеøные
испытания при провеäении нау÷ных иссëеäований
и произвоäственных работ в акватории Мировоãо
океана, в районе Штокìановскоãо ìесторожäения
в Баренöевоì ìоре и показаë хороøуþ схоäиìостü
с резуëüтатаìи изìерений, поëу÷енныìи ãравиìет-
ри÷ескиìи коìпëексаìи, разработанныìи НПО
"Азиìут" совìестно с институтоì физики Зеìëи
Акаäеìии наук и ãиростабиëизированныì ãрави-
ìетроì "La Coste Romberg" (США). В периоä с 2000
по 2005 ãã. коìпëексоì ГРИН-2000 выпоëнено
боëее 10 000 кì съеìки на акваториях Азовскоãо,
Черноãо и Каспийскоãо ìорей, при÷еì боëее 2000 кì
съеìки выпоëнено в усëовиях преäеëüноãо ìеëко-
воäüя на ãëубинах от 1 äо 2,5 ì с испоëüзованиеì
пëоскоäонных суäов, иìеþщих осаäку 0,7...1 ì [12].

Перспективныì направëениеì явëяется разра-
ботка ìикросистеì разëи÷ноãо назна÷ения, в ÷аст-
ности, изìеритеëüных ìоäуëей систеì ориентаöии
и инфорìаöионно-изìеритеëüной систеìы äëя
вращаþщеãося по крену ЛА на ìикроãироскопах и
ìикроаксеëероìетрах.

Микросистеìная авионика [19, 20, 21] позвоëяет
созäаватü ìаëоразìерные, ìассой окоëо 10 кã,
БПЛА, способные реøатü заäа÷и развеäки и öеëе-
указания в бëижней такти÷еской зоне, выпоëнятü
функöиþ экоëоãи÷ескоãо ìониторинãа и ìноãие
äруãие заäа÷и.

Материаëы по авионике в разëи÷ных коìбина-
öиях быëи преäставëены на XV, XVI, XVII, XVIII
(2008—2011 ãã.) Санкт-Петербурãских ìежäуна-
роäных конференöиях по интеãрированныì нави-
ãаöионныì систеìаì, провоäиìых поä руковоäст-
воì акаäеìика РАН В. Г. Пеøехонова, который
с÷еë возìожныì некоторые из них засëуøатü на
пëенарных засеäаниях.

Разработка ìикросистеìной авионики прово-
äится на базе инноваöионноãо и нау÷но-образова-
теëüноãо öентра (НОЦ) "Микросистеìная техника",
который обëаäает интеëëектуаëüныìи и техни÷е-
скиìи ресурсаìи, необхоäиìыìи äëя разработки
ìикросистеìной авионики МБПЛА по техни÷е-
скиì требованияì заказ÷ика.
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В настоящеì выпуске журнаëа преäставëены три
работы, выпоëненные в раìках нау÷ноãо направ-
ëения "Микросистеìная авионика БПЛА". В рабо-
тах рассìотрены проöеäуры опреäеëения аэроäи-
наìи÷еских и тяãовых характеристик МБПЛА как
объекта управëения. Привеäены аëãоритìы систеìы
автоìати÷ескоãо управëения, функöионируþщей
в режиìе терìинаëüной навиãаöии. Рассìатрива-
ется ìетоä коìпенсаöии вëияния ëинейных уско-
рений, äействуþщих на систеìу ориентаöии. При-
воäятся резуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëирования
и экспериìентаëüных иссëеäований скорректиро-
ванной систеìы. Также преäëаãается новый аëãо-
ритì ориентаöии äëя вращаþщихся по крену ЛА,
иìеþщий боëее высокуþ то÷ностü выработки па-
раìетров ориентаöии и позвоëяþщий реаëизоватü
"синусно-косинусный ìеханизì" перекëаäки руëей.

* * *

Кафеäра "Приборы управëения" ТуëГУ иìеет
боãатый опыт разработки сëожных, то÷ных ãиросис-
теì ìорскоãо приìенения, который ìожет бытü
перенесен на разработку ãиросистеì, преäназна-
÷енных äëя äруãих носитеëей. На кафеäре разра-
ботаны теория и ìетоäы рас÷ета, а на их основе —
образöы приборов и устройств разëи÷ноãо назна-
÷ения, в которых в ка÷естве базовых ÷увствитеëü-
ных эëеìентов испоëüзуþтся ãироскопы, аксеëе-
роìетры, ìаãнитоìетры. Иссëеäования в обëасти
ìикросистеìной техники созäаëи необхоäиìый
фунäаìент äëя разработки перспективных изäеëий
с ìикро÷увствитеëüныìи эëеìентаìи.

Боëüøой пеäаãоãи÷еский опыт в со÷етании с опы-
тоì разработки наукоеìкой проäукöии разëи÷ноãо
назна÷ения явëяется ãарантией ка÷ества перепоä-
ãотовки инженеров в форìе курсов повыøения
кваëификаöии по траäиöионныì, базовыì и но-
выì у÷ебныì äисöипëинаì, отве÷аþщиì перспек-
тивныì направëенияì развития техники.

В. Я. Распопов, ä-р техн. наук, проф.,

Туëüский ãосуäарственный университет,
нау÷. руковоäитеëü НОЦ "Микросистеìная техника"
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Введение

В настоящее вреìя перспективныì явëяется
вопрос внеäрения бескарäанных систеì ориентаöии
и навиãаöии в контур управëения разëи÷ных кëас-
сов беспиëотных ëетатеëüных аппаратов (ЛА), вкëþ-
÷ая и ракетно-артиëëерийское вооружение. Дина-
ìи÷еские усëовия работы посëеäних опреäеëяþтся
кëассоì ЛА и характеризуþтся, как правиëо, не-
боëüøиì вреìенеì поëета (äо 2 ìин), наëи÷иеì
стартовоãо ускорения и управëяþщей переãрузкой,
возäействиеì вибраöий и зна÷итеëüной ÷астотой
вращения по крену, которая ìожет äостиãатü 20 Гö
и боëее. Гироскопы и аксеëероìетры оказываþтся
поä äействиеì öентробежных сиë инерöии и ìноãо-
÷исëенных возìущений, обусëовëенных сëожной
кинеìатикой äвижения ЛА, поэтоìу к ÷увстви-
теëüныì эëеìентаì систеì ориентаöии и навиãа-
öии преäъявëяþтся высокие требования по вреìе-
ни ãотовности, ìассе, ãабаритныì разìераì, на-
äежности при сохранении требуеìой то÷ности.
Кроìе тоãо, высокая ìаневренностü и вращение ЛА
по крену накëаäывает боëее жесткие требования к
аëãоритìи÷ескоìу обеспе÷ениþ систеì ориентаöии
и навиãаöии. В äанной статüе преäëаãается новый
аëãоритì ориентаöии äëя вращаþщеãося по крену
ЛА, иìеþщий боëее высокуþ то÷ностü по сравне-
ниþ с кëасси÷ескиìи аëãоритìаìи ориентаöии.

Особенности системы управления
вращающегося по крену ЛА

Вращение ЛА по крену накëаäывает ряä особен-
ностей при построении контура управëения, в со-
став котороãо вхоäит беспëатфорìенная систеìа
ориентаöии и навиãаöии. Деëо в тоì, ÷то на руëи,
заниìаþщие поëожение, бëизкое к ãоризонтаëü-
ноìу, поäается коìанäа по танãажу (рис. 1).

Посëе тоãо как эти руëи зайìут поëожение,
бëизкое к вертикаëüноìу, на них поступит коìанäа
по курсу. Такиì образоì, руëи за оäин оборот ЛА
перекëаäываþтся ÷етыре раза. Дëя обеспе÷ения
пëавноãо откëонения руëей приìеняþт "синусно-
косинусный ìеханизì", в состав котороãо в настоя-
щее вреìя вхоäит трехстепенной ãироскоп в карäа-
новоì поäвесе, вырабатываþщий синус и косинус
уãëа крена. Систеìа управëения ЛА ìожет бытü
построена по äвухканаëüной схеìе (с äвуìя параìи
руëей), ëибо по оäноканаëüной — с оäной парой
руëей.

В äвухканаëüной систеìе управëения к первой
паре руëей прикëаäывается коìанäа управëения

KI = δϑcosγ + δψsinγ, (1)

ко второй паре — коìанäа управëения

KII = –δϑsinγ + δψcosγ, (2)

ãäе δψ, δϑ — коìанäы управëения по рысканиþ и

танãажу соответственно; γ — уãоë крена.
В оäноканаëüной схеìе на еäинственнуþ пару

руëей поäается коìанäа виäа

KI = δϑcosγ + δψsinγ. (3)

Преиìуществоì оäноканаëüной схеìы явëяется
уìенüøение ÷исëа орãанов управëения по сравне-
ниþ с äвухканаëüной схеìой. К неäостаткаì оäно-
канаëüной систеìы сëеäует отнести появëение в
управëяþщих ìоìентах составëяþщих, ìеняþщихся
на уäвоенной ÷астоте вращения ЛА по крену. Дей-
ствитеëüно, есëи перес÷итатü коìанäу управëения
(3) на ãоризонтаëüнуþ осü, то управëяþщий ìоìент
вокруã этой оси приìет виä

Mϑ = δϑcos2γ + δψsinγcosγ =
= 0,5δϑ + 0,5cos2γ + 0,5δψsin2γ. (4)

Рассмотрены вращающиеся по крену летательные ап-
параты ЛА, которые оснащаются системами ориентации,
содержащими карданов подвес и механические гироскопы.

Показано, что существующие алгоритмы ориентации
в условиях быстрого вращения по крену дают значительные
фазовые и амплитудные искажения, что ограничивает их
применение. Разработан новый алгоритм ориентации для
вращающегося по крену ЛА, который имеет более высокую
точность выработки параметров ориентации и позволяет
реализовать "синусно-косинусный механизм" перекладки
рулей.

Ключевые слова: гироскоп, система ориентации, бес-
пилотный летательный аппарат

 1 Работа выпоëнена при поääержке ãранта РФФИ
№ 10-08-00230а "Нау÷ные основы построения ìаëоãабаритных
систеì ориентаöии и навиãаöии äëя беспиëотных вращаþщихся
по крену ëетатеëüных аппаратов".

Рис. 1. Двухканальная и одноканальная системы управления
вращающимся по крену ЛА
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Анаëоãи÷но опреäеëяется управëяþщий ìоìент
вокруã вертикаëüной оси:

Mψ = 0,5δψ – 0,5δψsin2γ + 0,5δϑsin2γ. (5)

На тяжеëых ЛА ãарìоники на уäвоенной ÷ас-
тоте вращения осëабëяþтся инерöионностüþ са-
ìоãо ЛА [1].

В резуëüтате изëоженноãо ìожно закëþ÷итü,
÷то независиìо от ÷исëа канаëов управëения вра-
щаþщиìся ЛА необхоäиìо на борту иìетü инфор-
ìаöиþ о синусе и косинусе уãëа крена. Иìенно по
этой при÷ине систеìа ориентаöии вращаþщеãося
по крену ЛА äоëжна вырабатыватü ÷етыре пара-
ìетра ориентаöии: траäиöионные уãëы рыскания ψ
и танãажа ϑ, а также триãоноìетри÷еские функöии
синуса и косинуса уãëа крена.

Системы координат, векторы угловой скорости

Обозна÷иì сиìвоëоì i инерöиаëüнуþ систеìу
коорäинат O iX iY iZ i, öентр O i которой поìестиì в
öентр Зеìëи, оси O iX i и O iY i распоëожиì в пëос-
кости экватора, а осü O iZ i направиì к северноìу
поëþсу. Пустü g — ãеоãрафи÷еская систеìа коор-
äинат OX gY gZ g, öентр которой поìестиì в öентре
ìасс ЛА, осü OX g направиì к северноìу поëþсу,
осü OY g по вертикаëи вверх, а OZ g — на восток. С ЛА
свяжеì систеìу коорäинат OX bY bZ b, которуþ обо-
зна÷иì сиìвоëоì b (от анãëийскоãо "body") (рис. 2).
Поëожение связанной с ЛА систеìы коорäинат по
отноøениþ к ãеоãрафи÷еской систеìе коорäинат
заäаäиì посëеäоватеëüностüþ разворотов на уãëы
рыскания ψ, танãажа ϑ и крена γ. На рис. 2 ввеäена
также систеìа осей Резаëя (Resal) OX rY rZ r (r), ко-
торая вращается с уãëовыìи скоростяìи  и , но
не у÷аствует во вращении с уãëовой скоростüþ
крена .

Зäесü и äаëее äëя обозна÷ения векторов испоëü-
зуется ìноãоинäексная форìа записи, поëу÷ивøая
øирокое распространение в анãëоязы÷ной ëитера-
туре [2], которая иìеет высокуþ объективностü
при записи форìуë и не äает повоäа äëя äвусìыс-
ëенной трактовки. Так, наприìер, вектор уãëовой

скорости ЛА относитеëüно ãеоãрафи÷еской систе-
ìы коорäинат ìожет бытü преäставëен сëеäуþщиì
образоì:

 =  + , (6)

ãäе  = ,  =  —

векторы уãëовой скорости вращения систеìы ко-
орäинат Резаëя r относитеëüно ãеоãрафи÷еской
систеìы коорäинат g и связанной систеìы коор-
äинат b относитеëüно осей Резаëя соответственно.
Оба ввеäенных вектора выражены в проекöиях на оси
связанной систеìы коорäинат (верхний инäекс b).

Дëя быстровращаþщихся по крену ЛА обы÷но
веëи÷ина sinϑ ãоразäо ìенüøе уãëовой скорости ,
поэтоìу с äостато÷но высокой степенüþ то÷ности
ìожно с÷итатü, ÷то

 ≈  = . (7)

Наприìер, есëи  = 2π•10 раä/с, а по уãëаì
рыскания и танãажа ЛА соверøает коëебания с
аìпëитуäаìи 1 и 2°, ÷астотаìи 1 и 0,5 Гö соответ-
ственно, то веëи÷ина sinϑ составëяет не боëее
7•10–3 % от уãëовой скорости  (рис. 3).

Реализация алгоритмов ориентации
вращающегося по крену ЛА

Реøение заäа÷и ориентаöии вращаþщеãося по
крену ЛА связано с ÷исëенныì интеãрированиеì
кинеìати÷ескоãо уравнения относитеëüно иско-Рис. 2. Системы координат
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ìых параìетров ориентаöии. От то÷ности вы÷исëе-
ния параìетров ориентаöии зависит то÷ностü управ-
ëения и стабиëизаöии ЛА на траектории. В работе
[2] øироко развиваþтся аëãоритìы ориентаöии,
основанные на векторе коне÷ноãо поворота, оäнако
соответствуþщие äифференöиаëüные уравнения су-
щественно неëинейны и поëу÷енные в резуëüтате их
реøения коìпоненты вектора коне÷ноãо поворота
испоëüзуþтся как проìежуто÷ные параìетры äëя
вы÷исëения параìетров Роäриãа—Гаìиëüтона.
В связи с этиì äëя описания уãëовоãо поëожения
ЛА в работе отäается преäпо÷тение параìетраì
Роäриãа—Гаìиëüтона и кватернионаì [3, 4].

Пустü  — кватернион ориентаöии, характери-
зуþщий перехоä от инерöиаëüной систеìы коор-
äинат i к связанной систеìе коорäинат b, а  —
соответственно кватернион, характеризуþщий пере-
хоä от ãеоãрафи÷еской систеìы коорäинат g к сис-
теìе b. Инфорìаöия об уãëах рыскания, танãажа и
крена соäержится в кватернионе . С поìощüþ
инерöиаëüноãо изìеритеëüноãо ìоäуëя (ИИМ),
распоëоженноãо на борту ЛА, обновëяется инфор-
ìаöия о проекöиях вектора абсоëþтной уãëовой
скорости систеìы коорäинат b по отноøениþ к
систеìе i:

 = ||   ||.

Так как рассìатриваеìый кëасс ЛА иìеет не-
боëüøое вреìя поëета, то ìожно пренебре÷ü век-
тороì переносной уãëовой скорости  и опреäе-
ëятü параìетры ориентаöии по отноøениþ к инер-
öиаëüной систеìе коорäинат i, т. е. поëаãатü, ÷то

 ≈ . (8)

В ìатри÷ной форìе записи кинеìати÷еское
уравнение äëя кватерниона  иìеет виä

2  = M( ) , (9)

ãäе  = ||    ||т, M( ) =

=  — кватернионная

ìатриöа, составëенная из проекöий вектора уãëо-

вой скорости .

Рассìотриì способ интеãрирования ìатри÷ноãо
уравнения (9). Поäобно тоìу, как реøается ска-
ëярное äифференöиаëüное уравнение первоãо по-

ряäка, реøение ìатри÷ноãо уравнения (9) на пе-
риоäе äискретизаöии T0 ìожно преäставитü в виäе

(k + 1) = (k), (10)

ãäе q(k) = M( (t))dt =

= , k = 0, 1, ..., 

— ìатри÷ный экспоненöиаë, преäставëяеìый в ви-
äе ряäа:

= E4Ѕ4+ + + ...+  + ... 

. (11)

Зäесü E4Ѕ4 — еäини÷ная ìатриöа разìерности 4Ѕ4.

Есëи принятü, ÷то за вреìя, равное периоäу
äискретизаöии Т0, уãëовая скоростü (k) изìе-
няется незна÷итеëüно, то иìеет ìесто прибëижен-
ное равенство

q(k) ≈ T0M( (k)), (12)

и ряä (11) приниìает виä

 =

= E4Ѕ4 + + + ... . (13)

Тоãäа аëãоритì (10) ìожно преäставитü в виäе

(k + 1) = (k). (14)

Понятно, ÷то при реаëизаöии аëãоритìа (14)
невозìожно привëекатü бес÷исëенное ìножество
÷ëенов суììы. В связи с этиì сëеäует "усекатü" ряä
(14) и соответственно уìенüøатü периоä äискрети-
заöии T0, ëибо увеëи÷иватü периоä äискретизаöии,
но при этоì уäерживатü зна÷итеëüное ÷исëо ÷ëе-
нов. Дëя ответа на вопрос о раöионаëüноì выборе
÷исëа ÷ëенов в степенноì ряäе (14) воспоëüзуеìся
форìуëой äëя остато÷ноãо ÷ëена разëожения в ряä
Тейëора показатеëüной функöии [5]

Rn = , (15)

ãäе n — ноìер посëеäнеãо ÷ëена в разëожении (14);
χ — äействитеëüное ÷исëо, ëежащее в интерваëе
0 < χ < 1. Сëеäует отìетитü, ÷то остато÷ный ÷ëен
Rn в (15) преäставëяет собой также ìатриöу раз-
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ìерности 4 Ѕ 4. Не конкретизируя, о какой коì-
поненте ìатриöы Rn иäет ре÷ü, оöениì веëи÷ину

остато÷ноãо ÷ëена äëя разëи÷ной уãëовой скорости
ЛА и øаãа äискретизаöии на основе скаëярной за-
висиìости

rn = , (16)

ãäе m = x, y, z и поëожено χ = 1/2.

Резуëüтаты рас÷етов остато÷ных ÷ëенов äëя раз-
ëи÷ноãо поряäка аëãоритìа и уãëовой скорости ЛА
привеäены в табëиöе.

Из резуëüтатов рас÷ета сëеäует, ÷то äëя относи-
теëüно небоëüøой уãëовой скорости ЛА (еäиниöы
раä/с) в аëãоритìе ориентаöии äостато÷но уäер-
жатü тоëüко 2...3 ÷ëена. При зна÷итеëüных уãëовых
скоростях необхоäиìо привëекатü 4...5 ÷ëенов и
боëее. Как известно, уãëовое äвижение рассìатри-
ваеìоãо кëасса ЛА характеризуется высокой ско-
ростüþ вращения по крену и äостато÷но ìеäëен-
ныìи коëебанияìи по уãëаì рыскания и танãажа
(äо 1...2 Гö). В связи с этиì öеëесообразныì явëя-
ется расщепëение вы÷исëитеëüноãо проöесса, в ко-
тороì триãоноìетри÷еские функöии синуса и ко-
синуса вы÷исëяþтся на основе аëãоритìа высокоãо
поряäка, а уãëы рыскания и танãажа — на основе
упрощенноãо аëãоритìа.

Расщепленная схема алгоритма ориентации

Расщепëенная схеìа систеìы ориентаöии вра-
щаþщеãося по крену ЛА преäпоëаãает независиìое
обновëение инфорìаöии о синусе и косинусе уãëа
крена на основе аëãоритìа высокоãо поряäка ввиäу
зна÷итеëüной уãëовой скорости ЛА вокруã про-
äоëüной оси (рис. 4).

В этоì сëу÷ае привëекается уãëовая скоростü
крена  (с у÷етоì äопущений (7), (8)) незави-
сиìо от äруãих проекöий, и обновëяется кватернион
перехоäа от систеìы осей Резаëя к связанной сис-
теìе коорäинат в соответствии со сëеäуþщиì со-
отноøениеì:

(k + 1) = (k), (17)

ãäе N1 — ноìер посëеäнеãо ÷ëена, уäержанноãо в

суììе (17). На основании кватерниона  обнов-

ëяется инфорìаöия о синусе и косинусе уãëа крена

(18)

Даëее перес÷итываþтся составëяþщие вектора
уãëовой скорости осей Резаëя  и  из свя-
занной систеìы коорäинат b в систеìу r :

(19)

Посëе перес÷ета äанных из связанной систеìы
коорäинат в систеìу коорäинат Резаëя составëяþ-
щие  и  иìеþт ìеäëенный характер изìе-
нения, а сëеäоватеëüно, äëя обновëения инфорìа-
öии об уãëах рыскания и танãажа ìожно упроститü
вы÷исëитеëüный аëãоритì. Обновëение уãëов рыска-
ния и танãажа осуществëяется сëеäуþщиì образоì:

(k + 1) = (k), (20)

ãäе M( (k)) =

— кватернионная ìатриöа, составëенная из про-
екöий вектора уãëовой скорости систеìы коорäи-
нат r ; N2 — поряäок вы÷исëитеëüноãо аëãоритìа.
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Обновëение уãëов рыскания и танãажа осуще-
ствëяется на основании сëеäуþщих зависиìостей:

ψ(k + 1) =

=arctg ;(21)

ϑ(k + 1) = arcsin[2 (k + 1) (k + 1) +

+ 2 (k + 1) (k + 1)]. (22)

Дëя анаëиза аëãоритìов ориентаöии вращаþ-
щеãося по крену ЛА провоäиëи ìоäеëирование,
при котороì реаëизовываëся кëасси÷еский аëãоритì
ориентаöии и расщепëенная схеìа, описанная
выøе. Периоä äискретизаöии Т0 приниìаëи рав-
ныì 0,01 с, уãëы рыскания и танãажа заäаваëи как
ãарìони÷еские функöии вреìени с аìпëитуäаìи
1 и 2°, соответственно, и ÷астотаìи 1 и 0,5 Гö. На
рис. 5 привеäены ãрафики зависиìости уãëа рыс-
кания от вреìени äëя разëи÷ной уãëовой скорости
крена. В кëасси÷ескоì аëãоритìе ориентаöии уäер-
живаëисü äо сеìи ÷ëенов разëожения, а в расщеп-
ëенной схеìе приниìаëи N1 = 5 и N2 = 2.

Как сëеäует из рис. 5, кëасси÷еский аëãоритì
обëаäает низкой то÷ностüþ, при÷еì äаëüнейøее
увеëи÷ение привëекаеìых ÷ëенов не привоäит к
увеëи÷ениþ то÷ности обновëения параìетров ори-
ентаöии. Повыøение то÷ности кëасси÷ескоãо аëãо-
ритìа набëþäается тоëüко в резуëüтате уìенüøения
периоäа äискретизаöии äо 0,001 с. В расщепëен-
ной схеìе аëãоритìа то÷ностü обновëения пара-
ìетров ориентаöии иìеет ìенüøие аìпëитуäные и
фазовые искажения при периоäе äискретизаöии
0,01 с, ÷то äеëает äанный аëãоритì ориентаöии бо-
ëее перспективныì äëя испоëüзования в систеìах
управëения вращаþщихся по крену ЛА.

Список литературы

1. Физические основы устройства и функöионирования
стреëково-пуøе÷ноãо артиëëерийскоãо оружия. Ч. II. Физи÷е-
ские основы устройства и функöионирования ракетноãо ору-
жия: у÷ебник äëя вузов / Поä реä. В. В. Ветрова и В. П. Стро-
ãаëева. Туëа: Изä-во ТуëГУ, 2007. 784 с.

2. Savage P. G. Strapdown Inertial Navigation System Integra-
tion Algorithm Design P. 1. Attitude Algorithms // Journal of Guidance,
Control, and Dynamics. 1998. V. 21. N 1, Jan.—Feb. Р. 19—28.

3. Матвеев В. В., Распопов В. Я. Основы построения бес-
пëатфорìенных инерöиаëüных навиãаöионных систеì: у÷еб.
пособие. СПб.: ГНЦ РФ ОАО "Конöерн "ЦНИИ "Эëектропри-
бор", 2009. 280 с.

4. Матвеев В. В. Гироскопы в систеìах ориентаöии //
Справо÷ник. Приëожение к журнаëу. 2009. № 8. С. 20—24.

5. Лебедев Р. К. Стабиëизаöия ëетатеëüноãо аппарата бес-
пëатфорìенной инерöиаëüной систеìой. М.: Маøиностроение,
1977. 144 с.

Рис. 5. Результаты моделирования алгоритмов ориентации:

а —  = 2π•3 раä/c; б —  = 2π•10 раä/cωib x,
b ωib x,

b

2Qi1
r

k 1+( )Qi3
r

k 1+( ) 2Qi0
r

k 1+( )Qi2
r

k 1+( )–

2 Qi1
r

k 1+( )[ ]
2

2 Qi0
r

k 1+( )[ ]
2

1–+
-------------------------------------------------------------------------------------------

Qi1
r

Qi2
r

Qi0
r

Qi3
r

14—15 февраëя 2013 ã. в ОАО «НПЦ «Поëþс» состоится

научно-техническая конференция молодых специалистов

«ЭЛЕКТРОННЫЕ И ЭЛЕКТРОМЕХАНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ И УСТРОЙСТВА»

Основные научные направления работы конференции:

� Эëектронные систеìы и устройства
� Эëектроìеханика
� Техноëоãия произвоäства приборов и устройств
� Автоìатизаöия и инфорìаöионные техноëоãии

Подробная информация на сайте: http://polus.tomsknet.ru/?id=71

ИНФОРМАЦИЯ



10 Мехатроника, автоматизация, управление, № 9, 2012

УДК 629.7.05

В. Я. Распопов, д�р техн. наук, проф., зав. каф.,

tgupu@yandex.ru,

М. Н. Машнин, инженер 2 кат.,

mmashnin@yandex.ru,

А. В. Ладонкин, аспирант,

tlsandos@rambler.ru,

А. П. Шведов, канд. техн. наук, доц.,

Тульский государственный университет

Метод коррекции 
бесплатформенной 

системы ориентации 
малоразмерного беспилотного 

летательного аппарата

Введение

В беспëатфорìенных систеìах ориентаöии
(БСО) ÷увствитеëüныìи эëеìентаìи явëяþтся ãи-
роскопи÷еские äат÷ики. В ка÷естве ãироскопи÷е-
ских äат÷иков в БСО беспиëотноãо ëетатеëüноãо
аппарата (БПЛА) приìеняþтся ìикроìехани÷е-
ские ãироскопы (ММГ), которые явëяþтся äат÷и-
каìи абсоëþтных уãëовых скоростей вращения и
изìеряþт проекöии вектора абсоëþтной уãëовой
скорости БПЛА ωx, ωy, ωz на оси связанной систе-
ìы коорäинат.

Кëасси÷ескиì аëãоритìоì вы÷исëения уãëов
ориентаöии явëяется перес÷ет показаний äат÷иков
уãëовой скорости (ДУС) (проекöий ωx, ωy, ωz аб-
соëþтной уãëовой скорости Ω) в уãëовые скорости

, ,  с посëеäуþщиì их интеãрированиеì. Не-
äостаткоì такой систеìы явëяется накапëиваеìая
во вреìени поãреøностü и, как сëеäствие, оãрани-
÷енное вреìя работы.

Дëя устранения указанноãо неäостатка в систеìу
необхоäиìо ввоäитü äопоëнитеëüнуþ инфорìаöиþ,
характеризуþщуþ уãëовуþ ориентаöиþ БПЛА. Ис-
то÷никоì такой инфорìаöии ìоãут сëужитü äат-
÷ики ëинейноãо ускорения — ìикроìехани÷еские
аксеëероìетры (ММА).

Аксеëероìетры изìеряþт так называеìое кажу-
щееся ускорение, вкëþ÷аþщее проекöии на оси
связанной систеìы коорäинат ускорения свобоäно-
ãо паäения g и вектора ускорений, обусëовëенных
äвижениеì БПЛА. Выäеëение первой составëяþ-
щей кажущеãося ускорения, изìенение проекöий
которой вы÷исëяется в соответствии с выражениеì

 = g × Ω,

ìожет бытü реаëизовано с поìощüþ фиëüтра Каë-
ìана (ФК).

В своþ о÷ереäü, составëяþщая кажущеãося ус-
корения, обусëовëенная собственныì äвижениеì
БПЛА, буäет поäавëятüся ввиäу ìаëоãо зна÷ения
коэффиöиента переäа÷и ФК. Такиì образоì, ìожно
устранитü накапëиваþщуþся оøибку в уãëах тан-
ãажа и крена.

Структурная схеìа беспëатфорìенной ãировер-
тикаëи (БГ), реаëизуþщая äанный принöип, преä-
ставëена на рис. 1 [1].

БГ ìожно усëовно описатü физи÷ескиì ìаят-
никоì с постоянной вреìени T. Дëя обеспе÷ения
боëее ка÷ественной работы систеìы при наëи÷ии
ускорений БПЛА необхоäиìо обеспе÷иватü как
ìожно боëüøуþ постояннуþ вреìени.

Максиìаëüное зна÷ение постоянной вреìени в
äанной систеìе опреäеëяется поãреøностяìи ДУС,
а также ìиниìаëüныì зна÷ениеì øаãа äискрети-
заöии систеìы, зна÷ение котороãо оãрани÷ивается
характеристикаìи вы÷исëитеëüноãо устройства и
анаëоãово-öифровых преобразоватеëей изìеритеëü-
ной öепи БГ. При совреìенноì развитии ìикро-

Рассмотрен метод компенсации влияния линейных ус-
корений, действующих на бесплатформенную гировертикаль,
путем введения блока коррекции. Приведены результаты
математического моделирования и экспериментальных ис-
следований функционирования скорректированной бесплат-
форменной гировертикали.

Ключевые слова: бесплатформенная система ориента-
ции, математическая модель, линеаризация, блок коррекции

ψ· ϑ· γ·

dg

dt
----

Рис. 1. Структурная схема БГ
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систеìной и ìикропроöессорной техники уäается
äости÷ü зна÷ения T ∼ 10 с.

Чтобы устранитü вëияние ускорений БПЛА на БГ
при разãонах, торìожениях и на виражах контур
коррекöии по аксеëероìетраì ìожет бытü разоìк-
нут. Аëãоритìи÷ески это ìожет бытü реаëизовано
путеì установки коэффиöиента переäа÷и K равныì
нуëþ. При этоì ìоìенты виража и разãона ëеãко
иäентифиöироватü по сиãнаëаì ММГ и ММА.

Данные аëãоритìы реаëизованы в БГ, разрабо-
танной на кафеäре "Приборы управëения" ТуëГУ,
общий виä которой показан на рис. 2. Указанная
БГ обëаäает сëеäуþщиìи техни÷ескиìи характе-
ристикаìи:

Математическая модель БГ. Контур коррекции

Основные поãреøности äанной систеìы возни-
каþт в резуëüтате äействия постоянных иëи ìеä-
ëенноìеняþщихся ускорений. В настоящий ìоìент
äанная пробëеìа реøается путеì откëþ÷ения аксе-
ëероìетри÷еской коррекöии на высокоìаневрен-
ных у÷астках поëета иëи путеì коìпëексирования
БГ с äруãиìи систеìаìи ориентаöии (ìаãнитоìет-
ри÷еской, виäеосистеìой и äр.).

Отриöатеëüной ÷ертой первоãо поäхоäа явëяется
накопëение боëüøой поãреøности поä вëияниеì
разëи÷ных оøибок ДУС (øуì, нестабиëüностü нуëя).
Неäостаток второãо поäхоäа закëþ÷ается в зна÷и-
теëüноì уäорожании и усëожнении систеìы, а также
в увеëи÷ении ìассоãабаритных параìетров систеìы.

Такиì образоì, актуаëüной заäа÷ей явëяется
разработка способа коìпенсаöии вëияния посто-
янных иëи ìеäëенно ìеняþщихся ускорений на
то÷ностü опреäеëения параìетров ориентаöии.

Как виäно из структурной схеìы БГ (сì. рис. 1),
основные операöии, связанные с обработкой пос-
тупаþщих с äат÷иков äанных и вы÷исëениеì уãëов
ориентаöии, осуществëяþтся ìикроконтроëëероì.
Такиì образоì, заäа÷а своäится к поëу÷ениþ зави-
сиìостей, описываþщих вëияние сиãнаëов бëока
аксеëероìетров (набëþäаеìых ускорений nx, ny, nz)
на спроãнозированные äискретныì фиëüтроì Ви-
нера проекöии вектора свобоäноãо паäения зеìëи
(gx, gy, gz).

При реøении поставëенной заäа÷и в структуре
контура САУ МБПЛА наибоëее уäобно испоëüзо-
ватü анаëоãовуþ, ëинеаризованнуþ ìоäеëü БГ. Еäин-
ственныì öифровыì эëеìентоì указанной систе-
ìы явëяется бëок, реаëизуþщий фиëüтр Винера,
так как он основан на рекуррентной зависиìости:

Xi + 1 = τXi × Ωi + Xi + K(Ai + 1 – τXi × Ωi – Xi), (1)

ãäе i ∈ N — øаã работы фиëüтра Винера; × — зäесü
и äаëее векторное уìножение векторов;

Xi = [  ]т — вектор оöененных зна÷ений

вектора ускорения свобоäноãо паäения Зеìëи

g =[gx, gy, gz]
т;

gx, gy, gz — проекöии вектора g на оси связанной

систеìы коорäинат по ГОСТ 20058—80;
τ — øаã äискретизаöии курсовертикаëи;

Ωi = [ωx, i, ωy, i, ωz, i]
т — показания ДУС на i-ì øаãе

работы фиëüтра Винера;
ωx, ωy, ωz — проекöии вектора уãëовой скорости

вращения МБПЛА на оси связанной систеìы ко-
орäинат по ГОСТ 20058—80;

K =  — коэффиöиент переäа÷и фиëüтра Ви-

нера; k = const;

Ai = [nx, i, ny, i, nz, i]
т — показания аксеëероìетров

на i-ì øаãе работы фиëüтра Винера;
nx, ny, nz — проекöии вектора кажущеãося ускорения

МБПЛА на оси связанной систеìы коорäинат по
ГОСТ 20058—80.

Дëя тоãо ÷тобы поëу÷итü анаëоãовуþ ìоäеëü
систеìы, перепиøеì выражение (1) в виäе

 + Xi = (Xi × Ωi)(1 – K) + Ai + 1.

Перехоäя к преäеëу при τ → 0, поëу÷иì äиффе-
ренöиаëüное уравнение анаëоãовой ìоäеëи БГ

 + Xi = (Xi × Ωi)(1 – K) + A. (2)

то÷ностü изìерения уãëов крена и танãажа, °  . . . 0,5

разреøаþщая способностü, ° . . . . . . . . . . . . . . äо 0,1

äиапазон ëинейных ускорений, g . . . . . . . . . . . äо 6

äиапазон уãëовых скоростей, °/с  . . . . . . . . . . . äо 300

÷астота обработки äанных, Гö . . . . . . . . . . . . . 100

рабо÷ий äиапазон теìператур, °С. . . . . . . . . . . –5 ...+60

äиапазон напряжения питания, В  . . . . . . . . . . 7...10

ãабаритные разìеры, ìì  . . . . . . . . . . . . . . . . . 50 × 50 × 20

ìасса, ã . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

Рис. 2. Общий вид бесплатформенной гировертикали (со снятой
крышкой) на инерциальных чувствительных элементах

gx i,
^ gy i,

^ gz i,
^

k 0 0

0 k 0

0 0 k

Xi 1+ Xi–

τ
------------------ K

τ
--- K

τ
---

dX

dτ
----- K

τ
--- K

τ
---
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Испоëüзуя уравнение (2), ëеãко
поëу÷итü структурнуþ схеìу ана-
ëоãовой ìоäеëи БГ (рис. 3).

Бëок вы÷исëения уãëов вы÷ис-
ëяет уãëы танãажа и крена по из-
вестныì зависиìостяì:

θ = arctg ;

γ = –arctg ,

ãäе θ, γ — уãëы танãажа и крена; gx,

gy, gz — проекöии вектора g на оси

связанной систеìы коорäинат.

Линеаризаöиþ äанной ìоäеëи
провеäеì, выäеëив ряä этаëонных
режиìов поëета. Дëя кажäоãо ре-
жиìа поëета существуþт ìакси-
ìаëüные зна÷ения уãëов танãажа и
крена, которые МБПЛА не äоë-
жен превыøатü. Данные оãрани-
÷ения зависят как от аэроäинаìи-
÷еских свойств пëанера, так и от
требований техни÷ескоãо заäания.
Дëя МБПЛА TwinStarII зна÷ения
уãëов привеäены в табëиöе.

Дëя äанных режиìов поëета
некоторые уãëовые скорости и уã-
ëовые ускорения в связанной сис-
теìе коорäинат ìеняþтся несуще-
ственно, поэтоìу их вëияние на
gx, gy, gz ìожет бытü у÷тено в кон-
туре управëения как постоянные
ìножитеëи äëя кажäоãо режиìа
поëета.

Такиì образоì, преäставëяется
возìожныì заìенитü неëинейнуþ
ìоäеëü БГ ее эквиваëентной ëи-
нейной ìоäеëüþ äëя кажäоãо ре-
жиìа поëета, а вëияние сиãнаëов
ММА на проекöии вектора g опи-

gx

gy
2

gz
2

+
----------------

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

gz

gy

----
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Режимы полета МБПЛА TwinStarII

Режиì поëета

Зна÷ение изìенения
вхоäноãо сиãнаëа, °

Танãаж ϑ Крен γ

Набор высоты [0...20] [±5]
Пряìоëинейный 
поëет

[–2...10] [±5]

Пëоский разворот [–2...10] [±5]
Коорäинирован-
ный разворот

[–5...10] [±25]

Посаäка [–15...2] [±5]

Рис. 3. Структурная схема аналоговой нелинейной модели БГ:

T = ; k ′ = (1 – K)τ
K
---

τ
K
---

Рис. 4. Структурная схема БГ с БК, учитывающим сигналы ДУС
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сатü сëеäуþщиìи переäато÷ныìи функöияìи
Wx(p), Wy(p), Wz(p) по кажäоìу канаëу ММА:

Wx(p) =

= ; (3)

Wy(p) = 

= ;(4)

Wz(p) = 

= ,(5)

ãäе Wx(p), Wy(p), Wz(p) — переäато÷ные функ-
öии по канаëаì проекöий gx, gy, gz соответ-
ственно.

Коэффиöиенты переäато÷ных функöий
(3), (4), (5) описаны в патенте на поëезнуþ
ìоäеëü [2].

Такиì образоì, поäставëяя в зависиìос-
ти (3)—(5) проекöии уãëовых скоростей ωx,
ωy, ωz, соответствуþщие необхоäиìоìу ре-
жиìу поëета, ìожно поëу÷итü ëинейнуþ кор-
ректируþщуþ функöиþ äëя этоãо режиìа.

Рассìотренные режиìы поëета МБПЛА
явëяþтся ÷астныìи сëу÷аяìи äвижения
МБПЛА. В общеì виäе, испоëüзуя переäа-
то÷ные функöии Wx(p), Wy(p), Wz(p) и у÷и-
тывая зна÷ения уãëовых скоростей ωx, ωy, ωz
в виäе соответствуþщих сиãнаëов с бëока
ДУС (рис. 4), ìожно испоëüзоватü БГ на всех
режиìах поëета (не выäеëяя типовые режи-
ìы), а также äëя поëета при возникновении
сиëüных возäуøных возìущений.

Саì же БК преäставëяется треìя пере-
äато÷ныìи функöияìи Wx(p), Wy(p), Wz(p)
с коэффиöиентаìи, перес÷итываеìыìи в
кажäуþ еäиниöу вреìени на основании сиã-
наëов ДУС.

Такиì образоì, вы÷исëитеëüная наãрузка
на систеìу возрастет незна÷итеëüно, а äиа-
пазон испоëüзования расøиряется в разы.

Моделирование 
и экспериментальное исследование

Дëя проверки преäëоженноãо способа кор-
рекöии быëо провеäено ìатеìати÷еское ìо-
äеëирование систеìы "автопиëот — МБПЛА"
äëя поëета по траектории "коробо÷ка". Ре-
зуëüтаты ìоäеëирования систеìы без коррек-
öии и с коррекöией привеäены на рис. 5—8.

Из рис. 5—6 виäно, ÷то систеìа с коррек-
öией постоянных иëи ìеäëенно ìеняþщихся
ускорений отрабатывает требуеìое зна÷ение
с äостато÷ной то÷ностüþ: по канаëу крена —
1,2° (äо коррекöии ≈ 27,8°); по канаëу танãа-
жа — 2° (äо коррекöии ≈ 79,7°).
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ωx( )+ +
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Рис. 7. График угла тангажа для системы без коррекции:
1 — уãоë МБПЛА; 2 — показания ìоäеëи БГ

Рис. 6. График угла крена для системы с коррекцией:
1 — уãоë МБПЛА; 2 — показания ìоäеëи БГ

Рис. 5. График угла крена для системы без коррекции:
1 — уãоë МБПЛА; 2 — показания ìоäеëи БГ
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Экспериìентаëüнуþ про-
верку способа коррекöии осу-
ществëяëи сëеäуþщиì обра-
зоì: на баãажник автоìобиëя
строãо ãоризонтаëüно закреп-
ëяëи БГ. Автоìобиëü разãоняëи
äо скорости 20 ì/с (72 кì/÷,
по показанияì GPS) по ров-
ной äороãе, посëе ÷еãо резко
торìозиëи äо поëной оста-
новки. Оäновреìенно с этиì
на жесткий äиск ноутбука за-
писываëи показания БГ.

Провоäиëи сериþ из ÷еты-
рех опытов:

1. Установка БГ без коррекöии. Осü ОX БГ на-
правëена по хоäу äвижения автоìобиëя (вëияние
ускорения на уãоë танãажа).

2. Установка БГ без коррекöии. Осü ОZ БГ на-
правëена по хоäу äвижения автоìобиëя (вëияние
ускорения на уãоë крена).

3. Установка БГ с коррекöией. Осü ОX БГ на-
правëена по хоäу äвижения автоìобиëя (вëияние
ускорения на уãоë танãажа).

4. Установка БГ с коррекöией. Осü ОZ БГ на-
правëена по хоäу äвижения автоìобиëя (вëияние
ускорения на уãоë крена).

Резуëüтаты испытаний привеäены на рис. 9—10.
При этоì вреìя торìожения составëяëо окоëо

5 с, такиì образоì, ускорение составиëо 4 ì/с2.
Исхоäя из рис. 9—10 ìожно сäеëатü вывоä, ÷то

преäëоженный ìетоä работоспособен. Оøибка äо
коррекöии составиëа по танãажу 30°, посëе коррек-
öии — 3°. Оøибка äо коррекöии составиëа по кре-
ну 20°, посëе коррекöии — окоëо 3°.

Заключение

Преäëожена коìпенсаöия вëияния постоянных
иëи ìеäëенноìеняþщихся ëинейных ускорений
на БГ путеì ввеäения бëока коррекöии. Провеäен-
ное ìатеìати÷еское ìоäеëирование показаëо öеëе-
сообразностü и работоспособностü преäëоженноãо
способа. Также при испоëüзовании сиãнаëов с ДУС
при рас÷ете коэффиöиентов корректируþщих пе-
реäато÷ных функöий ìожно испоëüзоватü БГ, не
выäеëяя типовые (этаëонные) режиìы поëета.
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Рис. 10. Выходной сигнал скорректированной (б) и нескоррек-
тированной (а) БГ по каналу тангажа под действием ускорения

4 м/с2

Рис. 9. Выходной сигнал скорректированной (б) и нескорректи-

рованной (а) БГ по каналу крена под действием ускорения 4 м/с2

Рис. 8. График угла тангажа для системы с коррекцией:
1 — уãоë МБПЛА; 2 — показания ìоäеëи БГ
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Управление малоразмерными 
беспилотными летательными 

аппаратами в режиме 
терминальной навигации

Малоразмерные беспилотные летательные 
аппараты — объект управления

Дëя реøения заäа÷ ìониторинãа øироко испоëü-
зуþтся ìаëоразìерные беспиëотные ëетатеëüные
аппараты (МБПЛА), в состав поëезной наãрузки ко-
торых вхоäят тоëüко среäства ìониторинãа. Масса
поëезной наãрузки обы÷но составëяет поряäка
15...30 % общей ìассы МБПЛА и вкëþ÷ает öеëевуþ
наãрузку (виäео- и фотоаппаратуру и äр.) и функ-

öионаëüнуþ, обеспе÷иваþщуþ управëение МБПЛА.
Функöионаëüная наãрузка вкëþ÷ает äвиãатеëü (с за-
пасоì топëива иëи исто÷никоì эëектропитания), ру-
ëевые привоäы (сервопривоäы аэроäинаìи÷еских
орãанов управëения) и авионику [1, 2].

При иссëеäовании äинаìики БПЛА приìеняþт
сëеäуþщие систеìы коорäинат (СК) (рис. 1) по
ГОСТ 20058—80: OXgYgZg — норìаëüная СК, ОХУZ —
связанная СК, OXaYaZa — скоростная СК.

Общее äвижение ëетатеëüноãо аппарата как
тверäоãо теëа ìожет бытü описано äифференöи-
аëüныìи уравненияìи в векторной форìе:

m  + w × Vö.ì  = R;

 + w × K = M,

ãäе m — ìасса ëетатеëüноãо аппарата, Vö.ì — вектор

скорости öентра ìасс; R — вектор внеøних сиë; M —
ãëавный ìоìент внеøних сиë; K — ìоìент коëи-
÷ества äвижения; w — вектор уãëовой скорости.

Созäание систеìы автоìати÷ескоãо управëения
(САУ) и навиãаöии требует прежäе всеãо реøения
сëеäуþщих заäа÷:
� поëу÷ение и иссëеäование аэроäинаìи÷еских

характеристик БПЛА;
� поëу÷ение тяãовой характеристики Р äвиãатеëя

как функöии скорости набеãаþщеãо возäуøноãо
потока V (скоростü БПЛА относитеëüно возäуø-
ных ìасс, возäуøная скоростü), ÷астоты враще-
ния ваëа n и ãеоìетрии винта.
Поëу÷ение указанных характеристик в аэроäина-

ìи÷еской трубе сопряжено с боëüøиìи финансо-
выìи, вреìенныìи и аäìинистративныìи затратаìи.

Рассмотрены процедуры определения аэродинамических
и тяговых характеристик малоразмерных беспилотных ле-
тательных аппаратов (МБПЛА) как объекта управления.
Рассмотрены алгоритмы системы автоматического уп-
равления МБПЛА, функционирующей в режиме терми-
нальной навигации.

Ключевые слова: системы координат, математическая
модель, аэродинамические коэффициенты, тяговые харак-
теристики, алгоритмы терминальной навигации

Рис. 1. Системы координат:
а — норìаëüная и связанная; б — связанная и скоростная; ψ, ϑ, γ, α, β — уãëы курса, танãажа, крена, атаки и скоëüжения соответ-
ственно

dVö.ì
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----------- 

⎩
⎨
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dK
dt
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Дëя избежания указанных затрат ìоãут приìе-
нятüся:
� ìетоä виртуаëüной проäувки äëя опреäеëения

аэроäинаìи÷еских характеристик БПЛА с испоëü-
зованиеì ìоäуëя Floworks пакета SolidWorks;

� проãраììа PropCalс 3.0 äëя опреäеëения тяãовых
характеристик äвиãатеëя.
Строитеëüные оси 3D-ìоäеëей БПЛА связыва-

þтся с осяìи СК обëасти вы÷исëений (рис. 2), äëя
я÷еек которой расс÷итываþтся параìетры потока,
обтекаþщеãо ìоäеëü. Дëя изìенения уãëа атаки
изìеняþтся проекöии скорости потока на коорäи-
натные оси обëасти вы÷исëений.

В ка÷естве приìера резуëüтатов испоëüзования
ìетоäа виртуаëüной проäувки на рис. 3 привеäены
зависиìости коэффиöиентов Сxa ëобовоãо сопро-

тивëения Xa = CxaS  и Сya — поäъеìной сиëы

Ya = CyaS  (ρ —пëотностü возäуха, V — возäуø-

ная скоростü, S — пëощаäü крыëüев) äëя БПЛА са-
ìоëетной схеìы с разìахоì крыëа 1,56 ì и профи-
ëеì крыëа NACA-0016 [3].

На рис. 4 привеäены тяãовые характеристики
винта с фиксированныì øаãоì APC 7 × 5 äëя раз-
ëи÷ных скоростей поëета, поëу÷енные с поìощüþ
проãраììы PropCalс 3.0.

Рис. 2. 3D-модель с областью вычислений Рис. 3. Зависимости коэффициентов Cxa и Cya от угла атаки a

ρV
2

2
-------

ρV
2

2
-------

Рис. 4. Тяговые характеристики трехлопастного винта APC 7x5
для различных скоростей набегающего потока:
P — созäаваеìая сиëа тяãи, n — обороты винта

Рис. 5. Переходные процессы математической модели и реаль-
ной авиамодели TwinStarII по углам курса (а), тангажа (б) и
крена при скорости 18 м/с:
Kì — перехоäный проöесс ìатеìати÷еской ìоäеëи; Kр — пере-
хоäный проöесс реаëüной авиаìоäеëи; 1 — вхоäное возäейст-
вие в виäе откëонения соответствуþщих руëевых орãанов
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Аäекватностü ìатеìати÷еской ìоäеëи (ММ) äви-
жения МБПЛА проверяется провеäениеì ëетных
испытаний, в резуëüтате которых выпоëняется:
� сравнение реакöии "свобоäноãо" (без испоëüзо-

вания автопиëота) МБПЛА по коорäинатаì Kp
(ψ, ϑ, γ, H, V), зареãистрированныì в поëете, и
реакöий Kì ММ МБПЛА по теì же коорäинатаì
на откëонение δк руëевых поверхностей;

� сравнение реакöии систеìы "БПЛА—АП" по ко-
орäинатаì Кp, зареãистрированныì в поëете,
с реакöияìи ММ систеìы "БПЛА—АП" по теì
же коорäинатаì, äëя заäанных зна÷ений Kз (ψз,
Hз, Vз и äр.).
Оöенку соответствия параìетров ММ и реаëü-

ноãо МБПЛА ìожно выпоëнятü по относитеëüныì
поãреøностяì εк изìерений и по осреäненныì по-
ãреøностяì , вы÷исëенныì äëя nк контроëüных
вреìенных от÷етов в установивøеìся режиìе:

εк = •100 %,  = εк.

На рис. 5 показаны перехоäные проöессы äëя
авиаìоäеëи TwinStarII по уãëовыì коорäинатаì,
а в табëиöе — поãреøности их опреäеëения.

Из табëиöы сëеäует, ÷то среäняя относитеëüная
поãреøностü параìетров äвижения при ìатеìати÷е-
скоì ìоäеëировании не превыøает 10 %, ÷то свиäе-
теëüствует об аäекватности ММ äвижения МБПЛА
реаëüноìу äвижениþ МБПЛА и об эффективности
испоëüзованных ìетоäик иссëеäования. Анаëоãи÷-
ные резуëüтаты поëу÷ены и äëя äруãих авиаìоäе-
ëей (EasyCub, Coota).

Алгоритмы терминальной навигации

Систеìа терìинаëüной навиãаöии обеспе÷ивает
поëет МБПЛА из то÷ки с коорäинатаìи (х0, y0) к
öеëи (Ц), иìеþщей коорäинаты (хö, yö) с заäанной
путевой скоростüþ (ãоризонтаëüная проекöия ско-
рости БПЛА относитеëüно Зеìëи) Vп.з за опреäеëен-
ное вреìя tз = tк – t0. В общеì сëу÷ае поëет проис-
хоäит при äействии крупноìасøтабных ветровых
возìущений, поä которыìи пониìаþт ãëобаëüные
и струйные те÷ения, среäние зна÷ения скорости
которых постоянны на зна÷итеëüноì протяжении
(еäиниöы и äесятки киëоìетров) [4].

Такиì образоì, траекториþ поëета МБПЛА ìож-
но преäставитü в виäе кусо÷но-ëинейной аппрок-
сиìаöии (ëинии заäанноãо пути, ЛЗП) зеìной СК
ìежäу поворотныìи пунктаìи ìарøрута (ППМ) с
у÷етоì вектора скорости W возäуøных возìуще-
ний (рис. 6).

Аëãоритìы навиãаöии вкëþ÷аþт: аëãоритì аста-
ти÷ескоãо автоìата тяãи (АТ) äëя стабиëизаöии за-
äанной скорости поëета, аëãоритì иäентификаöии
крупноìасøтабных ветровых возìущений, аëãоритì
выхоäа БПЛА к öеëи в заäанное вреìя с заäанной
путевой скоростüþ, аëãоритì аварийноãо режиìа
"возврат".

Алгоритм автомата тяги

Изìенение путевой скорости Vп БПЛА с авто-
ìатоì тяãи описывается систеìой неëинейных äиф-
ференöиаëüных уравнений:

(1)

ãäе m — ìасса ëетатеëüноãо аппарата; T — посто-
янная вреìени äвиãатеëя; Cx — коэффиöиент ëобо-

воãо сопротивëения; n, nз — текущая и заäанная

÷астоты вращения äвиãатеëя; K — функöионаë связи
параìетров Vз, nз c тяãой Р; G — сиëа тяжести.

Требуется найти уравнение nз (t), которое обес-
пе÷ит поëет БПЛА с заäанной скоростüþ Vп.з(t) c
оãрани÷ениеì Vп(t) – Vп.з(t) = 0 при ìиниìизаöии
функöионаëа

I = [Vп(t) – Vп.з(t)]
2dt. (2)

εк

Kр Kì–

Kр

--------------- εк
1
nк

----
i 1=

n
к

∑

Погрешности определения параметров полета
по математическим моделям (n

к
 = 9)

Параìетр поëета 
("коорäината" К)

Поãреøности

max εк, % , %

Уãоë курса, ψ 22 9,5
Уãоë танãажа, ϑ 19 10
Уãоë крена, γ 14 10

ε
к

Рис. 6. Кусочно-линейная аппроксимация траектории полета
БПЛА:
ϕ — уãоë ìежäу вектороì скорости ветра W и ЛЗП; ψ — уãоë
ìежäу вектороì скорости W и осüþ OXg; Ц — öеëü, посëеäняя
то÷ка поëета

W
W

W

(t) = P – CxS  – G sinϑ ;

(t) = [K(Vз, nз)nз – P],

V
·
п

1
m
---  ⎝

⎛ ρV
2

2
------- ⎠

⎞

P
· 1

T
---

0

t
к

∫



18 Мехатроника, автоматизация, управление, № 9, 2012

В соответствии с (1), (2) заäанные зна÷ения тяãи
Pз и ÷астоты вращения ваëа nз(t) опреäеëяþтся вы-
раженияìи

ãäе ΔV = Vп.з – Vп; TV, Tn — постоянные вреìени пе-

рехоäноãо проöесса по скорости БПЛА и ÷астоты вра-

щения ваëа äвиãатеëя; q =  — скоростной напор.

Дëя БПЛА, в тоì ÷исëе и ìаëоразìерных, Tn n TV,
а зна÷ения ìаксиìаëüноãо перереãуëирования по
скорости и ÷астоте вращения ваëа äвиãатеëя не
äоëжны превыøатü 10 %.

На рис. 7 привеäены ãрафики перехоäных про-
öессов äëя БПЛА с АТ при стабиëизаöии скорости
поëета V = 20 ì/с (при t = 0 с) и V = 15 ì/с (при
t = 25 с).

Идентификация крупномасштабных 
ветровых воздействий

Движение ЛА в основноì происхоäит в возìу-
щенной возäуøной среäе. Физи÷еская сущностü
вëияния ветровых возìущений закëþ÷ается во вне-
запноì изìенении параìетров äвижения МБПЛА.
При ãоризонтаëüноì поëете скоростü и направëение
äвижения относитеëüно этоãо сëоя не изìеняется.

Аëãоритì иäентификаöии ветра, в преäпоëоже-
нии Wgy = 0, поäразуìевает опреäеëение äвух со-

ставëяþщих ветра Wgx, Wgz, направëенных соот-

ветственно по ìериäиану на север и по øироте на
восток.

Путевая скоростü скëаäывается из возäуøной
скорости МБПЛА и скорости ветра. Исхоäя из это-
ãо ìожно записатü сëеäуþщие зависиìости:

Wx = Vgx – Vx, Wz = Vgz – Vz,

ãäе Vgx, Vgz — проекöии скорости БПЛА относи-

теëüно Зеìëи на оси OX и OZ; Vx, Vy — проекöии

возäуøной скорости БПЛА на оси OX и OZ.

Путевая скоростü МБПЛА вы÷исëяется с по-
ìощüþ систеìы навиãаöии. При ìаëых зна÷ениях
уãëов танãажа и крена, с у÷етоì уãëа курса выра-
жения äëя опреäеëения ветровоãо возäействия
приìут сëеäуþщий виä (рис. 8):

Wx = Vgx – Vxcosψ + Vzsinψ;

Wz = Vgz – Vxsinψ – Vzcosψ. (3)

Возäуøные скорости Vx и Vz в уравнениях (3)
ìоãут бытü опреäеëены с поìощüþ äат÷иков воз-
äуøной скорости, установëенных на ЛА по осяì
ОХ и ОZ связанной систеìы коорäинат.

Алгоритм выхода к цели

Аëãоритì выхоäа к öеëи вкëþ÷ает в себя ÷етыре
основные заäа÷и:
� проëет ППМ на необхоäиìой высоте hз;
� проëет от ППМi – 1 äо ППМi по заäанной траек-

тории (обы÷но пряìая ëиния);
� возврат в то÷ку старта в сëу÷ае обнаружения

оøибки систеì навиãаöии;
� выхоä МБПЛА к öеëи за заäанное вреìя.

Стабилизация высоты

Траектория переìещения öентра ìасс ëетатеëü-
ноãо аппарата в вертикаëüной пëоскости по отно-
øениþ к зеìной поверхности опреäеëяет уãоë на-

Рис. 7. Переходные процессы БПЛА при стабилизации воздуш-
ной скорости по оборотам двигателя (а) и скорости (б):
Vз — заäанная возäуøная скоростü; V — текущая возäуøная
скоростü БПЛА

Рис. 8. К выводу уравнений идентификации ветра

Pз(t) = ΔV + CxSq + G sinϑ;

nз(t) = mΔV +

+ CxqS + n(t),
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кëона траектории. Тоãäа вертикаëüнуþ скоростü
ìожно преäставитü как  = Vgsinθ, ãäе WgyVg — аб-
соëþтная скоростü ЛА относитеëüно Зеìëи, θ —
уãоë накëона траектории.

Такиì образоì, äëя реãуëирования высоты по-
ëета БПЛА ìожно испоëüзоватü стати÷еский авто-
пиëот высоты, структурная схеìа котороãо приве-
äена на рис. 9, ãäе

Wδα(p) = ;

(p) = Kϑ(Tϑp + 1).

Переäато÷ная функöия систеìы  иìеет виä

 =  = ,

ãäе W2 = • ;

 =  = ;

W1 = • . 

Основой автопиëота высоты явëяется автопиëот
танãажа. Сиãнаë, сфорìированный из разности за-
äанноãо и текущеãо зна÷ений высот, а также ско-
рости изìенения высоты, явëяется управëяþщиì
сиãнаëоì автопиëота по канаëу танãажа. В струк-
туру автопиëота высоты ввеäено также оãрани÷ение
по ìаксиìаëüноìу зна÷ениþ накëона траектории,

равное ±0,5 раä. Закон управëения стати÷ескоãо
автопиëота высоты, как виäно из схеìы, иìеет виä

u = kϑ(kh(hз – h) –  – ϑ) – .

Коэффиöиенты kh и  выбираþтся из усëовия
обеспе÷ения необхоäиìоãо ка÷ества перехоäноãо
проöесса.

Пролет по заданной траектории

Заäа÷у проëета БПЛА по заäанной траектории
(в обы÷ноì сëу÷ае — пряìая ëиния, соеäиняþщая
äве сосеäние ППМ) ìожно разäеëитü на äве поä-
заäа÷и:

1) вы÷исëение необхоäиìоãо уãëа курса БПЛА;
2) стабиëизаöия заäанноãо уãëа курса.
На рис. 10 показаны äва ëетатеëüных аппарата

(ЛА № 1 и ЛА № 2). ЛА № 1 осуществëяет авто-
ìати÷еский поëет с откëонениеì ΔL от заäанной
траектории.

h
·

Рис. 9. Структурная схема автопилота высоты:

hз — заäанная высота; , h — произвоäная высоты БПЛА и высота соответственно; u — управëяþщее возäействие на руëевуþ ìа-

øинку; δ — откëонение руëя высоты; α — уãоë атаки; , ϑ — уãëовая скоростü танãажа и танãаж соответственно; θ — уãоë траектории;

kh, , kϑ,  — коэффиöиенты автопиëота по высоте, вертикаëüной скорости, танãажу и уãëовой скорости танãажа соответственно;

Wn(p), Wδα(p), (p) — переäато÷ные функöии руëевой ìаøинки, уãëа атаки и уãëовой скорости танãажа соответственно
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Преäпоëожиì, ÷то ЛА № 2 управëяется некиì
"иäеаëüныì автопиëотоì" и еãо откëонение от за-
äанной траектории пренебрежиìо ìаëо. Тоãäа, поä
äействиеì ветровых возìущений, ЛА № 2 буäет

äвиãатüся с уãëоì скоëüжения β1 = arccos , ãäе

Vg — скоростü ЛА № 2 относитеëüно Зеìëи (преäпо-

ëаãается, ÷то вертикаëüная составëяþщая скорости
равна нуëþ), V — возäуøная скоростü. Уãоë курса
ЛА № 2 ψ1 = θ + β1, ãäе θ — уãоë накëона траек-

тории.

Необхоäиìый уãоë курса ψз ЛА № 1 расс÷иты-
вается по форìуëе

ψз = θ + β + KΔL,

ãäе K — коэффиöиент, зависящий от äинаìи÷еских
свойств ЛА,

ΔL = sin θ – arctan  Ѕ

Ѕ .

Уãоë скоëüжения β (анаëоãи÷ный уãëу β1 ЛА № 2)
ìожет бытü расс÷итан на основании äанных о про-
екöиях ветровоãо возäействия (Wz, Wx) и скорости
относитеëüно Зеìëи (Vg), которые ìожно поëу÷итü
исхоäя из показаний äат÷иков возäуøной скорости,
систеìы ориентаöии и ìоäуëя GPS/ГЛОНАСС.

Ввеäеì äопоëнитеëüнуþ систеìу коорäинат
ОХwYwZw, повернутуþ относитеëüно ОХgYgZg на
уãоë 90° + θ против ÷асовой стреëки.

Проекöии ветровоãо возìущения W на оси ввеäен-

ной СК вы÷исëяþтся по сëеäуþщиì зависиìостяì:

Wпар = Wzsinθ – Wzcosθ, Wпп = Wzcosθ + Wzsinθ.

Так как уãоë скоëüжения β коìпенсирует ветро-
вуþ составëяþщуþ Wпп, то иìеет ìесто равенство
Vsinβ = –Wпп.

Такиì образоì, β = arcsin  = arctg .

Дëя эффективноãо разворота МБПЛА испоëü-
зуется коорäинированное управëение по канаëу
крена и канаëу рыскания. Структурная схеìа авто-
пиëота преäставëена на рис. 11.

Возврат в точку старта

Во вреìя поëета ЛА возìожно возникновение
ряäа непоëаäок в САУ, при которых проäоëжение
выпоëнения поставëенной переä МБПЛА заäа÷и ста-
новится невозìожныì. Кëþ÷евыì ìоìентоì в такой
ситуаöии явëяется спасение бортовой аппаратуры
и саìоãо ЛА. Дëя этоãо öеëесообразно испоëüзо-
ватü аëãоритì "аварийноãо" возврата в то÷ку старта.

Основныì отказоì САУ МБПЛА явëяется оøиб-
ка ìоäуëя GPS/ГЛОНАСС. Такиì образоì, иск-
ëþ÷ается возìожностü вы÷исëения коорäинат, и
äоступной явëяется тоëüко инфорìаöия от систе-
ìы ориентаöии и äат÷иков возäуøных скоростей.

В äанных усëовиях аëãоритì возврата приìет
виä закона выхоäа в ППМ (в то÷ку старта), за иск-
ëþ÷ениеì составëяþщей KΔL, так как отсутствует
инфорìаöия о текущих коорäинатах:

ψз = θ + β.

При выпоëнении возврата МБПЛА необхоäиìо
поääерживатü постояннуþ возäуøнуþ скоростü V.
На рис. 12 показана траектория поëета МБПЛА при
аварийноì возвращении в то÷ку ППМ1. Оøибка
Δ ≈ 40 ì.

Испоëüзование поäобноãо аëãоритìа позвоëит
ЛА вернутüся в обëастü запуска, ãäе, испоëüзуя по-
саäо÷нуþ сетü иëи перевеäя МБПЛА в режиì ру÷-
ноãо управëения, ìожно осуществитü еãо посаäку.
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Рис. 11. Структурная схема "автопилота координированного
разворота":
Kyk1 = k11, Kyk2 = k22; БЧЭ — бëок ÷увствитеëüных эëеìентов
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Рис. 12. Траектория полета МБПЛА в режиме аварийного воз-
вращения
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Выход к цели за заданное время

При заäанноì расстоянии Lз от то÷ки старта
äо коне÷ной то÷ки "Ц" (ППМN) при прохож-
äении всех ППМi за заäанное вреìя tз требуе-
ìая среäняя скоростü БПЛА без у÷ета вреìени
разворотов равна

Vп.т(t) = .

Миниìаëüно возìожное tmin и ìаксиìаëüно

возìожное tmax вреìена прибытия в заäаннуþ

то÷ку с заäанной скоростüþ при äопущении, ÷то
МБПЛА способен соверøатü равноускоренный
разãон и торìожение с преäеëüныìи ускоре-

нияìи , , опреäеëяþтся равенстваìи

tmin =  + ;

tmax =  + ,

ãäе Vп.н, Vп max, Vп min — на÷аëüная, ìаксиìаëü-

ная и ìиниìаëüная путевые скорости.
Посëе иäентификаöии параìетров ветра

Wi,  äëя кажäоãо ППМi, известно направ-

ëение ϕi ветра на кажäоì i-ì у÷астке поëета.

Возäуøная скоростü на кажäоì у÷астке поëета
Vö.ì = W + Vп и, сëеäоватеëüно, äëя кажäоãо

у÷астка поëета требуеìая возäуøная скоростü
опреäеëяется выражениеì

Vт = Wi + Vп.т,

ãäе Wi = |W|cosϕi — проекöия вектора скорости

ветра на ЛЗПi i-ãо у÷астка поëета; Vп.т — вектор

требуеìой путевой скорости.
Функöионаë ка÷ества, который преäставëя-

ет текущуþ разностü требуеìоãо пути Lз и пути,
который БПЛА проëетеë бы, äвиãаясü со ско-
ростüþ Vп.з в те÷ение вреìени, оставøеãося äо
выхоäа в заäаннуþ то÷ку, иìеет виä

I = Lз – L – Vп.з(tз – t),

ãäе L, t — текущий пройäенный путü и вреìя.
На рис. 13, 14 привеäены резуëüтаты ìа-

теìати÷ескоãо ìоäеëирования систеìы
"БПЛА—АП" на приìере ìоäеëи TwinStarII,
при поëете ÷ерез ÷етыре контроëüные то÷ки
(ППМ1 ... ППМ4) с возвратоì в то÷ку старта
(ППМ1). Суììарная äëина ìарøрута Lз = 3200 ì,
заäанное вреìя поëета tз = 140 с, заäанная путе-
вая скоростü Vп.з ≈ 23 ì/с (82 кì/÷). Скоростü
ветра в запаäноì направëении Wзапаä = 2 ì/с,
в северноì — Wсевер = 2 ì/с.

Такиì образоì, приìенение аëãоритìов тер-
ìинаëüной навиãаöии позвоëяет осуществëятü
высокото÷ные автоìати÷еские поëеты МБПЛА.
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Рис. 13. Траектория полета БПЛА в режиме терминальной навигации
с учетом влияния ветровых возмущений

Рис. 14. Графики переходных процессов системы "БПЛА—АТ" в ре-
жиме терминальной навигации:
а — путевая скоростü; б — высота; в, г, д — уãëы курса, танãажа и крена
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Заключение

На сеãоäняøний äенü коìпëексы ìониторинãа
на базе МБПЛА явëяþтся оäниìи из саìых перс-
пективных. Разработка пëанера и систеìы управ-
ëения в соответствии с необхоäиìыìи усëовияìи
техни÷ескоãо заäания явëяется весüìа сëожныì
проöессоì. Оäнако описанный в работе ìетоä вир-
туаëüной проäувки äëя опреäеëения аэроäинаìи-
÷еских параìетров пëанера и приìенение спеöи-
аëизированноãо ПО äëя рас÷ета тяãовых характе-
ристик äвиãатеëя позвоëяþт в зна÷итеëüной ìере
сократитü сроки разработки.

Привеäенные аëãоритìы управëения терìинаëü-
ной навиãаöии явëяþтся универсаëüныìи и обеспе-
÷иваþт высокоэффективное управëение МБПЛА в
проöессе автоìати÷ескоãо поëета.
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Введение

Наëи÷ие оãрани÷ений на управëение äëя неус-
той÷ивоãо ëинейноãо объекта, äаже при усëовии
еãо поëной управëяеìости по Р. Каëìану, не обес-
пе÷ивает ãëобаëüной нуëü-управëяеìости [1]. По-
этоìу при синтезе реãуëятора äëя таких объектов
важнейøей заäа÷ей явëяется опреäеëение ãраниöы
ëокаëüной обëасти стабиëизаöии. Есëи синтезиру-
ется обы÷ный ëинейный реãуëятор, то обëастü еãо
работоспособности (стабиëизаöии) ìожно оöенитü
на основе, наприìер, ëинейных ìатри÷ных нера-
венств [2], эëëипсоиäа притяжения [3, 4] иëи с ис-
поëüзованиеì еãо поëиэäраëüной аппроксиìаöии
[5]. При этоì поëу÷енная обëастü стабиëизаöии,
поä÷ас, весüìа äаëека от реаëüной обëасти нуëü-уп-
равëяеìости. Напраøивается вопрос: ìожно ëи син-
тезироватü реãуëятор äëя неустой÷ивоãо объекта
управëения, ãäе обëастü стабиëизаöии буäет прак-
ти÷ески совпаäатü с обëастüþ нуëü-управëяеìости?
В äанной статüе буäет поëу÷ен поëожитеëüный от-
вет на этот вопрос и проäеìонстрирована ìетоäи-

ка реøения äанной заäа÷и äëя оäноãо объекта уп-
равëения.

Отìетиì, ÷то наëи÷ие оãрани÷ений на управëе-
ние äаже ëинейныì объектоì управëения перево-
äит заäа÷у синтеза в неëинейнуþ обëастü. И зäесü
ìы проöитируеì Марстона Морса, известноãо
аìериканскоãо ìатеìатика в обëасти аëãебраи÷е-
ской топоëоãии, "реöепт" котороãо испоëüзован äëя
построения конструктивноãо реøения рассìатри-
ваеìой заäа÷и: "Есëи пробëеìа нелинейна (выäеëе-
но автороì — К. В.) по своеìу характеру, есëи в
ней у÷аствует боëее ÷еì оäна систеìа коорäинат
иëи боëее ÷еì оäна переìенная иëи она касается
неëокаëüныì образоì опреäеëяеìой структуры, то
реøение этой пробëеìы обы÷но требует привëе÷е-
ния топоëоãии и теории ãрупп. Кëасси÷еский анаëиз,
как правиëо, приìеняется при реøении поäобных
пробëеì как среäство преäваритеëüноãо ëокаëüноãо
изу÷ения, посëеäуþщая же ãëобаëизаöия прово-
äится с поìощüþ топоëоãии и теории ãрупп". О÷е-
виäно, ÷то преäëаãается испоëüзоватü теорети-
ко-ãрупповуþ ìетоäоëоãиþ и топоëоãи÷еский
поäхоä к реøениþ поставëенной заäа÷и. Неëüзя не
отìетитü, ÷то как теория непрерывных ãрупп, так
и топоëоãия, в основноì ориентированы на общие
свойства аëãебраи÷еских и топоëоãи÷еских струк-
тур, и конструктивных (практи÷еских) ìетоäов их
приìенения еще о÷енü ìаëо. Теì не ìенее, опре-
äеëенные поëожитеëüные резуëüтаты уже иìеþтся.
Так, теория ìатри÷ных ãрупп с успехоì испоëüзу-
ется в робототехнике, управëении ориентаöией
спутников [6—8]. Резуëüтаты пряìоãо, практи÷е-
скоãо испоëüзования аëãебраи÷еской топоëоãии
пока еще весüìа скроìны: в работе [9] рассìатри-
вается приìенение теории ãоìоëоãий äëя опреäе-
ëения управëяеìости ëинейных систеì, но этот ре-
зуëüтат позвоëяет тоëüко по-новоìу взãëянутü на
пробëеìу, реøение которой хороøо известно. Авто-
роì в статüе [10] преäëаãаетcя испоëüзоватü топо-
ëоãи÷ескуþ характеристику — вращение векторных
поëей — äëя нахожäения отäеëüных ãрани÷ных
то÷ек ëокаëüно устой÷ивоãо преäеëüноãо öикëа
уравнения Ван äер Поëя. Этот поäхоä сроäни при-
ìенениþ принöипа арãуìента в форìуëировке
критерия устой÷ивости Найквиста.

В äанной статüе показывается, ÷то иссëеäова-
ние вращения исхоäноãо и äвух äопоëнитеëüных
векторных поëей позвоëяет найти ãраниöу обëасти
нуëü-управëяеìости äëя неустой÷ивоãо объекта. При
синтезе реãуëятора испоëüзуется теоретико-ãруп-
повая ìетоäоëоãия, развиваеìая автороì в те÷ение
ряäа ëет и преäставëенная, в ÷астности, в работах
[4, 11].

Рассмотрен синтез алгоритма управления неустойчивым
линейным объектом с ограниченным управлением на основе
метода модельного прогнозируемого управления, в котором
применяется теоретико-групповая декомпозиция нелинейных
дифференциальных уравнений расширенного объекта управ-
ления и взвешенное проектирование с грамианом управляе-
мости. Для определения границы локальной области стабили-
зации используется гомотопия (непрерывная деформация)
векторных полей; рассматриваются такие характерис-
тики векторных полей, как вращение, индекс векторного
поля. Представлены алгоритм синтеза управления, мето-
дика нахождения границы области стабилизации и резуль-
таты моделирования.

Ключевые слова: декомпозиция дифференциальных урав-
нений, группы Ли, нелинейные аффинные системы, метод
модельного прогнозируемого управления, синтез регулято-
ров, грамиан управляемости, гомотопия векторных полей,
вращение векторного поля, интегрирование дифференци-
альной l-формы.
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Постановка задачи и подходы к ее решению

Рассìатривается неустой÷ивый ëинейный объект
второãо поряäка

Σ0 :  =  + u, (1)

(спектр ìатриöы A: σ(A) = {0,5; 1} поëностüþ рас-
поëожен в правой поëупëоскости) со скаëярныì
оãрани÷енныì управëениеì

|u| m 1. (2)

Необхоäиìо опреäеëитü обëастü ëокаëüной уп-
равëяеìости ΩC и синтезироватü реãуëятор, обес-
пе÷иваþщий перевоä систеìы (1) в на÷аëо коор-
äинат при наëи÷ии оãрани÷ения на управëение (2)
из ëþбой то÷ки обëасти стабиëизаöии ΩS, ìакси-
ìаëüно прибëиженной к обëасти ëокаëüной управ-
ëяеìости ΩC.

Дëя синтеза реãуëятора, у÷итываþщеãо оãрани-
÷ение на управëение (2), преобразуеì систеìу (1) в
расøиреннуþ неëинейнуþ аффиннуþ систеìу

 = x1 + x2,

 = 0,5x2 + aarctan(aux3), (3)

 = ν,

ãäе ввеäено новое управëение ν ∈ R1, а исхоäное уп-
равëение u преäставëено ÷ерез анаëити÷ескуþ
функöиþ arctan от новой коорäинаты x3. Иìенно,

u = aarctan(aux3), (4)

ãäе a = 2/π, а коэффиöиент au > 0 опреäеëяет не-

обхоäиìый накëон арктанãенса в окрестности на-
÷аëа коорäинат. При такой заìене автоìати÷ески
у÷итывается оãрани÷ение на управëение (2). Отìе-
тиì, ÷то äанная заìена существенной неëинейности
типа насыщения (2) анаëити÷еской зависиìостüþ
(3) никак не искажает исхоäнуþ систеìу, так как
управëение (4) — это внешнее произвольно выбирае-
мое воздействие, основное назна÷ение котороãо —
эффективно реøитü заäа÷у стабиëизаöии с у÷етоì
оãрани÷ения на это возäействие, а то, как оно (воз-
äействие) опреäеëяется, в принöипе, неважно.

Дëя реøения второй поäзаäа÷и — опреäеëения
обëасти управëяеìости äëя систеìы (1) с оãрани-
÷ениеì (2) — испоëüзуеì топоëоãи÷еский поäхоä,
основанный на сравнении топоëоãи÷еских харак-
теристик (вращений) опреäеëенных векторных по-
ëей и их ãоìотопи÷еской эквиваëентности [10].

Теоретико-групповая декомпозиция 
нелинейной динамической системы. 

Алгоритм синтеза управления

Метоä ìоäеëüноãо проãнозируеìоãо управëения
(МПУ) [4, 11] на основе теоретико-ãрупповой äе-

коìпозиöии äифференöиаëüных уравнений и взве-
øенноãо (с ãраìианоì управëяеìости) проектирова-
ния на направëение äвижения систеìы к жеëаеìоìу
состояниþ x0(tk + s) позвоëяет синтезироватü реãу-
ëятор äëя ìноãоìерной аффинной систеìы виäа

(t) = f(x(t)) + ui(t)gi(x(t)), x ∈ M, u ∈ Rm, (5)

ãäе

f(x) = (ξ1(x) ... ξn(x))т; gi(x) = (ηi1(x) ... ηin(x))т,

i = 1, ..., m (6)

— векторные поëя в координатной форìе. Эти же
векторные поëя, рассìатриваеìые как дифферен-
циальные операторы для гладких функций, опреäе-
ëенных на ìноãообразии M (пространстве состоя-
ний систеìы (5)), иìеþт виä

Lf = ξi(x) ;  = ηij(x) , i = 1, ..., m.(7)

Нетруäно найти связü ìежäу преäставëенияìи
(6) и (7). Иìенно,

ξj(x) = Lfxj; ηij(x) = xj, j = 1, ..., n; i = 1, ..., m.

С ãрупповой то÷ки зрения операторы (7) назы-
ваþтся инфинитезиìаëüныìи (бесконе÷но ìаëыìи)
преобразованияìи (äействияìи) соответствуþщих
оäнопараìетри÷еских ãрупп Ft, Gi, t, i = 1, ..., m:

Ftx = x, Gi, t x = x,

ãäе Lqϕ(x) = pi(x) ϕ(x)  äифференöирование

(произвоäная) Ли äëя ãëаäкой функöии ϕ(x) вäоëü

некотороãо векторноãо поëя q(x) = [p1(x) ... pn(x)]т,

рассìатриваеìоãо как äифференöиаëüный оператор

Lq = pi(x) .

В основе преäставëенноãо ниже аëãоритìа син-
теза управëения ëежит конструктивная теореìа о
äекоìпозиöии äифференöиаëüноãо уравнения (5)
и коìпозиöии реøений.

Теорема 1 [12]. Пустü Ft, Gs — оäнопараìетри-
÷еские ãруппы преобразований äëя векторных по-
ëей f, g соответственно. Тоãäа реøение уравнения
(5) с кусо÷но-постоянныì управëениеì ìожно по-
ëу÷итü в виäе коìпозиöии (но не суперпозиöии)
управëяеìоãо и свобоäноãо äвижений:

I. (t) = ui z, z(0) = x; (8.а)

II. x(t) = Ft z(t) = x|x = z(t, x, u) =

= Ft x|x = z(t, x, u), (8.б)
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ãäе Lfg = [Lf, Lg], g = [Lf, [Lf, Lg]] и т. ä. — произ-

воäные Ли векторноãо поëя g вäоëü векторноãо поëя f,
которые в координатной форме ìожно выразитü ÷ерез

скобки Ли Lfg(z) = [f, g](z) = f(z) – g(z).

Дëя ëинейных объектов уравнения (8.а), (8.б)
преäставëяþт приìенение хороøо известной фор-
ìуëы Коøи при вывоäе усëовий управëяеìости
ëинейных нестаöионарных систеì ÷ерез ãраìиан
управëяеìости [13].

Алгоритм синтеза управления состоит из ÷етырех
øаãов (поäробное описание кажäоãо øаãа ìожно
найти в пубëикаöиях [4, 11]):

1 шаг. Составление и приближенное аналитиче-
ское решение системы уравнений для управляемой
траектории на интервале прогноза движения:

(xk, , t) = xk + ( )j gj(x) , 

t ∈ [0, ts], x = xk = x(tk), (9)

ãäе h = Δt — øаã постоянства факти÷ески приìе-
няеìоãо управëения, в äискретных систеìах — øаã
äискретизаöии; k1 — ÷исëо ÷ëенов разëожения функ-

öионаëüноãо ряäа управëяеìой орбиты (8.а); t
s
= N

s
h —

интерваë проãноза äвижения систеìы; tu = Nuh —

интерваë постоянства проãнозируеìоãо управëения,

т. е. u(t) = , ∀t ∈ [tk, tk + tu]. Приìеì tu = ts.

2 шаг. Составление и приближенное аналитиче-
ское решение исходной системы уравнений на интер-
вале прогноза движения объекта. Общее реøение
äифференöиаëüноãо уравнения (5) иìеет виä

Ft (xk, , t) = Fixi , i = 1, ..., n, (10)

ãäе Ft — оäнопараìетри÷еская ãруппа (фазовый по-

ток) неуправëяеìоãо векторноãо поëя f. Есëи век-
торное поëе f неëинейное, то, провоäя аппрокси-
ìаöиþ ряäа Ли (10) коне÷ныì ряäоì (÷исëо ÷ëенов
разëожения k2), поëу÷иì

(xk, , ts) = xi  =

= ai(xk; ts) + ( )jbij(xk; ts), i = 1, ..., n,

i = 1, ..., n, t ∈ [0, ts],

ãäе ai(xk; t), bij(xk; t) — некоторые ãëаäкие функöии,

поëу÷енные из ряäа xi  и

xi = Lf( xi).

3 шаг. Выбор траектории прицеливания. Испоëüзуеì
проöеäуру постоянноãо "приöеëивания" в жеëае-
ìуþ терìинаëüнуþ то÷ку равновесия: x0(tk + s) = 0,
k = 0, 1, ..., N – 1.

4 шаг. Определение синтезируемого управления на
интервале прогноза движения системы. Перехоä из
состояния xk в состояние (xk, , ts) осуществëяет-
ся ìиниìизаöией взвеøенной оøибки e(xk, , ts) =
= x0(tk + s) – (xk, , ts) (вес Q). Иìееì:

e(xk, , ts) = x0(tk + s) – (xk, , ts) =

= x0(tk + s) – a(xk; ts) – B(xk; ts)  =

= (xk; ts) – B(xk; ts) , (11)

ãäе B(xk; ts) = (b1(xk; ts) ... bm(xk; ts)). Управëение на

k-ì øаãе опреäеëится как

 = (BтQB)–1BтQ , k = 0, 1, 2, ..., N – 1, (12)

ãäе N — общее ÷исëо øаãов äискретизаöии.

В ка÷естве ìатриöы Q — ìатриöы неортоãо-
наëüноãо проектирования — испоëüзуется äвухва-
ëентный ковариантный тензор (обратная матрица
грамиана управляемости), т. е. Q = (T ). Данная
ìатриöа обеспе÷ивает наиëу÷øее (с то÷ки зрения
ìиниìизаöии затрат управëения (энерãии)) проек-
тирование на направëение äвижения систеìы к
жеëаеìоìу состояниþ x0(tk + s). Аппроксиìаöия
ëокаëüноãо ãраìиана управëяеìости äëя неëиней-
ной систеìы управëения (5) иìеет виä [14]

(T, x) = g1(x) ... gm(x)  Ѕ

Ѕ g1(x) ... gm(x) dt, (13)

ãäе k0 — ÷исëо уäерживаеìых ÷ëенов ряäа; T = N
w
h —

интерваë проãноза äëя ëокаëüноãо ãраìиана управ-
ëяеìости, T . tu = ts.

Усëовие устой÷ивости опреäеëяется сëеäуþщей
теореìой.

Теорема 2 [4]. Дëя тоãо ÷тобы проãнозируеìое
äвижение осуществëяëосü в на÷аëо коорäинат
(  → 0, k = 0, 1, ..., N – 1) äостато÷но, ÷тобы
спектраëüный раäиус ρ(Tk) общей ìатриöы преоб-
разования Tk (Tk: x(k) = Tkx(0))

ρ(Tk) = ρ(T(k)T(k – 1) ... T(1)) < 1,

k = 1, 2, ..., N – 1, (14)

быë ìенüøе 1, ãäе T(k) = T(xk, ts, h, tw) и

T(xk, ts, h, tw) =

= A(xk; h) – B(xk; h)(Bт(xk; ts)Q(xk; tw)B(xk; ts))
–1Ѕ 

Ѕ Bт(xk; ts)Q(xk; tw)A(xk; ts)).
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Синтез управления для расширенной системы

Провеäеì синтез управëения äëя систеìы (3) на
основе преäставëенноãо выøе аëãоритìа. Итак,
иìееì неëинейнуþ аффиннуþ систеìу управëения

 = f(x) + νg(x), (15)

ãäе векторные поëя в коорäинатноì преäставëении
иìеþт виä

(16)

Дëя поëу÷ения управëяеìой траектории z(t) на-
хоäиì произвоäные Ли управëяеìоãо векторноãо
поëя Lg(z) = ∂/∂z3 вäоëü неуправëяеìоãо поëя

Lf(z) = (z1 + z2)  + (0,5z2 + aarctan(au z4))z3 .

Есëи найäена траектория z(t; , x(tk)), x(tk) = x(0),

t ∈ [0, tu] и управëение , тоãäа äвижение саìой

систеìы (3) на интерваëе проãноза иìеет виä:

x(t; , x(tk)) = Ftx , x(tk) = x(0) = x,

t ∈ [0, tu]. Соãëасно аëãоритìу äëя нахожäения уп-

равëения необхоäиìо опреäеëитü ëокаëüный ãра-
ìиан управëяеìости Wc(T, x), T = Nwh. Испоëüзу-

еì еãо аппроксиìаöиþ (T, x) (форìуëа (13)).

Коне÷ный ряä (k0 = 5) поäынтеãраëüноãо выраже-

ния äëя ãраìиана управëяеìости (13) иìеет виä:

g(x) = (r1(x, t) r2(x, t) r3(x, t))т,

ãäе

r1(x, t) = ,

r2(x, t) =

= , 

r3(x, t) = 1.

Первый эëеìент (остаëüные не привоäиì в сиëу
ãроìозäкости выражений) ìатриöы ãраìиана уп-
равëяеìости иìеет сëеäуþщий виä:

(x, T) =  +

+ .

Даëее аëãоритì управëения форìируется по
привеäенныì выøе øаãаì. Все анаëити÷еские вы-
÷исëения провеäены в пакете сиìвоëüных вы÷ис-
ëений Maple10.

Топологический подход к определению области 
управляемости исходной системы

Уравнение Пфаффа. Интегрирование дифферен-

циальных l-форм. Дополнительные системы для

синтезированной системы. Рассìотриì неëиней-
нуþ автоноìнуþ систеìу

(17)

ãäе a(x), b(x) — ãëаäкие функöии коорäинат x. Систеìе
(17) соответствует свобоäное (неуправëяеìое) вектор-

ное поëе в коорäинатной форìе f(x) = [a(x) b(x)]т

иëи, как äифференöиаëüный оператор, Lf =a(x)∂/∂x1 +

+ b(x)∂/∂x2. Как и в ìетоäе фазовой пëоскости в сис-

теìе (17) искëþ÷иì вреìя и поëу÷иì соотноøение

dx1/dx2 = a(x)/b(x), котороìу соответствует сëеäуþ-

щее уравнение Пфаффа:

ω = b(x)dx1 – a(x)dx2 = 0. (18)

Пустü на÷аëüная то÷ка x(0) = 0, а коне÷ная то÷-
ка x. Проинтеãрируеì l-форìу (18) вäоëü отäеëü-
ных осей коорäинат (назовеì этот путü "путü I "),
поëу÷иì функöиþ V1(x):

V1(x) = ω = b(τ1, 0)dτ1 – a(x1, τ2)dτ2. (19)

Рассìотриì äруãой путü интеãрирования (назо-
веì еãо "путü II") äëя нахожäения функöии V2(x):

V2(x) = ω = – a(0, τ2)dτ2 + b(τ1, x2)dτ1. (20)

Есëи äифференöиаëüная l-форìа ω явëяется
то÷ной, т. е. поëныì äифференöиаëоì, то криво-
ëинейный интеãраë от нее не зависит от пути ин-
теãрирования, и V1(x) = V2(x). Есëи интеãрироватü
нето÷нуþ l-форìу, то эти функöии буäут разëи÷-

x·
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ныìи. Оäнако ìожно найти усëовия, при которых
ëинии уровня функöий V1(x) и V2(x) и фазовая тра-
ектория исхоäной систеìы (1) буäут топологически
эквивалентны, т. е. ка÷ественно поäобны. Эти ус-
ëовия опреäеëяþтся совпаäениеì топоëоãи÷еских
характеристик — вращений их векторных поëей.

Гомотопия и степень гладких отображений.
Гомотопией иëи äефорìаöией ëþбоãо отображения
s : M → N, y = s(x) называется непрерывное ото-
бражение y = S(x, λ), 0 m λ m 1, ãäе S(x, 0) = s; все
отображения sλ(x) = S(x, λ) называþтся гомотоп-
ными на÷аëüноìу отображениþ s, 0 m λ m 1, f0 = f.

Опреäеëиì äëя кажäоãо непрерывноãо отображе-
ния s : (M, ∂M) → (N, ∂N) (ãäе M — ориентирован-
ное ãëаäкое ìноãообразие, N — связное ориенти-
рованное ãëаäкое коìпактное ìноãообразие, ∂M,
∂N — их ãраниöы) целое ÷исëо, не ìеняþщееся при
ãоìотопии отображения s. Это ÷исëо называется
степенью отображения s в то÷ке y, обозна÷ается
degys и опреäеëяется как разностü ìежäу ÷исëоì
то÷ек y прообраза s–1(y), äëя которых ориентаöия
сохраняется, и ÷исëоì то÷ек, äëя которых она об-
ращается, иëи боëее кратко: degys естü аëãебраи÷е-
ское ÷исëо прообразов то÷ки y.

Чрезвы÷айно важно, ÷то степенü отображения
явëяется ãëобаëüной характеристикой отображения,
и, теì саìыì, она связывает топоëоãи÷еские ха-
рактеристики ìноãообразий M и N.

Выøе поëу÷енное ãëаäкое векторное поëе f на
ìноãообразии ìожно также рассìатриватü как ото-
бражение то÷ек ìноãообразия x ∈ M в касатеëüное
пространство TMx. Степенü отображения в этоì
сëу÷ае называется вращением векторноãо поëя, так
как на пëоскости R2 она показывает, скоëüко оборо-
тов сäеëает векторное поëе при обхоäе заìкнутоãо
контура. Посëеäнее опреäеëение хороøо известно
в кëасси÷еской теории управëения как принöип
арãуìента, испоëüзуеìый при вывоäе критерия ус-
той÷ивости Найквиста. Так как рассìатривается
систеìа второãо поряäка (на пëоскости), то ниже
буäет испоëüзован иìенно ãрафи÷еский способ
опреäеëения вращения векторноãо поëя как наи-
боëее простой и наãëяäный.

Определение 1. Вращением векторного поля f на
ãраниöе ∂Ω обëасти Ω (иëи просто вращениеì век-
торноãо поëя f) называется степенü отображения

deg , ãäе  = f/||f ||, ãраниöы ∂Ω обëасти Ω в еäи-
ни÷нуþ сферу ||x|| = 1; обозна÷ается γ(∂Ω, f) [15].

В этоì сëу÷ае также ìожно ãоворитü о ãоìото-
пии, но теперü уже векторных поëей. Лþбые äва
невырожäенных непрерывных на M векторных по-
ëя f0 и f1 ìоãут бытü соеäинены невырожäенной äе-
форìаöией; ее ìожно опреäеëитü, наприìер, фор-
ìуëой ëинейной äефорìаöии

f(x, λ) = (1 – λ)f0 + λf1; (0 m λ m 1, x ∈ M).

Важнейøее свойство степени отображения äëя
векторных поëей опреäеëяется сëеäуþщей теоре-
ìой Хопфа [15].

Теорема 3. Есëи невырожäенные на некоторой
ãраниöе жорäановой обëасти (к такиì обëастяì
относятся, в ÷астности, выпукëые и звезäные об-
ëасти) пространства Rn(n > 1) непрерывные век-
торные поëя иìеþт оäинаковое вращение, то они
ãоìотопны, т. е. ìоãут бытü соеäинены невырож-
äенной äефорìаöией. И, наоборот, ãоìотопные
векторные поëя на ãраниöе такой обëасти иìеþт
оäинаковое вращение.

Топоëоãи÷еский характер этой теореìы проявëя-

ется в сëеäуþщеì. Пустü ∂ΩR — ãраниöа øара (x0)

раäиуса R с на÷аëоì в то÷ке x0, т. е. ∂ΩR = (x0).

Пустü ∂Ωr — ãраниöа øара (x0), ∂Ωr = (x0).

Пустü на сëое r m ||x|| m R векторное поëе не вы-
рожäено (нет особых то÷ек), т. е. f(x) ≠ 0. Тоãäа

γ(∂ΩR, f) = γ(∂Ωr, f).

Ина÷е ãоворя, при непрерывной äефорìаöии ãра-
ниöы ∂Ω с ∂ΩR äо ∂Ωr вращение векторноãо поëя f
не меняется, есëи в сëое r m ||x|| m R нет особых то÷ек.

Вы÷исëение вращения векторноãо поëя — о÷енü
труäная заäа÷а, оäнако как ãëобаëüная характерис-
тика векторноãо поëя она ìожет бытü опреäеëена
÷ерез свои ëокаëüные характеристики — инäексы
особых то÷ек поëя f, связанные с невырожäенныìи
(изоëированныìи) особыìи то÷каìи, т. е. то÷ка-

ìи, ãäе f(x0) = 0, а якобиан det(∂f(x)/∂x)  ≠ 0.

Определение 2. Индексом особой точки x0 (обо-

зна÷ается ind(x0, f)) называется вращение вектор-

ноãо поëя f на ãраниöе ∂  обëасти , внутри

которой иìеется тоëüко одна изоëированная осо-

бая то÷ка, т. е. ind(x0, f) = γ(∂ , f).

Конструктивный аëãоритì вы÷исëения враще-
ния векторноãо поëя äает сëеäуþщая теореìа Кро-
некера [15].

Теорема 4. Пустü непрерывное векторное поëе f
иìеет в обëасти Ω конечное ÷исëо особых то÷ек
x0(1), ..., x0(k) (арãуìент обозна÷ает ноìер особой
то÷ки) и не вырожäено на ãраниöе ∂Ω этой обëас-
ти. Тоãäа

γ(∂Ω, f) = ind(x0(i), f).

Построение гомотопных векторных полей для
линейной системы (1). С испоëüзованиеì топоëо-
ãи÷ескоãо поäхоäа ìы буäеì искатü ãраниöу управ-
ëяеìости äëя неустой÷ивоãо объекта управëения
(1) с оãрани÷енныì управëениеì (2). Найäеì пре-
äеëüно äопустиìые то÷ки, ãраниöу äанной обëасти,
в то÷ках которых ìножество скоростей (явëяþщееся
выпукëыì) буäет по÷ти поëностüþ распоëаãатüся в
нуëü-неуправëяеìой обëасти, и тоëüко äëя оäноãо
из преäеëüных управëений форìируется касатель-
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ное к ãраниöе векторное поëе. Ясно, ÷то при такоì
построении сама граница ∂Ωc не входит в область
нуль-управляемости и в иäеаëüноì сëу÷ае ìоäеëиро-
вания форìирует неустой÷ивый преäеëüный öикë.
Обозна÷иì векторное поëе исхоäной систеìы

f0(x) = , (21)

ãäе  ∈ {–1, 1} — оäно из преäеëüных управëений.
В соответствии с выраженияìи (17), (18) иìееì
äифференöиаëüнуþ l-форìу и уравнение Пфаффа

ω = (0,5x2 + )dx1 – (x1 + x2)dx2 = 0. (22)

Проäифференöировав l-форìу (22) внеøниì
образоì, поëу÷иì

dω = –1,5dx1 ∧ dx2. (23)

Из выражения (23) сëеäует, ÷то l-форìа ω не яв-
ëяется заìкнутой. Проинтеãрируеì l-форìу (23):

1) как поëный äифференöиаë по пути I. Поëу÷иì

V1(x) = ω = x1 – x1x2 – ; (24)

2) как поëный äифференöиаë по пути II. Поëу÷иì

V2(x) = ω = x1 + 0,5x1x2 – . (25)

Рассìотриì äифференöиаëы функöий V1(x) и
V2(x). Иìееì

dV1 = (  – x2)dx1 – (x1 + x2)dx2, (26)

dV2 = (  + 0,5x2)dx1 + (0,5x1 – x2)dx2. (27)

Дëя уравнения Пфаффа справеäëиво равенство

ω( ) = 0. (28)

Форìуëа (28) опреäеëяет свертку (скаëярное
произвеäение) коорäинат l-форìы ω и векторноãо
поëя f0. Эта форìуëа также показывает, ÷то век-
торное поëе f0 принаäëежит аннуëятору (ортоãо-
наëüноìу пространству) ìножества span{ω}. Виäно,
÷то функöии V1(x) и V2(x) не явëяþтся инвариан-

таìи оäнопараìетри÷еской ãруппы преобразова-
ний с инфинитезиìаëüныì ãенератороì f0, т. е.
dV1( ) ≠ 0, dV2( ) ≠ 0.

Найäеì векторные поëя f1 и f2, на траекториях
которых, соответственно, функöии V1(x) и V2(x)
явëяþтся инвариантаìи. Это ëеãко сäеëатü по
äифференöиаëаì (26) и (27). Иìееì äве новые äи-
наìи÷еские систеìы:

Σ1:  = x1 + x2,

 =  – x2;

Σ2:  = –0,5x1 + x2,

 = 0,5x2 + 

с векторныìи поëяìи соответственно:

f1(x) = , f2(x) = , (29)

при÷еì dV1( ) = 0, dV2( ) = 0. Посëеäние ра-

венства ãоворят о тоì, ÷то интеãраëüные кривые
поëей f1 и f2 совпаäаþт с ëинияìи уровня соответ-

ственно функöий V1(x) = V1(x(0)) и V2(x) = V2(x(0)).

Интеãраëüные кривые на фазовой пëоскости
исхоäноãо векторноãо поëя (21) (при постоянном
управлении) иìеþт сëеäуþщий виä:

V0(x) =  = const. (30)

Найäеì особые (крити÷еские, равновесные)
то÷ки кажäоãо из векторных поëей f0(x), f1(x), f2(x).
В табëиöе указаны обозна÷ения и коорäинаты осо-
бых то÷ек äëя кажäоãо векторноãо поëя. Как виäно
из табëиöы, бëижайøие к на÷аëу коорäинат осо-
бые то÷ки x0(1), x0(2) — у векторноãо поëя f1(x).
Это зна÷ит, ÷то внутри круãа раäиуса R < Rcr = 
все три векторных поëя äоëжны иìетü оäинаковое
вращение.

На рис. 1 преäставëено ãрафи÷еское построение
äëя нахожäения вращения кажäоãо векторноãо по-
ëя, которое показывает, ÷то

γ(0, f0) = γ(0, f1) = γ(0, f2) = 0; R < Rcr,

т. е. нет ни оäноãо поëноãо оборота вокруã на÷аëа
коорäинат у ëþбоãо из трех векторных поëей, иìееì
ãоìотопные (топоëоãи÷ески эквиваëентные) век-

торные поëя. При раäиусе окружности R < Rcr = 

γ(0, f0) = γ(0, f2) = 0; γ(0, f1) = –1; R > Rcr

поëе f1(x), x ∈ CR, R > Rcr äеëает оäин поëный обо-

рот в отриöатеëüноì (по ÷асовой стреëке) направ-
ëении, поëу÷аеì неãоìотопные векторные поëя,
т. е. иìееì новое ка÷ество систеìы Σ0.
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На рис. 2 построены ëинии
уровня функöий V0(x), V1(x), про-
хоäящие ÷ерез особые то÷ки x0(1),
x0(2), т. е. V0(x) = V0(x0(1)), V0(x) =
= V0(x0(2)) и V1(x) = V1(x0(1)),
V1(x) = V1(x0(2)). Из этих постро-
ений виäно, ÷то иìенно заìкну-
тая обëастü ABCD, форìируеìая
ëинияìи уровня V0(x) = V0(x0(1)),
V0(x) = V0(x0(2)), опреäеëяет об-
ëастü управëяеìости и преäеëü-
нуþ обëастü стабиëизаöии äëя ис-
хоäной систеìы Σ0.

Отìетиì, ÷то саìа ãраниöа
∂(ABCD) не вхоäит в обëастü уп-
равëяеìости, так как преäставëяет
неустой÷ивый преäеëüный öикë с
периоäи÷ескиìи преäеëüныìи уп-
равëенияìи. Вне обëасти ABCD
все траектории явëяþтся нуëü-не-
управëяеìыìи. В поäтвержäении
äанноãо утвержäения на рис. 3
преäставëено поëе скоростей äëя
векторноãо поëя f0(x) с преäеëü-
ныìи управëенияìи.

Моделирование

Основныìи критерияìи при вы-
боре параìетров ìоäеëирования
аëãоритìа управëения быëи сëе-
äуþщие:
� обеспе÷итü ìаксиìаëüнуþ об-

ëастü стабиëизаöии, бëизкуþ к
ëокаëüной обëасти управëяе-
ìости;

� ìаксиìаëüно испоëüзоватü пре-
äеëüные управëения, позвоëяþ-
щие в отäеëüных сëу÷аях по-
ëу÷итü траектории, бëизкие к
траекторияì, оптиìаëüныì по
быстроäействиþ;

� обеспе÷итü ìиниìизаöиþ вы-
÷исëитеëüных затрат при реаëи-
заöии аëãоритìа на аппаратных
среäствах.
Исхоäя из выøеназванных тре-

бований быëи поëу÷ены сëеäуþ-
щие параìетры ìоäеëирования:
� øаã äискретизаöии h = 0,001 c;
� интерваë проãноза управëения

tu = 7h = 0,007 c;
� интерваë проãноза ëокаëüноãо

ãраìиана управëяеìости (всеãо
äва): 1) на÷аëüный ãраìиан:
T = 220h = 0,22 c; 2) терìинаëü-
ный (äëя уëу÷øения ка÷ества
терìинаëüноãо управëения
перекëþ÷ение на новый ãраìи-
ан управëяеìости происхоäит

Рис. 3. Область стабилизации и поле скоростей для предельных управлений. Отмече-
ны особые точки функций V0(x), V1(x) и линии уровня функции V0(x)

Рис. 2. Построение области стабилизации Ws = intABCD. Особые точки и линии

уровня функций V0(x), V1(x), совпадающие с траекториями векторных полей f0, f1

Рис. 1. Отображение окружности, определяющее вращение векторных полей f0, f1, f2
относительно начала координат для трех систем S0, S1, S2:

γ(0, f0) = γ(0, f1) = γ(0, f2) = 0; R < R
cr
 — ãоìотопные векторные поëя;

γ(0, f0) = γ(0, f2) = 0; γ(0, f1) = –1; R > R
cr
 — неãоìотопные векторные поëя
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при |xi(tsw)| m 0,25; i = 1, 2): T =
= 60h = 0,06 c;

� коэффиöиент накëона арктан-
ãенса au = 0,4;

� то÷ка разëожения xW ãраìиана

управëяеìости (T, xW) выбра-

на постоянной, xW = (0 0 30)т, и

при этоì быëа обеспе÷ена хоро-
øая äинаìика перекëþ÷ений ìеж-
äу преäеëüныìи управëенияìи.

Резуëüтаты ìоäеëирования äëя
äвух траекторий преäставëены на
рис. 4—6.

На рис. 5 преäставëены ãрафики
изìенения спектраëüноãо раäиуса
äëя ìатриöы перехоäа Tk, показы-
ваþщие, ÷то спектраëüный раäиус
äëя траектории 2 не превыøает еäи-
ниöы, а у траектории 1 в то÷ке,
ìаксиìаëüно бëизко поäхоäящей к
ãраниöе ∂(ABCD) (сì. рис. 4), крат-
ковреìенно иìеет ìесто превыøе-
ние еäиниöы, но при этоì äоста-
то÷ное усëовие стабиëизаöии (14)
выпоëнено. Факт превыøения äо-
пустиìоãо уровня ãоворит тоëüко о
тоì, ÷то траектория 1 о÷енü бëизко
поäхоäит к ãраниöе, и äëя повыøе-
ния наäежности стабиëизаöии пре-
äеëüные то÷ки обëасти стабиëиза-
öии ìожно оãрани÷итü, наприìер,
траекторияìи виäа 2. Кроìе тоãо,
äëя сравнения обëастей стабиëиза-
öии на рис. 4 показана эëëипсо-
иäаëüная обëастü стабиëизаöии по
уровняì насыщения оãрани÷енноãо
управëения [4]. Синтезируеìые äëя
траекторий 1 и 2 управëения преä-
ставëены на рис. 6. Мноãо÷исëенное
ìоäеëирование показаëо, ÷то при
выбранных параìетрах все траек-
тории с на÷аëüныìи усëовияìи из
обëасти стабиëизаöии эффективно
перевоäятся в на÷аëо коорäинат.

Заключение

В статüе рассìотрены вопросы
синтеза управëения с испоëüзова-
ниеì теоретико-ãрупповоãо поäхоäа
äëя неустой÷ивоãо ëинейноãо объ-
екта с оãрани÷енныì управëениеì.
Дëя приìенения разработанноãо на
основе äанноãо поäхоäа ìетоäа ìо-
äеëüноãо проãнозируеìоãо управëе-
ния с ãраìиановзвеøиваниеì функ-
öия насыщения управëения быëа
заìенена анаëити÷еской функöией
"арктанãенс", исхоäная систеìа

Wc

)

Рис. 4. Фазовые траектории в области стабилизации: x(0) = (–0,635 0)т, x(0) =

= (–0,605 1)т. Указаны точки на траекториях, где имеют место максимальные значе-
ния спектрального радиуса матрицы перехода Tk. Выделен эллипсоид притяжения для

алгоритма управления с использованием уровня насыщения ограниченного управления

Рис. 5. Графики изменения спектрального радиуса матрицы перехода Tk в области

стабилизации: x(0) = (–0,635 0)т — траектория 1, x(0) = (–0,605 1)т — траектория 2.
Максимум достигается вблизи границы области стабилизации

Рис. 6. Графики изменения управления в области стабилизации: x(0) = (–0,635 0)т —

траектория 1, x(0) = (–0,605 1)т — траектория 2
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быëа расøирена и ввеäено новое виртуаëüное не-
оãрани÷енное управëение. Дëя нахожäения обëас-
ти ëокаëüной управëяеìости испоëüзоваëся топо-
ëоãи÷еский поäхоä, который на основе изу÷ения
топоëоãи÷еских характеристик, вращений, исхоä-
ноãо и äвух äопоëнитеëüных векторных поëей по-
звоëиë äостато÷но просто опреäеëитü äве то÷ки,
принаäëежащие ãраниöе обëасти управëяеìости,
по которыì опреäеëена вся обëастü управëяеìос-
ти. При этоì поëу÷енная обëастü стабиëизаöии
äëя синтезируеìоãо реãуëятора практи÷ески поë-
ностüþ совпаäает с обëастüþ управëяеìости.

Список литературы

1. Ли Э. Б., Маркус Л. Основы теории оптиìаëüноãо уп-
равëения. М.: Наука, 1972. 576 с.

2. Boyd S., Ghaoui L. El., Feron E. and Balakrishnan V. Linear
matrix inequalities in system and control theory // Studies in Applied
Mathematics, SIAM. 1994. V. 15.

3. Peaucelle D., Arzelier D., Bertrand R. Ellisoidal Sets for Static
Output feedback// Proc. of 15th IFAC Congress, 2002. Barcelona,
Spain. File 1760.pdf

4. Краснощеченко В. И. Синтез управëения в заäа÷е быст-
роäействия с испоëüзованиеì ìетоäа ìоäеëüноãо проãнозируе-
ìоãо управëения // Мехатроника, автоìатизаöия, управëение.
2008. № 10. С. 2—10.

5. Gomes da Silva J. M. Jr., Tarbouriech S. Polyhedral Regions
of Local Stability for Linear Discrete-Time Systems with Saturating
Controls // Proc. of 36rd IEEE Conference on Decision and Control
(CDC97),December 1997. San Diego, USA.

6. Morin P., Samson C. Stabilization of Trajectories for Systems
on Lie Groups. Application to the Rolling Sphere // Proc. of 17th

IFAC Congress. 2008. Seoul, Korea. P. 508—513.
7. Bullo F., Murray R. M. Proportional Derivative (PD) Control

on the Euclidean Group // CDS Technical Report 95-010, California
Institute of Technology, Pasadena, 1995. 47 p.

8. Han Y., Park F. C. Least Squaring Tracking on the Euclidean
Group // IEEE Trans. Automatic Control. 2001. V. 46. № 7.
P. 1127—1132.

9. Casti J. Polyhedral Dynamics and the Controllability of Dy-
namical Systems // J. Math. Anal. & Appl. 1979. N 68. P. 334—346.

10. Краснощеченко В. И. Топоëоãи÷еский поäхоä к иссëеäова-
ниþ преäеëüноãо öикëа уравнения Ван äер Поëя // Тр. IV Меж-
äунар. нау÷.-техн. конф. "Кибернетика и техноëоãии XXI века",
Воронеж, 13—14 ìая 2003 ã. С. 1—9.

11. Краснощеченко В. И. Синтез реãуëятора с оãрани÷ениеì
на управëение и фазовыì оãрани÷ениеì äëя тройноãо интеãра-
тора // Известия ТуëГУ. Сер. "Техни÷еские науки". Вып. 5. Ч. 1.
Туëа: Изä-во ТуëГу, 2011. С. 203—212.

12. Краснощеченко В. И. Декоìпозиöия äифференöиаëüных
уравнений. Присоеäиненное преäставëение äействия ãруппы
Ли в неëинейных систеìах // Матер. Всеросс. нау÷.-техн. конф.
"Наукоеìкие техноëоãии в приборо- и ìаøиностроении и разви-
тие инноваöионной äеятеëüности в вузе", 17—18 äекабря, Каëуãа,
2009. М.: Изä-во МГТУ иì. Н. Э. Бауìана, 2009. С. 146—151.

13. Kalman R., Ho Y. C., Narendra K. S. Controllability of Linear
Dynamical Systems // Contributions to Differential Equations, V. 1.
N 2. 1962. P. 189—213.

14. Краснощеченко В. И. Об оäноì поäхоäе к нахожäениþ
ãраìиана управëяеìости неëинейных аффинных систеì управ-
ëения // Известия ТуëГУ. Сер. "Вы÷исëитеëüная техника, Ин-
форìаöионные техноëоãии. Систеìы управëения". Вып. 3. Сис-
теìы управëения. Т. 1. Туëа: Изä-во ТуëГу, 2006. С. 239—243.

15. Красносельский М. А., Забрейко П. П. Геоìетри÷еские
ìетоäы неëинейноãо анаëиза. М.: Наука, 1975. 512 с.

21—25 января 2013 ã. в Москве в НИЯУ МИФИ состоится

XV Всероссийская научно-техническая конференция

«НЕЙРОИНФОРМАТИКА — 2013»

Сопредседатели конференции

ä-р техн. наук, проф. Б. Н. Оныкий (НИЯУ МИФИ),
акаä. РАН В. Б. Бетелин (НИИСИ РАН),
акаä. РАН Ю. Г. Евтушенко (ВЦ РАН).

Тематические направления:

� Нейробиоëоãия и нейробионика
� Систеìная биофизика
� Нейронные сети и коãнитивные науки
� Нейросетевые параäиãìы и архитектуры: преäставëение äанных, обу÷ение и оптиìизаöия
� Нейронные сети и саìоорãанизаöия систеì
� Нейросетевые систеìы обработки äанных, распознавания образов и управëения
� Приëожения нейроинфорìатики в ìеäиöине, технике, эконоìике, естественных

и ãуìанитарных науках
� Аппаратная реаëизаöия нейронных сетей
� Моäеëи аäаптивноãо повеäения
� Моäеëи эвоëþöии нейронных сетей

Подробную информацию о конференции см. на сайте:
http://neuroinfo.mephi.ru

ИНФОРМАЦИЯ



32 Мехатроника, автоматизация, управление, № 9, 2012

УДК 62.50

С. В. Быстров1, канд. техн. наук, доц.,

В. В. Григорьев1, д�p техн. наук, проф.,

grigvv@yandex.ru,

Е. Ю. Рабыш1, аспирант,

Rabysh@yandex.ru,

О. К. Мансурова2, канд. техн. наук, доц.,
1 Санкт�Петербургский национальный

исследовательский университет

информационных технологий, механики и оптики 

(НИУ ИТМО),
2 Санкт�Петербургский Северо�Западный

заочный технический университет

Анализ качества переходных 
процессов в непрерывных 

и дискретных системах 
на основе условий качественной 
экспоненциальной устойчивости*

Введение. Дëя оöенки ка÷ества перехоäных
проöессов в систеìах с оäниì вхоäоì и оäниì вы-
хоäоì øирокое распространение в инженерной
практике поëу÷иëи показатеëи ка÷ества, основан-
ные на перехоäной функöии, т. е. опреäеëяеìые
по реакöии на еäини÷ное ступен÷атое возäействие
при нуëевых на÷аëüных усëовиях. Оäнако ввоäи-
ìые такиì образоì показатеëи ка÷ества не приìе-
ниìы непосреäственно к ìноãоìерныì систеìаì.
Множество траекторий в пространстве выхоäов
ìноãоìерной систеìы, порожäенных возäействия-
ìи, приëоженныìи к разëи÷ныì вхоäаì, ìожет
состоятü из существенно разëи÷аþщихся визуаëü-
но кривых. На ìножестве таких кривых утра÷ива-
ется о÷евиäностü их сравнения, а сëеäоватеëüно, и
возìожностü сопоставитü äинаìи÷еские свойства
разëи÷ных систеì. Даëüнейøее развитие поäобноãо
поäхоäа наøëо отражение во ввеäении понятия со-
вокупной перехоäной функöии. Дëя этоãо ввоäится
норìированная совокупная перехоäная функöия
ìноãоìерной систеìы [1], по которой, как и äëя

систеì с оäниì вхоäоì и оäниì выхоäоì, опреäе-
ëяþтся типовые показатеëи ка÷ества в виäе вреìени
перехоäноãо проöесса и перереãуëирования. Заìе-
тиì, ÷то эти показатеëи ка÷ества опреäеëяþтся по
ìножеству траекторий, исхоäящих из обëасти äо-
пустиìых на÷аëüных зна÷ений внеøних возäейст-
вий. О÷евиäно, ÷то естü сìысë в поиске ìетоäов
нахожäения зна÷ений показатеëей ка÷ества, по-
звоëяþщих снизитü объеì вы÷исëений и ãрафи÷е-
ских построений.

Оäной из актуаëüных пробëеì теории управëе-
ния явëяется анаëиз повеäения неустой÷ивых сис-
теì управëения (систеì с параìетри÷ескиìи нару-
øенияìи), веäü резуëüтаты этоãо анаëиза явëяþтся
öенныìи äëя принятия реøений при выхоäе из
строя автоìати÷еской систеìы управëения, коãäа
неустой÷ивая систеìа управëения ìожет преäстав-
ëятü собой существеннуþ уãрозу, опасностü и äëя
÷еëовека, и äëя окружаþщей среäы. При проекти-
ровании такой опасной систеìы управëения необ-
хоäиìо позаботитüся, ÷тобы при потере управëе-
ния срабатываëа систеìа защиты и сиãнаëизаöии,
основанная на äинаìи÷еских свойствах саìой сис-
теìы управëения и обеспе÷иваþщая ìиниìизаöиþ
потерü, связанных с такиì инöиäентоì. Дëя этоãо
испоëüзуется понятие ка÷ественной экспоненöи-
аëüной неустой÷ивости, тесно связанной с ка÷ест-
венныìи показатеëяìи проöессов неустой÷ивых
систеì управëения бëаãоäаря ввеäениþ усëовий,
оãрани÷иваþщих факти÷ески зна÷ения скорости
изìенения норìы вектора состояния систеìы, ÷то
непосреäственно связано со степенüþ расхоäиìос-
ти перехоäных проöессов.

Постановка задачи. Наибоëее сиëüные аттрак-
тивные свойства поëожения равновесия систеìы
обеспе÷иваþтся при усëовии экспоненöиаëüноãо
затухания перехоäных проöессов. Оäнако экспо-
ненöиаëüная устой÷ивостü ãарантирует наì тоëüко
схоäиìостü проöессов к состояниþ равновесия, но
никак не связано с ка÷ествоì их повеäения. По-
этоìу появиëасü необхоäиìостü поëу÷ения боëее
ëокаëüных усëовий и понятий устой÷ивости, свя-
занных с усиëениеì оãрани÷ений на свойства сис-
теìы. Дëя этоãо ввоäится понятие ка÷ественной
экспоненöиаëüной устой÷ивости, тесно связанной
с ка÷ественныìи показатеëяìи проöессов, такиìи
как оöенки быстроäействия и перереãуëирование,
и явëяþщейся сужениеì понятия экспоненöиаëü-
ной устой÷ивости бëаãоäаря ввеäениþ äопоëни-
теëüных усëовий, оãрани÷иваþщих факти÷ески
зна÷ения скорости изìенения норìы вектора со-
стояния систеìы [1].

Повеäение непрерывной äинаìи÷еской систеìы
описывается äифференöиаëüныì уравнениеì виäа

(t) = f (x(t)), (1)

ãäе x ∈ �n — вектор состояния систеìы; x(0) =

= x0 ∈ �n — вектор на÷аëüных состояний; t l 0 —

На основе достаточных условий качественной экспонен-
циальной устойчивости и неустойчивости получены выраже-
ния оценок динамических показателей качества переходных
процессов, позволяющие строить алгоритмы аналитиче-
ского анализа и синтеза как непрерывных, так и дискрет-
ных динамических систем по желаемым прямым показате-
лям качества, а также аналитического анализа динамиче-
ских свойств неустойчивых непрерывных и дискретных
динамических систем управления.

Ключевые слова: непрерывные и дискретные системы,
качественная экспоненциальная устойчивость и неустой-
чивость, анализ и синтез систем управления, оценки пока-
зателей качества
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вреìя; f — n-ìерная неëинейная вектор-функöия

векторноãо арãуìента, такая, ÷то при ëþбых x0 ∈ �n

реøение x ∈ �n уравнения (1) существует и еäин-
ственно.

Определение 1. Непрерывная систеìа (1) в поëо-
жении равновесия x = 0 называется ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) устой÷ивой, есëи äëя ëþбых
траекторий äвижения систеìы, исхоäящих из про-
извоëüных на÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, существуþт
такие параìетры ρ (ρ l 1), r (r > 0) и β (β + r < 0),
при которых в ëþбой ìоìент вреìени t l 0 выпоë-
няется усëовие

||x(t) – eβtx0|| m ρ(e(β + r)t – eβt)||x0||. (2)

Определение 2. Непрерывная систеìа (1) в поëо-
жении равновесия x = 0 называется ка÷ественно экс-
поненöиаëüно (β, r) неустой÷ивой, есëи äëя ëþбых
траекторий äвижения систеìы, исхоäящих из про-
извоëüных на÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, существуþт
такие параìетры ρ (ρ l 1), r (r > 0) и β (β – r > 0),
при которых в ëþбой ìоìент вреìени t l 0 выпоë-
няется усëовие (2). Зäесü норìа вектора заäается
соотноøениеì

||x|| = , (3)

ãäе xi — i-я коìпонента вектора состояния.

Повеäение äискретной äинаìи÷еской систеìы
описывается разностныì уравнениеì виäа

x(m + 1) = f (x(m)), (4)

ãäе x ∈ �n — вектор состояния систеìы; x(0) =

= x0 ∈ �
n — вектор на÷аëüных состояний; m = 0, 1,

2, ... — ноìер интерваëа äискретности; f — n-ìер-
ная неëинейная вектор-функöия векторноãо арãу-

ìента такая, ÷то при ëþбых x0 ∈ �n реøение x ∈ �n

уравнения (4) существует и еäинственно.
Определение 3. Дискретная систеìа (4) в поëо-

жении равновесия x = 0 называется ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) устой÷ивой, есëи äëя ëþбых
траекторий äвижения систеìы, исхоäящих из про-
извоëüных на÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, существуþт
такие параìетры ρ (ρ l 1), r (r > 0) и β (β + r < 1,
β – r > –1), при которых äëя ëþбоãо ноìера ин-
терваëа äискретности m l 0 выпоëняется усëовие

||x(m) – βmx0|| m ρ((β + r)m – βm)||x0||. (5)

Определение 4. Дискретная систеìа (4) в поëо-
жении равновесия x = 0 называется ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) неустой÷ивой, есëи äëя
ëþбых траекторий äвижения систеìы, исхоäящих
из произвоëüных на÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, су-
ществуþт такие параìетры ρ (ρ l 1), r (r > 0) и

β (β – r > 1), при которых äëя ëþбоãо ноìера интер-
ваëа äискретности m l 0 выпоëняется усëовие (5).

Параìетры r и β иìеþт сëеäуþщий сìысë: па-
раìетр β поäобен коэффиöиенту сноса и äëя ус-
той÷ивых систеì опреäеëяет среäнþþ скоростü
схоäиìости траекторий äвижения к поëожениþ
равновесия, а äëя неустой÷ивых систеì опреäеëяет
среäнþþ скоростü расхоäиìости траекторий äви-
жения от на÷аëüноãо состояния.

Поä вреìенеì перехоäноãо проöесса в непрерыв-
ных и äискретных äинаìи÷еских систеìах соответ-
ственно буäеì пониìатü зна÷ение t = ts, такое ÷то

||x(t)|| = δs||x0||; (6)

||x(m)|| = δs||x0||, (7)

т. е. ìоìент вреìени, в который перехоäной про-
öесс вхоäит в заäаннуþ δs-окрестностü поëожения

равновесия. Выбор относитеëüной веëи÷ины окрест-
ности δs опреäеëяется требованияìи конкретной

заäа÷и. Обы÷но окрестностü выбирается в преäеëах
δs = 0,01...0,05 (т. е. выбирается пятипроöентная

окрестностü поëожения равновесия).
Поä перереãуëированиеì в непрерывных и äиск-

ретных äинаìи÷еских систеìах соответственно бу-
äеì пониìатü веëи÷ины σ, опреäеëяеìые уравне-
нияìи:

σ = ; (8)

σ = , (9)

ãäе xm — ìиноранта ||x||, т. е. функöия, оãрани÷и-

ваþщая снизу текущие зна÷ения норìы вектора со-
стояния, так ÷то xm m ||x|| äëя ëþбоãо ìоìента вре-

ìени. Перереãуëирование характеризует коëеба-
теëüностü в устой÷ивой äинаìи÷еской систеìе.

Поä крити÷ескиì вреìенеì перехоäноãо про-
öесса в непрерывных и äискретных äинаìи÷еских
систеìах соответственно буäеì пониìатü зна÷ение
t = tc, такое ÷то

||x(t)|| = δc||x0||; (10)

||x(m)|| = δc||x0||, (11)

т. е. ìоìент вреìени, в который перехоäной про-
öесс выхоäит за заäаннуþ крити÷ескуþ δc-окрест-

ностü на÷аëüноãо поëожения (δc > 1). Выбор отно-

ситеëüной веëи÷ины окрестности δc опреäеëяется

требованияìи конкретной заäа÷и и зависит от тех-
ноëоãи÷еских параìетров объекта управëения. При
этоì крити÷еское вреìя перехоäноãо проöесса äëя
неустой÷ивых систеì характеризует среäнþþ сте-
пенü расхоäиìости перехоäных проöессов.

xi
2

i 1=

n

∑

1
2
--

mint 0 ∞,( )∈ xm t( )–
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minm 0 ∞,( )∈ xm m( )–
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---------------------------------------
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Поä выбросоì в непрерывных и äискретных äи-
наìи÷еских систеìах буäеì пониìатü веëи÷ину σ0
(σ0 > 2), опреäеëяеìуþ уравнениеì:

σ0 = ; (12)

σ0 = , (13)

ãäе xm(m) — ìиноранта ||x(m)||, т. е. функöия, оãра-

ни÷иваþщая снизу текущие зна÷ения норìы век-
тора состояния, так ÷то xm(m) m ||x(m)|| äëя ëþбоãо

m l 0. Выброс косвенно характеризует коëебатеëü-
ностü в неустой÷ивой äинаìи÷еской систеìе. При
зна÷ении σ0, стреìящеìся к бесконе÷ности, про-

öесс носит ìонотонный характер.
Ставится заäа÷а отыскания на основе усëовий

ка÷ественной экспоненöиаëüной устой÷ивости и
неустой÷ивости (2) и (5) äëя непрерывных и äиск-
ретных äинаìи÷еских систеì, заäаваеìых уравне-
нияìи (1) и (4) соответственно, анаëити÷еских вы-
ражений оöенок äинаìи÷еских показатеëей ка÷ества
в виäе вреìени перехоäноãо проöесса, перереãуëи-
рования, крити÷ескоãо вреìени перехоäноãо про-
öесса и выброса, которые бы совìестно с äоста-
то÷ныìи усëовияìи ка÷ественной экспоненöиаëü-
ной устой÷ивости и неустой÷ивости позвоëиëи бы
созäатü эффективные проöеäуры анаëити÷ескоãо
анаëиза и синтеза систеì управëения.

Оценки показателей качества переходных про-
цессов. Дëя оöенки проöессов испоëüзуется кваä-
рати÷ная функöия Ляпунова виäа

V(x) = xтPx, (14)

ãäе P — сиììетри÷ная поëожитеëüно опреäеëенная
ìатриöа. Дëя этой функöии справеäëиво соотно-
øение Реëея

c1||x||
2 m V(x) m c2||x||

2, (15)

ãäе зна÷ения c1 и c2 явëяþтся ìиниìаëüныì и ìак-

сиìаëüныì собственныìи ÷исëаìи ìатриöы P со-
ответственно.

Теорема 1. Непрерывная систеìа (1) ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) устой÷ива в поëожении рав-
новесия x = 0, есëи äëя ëþбых траекторий äвиже-
ния систеìы, исхоäящих из произвоëüных на÷аëü-
ных усëовий x0 ∈ �n, существуþт такая кваäрати÷-
ная функöия Ляпунова и такие параìетры r (r > 0)
и β (β + r < 0), при которых в ëþбой ìоìент вре-
ìени t l 0 выпоëняется усëовие

V( (t) – βx(t)) m r2V(x(t)). (16)

Теорема 2. Непрерывная систеìа (1) ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) неустой÷ива в поëожении
равновесия x = 0, есëи äëя ëþбых траекторий äви-

жения систеìы, исхоäящих из произвоëüных на-
÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, существуþт такая кваä-
рати÷ная функöия Ляпунова и такие параìетры
r (r > 0) и β (β – r > 0), при которых в ëþбой ìо-
ìент вреìени t l 0 выпоëняется усëовие (16).

Теорема 3. Дискретная систеìа (4) ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) устой÷ива в поëожении
равновесия x = 0, есëи äëя ëþбых траекторий äви-
жения систеìы, исхоäящих из произвоëüных на-
÷аëüных усëовий x0 ∈ �n, существуþт такая кваä-
рати÷ная функöия Ляпунова и такие параìетры
r (r > 0) и β (β + r < 1, β – r > –1), при которых äëя
ëþбоãо ноìера интерваëа äискретности m l 0 вы-
поëняется усëовие

V(x(m + 1) – βx(m)) m r2V(x(m)). (17)

Теорема 4. Дискретная систеìа (4) ка÷ественно
экспоненöиаëüно (β, r) неустой÷ива в поëожении
равновесия x = 0, есëи äëя ëþбых траекторий äви-
жения систеìы, исхоäящих из произвоëüных на÷аëü-
ных усëовий x0 ∈ �n, существуþт такая кваäрати÷-
ная функöия Ляпунова и такие параìетры r (r > 0)
и β (β – r > 1), при которых äëя ëþбоãо ноìера ин-
терваëа äискретности m l 0 выпоëняется усëовие (17).

Из выпоëнения теореì 1 и 2 сëеäует оöенка (2),
а из выпоëнения теореì 3 и 4 — оöенка (5) [1, 2],
при этоì

ρ = . (18)

Оöенки äинаìи÷еских показатеëей ка÷ества в
виäе вреìени перехоäноãо проöесса и перереãуëи-
рования äëя непрерывных систеì иìеþт виä [3]

ts = ln(δs); (19)

σ = ρ  – (ρ + 1) . (20)

Оöенки äинаìи÷еских показатеëей ка÷ества в
виäе вреìени перехоäноãо проöесса и перереãуëи-
рования äëя äискретных систеì иìеþт виä [3]

ts = T logβδs; (21)

σ = ρ(β + r)  –

– (ρ + 1) , (22)

ãäе T — интерваë квантования. С поìощüþ пара-
ìетров ts и σ опреäеëяется обëастü äопустиìых про-

öессов систеìы с заäанныìи äинаìи÷ескиìи по-
казатеëяìи.

maxt [0 ∞),∈ xm t( )
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x0
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Пример. При заäанных параìетрах ка÷ества

ts = 1 c, δs = 0,05, δ = 0,05, ρ = 1, (23)

испоëüзуя поëу÷енные оöенки показатеëей ка÷ества
и усëовия ка÷ественной экспоненöиаëüной устой-
÷ивости, как äëя непрерывных, так и äëя äискрет-
ных систеì поëу÷аеì оöено÷нуþ трубку, виä кото-
рой изображен на рис. 1. Все траектории систеìы,
исхоäящие из обëасти на÷аëüных зна÷ений вектора
состояния и уäовëетворяþщие заäанныì показате-
ëяì ка÷ества, ëежат внутри этой оöено÷ной трубки.

Оöенки äинаìи÷еских показатеëей ка÷ества в
виäе крити÷ескоãо вреìени перехоäноãо проöесса
и выброса äëя непрерывных систеì иìеþт виä [4]

tc = lnδc; (24)

σ0 = (ρ + 1)  – ρ . (25)

Оöенки äинаìи÷еских показатеëей ка÷ества в
виäе крити÷ескоãо вреìени перехоäноãо проöесса
и выброса äëя äискретных систеì иìеþт виä [4]

tc = T logβδc; (26)

σ0 = (ρ + 1)  –

– ρ(β + r) . (27)

С поìощüþ параìетров tc и σ0 опреäеëяется об-
ëастü äопустиìых проöессов систеìы с заäанныìи
äинаìи÷ескиìи показатеëяìи.

Пример. При заäанных параìетрах ка÷ества

tc = 1 c, δc = 10, ρ = 1, σ0 = 5, (28)

испоëüзуя поëу÷енные оöенки показатеëей ка÷ест-
ва и усëовия ка÷ественной экспоненöиаëüной не-
устой÷ивости, как äëя непрерывных, так и äëя
äискретных систеì поëу÷аеì оöено÷нуþ трубку,
виä которой изображен на рис. 2. Все траектории
систеìы, исхоäящие из обëасти на÷аëüных зна÷е-
ний вектора состояния и уäовëетворяþщие заäан-
ныì показатеëяì ка÷ества, ëежат внутри этой оöе-
но÷ной трубки.

Аналитический анализ и синтез систем. Рассìот-
риì непрерывный объект управëения, описание
äвижения котороãо заäается äифференöиаëüныì
уравнениеì виäа

(t) = Ax(t) + Bu(t), (29)

ãäе x ∈ �n — вектор состояния систеìы, x(0) =

= x0 ∈ �
n — вектор на÷аëüных состояний; u ∈ �k —

вектор управëения; A — (n × n)-ìатриöа описания
объекта; B — (n × k)-ìатриöа вхоäов.

Рассìотриì äискретный объект управëения,
описание äвижения котороãо заäается разностныì
уравнениеì виäа

x(m + 1) = Ax(m) + Bu(m), (30)

ãäе x ∈ �n — вектор состояния систеìы, x(0) =

= x0 ∈ �
n — вектор на÷аëüных состояний; u ∈ �k —

вектор управëения; A — (n × n)-ìатриöа описания
объекта; B — (n × k)-ìатриöа вхоäов.

В общеì сëу÷ае преäпоëаãая, ÷то все переìенные
вектора состояния объекта управëения äоступны
äëя изìерения, управëение ищеì как функöиþ со-
стояний объекта управëения в виäе

u = –Kx, (31)

ãäе K — (k × n)-ìатриöа ëинейных стаöионарных
обратных связей по состоянияì объекта управëения.
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Рис. 1. Оценочные трубки из условий качественной экспонен-
циальной устойчивости
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Рис. 2. Оценочная трубка из условия качественной экспоненци-
альной неустойчивости
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Поëаãая, ÷то объекты управëения (30) и (31) яв-
ëяþтся поëностüþ управëяеìыìи, рассìотриì за-
äа÷у нахожäения такоãо закона управëения, который
обеспе÷ивает äëя заìкнутых систеì ка÷ественнуþ
экспоненöиаëüнуþ устой÷ивостü с заäанныìи зна-
÷енияìи параìетров, опреäеëяеìыìи по требуе-
ìыì зна÷енияì вреìени перехоäных проöессов и
перереãуëирования.

Воспоëüзовавøисü ëокаëüныìи äостато÷ныìи
усëовияìи ка÷ественной экспоненöиаëüной ус-
той÷ивости [1], прихоäиì к ìатри÷ноìу аëãебраи-
÷ескоìу уравнениþ типа Риккати

(A – BK – βI )тP(A – BK – βI ) – r2P = –Q; (32)

K = (BтPB)–1BтP(A – βI ), (33)

которое ìожет бытü испоëüзовано äëя синтеза как
непрерывных, так и äискретных систеì с заäаниеì
соответствуþщих зна÷ений r и β. Зäесü I — еäи-
ни÷ная (n × n)-ìатриöа. Дëя вы÷исëения закона уп-
равëения необхоäиìо разреøитü ìатри÷ное аëãеб-
раи÷еское уравнение типа Риккати (32), (33) отно-
ситеëüно поëожитеëüно опреäеëенной ìатриöы P,
затеì поäставитü в уравнение (33).

Аëãоритì анаëити÷ескоãо анаëиза äинаìи÷еских
свойств ìноãоìерных непрерывных и äискретных
устой÷ивых систеì управëения с исхоäныìи äан-
ныìи — ìатриöаìи A, B, K — сëеäуþщий:

1. По заäанныì показатеëяì ка÷ества, т. е. по
вреìени перехоäноãо проöесса (ts) и перереãуëиро-
ваниþ (σ) опреäеëитü зна÷ения параìетров β и r по
выраженияì (19), (20) äëя непрерывных систеì
управëения и (21), (22) — äëя äискретных систеì
управëения.

2. Проверитü выпоëнение усëовия

maxiλi m 0, i = 1, 2, ..., n, (34)

ãäе λi опреäеëяþтся из характеристи÷ескоãо урав-

нения

det[[(A – BK – βI)т(A – BK – βI) –

– r2I] – λI] = 0. (35)

Есëи усëовие (34) выпоëняется, то выпоëняþтся
и заäанные показатеëи ка÷ества перехоäноãо про-
öесса.

Повеäение непрерывной неустой÷ивой систеìы
управëения описывается äифференöиаëüныì урав-
нениеì виäа

(t) = Fux(t), (36)

ãäе Fu — (n × n)-ìатриöа описания систеìы.

Повеäение äискретной неустой÷ивой систеìы
управëения описывается разностныì уравнениеì
виäа

x(m + 1) = Fux(m), (37)

ãäе Fu — (n × n)-ìатриöа описания систеìы.

Аëãоритì анаëити÷ескоãо анаëиза äинаìи÷еских
свойств ìноãоìерных непрерывных и äискретных
неустой÷ивых систеì управëения [4] с исхоäныìи
äанныìи — ìатриöей описания Fu — сëеäуþщий:

1. По заäанныì показатеëяì ка÷ества, т. е. по
крити÷ескоìу вреìени перехоäноãо проöесса (tc) и
выбросу (σ0) опреäеëитü зна÷ения параìетров β и r

по выраженияì (24), (25) äëя непрерывной систе-
ìы и (26), (27) — äëя äискретной систеìы.

2. Проверитü выпоëнение усëовия

maxi λi m 0, i = 1, 2, ..., n, (38)

ãäе λi опреäеëяþтся из характеристи÷ескоãо урав-

нения

det[[(Fu – βI )т(Fu – βI) – r2I ] – λI ] = 0. (39)

Есëи усëовие (38) выпоëняется, то выпоëняþтся
и заäанные показатеëи ка÷ества перехоäноãо про-
öесса.

Заключение. На основе äостато÷ных усëовий
ка÷ественной экспоненöиаëüной устой÷ивости и
неустой÷ивости, ìетоäа ëокаëüной оптиìизаöии и
поëу÷енных выражений оöенок äинаìи÷еских по-
казатеëей ка÷ества перехоäных проöессов поëу÷ены
аëãоритìы, позвоëяþщие с еäиных позиöий как
äëя непрерывных, так и äëя äискретных äинаìи-
÷еских систеì анаëити÷ески синтезироватü реãуëя-
торы по жеëаеìыì зна÷енияì пряìых показатеëей
ка÷ества и анаëизироватü äинаìи÷еские свойства
поëу÷енных систеì управëения, а также позвоëяþ-
щие анаëити÷ески иссëеäоватü äинаìи÷еские
свойства неустой÷ивых систеì управëения.
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Введение

Заäа÷а синтеза систеì управëения äинаìи÷е-
скиìи объектаìи крайне актуаëüна. Нереäко ìате-
ìати÷еская ìоäеëü объекта известна неäостато÷но
то÷но иëи ìеняется во вреìени. В этоì сëу÷ае
преäпо÷титеëüно приìенение аäаптивных реãуëя-
торов [1, 2] иëи приìенение ìетоäов робастноãо
управëения [3]. Посëеäнее ка÷ество ìожет бытü
охарактеризовано как боëüøой запас устой÷ивости.
Оäин из ìетоäов проверки запаса устой÷ивости —
ìоäеëирование повеäения систеìы с реãуëятороì,
расс÷итанныì по ноìинаëüноìу зна÷ениþ пара-
ìетров ìоäеëи объекта, с объектоì, в параìетры
ìоäеëи котороãо внесены изìенения. Это позво-
ëяет оöенитü устой÷ивостü, то÷ностü и ка÷ество
систеìы не тоëüко при работе с объектоì, поëно-
стüþ соответствуþщиì еãо рас÷етной ìоäеëи, но и
с объектоì, параìетры котороãо опреäеëены неäо-
стато÷но то÷но иëи изìениëисü в хоäе еãо функ-
öионирования. Сëожностü проектирования реãуëя-
тора äëя таких систеì возрастает с ростоì поряäка
ìоäеëи объекта, поэтоìу öеëесообразно рассìат-
риватü ìоäеëи поряäка выøе третüеãо. Бëизкая за-
äа÷а рассìотрена и реøена в статüе [1], ãäе за ос-
нову поëожено соотноøение, преäставëяþщее вы-
хоäной сиãнаë в форìе суììы еãо ноìинаëüной
веëи÷ины и ее äевиаöии [4].

В статüе [1] преäëожена äостато÷но сëожная ìе-
тоäика проектирования реãуëятора äëя объекта ÷ет-
вертоãо поряäка. Преäëаãаеìая структура реãуëя-
тора существенно сëожнее, ÷еì структура траäиöи-
онноãо ПИД-реãуëятора, а иìенно: переäато÷ная
функöия реãуëятора иìеет виä раöионаëüной äроби,
соäержащей в ÷исëитеëе и знаìенатеëе поëиноìы
÷етвертоãо поряäка. Дëя объекта из работы [1]
ìожно преäëожитü боëее простой и боëее эффек-
тивный способ рас÷ета реãуëяторов, а при этоì по-
ëу÷аеìый реãуëятор иìеет боëее простуþ структуру
и обеспе÷ивает ëу÷øее ка÷ество управëения. Это
позвоëяет рекоìенäоватü обсужäаеìые ìетоäики
синтеза реãуëяторов к øирокоìу приìенениþ. Оп-
тиìизаöиþ реãуëяторов äëя наäежности резуëüтатов
осуществëяëи в разëи÷ных проãраììных пакетах и
по разëи÷ныì аëãоритìаì оптиìизаöии: испоëü-
зоваëи пакет MATLAB 6.5 (Simulink), äаëее по тексту
MATLAB 6.5, со встроенныìи функöияìи оптиìи-
заöии (при внеøнеì заäании ìоäеëи объекта и
структуры реãуëятора), а также пакет VisSim 6.0 с ис-
поëüзованиеì преäëоженных ранее критериев оп-
тиìаëüности.

Постановка задачи

На приìере ëинейноãо объекта с переäато÷ной
функöией в виäе раöионаëüной äроби, соäержащей
в знаìенатеëе поëиноì не ниже третüеãо поряäка,
требуется сравнитü нескоëüко ìетоäов синтеза реãу-
ëяторов, а иìенно: ìетоä, преäëоженный в статüе
[1], и ìетоäы, преäëоженные в öикëе статей [5—8],
а также ìетоä, встроенный в пакет MATLAB 6.5 [9],
с у÷етоì спеöифики заäа÷и.

Рассìотриì объект, описываþщийся уравнениеì

Y(s) = WO(s)U(s) + H(s) (1)

с переäато÷ной функöией

WO(s) = . (2)

Зäесü Y(s), U(s), H(s) — изображение по Лапëасу
от выхоäной веëи÷ины y(t), управëяþщеãо возäейст-
вия u(t) и неизвестной, не поääаþщейся изìерениþ
поìехи h(t); Bm(s) и An(s) — поëиноìы поряäка m
и n; s — арãуìент преобразования Лапëаса; WO(s) —
переäато÷ная функöия объекта по управëениþ.

Траäиöионно äëя таких объектов преäëаãается
реãуëятор в соответствии с уравнениеì

U(s) = WR(s)[V(s) – Y(s)]. (3)

Зäесü V(s) — изображение по Лапëасу от преäпи-
санноãо зна÷ения v(t) äëя выхоäной веëи÷ины y(t);
WR(s) — переäато÷ная функöия реãуëятора, отыс-
кание которой составëяет заäа÷у проектирования.
Структурная схеìа поëу÷аеìой систеìы показана
на рис. 1.

Рассматриваются методы численной оптимизации ре-
гуляторов с использованием разных программных средств
(MATLAB-6.5 и VisSim 6.0). Предлагаются эффективные
способы расчета регуляторов, обеспечивающие лучшее каче-
ство управления при более простой структуре регулятора
(в сравнении с предлагаемыми в других статьях структурами).

Ключевые слова: многопараметрические регуляторы, ав-
томатическое управление, синтез регуляторов, оптимизация

Bm s( )

An s( )
-----------
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Известный метод решения этой задачи, соãëасно
работе [1], äëя объекта (2) при m = 0, n = 4 состоит
в испоëüзовании реãуëятора виäа

WR(s) = . (4)

Зäесü p = q = 4, Cq(s), Dp(s) — поëиноìы поряäка
p и q (в äанноì сëу÷ае — ÷етвертоãо поряäка), пра-
виëа рас÷ета коэффиöиентов указанных поëино-
ìов äаны в работе [1].

Реãуëяторы такоãо кëасса по структуре сущест-
венно сëожней траäиöионных ПИД-реãуëяторов.
Действитеëüно, ПИД-реãуëяторы соответствуþт
структуре (4) со зна÷енияìи p = q = 2, а при öиф-
ровой реаëизаöии этих реãуëяторов ìожно обеспе-
÷итü äаже поряäок ÷исëитеëя выøе поряäка зна-
ìенатеëя, наприìер, p = 1, q = 2. Боëüøее ÷исëо
параìетров реãуëятора при совреìенных ìетоäах
их реаëизаöии не преäставëяет никакой пробëеìы,
оäнако изëиøнее усëожнение структуры реãуëятора
все же усëожняет еãо ÷исëенный рас÷ет. На такое
усëожнение ìожно соãëаситüся ëиøü при усëовии
äостижения ëу÷øих параìетров систеìы, есëи же
при боëее простой структуре ìожно обеспе÷итü со-
поставиìое иëи ëу÷øее ка÷ество систеìы, тоãäа
указанное усëожнение реãуëятора сëеäует признатü
неэффективныì (необоснованныì).

Поэтоìу öеëесообразно рассìотретü äруãие ìе-
тоäы, позвоëяþщие поëу÷итü реãуëятор, заниìаþ-
щий по сëожности проìежуто÷ное поëожение
ìежäу ПИД-реãуëятороì и реãуëятороì (4) со зна-
÷енияìи p = q = 4, а иìенно: ПИД2-реãуëятор (иëи
ПИ2Д2-реãуëятор), т. е. реãуëятор, соäержащий äвой-
ное поëное иëи ÷асти÷ное äифференöирование
(и при необхоäиìости äвойное поëное иëи ÷асти÷-
ное интеãрирование), т. е. реãуëятор виäа (4) со
зна÷енияìи p = 1, q = 3 (иëи p = 2, q = 4). Дëя на-
ãëяäности ìетоä приìеняется к тоìу же саìоìу
объекту, а резуëüтаты в форìе рас÷етных перехоä-
ных проöессов систеìы совìещены в оäних осях
äëя боëüøеãо уäобства их сопоставëения.

Методы численного решения поставленной задачи

Оптимизация в программе VisSim. Цеëüþ управ-
ëения в систеìе, показанной на рис. 1, явëяется сни-
жение оøибки реãуëирования. Дëя ëинейных систеì
äостижение ìиниìуìа оøибки по возìущениþ
соответствует также ìиниìуìу оøибки по управ-
ëениþ, поэтоìу ìожно осуществëятü ÷исëеннуþ

оптиìизаöиþ систеìы по ее откëику на еäини÷ный
ступен÷атый ска÷ок управëяþщеãо возäействия v(t).
В сëу÷ае приìенения проãраììы VisSim äëя ÷ис-
ëенной оптиìизаöии необхоäиìо заäатü структуру
и стартовые зна÷ения параìетров реãуëятора, за-
äатü öеëевуþ функöиþ и выбратü ìетоä оптиìиза-
öии реãуëятора.

Основная öеëü управëения, как правиëо, состоит
в äостижении ìиниìуìа оøибки, которуþ öеëесо-
образно оöениватü как интеãраë от ее ìоäуëя. Дëя
боëее успеøной проöеäуры оптиìизаöии поä ин-
теãраë öеëесообразно внести äопоëнитеëüное сëа-
ãаеìое e0, которое резко растет в сëу÷ае, есëи пере-
реãуëирование превысит ìаксиìаëüнуþ преäписан-
нуþ веëи÷ину. Такиì образоì, при оптиìизаöии
в проãраììе VisSim буäеì испоëüзоватü нижесëе-
äуþщий критерий оптиìизаöии, который носит
название "стоиìостная функöия" (Cost Function),
поскоëüку при оптиìизаöии осуществëяется поиск
таких коэффиöиентов реãуëятора, которые обеспе-
÷иваþт ее ìиниìаëüное зна÷ение:

Ψ = [|e(t)|t + e0(t)]dt. (5)

Зäесü e(t) = v(t) – y(t) — рассоãëасование ìежäу
вхоäоì и выхоäоì систеìы на рис. 1; v(t) — заäание
äëя объекта; t — вреìя от на÷аëа перехоäноãо про-
öесса; T — вреìя ìоäеëирования (которое изна-
÷аëüно берется завеäоìо боëüøиì, ÷еì ожиäаеìая
äëитеëüностü перехоäноãо проöесса äо äостижения
требуеìой то÷ности поäавëения ступен÷атой по-
ìехи); e0(t) — опреäеëяется соотноøениеì

e0(t) = 100max{y(t) – (1 + δ)v(t), 0}. (6)

Соотноøение (6) позвоëяет с÷итатü нуëевой вся-
куþ оøибку, которая ìенüøе δ. В некоторых ëазер-
ных и иных спеöиаëüных систеìах требуется обес-
пе÷ение поãреøности δ < 0,00001 [12] и äаже ìенее
[13—14], в боëüøинстве инженерных систеì äоста-
то÷но принятü δ < 0,001 (поãреøностü 0,1 %).

Данная öеëевая функöия выбрана äëя тоãо, ÷тобы
искëþ÷итü боëüøое перереãуëирование. Детаëüная
обоснованностü стоиìостной функöии (5) приве-
äена в работе [5]. Поскоëüку в проãраììе VisSim 6.0
заëожены три ìетоäа оптиìизаöии [6] — аëãоритìы
оптиìизаöии Пауэëëа (Powell), Поëака—Рибüера
(Polak—Rebier) и Фëет÷ера—Ривса (Fletcher-Reeves), —
öеëесообразна апробаöия äëя кажäой заäа÷и каж-
äоãо из указанных ìетоäов с посëеäуþщиì сравне-

Cq s( )

Dp s( )
----------

Рис. 1. Система с объектом и регулятором
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ниеì резуëüтатов. При их совпаäении ìетоä опти-
ìизаöии несущественен. Есëи же резуëüтаты не
совпаäут, сëеäует выбратü тот из них, который
обеспе÷ивает наиìенüøее зна÷ение функöии (6),
а резуëüтаты оптиìизаöии äруãиìи ìетоäаìи с÷и-
татü неäостато÷но наäежныìи.

Дëя убеäитеëüноãо сравнения преäëаãаеìых ìе-
тоäов с ìетоäоì, описанныì в статüе [1], переäа-
то÷ная функöия объекта и ÷исëовые зна÷ения еãо
параìетров взяты из приìера этой статüи.

Обобщенное уравнение ПИ2Д2-реãуëятора иìе-
ет виä

WR(s) = kp + ki/s + kds + k2s
2 + k3/s

2. (7)

Заäав структуру объекта (1) с параìетраìи, приве-
äенныìи в работе [1], структуру реãуëятора (7),
критерий оптиìизаöии (стоиìостнуþ функöиþ) в
форìе (5) и выбрав ìетоä оптиìизаöии (оäин из
трех, преäëаãаеìых проãраììой VisSim), ìы прак-
ти÷ески поëностüþ опреäеëиëи всþ ìетоäику син-
теза, резуëüтаты котороãо обсужäаþтся ниже.

Оптимизация в программе MATLAB 6.5. Проãраì-
ìное обеспе÷ение MATLAB 6.5 иìеет встроенные
аëãоритìы оптиìизаöии [9], которые позвоëяþт
оптиìизироватü параìетры реãуëятора. Аëãоритì
äинаìи÷еской оптиìизаöии (DO) по выставëен-
ныì преäеëаì жеëаеìоãо перехоäноãо проöесса
осуществëяет поäбор коэффиöиентов реãуëятора,
которые позвоëяþт äобитüся жеëаеìоãо перехоä-
ноãо проöесса, есëи эти преäеëы äостижиìы.

Оптиìизаöия в проãраììе MATLAB 6.5 требует
заäания таких параìетров перехоäноãо проöесса,
которые принöипиаëüно ìоãут бытü äостиãнуты с
выбранной структурой реãуëятора. Поскоëüку за-
ранее это не ìожет бытü известно, ìожно рекоìен-
äоватü нескоëüко вариантов такой настройки, как
показано в табë. 1. Оптиìизаöия осуществëяется
äëя ноìинаëüноãо объекта, взятоãо из статüи [1].

Алгоритмы нахождения коэффициентов регулятора

Оптимизация ПИ(Д)-регулятора в ПО VisSim.
Дëя оптиìизаöии ПИ-реãуëятора испоëüзуется сëе-
äуþщий аëãоритì (анаëоãи÷ная проöеäура приìе-
няется и äëя ПИД-реãуëятора):

1. Заäаеì на÷аëüные усëовия параìетров реãу-
ëятора (kp, ki).

2. Заäаеì öеëевуþ функöиþ (5) в соответствии
с заäанныìи требованияìи.

3. Провоäиì оптиìизаöиþ параìетров реãуëятора.
4. Поëу÷енные параìетры приниìаеì в ка÷естве

на÷аëüных усëовий и снова выпоëняеì оптиìизаöиþ.
Данный аëãоритì выпоëняется, пока изìенения

параìетров реãуëятора в резуëüтате оптиìизаöии
станут незна÷итеëüны.

Оптимизация ПИ(Д)-регулятора в ПО MATLAB.
Дëя оптиìизаöии ПИ-реãуëятора испоëüзуется сëе-
äуþщий аëãоритì (анаëоãи÷ная проöеäура приìе-
няется и äëя ПИД-реãуëятора):

1. Заäаеì на÷аëüные усëовия параìетров реãу-
ëятора (kp, ki).

2. Заäаеì преäеëы äëя жеëаеìоãо перехоäноãо
проöесса (табë. 1).

3. Провоäиì оптиìизаöиþ параìетров реãуëятора.
Расчет регулятора [1]. Данный аëãоритì отражает

общуþ проöеäуру рас÷ета параìетров реãуëятора
из статüи [1] на приìере объекта ÷етвертоãо поряäка:

1. Объект реãуëирования иìеет виä

WO(s) = .

2. Заäается структура реãуëятора сëеäуþщеãо виäа:

WR(s) = . (8)

3. Затеì поëу÷аþт характеристи÷еское уравне-
ние заìкнутой систеìы:

Λ(s) = s8 + λ7s
7 + ... + λ1s + λ0 = 0. (9)

4. Записываþт характеристи÷еское уравнение
жеëаеìой систеìы:

Λz(s) = s8 + s7 + ... + s +  = 0. (10)

5. Приравниваþт коэффиöиенты при оäинако-
вых степенях (9) и (10), поëу÷ая при этоì систеìу
ëинейных уравнений:

Mv = N, 

M = ; N = ; v = ,

ãäе v1 = b0, v2 = b1, v3 = b2, v4 = b3, v5 = b4, v6 = a1,

v7 = a2, v8 = a3.

Табëиöа 1

Параметры настройки блока NCD

Метоä
оптиìизаöии

Вреìя перехоäноãо 
проöесса, с

Перереãуëирование, 
%

DO-I 200 0
DO-II 500 0
DO-III 800 0

k

α4s
4

α3s
3

α2s
2

α1s α0+ + + +
---------------------------------------------------------

b4s
4

b3s
3

b2s
2

b1s b0+ + + +

s
4

a3s
3

a2s
2

a1s+ + +
------------------------------------------------------

λ7
0

λ1
0

λ0
0

k 0 0 0 0 0 0 0

0 k 0 0 0 α0 0 0

0 0 k 0 0 α1 α0 0

0 0 0 k 0 α2 α1 α0

0 0 0 0 k α3 α2 α1

0 0 0 0 0 1 α3 α2

0 0 0 0 0 0 1 α3

0 0 0 0 0 0 0 1

g0
0

g1
0

g2
0

g3
0

g4
0

α0–

g5
0

α1–

g6
0

α2–

g7
0

α3–

v1

v2

v3

v4

v5

v6

v7

v8



40 Мехатроника, автоматизация, управление, № 9, 2012

6. Записываþт переäато÷нуþ функöиþ реãуëя-
тора (8) в сëеäуþщеì виäе:

WR(s) = .

Результаты экспериментов

Объект с регуляторами различного вида. Дëя про-
веäения иссëеäований возüìеì объект управëения
(ОУ), преäëоженный в статüе [1], а иìенно:

WO(s) = ,

ãäе k = 2,5; α0 = 1; 60 m α1 m 100; α2 = 2300; α3 = 28 000;

α4 = 120 000. Ноìинаëüное зна÷ение коэффиöиента

α1 = 80.

Вы÷исëитеëüные экспериìенты провоäиëи в
среäе VisSim 6.0 и MATLAB 6.5 с поìощüþ стан-
äартных функöий [6]. В статüе [1] к äанноìу объ-
екту расс÷итан сëеäуþщий реãуëятор:

WR(s) =

= .

В резуëüтате оптиìизаöии поëу÷аеì реãуëяторы,
параìетры которых преäставëены в табë. 2 и табë. 3.

В ка÷естве на÷аëüных коэффиöиентов äëя опти-
ìизаöии в проãраììе VisSim по ìетоäу оптиìизаöии
Powell (ìетоä VSP) быëи выбраны kp = 0,5; ki = 0;
kd = 0 и öеëевая функöия (ЦФ) (5). Перехоäные про-
öессы поëу÷ивøейся систеìы преäставëены на
рис. 2—7. Как виäно из рис. 2—4, систеìа с ПИ-ре-
ãуëятороì (DO-II) иìеет ëу÷øие показатеëи ка÷е-
ства äëя ноìинаëüноãо параìетра α1 (tpp ≈ 180 с, tpp —
вреìя перехоäноãо проöесса, σ — перереãуëирова-
ние). При уìенüøении параìетра α1 систеìа с этиì
реãуëятороì также äеìонстрирует ëу÷øее ка÷ество

v5s
4

v4s
3

v3s
2

v2s v1+ + + +

s
4

v8s
3

v7s
2

v6s+ + +
-----------------------------------------------------

k

α4s
4

α3s
3

α2s
2

α1s α0+ + + +
---------------------------------------------------------

0,375s
4

0,05s
3

0,004s
2

1,57•10
4–
s 2,32•10

6–
+ + + +

s
4

0,21s
3

0,195s
2

0,0009s+ + +
--------------------------------------------------------------------------------------------------------

Табëиöа 2

Параметры регулятора (VisSim + Powell) VSP

Зна÷е-
ние ЦФ

ПИ-реãуëятор
Зна÷е-
ние ЦФ

ПИД-реãуëятор

kp ki kp ki kd

4807,658 0,3587 0,0054 5930,254 0,409 0,0045 14,826

Табëиöа 3

Параметры регулятора (Matlab)

Метоä
ПИ-реãуëятор

Метоä
ПИД-реãуëятор

kp ki kp ki kd

DO-I 0,9039 0,0037 DO-I 0,7694 0,0074 16,8805
DO-II 0,2101 0,0044 DO-II 0,2103 0,0044 0,054
DO-III 0,1974 0,0043 DO-III 0,1895 0,0042 0,0211

Рис. 2. Переходные процессы системы (a1 = 80) с различными

ПИ-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III

Рис. 3. Переходные процессы системы (a1 = 60) с различными

ПИ-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III

Рис. 4. Переходные процессы системы (a1 = 100) с различны-

ми ПИ-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III
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перехоäных проöессов (при α1 = 60: tpp ≈ 350, σ ≈ 4 %).
При увеëи÷ении этоãо параìетра ка÷ество управ-
ëения с этиì реãуëятороì также остается уäовëет-
воритеëüныì (при α1 = 100: tpp ≈ 350, σ ≈ 5 %), но
реãуëятор по ìетоäу VSP в этоì сëу÷ае боëее эффек-
тивен. ПИ-реãуëятор по ìетоäу (DO-I) во всех сëу-
÷аях äает наиìенее привëекатеëüные резуëüтаты.

Как виäно из рис. 5—7, при ноìинаëüноì зна-
÷ении параìетров объекта наиëу÷øее ка÷ество уп-
равëения обеспе÷ивает ПИД-реãуëятор по ìетоäу
DO-I. В сëу÷ае α1 = 60 (рис. 6) оäнозна÷но преä-
по÷естü какой-ëибо из этих реãуëяторов затруäни-
теëüно. Реãуëятор VSP обеспе÷ивает управëение
без перереãуëирования, реãуëятор DO-I обеспе÷и-
вает наискорейøее уìенüøение оøибки управëе-
ния, но перереãуëирование с ниì наибоëüøее и
äостиãает σ ≈ 10 %. Реãуëяторы по ìетоäу DO-II и
DO-III äаþт бëизкие по виäу резуëüтаты, которые
äëя этоãо сëу÷ая ìожно признатü наихуäøиìи, по-
скоëüку обеспе÷иваþт наибоëее äëитеëüный пере-
хоäный проöесс.

В сëу÷ае α1 = 100 (рис. 7) перехоäные проöессы
с реãуëятороì DO-I наиëу÷øие, остаëüные реãуëя-
торы äаþт бëизкие резуëüтаты, но реãуëятор VSP
сëеãка ëу÷øе среäи оставøихся. Дëя äаëüнейøей
оптиìизаöии ПИ2Д2-реãуëяторов возüìеì за основу
параìетры ПИД-реãуëятора (VSP) и ПИД-реãуëя-
тора (DO-I).

Оптиìизаöия показаëа неöеëесообразностü вве-
äения второãо интеãратора. Ввеäение äопоëнитеëü-
ноãо äифференöирования позвоëяет снизитü зна-
÷ение öеëевой функöии, поэтоìу öеëесообразно
обсуäитü резуëüтаты оптиìизаöии ПИД2-реãуëя-
тора, анаëити÷еское выражение котороãо иìеет виä

WR(s) = kp +  + kd s(1 + k1s).

На÷аëüные зна÷ения коэффиöиентов äëя опти-
ìизаöии ПИД2-реãуëятора быëи взяты сëеäуþ-
щиìи: kp = 0,409; ki = 0,0045; kd = 14,8 и kp = 0,77;
ki = 0,0074; kd = 16,9. Даëее провоäиëи оптиìиза-

Рис. 6. Переходные процессы системы (a1 = 60) с различными

ПИД-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III

Рис. 7. Переходные процессы системы (a1 = 100) с различны-

ми ПИД-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III

Рис. 8. Переходные процессы системы (a1 = 80) с различными

регуляторами:

1 — ПИД2-реãуëятор (VSP); 2 — ПИД2-реãуëятор (DO-II); 3 —
реãуëятор из работы [1]

Рис. 5. Переходные процессы системы (a1 = 80) с различными

ПИД-регуляторами:
1 — VSP; 2 — DO-I; 3 — DO-II; 4 — DO-III

ki

s
---
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öиþ коэффиöиентов ПИД2-реãуëятора. Резуëüтаты
оптиìизаöии привеäены в табë. 4. На÷аëüное зна-
÷ение k1 = 1. Перехоäные проöессы поëу÷ивøейся
систеìы преäставëены на рис. 8—10.

Как виäно из рис. 8, наиëу÷øий резуëüтат во
всех сëу÷аях äает систеìа с ПИД2-реãуëятороì по
ìетоäу VSP. Реãуëятор из статüи [1] обеспе÷ивает
заìетно боëее пëохое быстроäействие.

Различные виды регулятора
и объект с добавлением запаздывания

Ввеäеì в исхоäнуþ ìоäеëü объекта управëения
транспортное запазäывание, поскоëüку управëение
объектаìи с запазäываниеì преäставëяет особуþ
сëожностü [11]. Поëу÷иì сëеäуþщуþ переäато÷-
нуþ функöиþ:

WO(s) = .

Моäеëирование äанноãо объекта провоäиëи с
реãуëятораìи, которые обеспе÷иваþт оптиìаëüные
перехоäные проöессы в систеìе, расс÷итанныìи
выøе. Поëу÷иëи перехоäные проöессы, преäстав-
ëенные на рис. 11. Наиëу÷øий резуëüтат поëу÷ает-
ся с ПИ-реãуëятороì и ПИД-реãуëятороì по ìе-
тоäу VSP, при÷еì с ПИД-реãуëятороì отсутствует
перереãуëирование, а с ПИД2-реãуëятороì обеспе-
÷ивается быстрейøее затухание перехоäноãо про-
öесса. Наихуäøая систеìа поëу÷ается с реãуëято-
роì, рассìотренныì в статüе [1]. Резуëüтаты äëя
поëу÷енных резуëüтатов привеäены в табë. 5.

Табëиöа 4

Параметры ПИД2-регулятора

Название 
ìетоäа

ПИД2-реãуëятор Зна÷ение 
ЦФ

kp ki kd k1

VSP 0,404 0,0043 15,153 47,878 6914,779
DO-II 0,537 0,0055 16,961 31,056 4693,397

2,5e
5s–

120 000s
4

28 000s
3

2300s
2

1+ + +
-------------------------------------------------------------------

Табëиöа 5

Сводная таблица исследований

Реãуëятор

Зна÷ения
коэффиöиентов реãуëятора Зна÷ение 

ЦФ
kp ki kd k1

ПИ (VSP) 0,3587 0,0054 — — 4807,658
ПИ (DO-I) 0,9039 0,0037 — — 25236,94
ПИ (DO-II) 0,2101 0,0044 — — 5331,238
ПИ (DO-III) 0,1974 0,0043 — — 5480,462
ПИД (VSP) 0,409 0,0045 14,826 — 5930,254
ПИД (DO-I) 0,7694 0,0074 16,8805 — 1935,539
ПИД (DO-II) 0,2103 0,0044 0,054 — 5323,1
ПИД (DO-III) 0,1895 0,0042 0,0211 — 5741,825
ПИД2 (VSP) 0,404 0,0043 15,153 47,878 6914,779
ПИД2 (DO-II) 0,537 0,0055 16,961 31,056 4693,397
Статüя [1] — — — — 18778,42

Рис. 11. Переходные процессы системы с запаздыванием:

1 — ПИД-реãуëятор (VSP); 2 — ПИД2-реãуëятор (VSP); 3 —

ПИД2-реãуëятор (DO); 4 — реãуëятор из работы [1]

Рис. 10. Переходные процессы системы (a1 = 100) с различны-

ми регуляторами:

1 — ПИД2-реãуëятор (VSP); 2 — ПИД2-реãуëятор (DO-II); 3 —
реãуëятор из работы [1]

Рис. 9. Переходные процессы системы (a1 = 60) с различными

регуляторами:

1 — ПИД2-реãуëятор (VSP); 2 — ПИД2-реãуëятор (DO-II); 3 —
реãуëятор из работы [1]
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Заключение

В резуëüтате иссëеäований и ìоäеëüных экспе-
риìентов поëу÷ены сëеäуþщие резуëüтаты:

1. Выпоëнена оптиìизаöия ПИД-реãуëятора
разëи÷ныìи ìетоäаìи:
� в проãраììе VisSim по ìетоäу оптиìизаöии Powell

с приìенениеì öеëевой функöии (5), (6) — (ìе-
тоä VSP);

� ìетоäоì äинаìи÷еской оптиìизаöии в про-
ãраììе MATLAB (ìетоä DO). При разных на-
стройках этоãо ìетоäа поëу÷аëи разные реãуëя-
торы: DO-I, DO-II, DO-III.
2. Иссëеäован запас устой÷ивости при изìенении

оäноãо из параìетров объекта, характеризуþщеãо
еãо скëонностü к коëебатеëüныì äвиженияì. При
уìенüøении этоãо параìетра на 20 % наибоëее эф-
фективен реãуëятор по ìетоäу DO-I, при увеëи÷е-
нии на 20 % наибоëее эффективен реãуëятор VSP.

3. Оптиìизирован ПИД2-реãуëятор указанны-
ìи ìетоäаìи.

4. Иссëеäован запас устой÷ивости при изìене-
нии тоãо же параìетра. Наиëу÷øие резуëüтаты по-
ëу÷ены с реãуëятораìи по ìетоäаì DO-I и VSP.

5. Иссëеäовано изìенение повеäения систеìы
при ввеäении в объект запазäывания. Наиëу÷øие ре-
зуëüтаты äостиãаþтся с реãуëятороì по ìетоäу VSP.

Такиì образоì, уäаëосü поëу÷итü реãуëяторы,
äаþщие ëу÷øие показатеëи ка÷ества по сравнениþ
с реãуëятороì, рассìотренныì в статüе [1], и при
ноìинаëüных зна÷ениях параìетров объекта, и
при существенноì изìенении этих параìетров,
вкëþ÷ая ввеäение запазäывания. Важной особен-
ностüþ поëу÷енных реãуëяторов явëяется их прос-
тая реаëизаöия, боëее простая, ÷еì в сëу÷ае реãу-
ëятора по статüе [1].

Работа поддержана грантом по проекту "Иссле-
дование предельных точностей оптических методов
измерения параметров движения и мехатронных ме-
тодов управления движением и разработка новых ро-
бототехнических и электромеханических систем",
ТП-7.559.2011 и при поддержке Министерства об-
разования и науки в рамках ФЦП "Научные и науч-

но-педагогические кадры инновационной России" на
2009—2013 гг., мероприятие 1.2.2, конкурс 630П, ГК
№ П761 от 20.05.2010.
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Применение бикватернионов 
для решения прямой задачи 

кинематики 
роботов�манипуляторов

Оäной из ãëавных заäа÷ совреìенной робототех-
ники явëяется созäание боëее соверøенных систеì
управëения роботаìи, ÷то требует, прежäе всеãо,
развития иссëеäований в обëасти кинеìатики и
äинаìики. Актуаëüныì остается реøение пряìой
заäа÷и кинеìатики роботов-ìанипуëяторов.

Усëовно все ìетоäы реøения пряìой заäа÷и
ìожно разбитü на три ãруппы:

1. Метоäы, позвоëяþщие записатü нужные со-
отноøения непосреäственно из кинеìати÷еской
схеìы ìанипуëятора, т. е. из ãеоìетри÷еских сооб-
ражений без испоëüзования спеöиаëüных приеìов.

2. Метоäы, основанные на испоëüзовании ìат-
ри÷ноãо аппарата, наприìер, ìатриö преобразования
оäнороäных коорäинат разìерностüþ 4 × 4 [1—3].

В этоì ìетоäе ввоäятся систеìы коорäинат,
связанные с кажäыì из поäвижных звенüев, а также
базовые систеìы, связанные с основаниеì. Состав-
ëяþтся так называеìые ìатриöы перехоäа от оäной
систеìы коорäинат к бëижайøей (сосеäней). Затеì
переìножаþт все поëу÷енные ìатриöы перехоäа,
строят резуëüтируþщуþ ìатриöу, связываþщуþ
систеìу коорäинат основания с систеìой коорäи-
нат ëþбоãо звена, наприìер захватноãо устройства.

3. Метоäы, основанные на испоëüзовании по-
нятия вектора коне÷ноãо поворота иëи винта ко-
не÷ноãо переìещения [4].

Дëя описания äвижения тверäоãо теëа окоëо не-
поäвижной то÷ки существует ряä кинеìати÷еских

параìетров: уãëы Эйëера—Крыëова, направëяþщие
косинусы, параìетры Роäриãа—Гаìиëüтона, пара-
ìетры Кейëи—Кëейна.

Широкое приìенение поëу÷иëи уãëы Эйëера,
а также ìатри÷ный аппарат äëя сëу÷ая, коãäа поëо-
жение теëа заäается направëяþщиìи косинусаìи.
Оäнако аëãебра кватернионов позвоëяет боëее ра-
öионаëüно описыватü пространственное äвижение
тверäоãо теëа. Среäи всех кинеìати÷еских параìет-
ров параìетры Роäриãа—Гаìиëüтона и Кейëи—
Кëейна заниìаþт особое ìесто. Эти параìетры не
вырожäаþтся при ëþбоì поëожении тверäоãо теëа,
в отëи÷ие от уãëов Эйëера. Чисëо этих параìетров
равно ÷етыреì, поэтоìу они иìеþт оäно уравне-
ние связи, в отëи÷ие от øести äëя направëяþщих
косинусов. Приìенение кватернионов позвоëяет
созäатü весüìа уäобный и наãëяäный форìаëизì,
испоëüзуþщий параìетры Роäриãа—Гаìиëüтона [5].

Дëя описания произвоëüноãо пространственноãо
поëожения теëа траäиöионно испоëüзуþтся ìат-
риöы преобразования оäнороäных коорäинат 4 × 4.
В статüе испоëüзуется аппарат бикватернионов, ос-
нованный на äуаëüных параìетрах Эйëера (Роäри-
ãа—Гаìиëüтона).

Дëя описания вращатеëüноãо äвижения тверäоãо
теëа ìожно испоëüзоватü ÷етыре параìетра Эйëе-
ра, которые обëаäаþт сëеäуþщиìи äостоинстваìи:

1) в отëи÷ие от уãëов Эйëера—Крыëова они во
ìноãих сëу÷аях позвоëяþт избавитüся от операöий
с триãоноìетри÷ескиìи функöияìи, ÷то повыøает
эффективностü испоëüзования ЭВМ при реøении
заäа÷;

2) кинеìати÷еские уравнения в параìетрах
Эйëера (Роäриãа—Гаìиëüтона) явëяþтся ëиней-
ныìи уравненияìи, которые не вырожäаþтся при
ëþбоì уãëовоì поëожении тверäоãо теëа (äëя
сравнения: анаëоãи÷ные уравнения в уãëах Эйëера
неëинейны и иìеþт особые то÷ки).

Пряìая заäа÷а кинеìатики роботов-ìанипуëято-
ров состоит в тоì, ÷тобы по известноìу вектору
обобщенных коорäинат и заäанныì ãеоìетри÷ескиì
параìетраì звенüев опреäеëитü поëожение и ориен-
таöиþ схвата ìанипуëятора относитеëüно абсоëþт-
ной систеìы коорäинат, связанной с основаниеì.

В äанной статüе развивается ìетоä реøения пря-
ìых заäа÷ роботов-ìанипуëяторов, основанный на
бикватернионных ìоäеëях. Рассìатривается ãеоìет-
рия äвижения робота-ìанипуëятора Пуìа с испоëü-
зованиеì бикватернионов коне÷ных переìеще-
ний, бикватернионных ìатриö, ìатриö äуаëüных
направëяþщих косинусов уãëов. Бикватернионы,
преäëоженные Кëиффорäоì, позвоëяþт описы-
ватü пространственное äвижение в боëее уäобной
и коìпактной форìе [6].

Развивается метод решения прямых задач роботов-ма-
нипуляторов, основанный на бикватернионных моделях.
Рассматривается геометрия и кинематика движения ро-
бота-манипулятора Пума с использованием бикватернио-
нов конечных перемещений, бикватернионных матриц, мат-
риц дуальных направляющих косинусов углов.

Ключевые слова: прямая задача кинематики, бикватер-
нион, бикватернионная матрица, матрица дуальных на-
правляющих косинусов углов
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Построение матричных и бикватернионных 
уравнений прямых задач кинематики 

роботов-манипуляторов

Механи÷еский ìанипуëятор ìожно рассìатри-
ватü как разоìкнутуþ öепü, которая состоит из не-
скоëüких тверäых теë (звенüев), посëеäоватеëüно
соеäиненных вращатеëüныìи иëи поступатеëüныìи
со÷ëененияìи, привоäиìыìи в äвижение сиëовы-
ìи привоäаìи. Оäин конеö этой öепи соеäинен с
основаниеì, а äруãой конеö свобоäен и снабжен
рабо÷иì инструìентоì, позвоëяþщиì возäейство-
ватü на объекты ìанипуëирования иëи выпоëнятü
разëи÷ные техноëоãи÷еские операöии. Относи-
теëüное äвижение со÷ëенений переäается звенüяì,
в резуëüтате ÷еãо схват ìанипуëятора заниìает в
пространстве заäанное поëожение. Ввеäеì пара-
ìетры, опреäеëяþщие относитеëüное поëожение
сосеäних звенüев (i – 1, i, i + 1) и конструктивные
особенности i-ãо звена [7].

Кажäая пара, состоящая из звена и со÷ëенения,
обеспе÷ивает оäну степенü свобоäы. В ìесте соеäи-
нения äвух звенüев опреäеëяется осü i-ãо со÷ëене-
ния. Эта осü иìеет äве пересекаþщие ее норìаëи,
кажäая из которых соответствует оäноìу из звенü-
ев. Относитеëüное поëожение äвух соеäиненных
звенüев (звена (i – 1) и звена i) опреäеëяется веëи-

÷иной  — расстояниеì ìежäу этиìи норìаëяìи,

отс÷итываеìыì вäоëü оси со÷ëенения. Присоеäи-
ненный уãоë ϕi ìежäу норìаëяìи изìеряется в

пëоскости, перпенäикуëярной оси со÷ëенения. Та-

киì образоì,  и ϕi ìожно назватü расстояниеì и

уãëоì ìежäу сìежныìи звенüяìи. Они опреäеëя-
þт относитеëüное поëожение сосеäних звенüев и
явëяþтся конструктивныìи параìетраìи.

Звено i соеäинено не боëее ÷еì с äвуìя звенüя-
ìи ((i – 1)-ì и (i + 1)-ì звенüяìи). Такиì образоì,
в то÷ках соеäинения i-ãо звена с äвуìя сосеäниìи
опреäеëены äве оси со÷ëенений. Важное свойство
звенüев с то÷ки зрения кинеìатики состоит в тоì,
÷то они сохраняþт неизìенной конфиãураöиþ от-
носитеëüноãо распоëожения сосеäних со÷ëенений,

характеризуеìуþ параìетраìи  и ϕi – 1, i. В ка-

÷естве параìетра  выбрано крат÷айøее рас-

стояние ìежäу осяìи zi – 1и zi i-ãо и (i + 1)-ãо со-

÷ëенений соответственно, изìеряеìое вäоëü их об-
щей норìаëи; ϕi – 1, i — уãоë ìежäу осяìи

со÷ëенений, изìеряеìый в пëоскости, перпенäи-
куëярной их общей норìаëи. Такиì образоì,

 и ϕi – 1, i ìожно рассìатриватü, соответ-

ственно, как äëину и уãоë скрутки i-ãо звена.
Дëя описания вращатеëüных и поступатеëüных

связей ìежäу сосеäниìи звенüяìи ввеäеì систеìы
коорäинат XiYiZi сëеäуþщиì образоì:

1) осü zi – 1 направëена вäоëü оси i-ãо со÷ëенения;

2) осü хi перпенäикуëярна оси zi – 1и направëена
от нее;

3) осü уi äопоëняет оси хi, zi äо правой äекарто-
вой систеìы коорäинат.

На рисунке показаны переìещения i-ãо звена

относитеëüно (i – 1)-ãо звена. Оси Zi – 1, , ,

, а также Xi – 1, , ,  — параëëеëüны.

Чтобы совìеститü систеìу коорäинат Xi–1Yi–1Zi–1
с XiYiZi, необхоäиìо осуществитü преобразования,
эквиваëентные äвуì äуаëüныì поворотаì [4]:

а) äуаëüноìу повороту относитеëüно оси звена

(i – 1) на äуаëüный уãоë Φi–1 = ϕi–1 + s , обра-

зуеìый звеноì (i – 1, i) с преäыäущиì звеноì, ãäе
s — сиìвоë Кëиффорäа (скаëярная äуаëüная еäи-

ниöа) [6]: s2 = –1;
б) äуаëüноìу повороту относитеëüно оси звена

(i – 1, i) на äуаëüный уãоë Φi–1, i = ϕi–1, i + s ,

равный äуаëüноìу уãëу ìежäу осяìи (i – 1)-ãо и i-ãо
øарниров.

Схеìа äуаëüных поворотов, совìещаþщих сис-
теìу коорäинат Xi – 1Yi – 1Zi – 1 с XiYiZi, иìеет виä

Xi–1Yi–1Zi–1    XiYiZi.(1)

На схеìе наä стреëкаìи и поä стреëкаìи указа-
ны äуаëüные уãëы и оси, относитеëüно которых
выпоëняþтся äуаëüные повороты.

Ввеäенные äуаëüные повороты описываþтся äу-
аëüныìи вектораìи коне÷ных переìещений Qi – 1
и Qi – 1, i:

Qi – 1 = 2tg Ei – 1; Qi – 1, i = 2tg Ei – 1, i;

Φi – 1 = ϕi – 1 + s ; Φi – 1, i = ϕi – 1, i + s ,

ãäе Ei – 1, Ei – 1, i — еäини÷ные винты (векторы) осей

Zi – 1, Xi – 1.

ϕi
0

ϕi
0

ϕi 1– i,
0

ϕi 1– i,
0

ϕi 1– i,
0

Zi
′ Zi

″
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′ Xi
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ϕi 1–
0
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0

Φi 1  –

Zi 1  –
------------→ Xi 1–
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″ Zi 1–

″ Φi 1– i  ,
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2
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Φi 1– i,

2
------------

ϕi 1–
0 ϕi 1– i,

0
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Веëи÷ины ϕi – 1, i и , образуþщие äуаëüный

уãоë Φi – 1, i явëяþтся конструктивныìи (ãеоìет-

ри÷ескиìи) параìетраìи кинеìати÷ескоãо ìоäуëя
и äоëжны бытü заäаны (это постоянные веëи÷ины).

Веëи÷ины ϕi – 1 и , образуþщие äуаëüный

уãоë Φi – 1, явëяþтся обобщенныìи коорäинатаìи

ìоäуëя и характеризуþт относитеëüные переìеще-
ния i-ãо øарнира относитеëüно (i – 1)-ãо.

Матричное и бикватернионное описание геометрии 
движения кинематического модуля

Описание на основе матриц дуальных направляю-

щих косинусов углов. Запиøеì ìатриöы направëяþ-
щих косинусов äуаëüных уãëов ìежäу осяìи систеì

коорäинат  и Xi – 1Yi – 1Zi – 1, XiYiZi и

, обозна÷ив их С(Φi – 1) и С(Φi – 1, i):

С(Φi – 1, i) = ,

С(Φi – 1) = .

Перехоä от систеìы коорäинат Yi – 1 к Yi опре-
äеëяется ìатриöей направëяþщих косинусов äу-
аëüных уãëов , иìеþщей виä [4]

 = С(Φi – 1, i)С(Φi – 1) =

= .

Матриöы С(Φi – 1), С(Φi – 1, i) запиøеì в виäе

С(Φi – 1) = c(ϕi – 1)(E + s E3),

ãäе c(ϕi – 1) =  — веществен-

ная ìатриöа, E3 = ;

С(Φi – 1, i) = c(ϕi – 1, i)(E + s E1),

ãäе c(ϕi – 1, i) =  — веще-

ственная ìатриöа, E1 = .

Описание на основе бикватернионов. Перехоä от
систеìы коорäинат Yi – 1 к Yi опреäеëяется биква-

тернионоì , который нахоäится ÷ерез биква-

тернионы составëяþщих коне÷ных переìещений
Li – 1 и Li – 1, i по форìуëе сëожения собственных

бикватернионов [4]:

 = Li – 1 é Li – 1, i =

= (Λ0i – 1 + i3Λ3i – 1) é (Λ0i – 1, i + i1Λ1i – 1, i),

ãäе Li – 1 = Λ0i – 1 + i3Λ3i – 1; L0i – 1 = cos ,

Λ3i – 1 = sin ; Li – 1, i = Λ0i – 1, i + i1Λ1i – 1, i;

Λ0i – 1, i = cos , Λ1i – 1 = sin ; i1, i3 — век-

торные ìниìые еäиниöы Гаìиëüтона, сиìвоë "é"
озна÷ает кватернионное уìножение.

Отсþäа нахоäиì коìпоненты  (k = )

бикватерниона :

(2)

Описание на основе бикватернионных матриц.

Сопоставиì винтаì коне÷ных переìещений Qi – 1
и Qi – 1, i (бикватернионаì Li – 1 и Li – 1, i) бикватер-
нионные ìатриöы Mi – 1, Ni – 1 и Mi – 1, i, Ni – 1, i,
иìеþщие виä [4]:

Mi – 1 = ;
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 = Λ0iΛ0i – 1, i = cos cos ;

 = Λ0i – 1Λ1i – 1, i = cos sin ;

 = Λ3i – 1Λ1i – 1, i = sin sin ;

 = Λ3i – 1Λ0i – 1, i = sin cos .
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Ni – 1 = ;

Mi – 1, i = ;

Ni – 1, i = .

Перехоä от систеìы коорäинат Yi – 1 к Yi опре-

äеëяется бикватернионной ìатриöей  =

= Mi – 1Mi – 1, i иëи бикватернионной ìатриöей

 = Ni – 1, iNi – 1.

Вìесто посëеäних äвух форìуë äëя описания
взаиìноãо поëожения систеì коорäинат Yi – 1 и Yi
ìожет бытü испоëüзовано ìатри÷ное уравнение,
иìеþщее виä

 = Mi – 1Li – 1, i = Ni – 1, iLi – 1;

Li – 1 = (L0i – 1, 0, 0, L3i – 1);

Li – 1, i = (L0i – 1, i, L1i – 1, i, 0, 0),

ãäе  — ìатриöа-стоëбеö разìера 4 × 1, эëеìенты

которой иìеþт виä (2).
Уравнения прямых задач кинематики манипуля-

ционных систем роботов. Поëаãая, ÷то кинеìати-
÷еская схеìа ìанипуëятора состоит из n посëеäо-
ватеëüно соеäиненных эëеìентарных кинеìати÷е-
ских ìоäуëей, поëу÷иì сëеäуþщие уравнения äëя
опреäеëения коне÷ных поëожений ìанипуëятора
робота:
� уравнения в ìатриöах äуаëüных направëяþщих

косинусов

C =  =  ... ;

� уравнения в бикватернионах

L =  =  é  é ... é ;

� уравнения в бикватернионных ìатриöах

M =  =  é  é ... é  é 

иëи 

N =  =  é  é ... é  é .

При поëу÷ении уравнений быëи у÷тены прави-
ëа сëожения коне÷ных переìещений в ìатриöах
äуаëüных направëяþщих косинусов, бикватернио-
нах и бикватернионных ìатриöах [4].

Построение матричных и бикватернионных 
уравнений прямых задач кинематики 
роботов-манипуляторов на примере 

робота манипулятора Пума

Поскоëüку кажäая пара, состоящая из звена и
со÷ëенения, обеспе÷ивает оäну степенü свобоäы,
то ìанипуëятор Пуìа с øестüþ степеняìи свобоäы
соäержит øестü пар звено—øарнир, при÷еì звено 0
соеäинено с основаниеì, ãäе разìещается опорная
систеìа коорäинат äанной äинаìи÷еской систеìы,
а посëеäнее звено снабжено рабо÷иì инструìен-
тоì. Звенüя и со÷ëенения нуìеруþтся по возрас-
таниþ от стойки к схвату ìанипуëятора.

Ввеäеì сëеäуþщие систеìы коорäинат: X0Y0Z0 —
непоäвижная, связанная с основаниеì ìанипуëятора
Пуìа; XiYiZi — связанная с i-ì звеноì ìанипуëятора.

Уãëы относитеëüных поворотов звенüев вокруã
осей Zi обозна÷иì, соответственно, ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4,
ϕ5, ϕ6. Эти øестü уãëов и буäут обобщенныìи ко-
орäинатаìи ìанипуëятора. Конструктивные пара-
ìетры робота ìанипуëятора Пуìа заäаны в табëи-
öе [7], ãäе di и θi явëяþтся расстояниеì и уãëоì
ìежäу сìежныìи звенüяìи, ai и βi — äëина и уãоë
скрутки i-ãо звена соответственно.

Схеìа äуаëüных поворотов соãëасно (1) иìеет виä

Xi – 1Yi – 1Zi – 1   

    XiYiZi, (3)

ãäе i = .

Бикватернионы коне÷ных переìещений систе-
ìы коорäинат X1Y1Z1 относитеëüно систеìы коор-

äинат X0Y0Z0 ввеäеì в соответствии со схеìой (3).

Наприìер, повороту на уãоë θ1 =  вокруã оси

z0 =  отве÷ает äуаëüный уãоë Θ1 = θ1 + s = θ1 = ,

бикватернион коне÷ноãо переìещения Q1 = cos  +
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+ i3sin  = cos  + i3sin  =  + i3  и биква-

тернионные ìатриöы

M(Q1) = ; N(Q1) = .

Линейноìу сìещениþ на веëи÷ину d1 = 0 ìì

вäоëü оси z0||  соответствует äуаëüный уãоë D1 =

= d1 + s  = 0,

бикватернион коне÷ноãо переìещения

D1 = cos  + i3sin  = cos  + i3sin  = 1

и бикватернионные ìатриöы

M(D1) = ; N(D1) = .

Анаëоãи÷ныì способоì нахоäиì äуаëüные уã-
ëы, бикватернионы коне÷ных переìещений и бик-
ватернионные ìатриöы äëя сëеäуþщих звенüев
ìанипуëятора.

Перехоä от систеìы коорäинат X0Y0Z0 к X6Y6Z6
опреäеëяется äуаëüной ìатриöей направëяþщих
косинусов

C =  =  =  + s ,

ãäе  и s  — ãëавная и ìоìентная ÷асти äуаëü-

ной ìатриöы С.

Поскоëüку

то поëу÷иì

 = c(ϕ6) * c(β5)c(ϕ5) * c(β4)c(ϕ4) *

* c(β3)c(θ3)c(ϕ3) * c(ϕ2) * c(β1)c(θ1)c(ϕ1).

Бикватернионные ìатриöы резуëüтируþщеãо
коне÷ноãо переìещения систеìы коорäинат вы-
хоäноãо звена относитеëüно опорной систеìы ко-
орäинат приìут виä

M =  =  =  + s ;

N =  =  =  + s ,

ãäе ,  — ãëавные, а ,  — ìоìентные ÷ас-

ти бикватернионных ìатриö M и N.
Эти уравнения ìожно также записатü в сëеäуþ-

щеì ìатри÷ноì виäе:

L =  = .

Бикватернион резуëüтируþщеãо коне÷ноãо пере-
ìещения систеìы коорäинат выхоäноãо звена отно-
ситеëüно опорной систеìы коорäинат приìет виä

L =  é  é  é  é  é  =  + s ,

ãäе  и  — ãëавная и ìоìентная ÷асти биква-

терниона L (кватернионы).
Поëу÷енные выражения описываþт ãеоìетриþ

äвижения ìанипуëятора Пуìа и позвоëяþт нахоäитü
поëожение и ориентаöиþ выхоäноãо звена ÷ерез
отäеëüные переìещения звенüев ìанипуëятора. Иìи
описывается реøение пряìой заäа÷и кинеìатики
ìанипуëяторов в разëи÷ных äуаëüных ìатри÷ных
и бикватернионных форìах. Поëу÷енные бикватер-
нионные уравнения ìоãут бытü испоëüзованы äëя
реøения обратных заäа÷ кинеìатики роботов-ìа-
нипуëяторов с поìощüþ новоãо перспективноãо
ìетоäа, основанноãо на испоëüзовании бикватер-
нионной теории кинеìати÷ескоãо управëения.
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Введение

При управëении ìанипуëяöионныì роботоì
(МР) типи÷ной явëяется сëеäуþщая заäа÷а: МР
äоëжен выäвинутüся из стартовой конфиãураöии q0

и захватитü своиì схватоì некоторый объект Obj.
При этоì ÷асто Obj ìожет бытü захва÷ен не в оäной,
а в нескоëüких, а иноãäа и в бесконе÷ноì ÷исëе öе-
ëевых конфиãураöий . Цеëевые конфиãураöии

 объеäиняþтся в öеëевое ìножество ВТ. Множе-
ство BT ìожет иìетü произвоëüный виä.

Буäеì с÷итатü, ÷то BT не попоëняется в те÷ение
всеãо вреìени äвижения МР. С÷итаеì также, ÷то
коорäинаты кажäой то÷ки из BT известны и опре-
äеëены äостоверно.

МР преäставëяется в пространстве конфиãураöий
(пространстве обобщенных коорäинат) как то÷ка.
Функöионирование МР äоëжно происхоäитü в
преäеëах оãрани÷енной обëасти X конфиãураöион-
ноãо пространства. Буäеì с÷итатü, ÷то обëастü X
иìеет такой виä, ÷то äëя ëþбоãо q ∈ X выпоëня-
þтся неравенства

a1 m q m a2, (1)

ãäе a1 = ( , , ..., ) — вектор нижних оãрани-

÷ений на зна÷ения обобщенных коорäинат; a2 =

= ( , , ..., ) — вектор верхних оãрани÷ений на

зна÷ения обобщенных коорäинат; q = (q1, q2, ..., qп) —

вектор обобщенных коорäинат МР. Такиì обра-
зоì, обëастü X преäставëяет собой ãиперпараëëе-
ëепипеä. При этоì

1) то÷ки, нахоäящиеся вне (1), кваëифиöируþт-
ся как запрещенные;

2) внутри X также ìоãут присутствоватü запре-
щенные состояния, которые ìожно вы÷исëитü за-
ранее, наприìер, это те состояния (конфиãураöии),
в которых происхоäит неäопустиìое взаиìопере-
се÷ение звенüев.

Кроìе тоãо, запрещенной явëяется та конфиãу-
раöия, в которой МР наëеãает на препятствия.
В усëовиях неизвестной среäы все такие конфиãу-
раöии вы÷исëитü заранее невозìожно. Переä на-
÷аëоì äвижения инфорìаöии о запрещенных со-
стояниях в Х нет иëи она непоëна. То÷ки из Х,
о которых нет äостоверной инфорìаöии о тоì, ÷то
они запрещенные, с÷итаеì разреøенныìи.

Рассìотриì теперü то÷ки из BT. Достижиìой
то÷кой qT ∈ BT буäеì с÷итатü тоëüко ту то÷ку, ко-
торая уäовëетворяет сëеäуþщиì äвуì критерияì:
1) она не явëяется запрещенной; 2) в нее ìожно
попастü за коне÷ное ÷исëо øаãов из q0, äвиãаясü в
Х по разреøенныì состоянияì. То÷ки из BT, не
уäовëетворяþщие хотя бы оäноìу из äвух таких
критериев, с÷итаеì неäостижиìыìи.

Теперü сфорìуëируеì сëеäуþщуþ Задачу уп-
равëения МР в неизвестной стати÷еской среäе: äа-
ны стартовая конфиãураöия МР q0 и öеëевое ìно-
жество BT. Требуется преäëожитü аëãоритì, кото-
рый за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо переäвинет МР
из q0 в хотя бы оäно äостижиìое состояние из ìно-
жества ВТ, ëибо выäаст обоснованный ответ о тоì,
÷то ни оäно состояние из öеëевоãо ìножества ВТ
не явëяется äостижиìыì.

Обзор исследований по проблеме

Есëи преäпоëожитü, ÷то BT состоит из коне÷ноãо

÷исëа то÷ек ( , , ... ) , то äëя реøения Задачи

ìожно приìенятü разëи÷ные аëãоритìы управëе-
ния МР в неизвестной и известной среäах. Анаëиз
этих аëãоритìов провеäен в работе [2].

В статüе [2] также привоäится аëãоритì иссëе-
äования äостижиìости ìножества öеëевых состоя-
ний, приãоäный äëя реøения Задачи. Аëãоритì
приìениì äëя n-ìерноãо пространства состояний
и реøает Задачу за коне÷ное ÷исëо øаãов. Оäнако
аëãоритì требует ìножества ìехани÷еских переìе-
щений, а в хуäøеì сëу÷ае требует переìещения
и/иëи иссëеäования всех то÷ек äискретизирован-
ноãо конфиãураöионноãо пространства, äëя ÷еãо
необхоäиìо о÷енü зна÷итеëüное вреìя.

В äанной статüе äëя реøения Задачи ìы ìоäи-
фиöироваëи поäхоä, преäëоженный в работе [1].
Сутü äанноãо поäхоäа закëþ÷ается в тоì, ÷то МР
пëанирует путü, соеäиняþщий стартовуþ то÷ку q0

и öеëевуþ qT, обхоäящий известные запрещенные
состояния, и пытается испоëнитü äанный путü ëи-
бо äо äостижения qT, ëибо äо стоëкновения в не-
которой то÷ке qn с ранее неизвестныì за-
прещенныì состояниеì. В посëеäнеì сëу÷ае пëа-
нируется новый путü L(qn, qT), соеäиняþщий qn и
qT и обхоäящий все известные запрещенные со-

Рассматривается алгоритм управления n-звенным мани-
пуляционным роботом в среде с неизвестными статическими
препятствиями. Доказывается теорема, утверждающая,
что, двигаясь по данному алгоритму в дискретизированном
конфигурационном пространстве, манипуляционный робот
за конечное число шагов либо захватит объект, либо вы-
даст обоснованный ответ о том, что объект не может
быть захвачен ни в одной из конфигураций.

Ключевые слова: робот, неизвестная среда, препятст-
вия, достижимость
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стояния. Показано [1], ÷то заäа÷а перевоäа робота
из q0 в qT в неизвестной среäе своäится к реøениþ
коне÷ноãо ÷исëа заäа÷ пëанирования и испоëне-
ния пути L(qn, qT) (äруãиìи сëоваìи, к реøениþ
коне÷ноãо ÷исëа заäа÷ ПИ (пëанирования в извест-
ной среäе)). При этоì преäпоëаãается, ÷то иìеется
априорное знание о тоì, ÷то qT äостижиìа.

Сфорìуëированный в äанной статüе аëãоритì
своäится к заäа÷е иссëеäования äостижиìости ко-
не÷ноãо ÷исëа NBT то÷ек , i = 1, 2, ..., NBT. Тре-
бование априорноãо знания о äостижиìости ,
i = 1, 2, ..., NBT, снято. Сфорìуëированы новые
требования к проöеäуре ПИ, необхоäиìые äëя ре-
øения Задачи.

Предварительные условия

1. На ìножестве X ввоäиì äискретизаöиþ, т. е.
накëаäываеì на X сетку и впреäü буäеì рассìатри-
ватü тоëüко то÷ки, ëежащие на узëах сетки.

2. На ìножестве BT выäеëяеì коне÷ное ÷исëо NBT

то÷ек , i = 1, ..., NBT. Это те öеëевые конфиãу-

раöии, äостижиìостü которых буäет иссëеäоватüся.
В äаëüнейøеì BT буäеì рассìатриватü как список

конфиãураöий , i = 1, ..., NBT. С÷итаеì, ÷то BT

не попоëняется, и потоìу NBT не увеëи÷ивается.

С÷итаеì, ÷то коорäинаты кажäой то÷ки из BT оп-

реäеëяþтся äостоверно.

3. С÷итаеì, ÷то у нас естü проöеäура ПИ (qn, qT,
ZAPR, X), которая за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо
пëанирует путü из произвоëüной разреøенной то÷ки
qn ∈ X в произвоëüнуþ то÷ку qT ∈ X cреäи со-
общенноãо ей ìножества ZAPR известных за-
прещенных состояний (в этоì сëу÷ае ПИ() возвра-
щает 1), ëибо выäает сообщение, ÷то путü, в сиëу
распоëожения qn, qT, ZAPR, спëанирован бытü не
ìожет (в этоì сëу÷ае ПИ() возвращает 0). Такие
проöеäуры уже существуþт, наприìер, аëãоритì

поëноãо перебора иëи аëãоритì А* [3], которые äëя
ëþбой на÷аëüной то÷ки qn и ëþбой öеëевой то÷ки
qT при заäанных известных запрещенных состоя-
ниях за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо пëанируþт
путü из qn в qT, ëибо сообщаþт, ÷то путü из qn в qT

спëанирован бытü не ìожет.
4. Распоëожение и ÷исëо препятствий внутри

рабо÷ей зоны МР остается неизìенныì в те÷ение
всеãо вреìени äвижения МР.

5. Все äвижение, в тоì ÷исëе и резуëüтируþщий
путü, äоëжно происхоäитü в ãиперпараëëеëепипеäе (1).

6. МР иìеет сенсорнуþ систеìу (СС), которая
äоставëяет инфорìаöиþ об r-окрестности текущей
то÷ки МР q ∈ X. Текущая то÷ка МР — это та то÷ка,
в которой МР в настоящий ìоìент нахоäится.

Поä r-окрестностüþ q пониìаеì ìножество то-
÷ек, сосеäних к q и отстоящих от q не боëее, ÷еì на
оäин äискрет. Рис. 1 иëëþстрирует распоëожение
сосеäних к то÷ке q то÷ек (А, В, С, D, Е, F, G, H)
в äвуìерноì конфиãураöионноì пространстве.

Чисëо сосеäних то÷ек равно 3n – 1, ãäе n — раз-
ìерностü конфиãураöионноãо пространства.

Множество всех то÷ек, вхоäящих в r-окрест-
ностü то÷ки q, обозна÷аеì Y(q) (в äвуìерноì кон-
фиãураöионноì пространстве Y(q) буäет состоятü
из восüìи то÷ек A, B, C, D, E, F, G, H). Сëова "äо-
ставëяет инфорìаöиþ об r-окрестности то÷ки q"
озна÷аþт, ÷то относитеëüно кажäой то÷ки из Y(q)
ее СС опреäеëяет, явëяется ëи она разреøенной
иëи запрещенной, при этоì все запрещенные то÷ки
из Y(q) заносятся в ìножество Q(q), а все разре-
øенные то÷ки из Y(q) заносятся в ìножество Z(q).

Способ записи ìножеств Y(q), Z(q), Q(q) ìожет
бытü разныì — в виäе форìуë, списков, табëиö и
т. ä., но ìы с÷итаеì, ÷то он естü. Устройство СС в
äанной работе не рассìатривается.

7. С÷итаеì, ÷то у нас естü проãраììная Процеду-
ра 1 (BT, NBT, ZAPR). Процедура 1 (BT, NBT, ZAPR)
поëу÷ает при вызове ìножество BT, ÷исëо NBT то-
÷ек в ìножестве BT, ìножество ZAPR запрещенных
то÷ек. Процедура 1 (BT, NBT, ZAPR) выбрасывает из
BT те то÷ки, которые совпаäаþт с то÷каìи из
ZAPR. Посëе выброса оставøиеся то÷ки в BT пере-
нуìеровываþтся спëоøной нуìераöией, на÷иная
с 1, и в NBT записывается ÷исëо то÷ек, оставøихся
в BT посëе испоëнения Процедуры 1 (BT, NBT, ZAPR).

8. С÷итаеì, ÷то у нас естü проãраììная Процеду-
ра 2(), которая работает в соответствии со сëеäуþ-
щиì псевäокоäоì:

Процедура 2()

СС äоставëяет инфорìаöиþ о Y(qn), Z(qn), Q(qn).

if (QBT: = Q(qn) ⋂ BT ≠ 0)

/*то естü есëи поступиëа инфорìаöия о тоì, ÷то ка-
кие-то конфиãураöии из BT явëяþтся запрещенныìи,
произвести выброс запрещенных то÷ек из BT*/NBT: =
Процедура 1 (BT, NBT, Q(qn));

endif.
Return(NBT);

Конец Процедуры 2 ()

qi
T

qi
T

qi
T

qi
T

Рис. 1. Точки A-H образуют r-окрестность точки q в двумерном
дискретизированном конфигурационном пространстве
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9. Испоëнение пути происхоäит сëеäуþщиì об-
разоì. МР нахоäится в текущей то÷ке q и, есëи сëе-
äуþщая то÷ка q* пути не явëяется запрещенной, то
МР перехоäит в q*. В противноì сëу÷ае в q* МР не
перехоäит.

Ниже привеäен Алгоритм реøения наøей За-
дачи. Переä на÷аëоì äвижения текущей конфиãу-
раöией qc МР явëяется q0, по хоäу äвижения Алго-
ритм1 ìожет вызыватüся из äруãих текущих кон-
фиãураöий МР.

Алгоритм

1. while (NBT ≠ 0)

2. qc — текущая конфиãураöия МР. В ка÷естве qT выби-
раеì первуþ то÷ку из BT .

3. if (объект_захва÷ен: = Алгоритм1 (qc, qT) = ДА)

сообщитü о тоì, ÷то Obj захва÷ен в конфиãураöии qT;

go to 6;

endif

4. endwhile

5. Сообщитü о тоì, ÷то Obj не ìожет бытü захва÷ен

6. Конеö Алгоритма

Алгоритм 1 поëу÷ает зна÷ения в форìате Алго-
ритм1 (qn, qT) и посвящен выяснениþ вопроса о
тоì, явëяется ëи то÷ка qT äостижиìой из qn в не-
известной среäе.

Алгоритм1 (qn, qT)

1. МР нахоäится в qn (назовеì ее "то÷ка сìены пути").

2. NBT: = Процедура 2 ();

3. if (NBT = 0)

объект_захвачен: = НЕТ;

return(объект_захвачен);

endif

4. /*есëи в Z(qn) естü конфиãураöии, в которых ìожет бытü за-
хва÷ен Obj*/

if (ZBT: = Z(qn) ⋂ BT ≠ 0)

перейти в первуþ такуþ конфиãураöиþ из BT;

объект захвачен: = ДА;

return (объект_захвачен);

else

go to 5;

endif

5. /* Зäесü осуществëяется попытка пëанирования L(qn, qT)
внутри Х*/

if (number_config: = ПИ (qn, qT,  Q(qi), X) = 0)

/*Есëи попытка не успеøна*/

/*L(qn, qT) сãенерирован бытü не ìожет, то естü qT явëяется
неäостижиìой*/

NBT: = Процедура 1 (BT, NBT, q
T);

объект_захвачен: = НЕТ;

return(объект_захвачен);

endif

/*Есëи попытка успеøна, происхоäит перехоä на 6*/

6. МР на÷инает испоëнение пути L(qn, qT). Исхоäов äвиже-
ния ìожет бытü äва: 1) МР попаäает в некоторуþ раз-

реøеннуþ то÷ку  ∈ BT. В этоì сëу÷ае происхоäит при-

своение qT: =  и объект_захвачен: = ДА и выпоëняется

возврат в Алгоритм; 2) МР приäет в некоторуþ то÷ку q*,
сëеäуþщая за которой явëяется запрещенной. В этоì сëу÷ае

n: = n + 1;

qn: = q* ;

go to 1;

7. Конеö Аëãоритìа1

Теорема. Испоëняя Алгоритм, МР реøит Задачу
за коне÷ное ÷исëо øаãов.

Доказательство. Алгоритм выясняет äостижи-
ìостü коне÷ноãо ÷исëа то÷ек из BT. Выяснение äо-
стижиìости в отноøении кажäой из то÷ек qT ∈ BT
осуществëяется путеì испоëнения Алгоритма1.
Отсþäа виäно, ÷то испоëнение Алгоритма своäится
к коне÷ноìу ÷исëу вызовов Алгоритма1. Поэтоìу,
÷тобы äоказатü, ÷то Алгоритм буäет испоëнен за
коне÷ное ÷исëо øаãов, требуется показатü, ÷то ис-
поëнение Алгоритма1 äëя произвоëüных qn и qT

буäет осуществëено за коне÷ное ÷исëо øаãов.
Алгоритм1 посвящен выяснениþ вопроса о тоì,

явëяется ëи то÷ка qT äостижиìой в неизвестной
среäе из то÷ки сìены ìарøрута qn иëи нет. В Алго-
ритме1, коãäа МР нахоäится в то÷ке qn, n = 0, 1, 2,
..., происхоäит запуск СС и запуск проöеäуры
ПИ(). Есëи в резуëüтате испоëнения этих äействий
то÷ка qT буäет опреäеëена как запрещенная (в сиëу
наëеãания на препятствие, ëибо в сиëу неäостижи-
ìости), произойäет возврат в Алгоритм, и äëя ис-
сëеäования äостижиìости буäет назна÷ена äруãая
то÷ка qT ∈ BT. Есëи в резуëüтате испоëнения этих
äействий то÷ка qT не буäет опреäеëена как за-
прещенная, происхоäит ãенераöия пути L(qn, qT), и
МР на÷нет испоëнятü этот путü. Испоëнение этоãо
пути ìожет иìетü äва исхоäа: ëибо МР, не встретив
на своеì пути запрещенных то÷ек, äостиãнет qT,
она окажется разреøенной, и тоãäа произойäет ус-
пеøное окон÷ание работы Алгоритма, ëибо МР
приäет в то÷ку qn, n = 1, 2, ..., сëеäуþщая за кото-
рой буäет запрещенной. Покажеì, ÷то все то÷ки
сìены пути qn, n = 0, 1, 2, ..., буäут разëи÷ныìи и
их ÷исëо буäет коне÷ныì.

Покажеì, ÷то все то÷ки сìены пути разëи÷ны.
Преäпоëожиì, ÷то МР сìениë путü, нахоäясü в
то÷ке qs, а потоì, нахоäясü в то÷ке qp, вновü сìениë
путü, т. е. s < p. Покажеì, ÷то qs ≠ qp. Преäпоëожиì
сна÷аëа, ÷то qs = qp, и тоãäа Q(qs) = Q(qp). Поскоëü-
ку МР сìениë путü, нахоäясü в то÷ке qs, то он сãе-
нерироваë путü, не наëеãаþщий, в тоì ÷исëе, и на
Q(qs). Но поскоëüку МР сìениë путü в то÷ке qp, то
это озна÷ает, ÷то еãо путü наëеã на Q(qp) = Q(qs)
(при этоì qs = qp явëяется öентроì r-окрестности
то÷ки qs = qp и сëеäуþщая за ней то÷ка явëяется за-
прещенной), т. е. Q(qp) = Q(qs) не быëо известныì.
Поëу÷иëи противоре÷ие. Отсþäа виäно, ÷то все
то÷ки сìены пути разëи÷ны.

Сäеëав отступëение, заìетиì зäесü, по÷еìу про
кажäуþ то÷ку из Y(qn), n = 0, 1, 2, ..., СС äоëжна
äоставëятü то÷нуþ и äостовернуþ инфорìаöиþ,
ãäе qn — то÷ка сìены пути. Преäпоëожиì, ÷то МР
испоëняë путü L(qn – 1, qT) и прибыë в то÷ку qn, ко-
торая оказаëасü то÷кой сìены пути, поскоëüку
сëеäуþщая то÷ка пути qA оказаëасü запрещенной
(рис. 2).

В то÷ке qn сработаëа СС, но преäпоëожиì, ÷то она
äоставиëа инфорìаöиþ не обо всех то÷ках из Y(qn),
наприìер, о то÷ке qB не быëа äоставëена инфор-
ìаöия. В то÷ке qn МР сìениë путü и проäоëжаë äви-
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ãатüся. Пустü теперü МР испоëняет путü L(qm, qT),
m l n. По прибытии в qn МР обнаружит, ÷то qB яв-
ëяется запрещенной, и тоãäа qn вновü станет то÷-
кой сìены пути. Поэтоìу ìы и потребоваëи, ÷тобы
в кажäой то÷ке сìены пути qn, n = 0, 1, 2, ..., СС
äоставëяëа то÷нуþ и äостовернуþ инфорìаöиþ
о кажäой то÷ке из Y(qn).

Чисëо то÷ек сìены пути коне÷но, поскоëüку
коне÷но ÷исëо то÷ек в Х в сиëу ввеäенной äискре-
тизаöии.

Итак, ÷исëо то÷ек сìены пути qn, n = 0, 1, 2, ...,
коне÷но, и они все разëи÷ны. В кажäой то÷ке qn

осуществëяþтся запуск СС и вызов проöеäуры ПИ,
ãенерируþщей L(qn, qT). В резуëüтате выпоëнения
этих äействий ëибо поëу÷аеì инфорìаöиþ о тоì,
÷то qT явëяется запрещенной, ëибо нет. Есëи по-
ëу÷аеì, то выяснение вопроса о äостижиìости qT

закан÷ивается вывоäоì о неäостижиìости qT. Есëи
нет, происхоäит попытка испоëнения пути L(qn, qT).
Есëи и в посëеäней то÷ке сìены пути qn то÷ка qT

не быëа кваëифиöирована как запрещенная, то бу-
äет сãенерирован L(qn, qT), этот путü буäет испоë-
нен, и qT буäет äостиãнута.

Такиì образоì, показано, ÷то МР, испоëняя
Алгоритм1, за коне÷ное ÷исëо øаãов ëибо äостиã-
нет то÷ки qT, ëибо сäеëает вывоä о тоì, ÷то qT не-
äостижиìа. Алгоритм своäится к испоëнениþ Алго-
ритма1 коне÷ное ÷исëо раз. Отсþäа виäно, ÷то,
испоëняя Алгоритм, МР реøит Задачу за коне÷ное
÷исëо øаãов. Теорема доказана.

Замечание 1. Мы уже ãовориëи, ÷то Алгоритм1
своäится к ãенераöии и испоëнениþ коне÷ноãо
÷исëа пути L(qn, qT). Алгоритм своäится к испоë-

нениþ коне÷ноãо ÷исëа раз Алгоритма1. Отсþäа
сëеäует вывоä о тоì, ÷то Задача своäится к реøениþ
коне÷ноãо ÷исëа заäа÷ ПИ пëанирования и испоë-
нения пути в среäе с известныìи запрещенныìи со-
стоянияìи. Этот факт позвоëяет и стиìуëирует по-
иск ëибо разработку эффективных аëãоритìов äëя
реøения заäа÷и ПИ, которые бы уäовëетворяëи
сëеäуþщиì требованияì:

1) они äоëжны бытü приìениìы к n-ìерноìу
пространству состояний;

2) они бы за коне÷ное, а еще ëу÷øе — за ìини-
ìаëüное ÷исëо øаãов ëибо пëанироваëи путü, ëибо
выäаваëи бы обоснованный вывоä о тоì, ÷то путü
спëанирован бытü не ìожет;

3) они бы эффективно корректироваëи путü при
поступëении новой инфорìаöии о запрещенных
состояниях.

Замечание 2. При первоì вызове Алгоритма1

qc = q0 и иссëеäуется äостижиìостü первой то÷ки из

BT, которуþ назовеì . При посëеäуþщих вызо-

вах Алгоритма1 иссëеäуется äостижиìостü то÷ек

 ∈ BT, i = 2, 3, ..., NBT, и, вообще ãоворя, qc ≠ q0.

Но, поскоëüку МР прибыë в qc из q0 по непрерыв-
но сëеäуþщиì оäна за äруãой разреøенныì то÷-
каì, то вывоä о äостижиìости/неäостижиìости

 ∈ BT, i = 2, 3, ..., NBT, из qc ≠ q0 буäет кваëифи-

öироватüся как вывоä о äостижиìости/неäостижи-

ìости то÷ки  ∈ BT, i = 2, 3, ..., NBT из q0.

Заключение

Привеäен аëãоритì управëения n-звенныì МР
в среäе с неизвестныìи стати÷ескиìи препятст-
вияìи. Доказана теореìа, утвержäаþщая, ÷то, äви-
ãаясü по äанноìу аëãоритìу в äискретизированноì
конфиãураöионноì пространстве, МР за коне÷ное
÷исëо øаãов ëибо захватит объект, ëибо выäаст
обоснованный ответ о тоì, ÷то объект не ìожет
бытü захва÷ен ни в оäной из конфиãураöий.
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Определение 
крутизны радиосигнала 

при автоматическом 
заходе на посадку 

летательного аппарата

Введение

В режиìе автоìати÷ескоãо захоäа на посаäку
ëетатеëüноãо аппарата набëþäаþтся сëу÷аи откëо-
нения крутизны раäиосиãнаëа (характеристики
÷увствитеëüности выхоäноãо сиãнаëа ãëиссаäноãо
раäиоприеìника к уãëовоìу откëонениþ от ãëис-
саäы пëанирования: S = Iε/ε, ãäе Iε — выхоäной
сиãнаë раäиоприеìника, ε — откëонение от ãëис-
саäы пëанирования [1]) от ноìинаëüноãо зна÷ения
в преäеëах äо 20 %, а в некоторых сëу÷аях — äаже
äвукратные откëонения. Данные откëонения вы-
зываþт ухуäøение проöессов захоäа на посаäку,
а ãëавное, уìенüøаþт безопасностü поëетов. В на-
стоящее вреìя äëя опреäеëения крутизны раäио-
сиãнаëа испоëüзуþт спеöиаëизированный ëетатеëü-
ный аппарат, который во вреìя спеöиаëüноãо поëета
опреäеëяет äиаãраììу направëенности ãëиссаäно-
ãо раäиоìаяка (ГРМ) и заìеряет выхоäной сиãнаë
раäиоприеìника при разëи÷ных зна÷ениях откëо-
нения от ãëиссаäы пëанирования. Преäëаãается
ввеäение схеìы коррекöии, опреäеëяþщей по

оöенке крутизны раäиосиãнаëа S во вреìя автоìа-
ти÷ескоãо захоäа на посаäку соответствуþщий ко-
эффиöиент коррекöии коэффиöиента усиëения
пряìой öепи (Kкор = 1/ ).

Преäëаãаеìая систеìа поìиìо повыøения без-
опасности поëетов способна снизитü расхоäы на
приìенение спеöиаëизированноãо ëетатеëüноãо
аппарата, а также осуществëятü опреäеëение
аэроäроìов, зна÷ение крутизны раäиосиãнаëа на
которых выхоäит за äопустиìые преäеëы.

О синтезе системы автоматического захода 
на посадку

Траектория äвижения ëетатеëüноãо аппарата
при выпоëнении ìаневра захоäа на посаäку в про-
äоëüной пëоскости изображена на рис. 1. Траекто-
рия скëаäывается из äвух посëеäоватеëüных у÷аст-
ков: у÷астка стабиëизаöии заäанной высоты (1) и
у÷астка стабиëизаöии заäанной ãëиссаäы пëаниро-
вания (4). Проöесс перехоäа от режиìа стабиëизаöии
высоты поëета к режиìу стабиëизаöии ëетатеëüно-
ãо аппарата на ãëиссаäе пëанирования называется
"захватоì ãëиссаäы" (3). Этот режиì на÷инается в
то÷ке траектории, ëежащей в обëасти уверенноãо
приеìа сиãнаëов ГРМ (2). То÷ка окон÷ания режи-
ìа стабиëизаöии ëетатеëüноãо аппарата на ãëиссаäе
называется то÷кой "схоäа" с ãëиссаäы (5). (На рис. 1
также показаны äаëüняя привоäная (ДПРС) и
бëижняя привоäная (БПРС) раäиостанöии.)

Траектория äвижения обусëовëивает необхоäи-
ìые функöионаëüные поäсистеìы систеìы автоìа-
ти÷ескоãо захоäа на посаäку: систеìу управëения
высотой, систеìу управëения äвижениеì по ãëис-
саäе, систеìу управëения норìаëüной избыто÷ной
переãрузкой, а также систеìу, орãанизуþщуþ тре-
буеìое перекëþ÷ение ìежäу у÷асткаìи стабиëиза-
öии высоты и стабиëизаöии ãëиссаäы пëанирования.

Синтез первых трех систеì поäробно освещен в
труäах [1—2]. В äанной работе испоëüзуется систе-
ìа управëения норìаëüной избыто÷ной переãруз-
кой с астати÷ескиì законоì управëения, систеìа
управëения высотой, испоëüзуþщая инфорìаöиþ
о бароìетри÷еской высоте и вертикаëüной скорости,
систеìа управëения äвижениеì по ãëиссаäе, ис-
поëüзуþщая инфорìаöиþ об уãëовоì откëонении
ëетатеëüноãо аппарата от равносиãнаëüной зоны
ГРМ и äаëüности äо взëетно-посаäо÷ной поëосы.

Перехоä от режиìа управëе-
ния высотой к режиìу управ-
ëения äвижениеì по ãëиссаäе
пëанирования (захват ãëисса-
äы) осуществëяется по сиãна-
ëу с выхоäа систеìы управëе-
ния äвижениеì по ãëиссаäе

пëанирования  = 0, бëа-

ãоäаря ÷еìу äостиãается пëав-
ное сопряжение у÷астков уп-
равëения.

Рассматривается оценка крутизны радиосигнала при
автоматическом заходе на посадку летательного аппара-
та с помощью интегральных квадратичных оценок в целях
корректировки коэффициента усиления прямой цепи.
Представлены два подхода к реализации данного метода,
проведено их сравнение.

Ключевые слова: оценка крутизны радиосигнала, авто-
матический заход на посадку

Ŝ

ny заä,
ε

Рис. 1. Траектория захода на посадку
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Система коррекции

Опреäеëение  провоäится с поìощüþ интеã-
раëüных кваäрати÷ных оöенок, характеризуþщих
ка÷ество управëения. При переãрузо÷ноì законе
управëения сиãнаë  с выхоäа систеìы управ-
ëения äвижениеì по ãëиссаäе пëанирования ха-
рактеризует ка÷ество äвижения. Интеãрируя веëи-
÷ину  на некотороì интерваëе вреìени от на-
÷аëа захвата ãëиссаäы, при разëи÷ных зна÷ениях S
(за ноìинаëüное зна÷ение приìеì S = 1) ìожно
поëу÷итü соответствуþщие оöенки крутизны ра-
äиосиãнаëа:

I = K [ (t)]2dt. (1)

Зäесü K — некоторый коэффиöиент, испоëüзуе-
ìый äëя норìирования характеристики такиì об-
разоì, ÷тобы при ноìинаëüноì зна÷ении S выпоë-
няëосü равенство I = 1.

При посаäке в усëовиях неизвестноãо зна÷ения
крутизны раäиосиãнаëа S зна÷ение интеãраëа I
ìожно испоëüзоватü äëя еãо оöенки.
Как отìе÷аëосü, коэффиöиент кор-

рекöии буäет составëятü Kкор = 1/ .

Укрупненная структурная схеìа
систеìы автоìати÷ескоãо захоäа на
посаäку совìестно с систеìой кор-
рекöии иìеет виä, показанный на
рис. 2.

Зäесü Uпр — сиãнаë, поступаþ-
щий на вхоä привоäа ëетатеëüноãо
аппарата, H, Vy, ε, L, ωz, α, ny —
вхоäные сиãнаëы систеìы, посту-
паþщие с соответствуþщих äат÷и-
ков (обозна÷ения общепринятые).
"Бëок ëоãики" орãанизует требуеìое
вкëþ÷ение систеìы коррекöии.

Возможные реализации

Возìожны нескоëüко поäхоäов к
опреäеëениþ оöенки. Можно интеã-
рирование выпоëнятü на всеì этапе
захвата ãëиссаäы, а оöенку провоäитü
непрерывно. В этоì сëу÷ае вреìя
на÷аëа интеãрирования tз совпаäает
со вреìенеì на÷аëа захвата ãëисса-
äы, вреìя окон÷ания интеãрирова-
ния tк приниìается совпаäаþщиì с
ìоìентоì окон÷ания стабиëизаöии
ãëиссаäы на опреäеëенной äаëüнос-
ти. Опреäеëение неëинейной функ-
öии Kкор = f1(I ) в этоì сëу÷ае осу-
ществëяется сëеäуþщиì образоì:
опреäеëяется зна÷ение интеãраëа I
по форìуëе (1) äëя разëи÷ных зна-
÷ений S при разоìкнутоì контуре
коррекöии, äанная характеристика

испоëüзуется как на÷аëüная, посëе заìыкания
контура коррекöии выпоëняется ее уто÷нение äо
поëу÷ения необхоäиìой то÷ности систеìы. Поëу-
÷енная такиì образоì характеристика буäет иìетü
виä, показанный на рис. 3 øтриховой ëинией (за
на÷аëüное зна÷ение приниìается Kкор = 1, ÷то со-
ответствует отсутствиþ коррекöии).

Анаëизируя äаннуþ характеристику, ìожно прий-
ти к закëþ÷ениþ, ÷то на на÷аëüноì этапе вы÷ис-
ëения коэффиöиент коррекöии Kкор опреäеëяется
неверно: по ìере увеëи÷ения интеãраëа I зна÷ение
Kкор нарастает от 1 äо 2, а уже посëе этоãо происхо-
äит правиëüная оöенка. Такое повыøение коэффи-
öиента усиëения пряìой öепи нежеëатеëüно с то÷ки
зрения устой÷ивости. Кроìе тоãо, интеãрирование
веäется на зна÷итеëüноì интерваëе вреìени, в те-
÷ение котороãо весüìа вероятно появëение ветро-
вых возäействий, ухуäøаþщих то÷ностü систеìы.

Дëя уìенüøения вëияния ветровых возìуще-
ний и искëþ÷ения повыøения коэффиöиента уси-
ëения пряìой öепи сëеäует сократитü вреìя интеã-
рирования, коррекöиþ провоäитü не непрерывно,
а по итоãаì вы÷исëения интеãраëа I за äанный про-
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Рис. 3. Графики зависимости Kкор = f1(I ) и Kкор = f2(I )

Рис. 2. Система автоматического захода на посадку совместно с системой коррекции
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ìежуток вреìени tинт = tк – tз. Дëя уëу÷øения
свойств такой систеìы отрезок вреìени tинт сëеäует
уìенüøатü, оäнако это буäет привоäитü к увеëи÷е-
ниþ отноøения ìежäу крайниìи зна÷енияìи ин-
теãраëüных оöенок IS = 2,0/IS = 0,5, ÷то нежеëатеëüно
с то÷ки зрения то÷ности опреäеëения коэффиöи-
ента коррекöии Kкор. Реøение о выборе вреìени
tинт äоëжно приниìатüся на основе коìпроìисса
ìежäу жеëаеìыì быстроäействиеì и распоëаãае-
ìой то÷ностüþ вы÷исëитеëüноãо устройства. На
рис. 3 спëоøной ëинией показан ãрафик зависи-
ìости Kкор = f2(I ) äëя этоãо сëу÷ая.

Моделирование

Дëя ìоäеëирования äвижения ëетатеëüноãо ап-
парата испоëüзоваëи ëинейные äифференöиаëü-
ные уравнения [3] в виäе

(2)

В уравнениях (2) , , , , ,  —

привеäенные аэроäинаìи÷еские коэффиöиенты,
при ìоäеëировании у÷итываëасü зависиìостü этих
коэффиöиентов от скорости.

На рис. 4 преäставëены ãрафики откëонения высо-
ты ëетатеëüноãо аппарата от заäанной (ΔH = H – Hзаä)
в зависиìости от äаëüности äо взëетно-посаäо÷-
ной поëосы при зна÷ениях S = 0,65 и 1,20 без кор-
рекöии (спëоøные ëинии), с коррекöией по пер-
воìу способу (ëинии с кваäратныìи ìаркераìи),
с коррекöией по второìу способу (ëинии с круã-
ëыìи ìаркераìи); на ãрафике также преäставëена

ноìинаëüная траектория (отсутствие коррекöии,
S = 1,00). Заäанная траектория äвижения состоит
из äвух у÷астков: äвижения с постоянной высотой
и äвижения по ãëиссаäе, пересе÷ение у÷астков рас-
поëожено на äаëüности 4000 ì.

Бëаãоäаря испоëüзованиþ систеì коррекöии уäа-
ется избежатü зна÷итеëüноãо перереãуëирования
при S < Sноì и увеëи÷ения коëебатеëüности при
S > Sноì, в отсутствии ветровоãо возìущения обе
систеìы выäаþт äостато÷но то÷ные оöенки кру-
тизны ãëиссаäной зоны  и соответствуþщие иì
коэффиöиенты коррекöии Kкор. Из-за неäостатков
работы первой систеìы на на÷аëüноì этапе траек-
тории äвижения иìеþт разброс и уäаëены от но-
ìинаëüной, при испоëüзовании второй систеìы
траектории сãруппированы окоëо ноìинаëüной.
Вторая систеìа позвоëяет избежатü повыøения
коэффиöиента усиëения пряìой öепи и снижает
риск появëения неустой÷ивости во вреìя захвата
ãëиссаäы.

Сëеäует отìетитü, ÷то на то÷ностü оöенок вëия-
þт ìноãие факторы: направëение и сиëа ветра, ìо-
ìент вреìени, на котороì появëяется ветровое
возìущение, вреìя, которое работает систеìа äо
появëения возìущения и т. ä. Важныì преиìуще-
ствоì второй систеìы явëяется ее не÷увствитеëü-
ностü к ветровыì возäействияì, парированныì äо
на÷аëа захвата ãëиссаäы, и к возäействияì, насту-
пивøиì по исте÷ении вреìени tинт, коãäа оöенива-
ние заверøено. Вероятностü появëения ветровых
возìущений на у÷астке вреìени tинт зна÷итеëüно
ниже, ÷еì на всеì у÷астке äвижения по ãëиссаäе,
а зна÷ит, вторая систеìа буäет ìенüøе поäвержена
оøибкаì оöенивания, связанныì с появëениеì
ветровых возìущений.

Заключение

Приìенение второãо поäхоäа явëяется боëее
преäпо÷титеëüныì. Испоëüзование преäëоженно-
ãо ìетоäа позвоëяет избежатü перереãуëирования и
затяãивания проöесса захвата ãëиссаäы при откëо-
нениях крутизны раäиосиãнаëа в ìенüøуþ сторону

и избежатü увеëи÷ения коëебатеëü-
ности при откëонениях в боëüøуþ
сторону, теì саìыì повыøается
безопасностü поëетов. Дëя повыøе-
ния то÷ности систеìы возìожно ис-
поëüзование систеìы оöенки и у÷е-
та вëияния ветровых возìущений.
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θ = ϑ – α;

ny = V /(g•57,3);

 = V;

 = Vθ/57,3.
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Рис. 4. Отклонение высоты при работе систем
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Введение

Рассìатривается заäа÷а построения траектории
оптиìаëüноãо пространственноãо ìаневра автоìа-
ти÷ескоãо поäвоäноãо аппарата (АПА) с выхоäоì в
заäаннуþ то÷ку пространства с у÷етоì оãрани÷ений
на управëение и вектор состояния. Заäа÷а поиска
оптиìаëüной траектории АПА реøается с испоëüзо-
ваниеì аëãоритìа коррекöии параìетров структуры
управëения [1]. Корректируеìыìи параìетраìи
этой структуры явëяþтся ìоìенты вреìени пере-
кëþ÷ения управëения. В ка÷естве öеëевоãо прини-
ìается функöионаë обобщенной работы А. А. Кра-
совскоãо [2]. Стабиëизаöия АПА на выбранной
траектории выпоëняется с испоëüзованиеì ПИД-ре-
ãуëятора. Управëение осуществëяется поворотоì
руëей ãëубины и направëения äëя обеспе÷ения ìи-
ниìуìа откëонений переãрузки АПА от ее зна÷е-
ния на оптиìаëüной траектории.

Постановка задачи оптимизации

Требуется найти такуþ проãраììу управëения
проекöияìи переãрузок ny(t) и nz(t), которая обес-
пе÷ит выпоëнение АПА пространственноãо ìанев-
ра из оäной то÷ки пространства в äруãуþ с обес-
пе÷ениеì требований по уãëаì поäхоäа θf (уãоë на-
кëона траектории) и ϕf (уãоë поворота траектории)
в коне÷ный ìоìент вреìени. Накëаäываþтся оãра-
ни÷ения на уãоë накëона траектории и на состав-
ëяþщие вектора переãрузки в проöессе ìаневра.

Такая форìуëировка требований к управëяеìо-
ìу äвижениþ АПА (выбор в ка÷естве управëения
проекöий переãрузки на норìаëü ny и бинорìаëü nz

к траектории) позвоëяет уäерживатü еãо в экспëуа-
таöионной обëасти, которая выбирается из усëовий
äостижения высокой эффективности и обеспе÷е-
ния безопасности функöионирования объекта уп-
равëения, в тоì ÷исëе выäерживания конструктив-
ных оãрани÷ений на про÷ностü АПА. Уравнения
äвижения öентра ìасс АПА записываþтся в сëе-
äуþщеì виäе [3, 4]:

(1)

ãäе X = (V θ ϕ x y z)т — вектор состояния в траек-
торной систеìе коорäинат; θ — уãоë накëона тра-
ектории; ϕ — уãоë поворота траектории; x, y — про-
äоëüная äаëüностü и ãëубина äвижения АПА соот-
ветственно; V — скоростü АПА; g — ускорение
свобоäноãо паäения; проäоëüная переãрузка nx =

= (Pcosα – X)/(mg); P — сиëа тяãи äвиãатеëя; сиëа

сопротивëения X = (  + α2)qS; скоростной на-

пор q = ρV 2/2; уãоë атаки α = ny/ ;  = qS; ,

,  — ãиäроäинаìи÷еские коэффиöиенты; S —

характерная пëощаäü ìиäеëя; |θ| m θm, θm — пре-

äеëüное зна÷ение уãëа накëона траектории.
Грани÷ныìи усëовияìи заäа÷и явëяþтся сëе-

äуþщие:

V(0) = V0, θ(0) = θ0, ϕ(0) = ϕ0, x(0) = x0, y(0) = y0, 

z(0) = z0, V(tf) = Vf, θ(tf) = θf, ϕ(tf) = ϕf,

x(tf) = xf, y(tf) = yf, z(tf) = zf,

ãäе V0, θ0, ϕ0, x0, y0, z0, Vf, θf, ϕf, xf, yf, zf — заäанные

веëи÷ины; терìинаëüный ìоìент вреìени tf не

фиксирован.
Дëя äостижения поставëенных требований ìи-

ниìизируется критерий оптиìаëüности виäа

J = F[X(tf)] + Qødt, (2)

ãäе F[X(tf)] = Δ rΔXf, ΔXf = X(tf) – Xf; r =

= diag(ρV, ρθ, ρϕ, ρx, ρy, ρz) — ìатриöа коэффиöи-

ентов. Кроìе тоãо |ny| m nym, |nz| m nzm, ãäе nym, nzm —

ìаксиìаëüные зна÷ения проекöий переãрузки. Дëя
форìаëüноãо у÷ета оãрани÷ений на уãоë накëона
траектории в поäынтеãраëüнуþ ÷астü критерия (2)
ввеäена øтрафная функöия [4] виäа

Qø = 

зäесü коэффиöиент G > 0, Δθ = |θ| – θm.

Показано, что алгоритм коррекции параметров струк-
туры управления, полученной на основе решения задачи по
принципу максимума, позволяет строить траекторию опти-
мального маневра в пространстве автоматического подвод-
ного аппарата (АПА) и устойчиво работает при изменении
терминальных условий. Структура управления содержит
участки особого управления. Представлены формулы для
вычисления особого управления и результаты численного
моделирования движения АПА.

Ключевые слова: автоматический подводный аппарат,
принцип максимума, особое управление, прогнозирующая
модель
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Метод решения задачи оптимизации

Дëя форìирования структуры оптиìаëüноãо
управëения обратиìся к необхоäиìыì усëовияì
оптиìаëüности [5]. Запиøеì ãаìиëüтониан

H = ψVg(nx – sinθ) + ψθ (ny – cosθ) – ψϕ  +

+ ψxVcosθcosϕ + ψyVsinθ – ψzVcosθsinϕ + Qø,

ãäе (ψV ψθ ψϕ ψx ψy ψz)
т = Y — вектор сопряженных

переìенных. В соответствии с принöипоì ìакси-
ìуìа сопряженные переìенные опреäеëяþтся из

уравнения  = – , иëи в поэëеìентноì виäе:

(3)

с ãрани÷ныìи усëовияìи Y(tf) = , а оп-

тиìаëüное управëение uo нахоäится из усëовия

H(X, Y, u, t) = H(X, Y, uo, t) сëеäуþщиì

образоì:

ny = 

nz = (4)

ãäе (ny nz)
т = uo; nym, nzm — преäеëüные зна÷ения со-

ответствуþщих переãрузок; τ1, τ2, τ3, τ4 ∈ [0, tf ] —

ìоìенты вреìени сìены у÷астков структуры управ-
ëения, ψθ0 — на÷аëüное зна÷ение ψθ(0), ψϕ0 — на÷аëü-

ное зна÷ение ψϕ(0), а nyoc, nzoc — особые управëения.

Принöипиаëüная возìожностü существования осо-
боãо управëения сëеäует из ãрани÷ных усëовий за-
äа÷и, поскоëüку äëя соверøения ìаневра АПА, на-
приìер, в проäоëüной пëоскости необхоäиìо осу-
ществитü в соответствии с (4) äва перекëþ÷ения,
при этоì у÷асток ìежäу äвуìя преäеëüныìи управ-
ëенияìи буäет особыì. При реøении заäа÷и вы-
веäения на заäаннуþ ãëубину за ìиниìаëüное вре-
ìя такой у÷асток управëения своäится к äвижениþ
по оãрани÷ениþ на уãоë накëона траектории [1].

Особое управëение äëя рассìатриваеìой заäа÷и
опреäеëяется из необхоäиìоãо усëовия существо-

вания особоãо управëения  = 0 [5]. Посëе

взятия произвоäных от ãаìиëüтониана H по ny и по

вреìени t

 = ψθ ;  = (ψθ)′  + ψθ  =

= (ψθ)′  – ψθ g(nx – sinθ)

и посëе второãо äифференöирования по вреìени
уравнение äëя нахожäения особоãо управëения nyoc

приниìает виä

ny D1 +  + nz D2 – ψθψϕ  +

+ nynz D3 + nxnz D4 + nxD5 + D6 = 0, (5)

ãäе

D1 = ψθg cosθ – ψVVg sinθ + ψxV
2cosθcosϕ +

+ ψyV
2sinθ – ψzV

2cosθsinϕ; 

D2 = (ψxsinϕ + ψzcosϕ)  + ψx sinθsinϕ +

+ ψzV
2cosϕtgθ – 2gψϕ;

D3 = ψϕ ; D4 = ψϕ ;

D5 = –ψθ cos2θ – ψx cosϕ – ψy sin(2θ) +

+ 2ψz cos2θsinϕ + ψV sin(2θ) –

– ψx cos(2θ)cosϕ – ψz sin2θsinϕ +

+ nx –ψθ sinθ – ψx sinθcosϕ + ψy cosθ +

+ ψz sinθsinϕ – 2ψV cosθ  + 2ψθ ;

D6 = –ψθ ψθ cosϕ + ψxcosθcosϕ +

+ ψysinθ – ψzcosθsinϕ .

Анаëоãи÷но вывоäится уравнение äëя особоãо

управëения nzoc из равенства  = 0, кото-

рое посëе взятия произвоäных приниìает виä

ny D1 + D2 + nzD3 + nxnyD4 + D5 = 0, (6)
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ãäе

D1 = –sinθ(ψxsinϕ + ψzcosϕ) + (–g ψθ + Vcosθ);

D2 = – (1 + sin2θ);

D3 = (–ψxcosϕ + ψzsinϕ) + ;

D4 = ψϕ ;

D5 = nx(ψxsinϕ + ψzcosϕ) +

+ ψϕg  +  +  –

–  –  –  –

–  +  – .

У÷астки особоãо управëения nyoc и nzoc появëя-

þтся при  = ψθ  ≈ 0 и при  = ψϕ  ≈ 0,

т. е. при  m ε и  m ε соответствен-

но, ãäе ε — поãреøностü вы÷исëитеëüноãо ìетоäа.
Есëи выпоëняþтся оба эти неравенства оäновре-
ìенно, систеìа уравнений (5), (6) äоëжна реøатüся
совìестно. Есëи же они выпоëняþтся не оäновре-
ìенно, то из первоãо нахоäится ny при реãуëярных

остаëüных коìпонентах вектора управëения (зäесü —
при преäеëüноì зна÷ении nz), а из второãо — nz при,

соответственно, преäеëüноì зна÷ении ny.

Реøение по принöипу ìаксиìуìа позвоëяет сфор-
ìироватü структуру управëения в соответствии с (4).

Реøение краевой заäа÷и (1), (3), (4) ìетоäоì
Нüþтона [4, 6, 7] связано с вы÷исëитеëüныìи
труäностяìи, обусëовëенныìи поискоì на÷аëüно-
ãо прибëижения äëя сопряженноãо вектора Y(0) и
обеспе÷ениеì схоäиìости аëãоритìа при изìене-
нии ãрани÷ных усëовий заäа÷и оптиìизаöии, ÷то
осëожняет приìенение аëãоритìа. Дëя преоäоëе-
ния этих труäностей рассìотриì сëеäуþщуþ вспо-
ìоãатеëüнуþ заäа÷у оптиìизаöии. Преäставиì
найäеннуþ структуру управëения ny и nz в виäе [1]

ny = –nymsignψθ0 + Δny1l (t, τ1) + Δny2l (t, τ2);

nz = nzmsignψϕ0 + Δnz1l (t, τ3) + Δnz2l (t, τ4),

ãäе ψθ0 = ψθ(0), ψϕ0 = ψϕ(0), Δny1 = nymsignψθ0 + nyoc,

Δny2 = –nyoc + nymsignψθ0, Δnz1 = –nzmsignψϕ0 + nzoc,

Δnz2 = –nzoc – nzmsignψϕ0, а l (t, τ1), l (t, τ2), l (t, τ3),

l (t, τ4) — функöии виäа

l (t, t1) =  + arctg(k(t – t1)), (7)

k — коэффиöиент, при неоãрани÷енноì возраста-
нии котороãо функöия l (t, t1) прибëижается к еäи-
ни÷ной функöии Хэвисайäа (äëя заäа÷ с управëе-
ниеì реëейноãо типа анаëоãи÷ная структура рас-
сìотрена в работах [8, 9]).

Доìножиì правые ÷асти уравнений исхоäной
систеìы (1) на функöиþ l(tf, t) виäа (7), ÷тобы иìетü
возìожностü управëятü веëи÷иной tf. Ввеäение функ-
öии l(tf, t) в правые ÷асти не ìеняет соäержатеëüной
постановки заäа÷и, так как требуется обеспе÷итü пе-
ревоä систеìы (1) из X(0) в заäанное коне÷ное X(tf) в
те÷ение интерваëа оптиìизаöии. С ìатеìати÷еской
то÷ки зрения это озна÷ает, ÷то  = 0 при t > tf.

Моìенты τ1 и τ2 перекëþ÷ения управëения функ-
öии ny(t), τ3 и τ4 — функöии nz(t), а также tf буäеì
рассìатриватü в ка÷естве коìпонент обобщенноãо
вектора состояния, а в ка÷естве управëения выбе-
реì произвоäные τ1, τ2, τ3, τ4, tf по вреìени. Тоãäа
äинаìика объекта управëения буäет преäставëена
совокупностüþ сëеäуþщих уравнений [2, 8, 9]:

(8)

зäесü (w1 w2 w3 w4 w5)
т = w — вектор управëения во

вспоìоãатеëüной заäа÷е оптиìизаöии. Управëение
переãрузкаìи ny и nz осуществëяется косвенно —

÷ерез вектор управëения w.
Дëя выбора оптиìаëüной траектории äвижения

АПА преäëаãается испоëüзоватü аëãоритì коррек-
öии параìетров структуры управëения ny(t) и nz(t)
с проãнозируþщей ìоäеëüþ [2, 8, 9]. В отëи÷ие от
указанных работ в рассìатриваеìой в статüе струк-
туре управëения иìеþтся у÷астки особоãо управ-
ëения nyoc и nzoc.

В соответствии с аëãоритìоì с проãнозируþщей
ìоäеëüþ в ка÷естве критерия оптиìаëüности этой
заäа÷и выбирается функöионаë Красовскоãо [2]

J1 = J + wт wdt + wodt, (9)
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wo = (w1o w2o w3o w4o w5o)
т — оптиìаëüное зна÷е-

ние вектора управëения w;  = diag( , , ,

, ). Коэффиöиенты  опреäеëяþтся ìоäеëи-

рованиеì при отëаäке вы÷исëитеëüноãо аëãоритìа.

Ввеäение сëаãаеìых wт wdt и wodt

в исхоäный критерий оптиìаëüности (2) факти÷ески
не ìеняет требований заäа÷и, ибо по заверøении
перехоäных проöессов τ1(t), τ2(t), τ3(t), τ4(t), tf (t)

иìееì  = 0,  = 0,  = 0,  = 0,  = 0, ÷то об-

нуëяет äобавëенные сëаãаеìые.
Гаìиëüтониан вспоìоãатеëüной заäа÷и оптиìи-

заöии

H = [ψVg(nx – sinθ) + ψθ (ny – cosθ) +

+ ψϕ –V  + ψxVcosθ + ψyVsinθ + 

+ ψz(–Vcosθsinϕ) + w1 + w2 + w3 + w4 +

+ w5 + wт w + wо + Qø]l (tf, t). (10)

Вспоìоãатеëüная краевая заäа÷а состоит из систе-
ìы (8), äопоëненной уравненияìи äëя сопряженных

переìенных виäа  = – , и ãрани÷ных усëовий

äëя вектора состояния и сопряженных переìенных.
Y(tf) нахоäится из терìинаëüной ÷асти F [X(tf)] кри-

терия: ψV(tf) = ρV[V(tf) – Vf], ψθ(tf) = ρθ[θ(tf) – θf],

ψϕ(tf) = ρϕ[ϕ(tf) – ϕf], ψx(tf) = ρx[x(tf) – xf], ψy(tf) =

= ρy[y(tf) – yf], ψz(tf) = ρz[z(tf) – zf], (tf) = 0,

(tf) = 0, (tf) = 0, (tf) = 0, (tf) = 0. Зäесü

X = (V θ x y z τ1 τ2 τ3 τ4 tf)
т.

Из усëовия ìиниìуìа H по w нахоäиì опти-
ìаëüное управëение:

w1(t) = – (t); w2(t) = – (t);

w3(t) = – (t); w4(t) = – (t);

w5(t) = – (t), (11)

ãäе (t) = H(tf), ÷то сëеäует из интеãрирования по-

сëеäнеãо уравнения  = –H(t)δ(tf, t) при ãрани÷-

ноì усëовии (tf) =  = 0.

Реøение заäа÷и выбора оптиìаëüной траектории
АПА строится в соответствии с аëãоритìоì с про-
ãнозируþщей ìоäеëüþ [2, 9]. Дëя опреäеëения уп-
равëения не требуется реøатü äвухто÷е÷нуþ крае-
вуþ заäа÷у. Вы÷исëения своäятся к реøениþ äвух
заäа÷ Коøи, реøаеìых в пряìоì и обратноì вре-
ìени соответственно.

Результаты моделирования

Дëя оäноãо из вариантов на÷аëüных усëовий
(V0 = 20 ì/с, θ0 = 0, ϕ0 = 0, x0 = 0, y0 = –100 ì,
z0 = 0 ì,  = 2 c,  = 15 c,  = 2 с,  = 15 с)
и ãрани÷ных усëовий (Vf = 20 ì/с, θf = 0, ϕf = 90°,
xf = –250 ì, yf = 0 ì, zf = –100 ì) на рис. 1—3 (сì.
третüþ сторону обëожки) преäставëены резуëüтаты
÷исëенноãо ìоäеëирования управëяеìоãо äвижения
АПА по разработанноìу аëãоритìу в виäе зависи-
ìостей ny(t), nz(t), θ(t), ϕ(t), X(t). При заäанных ус-
ëовиях быëи поëу÷ены резуëüтаты: x(tf) = –249,4 ì,
y(tf) = –0,16 ì, z(tf) = –100,5 ì, θ(tf) = 0,1°, ϕ(tf) = 90,4°.

На рис. 1 преäставëены ãрафики управëения ny(t)
и nz(t). Первый ãрафик на этоì рисунке äеìонстри-
рует структуру управëения ny(t), которая преäстав-
ëяет собой ÷ереäование преäеëüноãо управëения
(nym), особоãо управëения (nyoc) и преäеëüноãо с
обратныì знакоì (–nym). В äанноì приìере nym = 1,5,
особое управëение от÷етëиво виäно на интерваëе
[1,3; 17,3] c, также ìожно отìетитü перехоäной
проöесс в окрестности перекëþ÷ений τ1 и τ2.

Графики зависиìостей θ(t) и ϕ(t) преäставëены
на рис. 2 (сì. третüþ сторону обëожки). На ãрафи-
ках также просëеживаþтся у÷астки преäеëüноãо и
особоãо управëений. Виäно, ÷то уãоë накëона тра-
ектории θ не выхоäит на оãрани÷ение θm = 30°. По-
ëу÷енные ãрафики позвоëяþт сäеëатü вывоä о вер-
ности провеäенных ìатеìати÷еских изысканий в
÷асти нахожäения анаëити÷еских зависиìостей äëя
nyoc и nzoc по форìуëаì (5) и (6) соответственно.

Поëу÷енные с испоëüзованиеì преäставëенноãо
аëãоритìа оптиìизаöии требуеìые зна÷ения уãëов
θ и ϕ поäаþтся на вхоä ПИД-реãуëятора, который
обеспе÷ивает реøение заäа÷и стабиëизаöии АПА
на оптиìаëüной траектории в äвух канаëах управ-
ëения (проäоëüноì и боковоì). Поëу÷енные зна-
÷ения откëонения руëей испоëüзуþтся в поäробной
ìатеìати÷еской ìоäеëи äвижения АПА, вкëþ÷аþ-
щей äействия всех приëоженных к АПА сиë и у÷ет
присоеäиненных ìасс, ÷то явëяется характерной осо-
бенностüþ äвижения аппаратов поä воäой [10—12].

На рис. 3 (сì. третüþ сторону обëожки) преä-
ставëен ãрафик траектории АПА. Рас÷еты показаëи,
÷то инерöионностü АПА существенно сказывается
на реаëизаöии выбранной оптиìаëüной траекто-
рии. Дëя заäанных на÷аëüных усëовий, наприìер,
откëонения в коне÷ных зна÷ениях ëинейных коор-
äинат x, y и z из поäробной иìитаöионной ìоäеëи
и из äинаìики траектории ìатериаëüной то÷ки со-
ставиëи нескоëüко ìетров.

Резуëüтаты ìоäеëирования показаëи, ÷то разра-
ботанный аëãоритì с коррекöией параìетров струк-
туры управëения позвоëяет форìироватü проãраì-
ìу изìенения зна÷ений переãрузки ny(t) и nz(t), поä
возäействиеì которой öентр ìасс АПА äвижется
по оптиìаëüной траектории, обеспе÷иваþщей выхоä
в заäаннуþ то÷ку пространства. Аëãоритì не свя-
зан с боëüøиì объеìоì вы÷исëений, поэтоìу он
приìеняется äëя обновëения этой проãраììы в те-
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кущий ìоìент вреìени. В этоì сëу÷ае он рассìат-
ривается как аëãоритì синтеза управëения ny(X, t)
и nz(X, t). Резуëüтаты иìитаöионноãо ìоäеëирова-
ния äинаìики проöесса с испоëüзованиеì разра-
ботанноãо аëãоритìа оптиìаëüноãо управëения
АПА показаëи еãо работоспособностü при изìене-
нии терìинаëüных усëовий без изìенения коэф-
фиöиентов öеëевоãо функöионаëа, ÷то позвоëяет
обеспе÷итü актуаëüное на сеãоäняøний äенü аäап-
тивное управëение АПА при изìенении усëовий
выпоëняеìой ìиссии [13].

Заключение

Разработан аëãоритì с коррекöией параìетров
структуры управëения äëя перевоäа АПА из на÷аëü-
ноãо поëожения в заäанное коне÷ное. Аëãоритì
позвоëяет форìироватü оптиìаëüное управëение
траекторией пространственноãо äвижения АПА в
теìпе äвижения, ÷то выãоäно отëи÷ает еãо от извест-
ных аëãоритìов реøения äвухто÷е÷ных краевых
заäа÷. При этоì структура аëãоритìа соäержит у÷ас-
ток особоãо управëения и существенно опреäеëя-
ется своиìи параìетраìи τ1, τ2, τ3, τ4, tf.
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Исследование 
кинематической схемы стенда 

для воспроизведения 
угловых колебаний

Введение

Микроìехани÷еские аксеëероìетры, ãироскопы
и беспëатфорìенные инерöиаëüные навиãаöион-
ные систеìы нахоäят все боëее øирокое приìене-
ние в систеìах управëения разëи÷ныìи объектаìи.
Оöенка äинаìи÷еских характеристик указанных
äат÷иков и систеì ìожет провоäитüся тоëüко на
спеöиаëизированных стенäах, воспроизвоäящих
уãëовые скорости в заäанноì äиапазоне ÷астот.

Дëя реøения заäа÷и äинаìи÷еской каëибровки
ìикроäат÷иков ìоãут бытü испоëüзованы универ-
саëüные стенäы, которые обëаäаþт как äостоинст-
ваìи, так и неäостаткаìи, связанныìи с их универ-
саëüностüþ. Так, стенäы, обëаäаþщие избыто÷ной
äëя испытания ìикроäат÷иков то÷ностüþ и функ-
öионаëüностüþ, иìеþт высокуþ стоиìостü. Кроìе
тоãо, спеöиаëизированное оборуäование, преäназна-
÷енное äëя реøения узкоãо круãа заäа÷, иìеет ëу÷-
øие характеристики по сравнениþ с ìноãофункöио-
наëüныì оборуäованиеì. В связи с этиì в ЦНИИ
"Эëектроприбор" веäутся работы по созäаниþ испы-
татеëüноãо стенäа äëя оöенки ÷астотных характе-
ристик ìикроäат÷иков и ìоäуëей на их основе при
уãëовых коëебаниях в äиапазоне äо 120 Гö.

Рассматриваются вопросы проектирования испытатель-
ного стенда, поворотная платформа которого приводится
в угловое колебательное движение путем преобразования
линейного возвратно-поступательного перемещения подвиж-
ной катушки управления электромагнитного привода. Обо-
сновывается выбор кинематической схемы стенда, приво-
дится описание функциональной схемы. Предлагается ана-
лиз влияния размеров и формы конструктивных элементов
на точностные и динамические характеристики стенда.

Ключевые слова: стенд, испытания, угловая скорость,
микромеханический датчик, динамические характеристи-
ки, калибровка, электромагнитный привод, кинематиче-
ская схема, погрешность
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Анаëиз характеристик испытатеëüных стенäов
на основе разëи÷ных конструктивных реøений по-
казаë, ÷то äëя воспроизвеäения ãарìони÷еских ко-
ëебаний öеëесообразно испоëüзование спеöиаëü-
ноãо испоëнитеëüноãо ìеханизìа.

Разработка кинеìати÷еской схеìы стенäа в пер-
вуþ о÷ереäü связана с иссëеäованиеì характерис-
тик еãо ìехани÷еской систеìы, необхоäиìыì äëя
выявëения особенностей схеìы построения стен-
äа, выбора ее оптиìаëüных параìетров и поëу÷е-
ния преäваритеëüных оöенок поãреøностей. При
провеäении анаëиза ìехани÷еской систеìы стенäа
äоëжны бытü реøены заäа÷и:
� опреäеëения критерия выбора äëины кривоøипа;
� выбора способа распоëожения катуøек управëения;
� оöенки поãреøностей, обусëовëенных схеìой

построения стенäа.
На основе иссëеäований ìоãут бытü приняты

необхоäиìые конструктивные реøения.

Выбор кинематической схемы стенда

О÷евиäно, ÷то стенä äëя иссëеäования ÷астотных
характеристик ìикроäат÷иков ìожет бытü построен
на основе разëи÷ных кинеìати÷еских схеì.

О÷евиäныì, на первый взãëяä, реøениеì заäа÷и
воспроизвеäения ãарìони÷еских уãëовых скоростей
в заäанноì спектре ÷астот явëяется испоëüзование
кëасси÷ескоãо эëектроäвиãатеëя. Основныì äосто-
инствоì схеìы с эëектроäвиãатеëеì явëяется воз-
ìожностü непосреäственноãо поëу÷ения вращатеëü-
ноãо äвижения пëатфорìы без каких-ëибо преобра-
зований. Оäнако такая схеìа построения привоäа
иìеет ряä особенностей. При синусоиäаëüноì
äвижении äвиãатеëü прохоäит äве крайние то÷ки, в
которых уãëовая скоростü равна нуëþ. По этой
при÷ине коëебатеëüный режиì работы характери-
зуется постоянныì реверсоì эëектроäвиãатеëя. О÷е-
виäно, ÷то при работе в режиìе постоянноãо из-
ìенения скорости вращения ротора от нуëевоãо äо
аìпëитуäноãо зна÷ения возникаþт боëüøие пуско-
вые токи, превыøаþщие ноìинаëüные в äесятки
раз. Такиì образоì, äëя обеспе÷ения рабо÷их теì-
пературных режиìов ëинейные разìеры поäобноãо

äвиãатеëя äоëжны бытü зна÷итеëüныìи. Указанный
режиì работы также нехарактерен и äëя поäøип-
ников. Теëа ка÷ения, функöионируþщие в режиìе
непоëноãо оборота, приобретаþт оваëüнуþ форìу,
а на äорожках образуþтся канавки.

В сëу÷ае испоëüзования коëëекторноãо äвиãате-
ëя щето÷но-коëëекторный узеë буäет поäвержен
зна÷итеëüноìу износу, а коììутаöия обìоток при-
веäет к боëüøиì пуëüсаöияì ìоìента на ваëу.

В схеìе с бескоëëекторныì эëектроäвиãатеëеì
äëя поëу÷ения синусоиäаëüноãо изìенения ìоìента
на ваëу ток в обìотках необхоäиìо изìенятü не по си-
нусоиäаëüноìу, а по ãоразäо боëее сëожноìу закону.
Это повыøает требования к эëектронике и систеìе
управëения. Кроìе тоãо, ëþбой эëектроäвиãатеëü
из-за наëи÷ия коне÷ноãо ÷исëа пар поëþсов буäет
форìироватü ìоìент на роторе äискретно, всëеäствие
÷еãо неизбежны пуëüсаöии ìоìента на ваëу.

Такиì образоì, созäание стенäа äëя воспроиз-
веäения уãëовых коëебаний связано с проектирова-
ниеì спеöиаëüной эëектри÷еской ìаøины. Сëеäует
отìетитü, ÷то схеìа построения вибростенäов, вос-
произвоäящих ëинейные коëебания в бëизкоì äиа-
пазоне ÷астот, основана на приìенении эëектроìаã-
нитной систеìы. Рассìотриì типовуþ схеìу постро-
ения эëектроäинаìи÷еских вибростенäов (рис. 1).

Вибростенä конструктивно состоит из эëектро-
ìаãнита, созäаþщеãо постоянное ìаãнитное поëе в
рабо÷еì возäуøноì зазоре, и поìещенной в неãо
обìотки управëения, выпоëненной в виäе поäвижной
катуøки управëения (КУ). В ка÷естве исто÷ника
постоянноãо ìаãнитноãо поëя ìоãут бытü испоëü-
зованы высококоэрöитивные ìаãниты из реäкозе-
ìеëüных ìетаëëов, наприìер, такие, как в øироко
известных вибростенäах неìеöкой фирìы Tira [1].

Постоянный ток, протекая по обìотке наìаãни-
÷ивания 2, созäает постоянное ìаãнитное поëе, ко-
торое, заìыкаясü ÷ерез ìаãнитопровоä 1, созäает в
рабо÷еì возäуøноì зазоре постоянное ìаãнитное
поëе. На катуøку управëения 3, поìещеннуþ в зазор
эëектроìаãнита, при протекании по ней переìен-
ноãо тока буäет возäействоватü переìенная сиëа F.
Всëеäствие этоãо пëанøайба с испытываеìыì из-
äеëиеì буäет соверøатü возвратно-поступатеëüное
äвижение.

Типовые вибростенäы преäназна÷ены äëя восп-
роизвеäения вертикаëüных и ãоризонтаëüных ëиней-
ных переìещений в äиапазоне äо нескоëüких ки-
ëоãерö, ÷то позвоëяет суäитü о высоких äинаìи÷е-
ских характеристиках их привоäа. Иäея созäания
стенäа äëя иссëеäования ÷астотных характеристик
ìикроäат÷иков закëþ÷ается в преобразовании
осевых возвратно-поступатеëüных äвижений поä-
вижной катуøки управëения эëектроìаãнитноãо
привоäа в уãëовые коëебатеëüные äвижения пëат-
форìы [2, 3]. Анаëоãи÷ная схеìа быëа опробована
ранее на ìакете стенäа [4], оäнако ее рас÷еты и те-
орети÷еское обоснование провеäены не быëи.

В отëи÷ие от типовоãо вибростенäа в разрабаты-
ваеìой схеìе преäëаãается испоëüзоватü äва эëек-

Рис. 1. Трехмерная модель электродинамического вибростенда:
1 — ìаãнитопровоä; 2 — катуøка наìаãни÷ивания; 3 — поä-
вижная катуøка управëения; 4 — пëанøайба



Мехатроника, автоматизация, управление, № 9, 2012 63

троìаãнитных привоäа. Это öеëесообразно с то÷ки
зрения повыøения ìоìента на ваëу пëатфорìы.
Кроìе тоãо, систеìа из äвух привоäов коìпенси-
рует поãреøности, вызванные конструктивныìи
особенностяìи кажäоãо из них. На рис. 2 преäëо-
жены возìожные варианты схеì построения стенäа
при испоëüзовании эëектроìаãнитов с разëи÷ной
конфиãураöией ìаãнитопровоäа [5].

О÷евиäно, ÷то äëя воспроизвеäения уãëовых ко-
ëебаний с поìощüþ эëектроìаãнитноãо привоäа сëе-
äует преобразоватü возвратно-поступатеëüные коëе-
бания в уãëовые. При этоì возникает необхоäиìостü
в приìенении øарнира (рис. 2, а), который ìожет
оказатü вëияние на äинаìи÷еские характеристики
стенäа. Искëþ÷ение из кинеìати÷еской схеìы øар-
нира повëе÷ет увеëи÷ение возäуøных зазоров в по-
стоянных эëектроìаãнитах (рис. 2, б) ëибо приìе-
нение вìесто öиëинäри÷еских катуøек и ìаãнито-
провоäа указанных эëеìентов тороиäаëüной форìы
(рис. 2, в). Сëеäует отìетитü, ÷то приìенение схеìы,
преäëоженной на рис. 2, б, привеäет к неравноìер-
ности распреäеëения инäукöии в зазоре в связи
с искривëениеì сиëовых ëиний поëя и к функöи-
онаëüной зависиìости осевой составëяþщей эëек-
троìаãнитной сиëы от уãëа поворота пëатфорìы.
Это, в своþ о÷ереäü, внесет неëинейностü в закон
управëения.

Разработка стенäа по схеìе на рис. 2, в усëожня-
ется необхоäиìостüþ изãотовëения ìаãнитопровоäа
тороиäаëüной форìы из сортовой стаëи. Проöесс на-
бора ìаãнитопровоäа из изоëированных тонких пëас-
тин эëектротехни÷еской стаëи в форìе сектора торо-
иäа также привеäет к усëожнениþ конструкöии и
проöесса наìотки; кроìе тоãо, это не техноëоãи÷но.

Такиì образоì, наибоëее öеëесообразныì преä-
ставëяется построение стенäа по схеìе, преäëо-
женной на рис. 2, а.

На основе преäëоженной кинеìати÷еской схеìы
стенäа сфорìируеì еãо функöионаëüнуþ схеìу и
опреäеëиì состав основных эëеìентов. Функöио-
наëüная схеìа стенäа привеäена на рис. 3. Стенä
состоит из испоëнитеëüноãо ìеханизìа и эëектрон-
ноãо бëока.

Испоëнитеëüный ìеханизì преäназна÷ен äëя
воспроизвеäения ëинейных возвратно-поступатеëü-
ных переìещений и преобразования их в уãëовые
коëебания анаëоãи÷но кривоøипно-øатунноìу ìе-
ханизìу. Возвратно-поступатеëüные переìещения
øатуна реаëизуþтся с поìощüþ äвух жестко закреп-
ëенных на основании постоянных эëектроìаãнитов
иäенти÷ной конструкöии и äвух катуøек управëе-
ния. Маãнитопровоäы эëектроìаãнитов äоëжны
иìетü коëüöевой возäуøный зазор, в котороì ìоãут
бытü разìещены катуøки управëения, конструк-
тивно связанные ìежäу собой еäиныì øатуноì,
соеäиненныì с основаниеì посреäствоì ëинейной
направëяþщей. На øатуне ìожет бытü разìещен

Рис. 2. Схемы построения стенда:
а — с øарнироì; б — с увеëи÷енныì возäуøныì зазороì; в — с тороиäаëüныìи катуøкаìи,
ãäе 1 — поворотная пëатфорìа; 2 — эëектроìаãнит; 3 — катуøка управëения; 4 — øарнир

Рис. 3. Функциональная схема испытательного стенда:
1 — поворотная пëатфорìа; 2 — øатун; 3 — ëинейная направ-
ëяþщая; 4 — катуøка управëения; 5 — эëектроìаãнитный при-
воä; 6 — øарнир; 7 — äат÷ик уãëа поворота пëатфорìы; 8 —
ЭВМ; 9 — усиëитеëü ìощности
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кронøтейн, преäназна÷енный äëя установки ëи-
нейных аксеëероìетров. Возвратно-поступатеëüные
коëебания øатуна преäпоëаãается преобразовы-
ватü в уãëовые коëебания пëатфорìы ÷ерез криво-
øип посреäствоì äвухстепенноãо øарнира. Дат÷ик
уãëа поворота пëатфорìы äоëжен бытü разìещен
на ваëу пëатфорìы соосно с ней.

К основныì эëеìентаì эëектронноãо бëока от-
носятся äат÷ик уãëа поворота пëатфорìы, ЭВМ с
установëенной проãраììой управëения, усиëитеëü
ìощности КУ. В разрабатываеìой схеìе реаëизу-
ется кëасси÷еская отриöатеëüная обратная связü
по уãëовоìу поëожениþ пëатфорìы.

Соãëасно преäëаãаеìой схеìе уãоë поворота пëат-
форìы конструктивно не фиксирован и ìожет из-
ìенятüся в зависиìости от ÷астоты в öеëях обес-
пе÷ения постоянства аìпëитуäы уãëовой скорости.
В связи с этиì стенä, построенный по преäëожен-
ной схеìе, способен воспроизвоäитü уãëовуþ ско-
ростü фиксированной аìпëитуäы в заäанноì äиа-
пазоне ÷астот.

Исследование влияния размеров и формы 
конструктивных элементов на характеристики стенда

Рассìотриì заäа÷у выбора äëины кривоøипа,
опреäеëяþщей расстояние ìежäу осüþ øатуна и
öентроì вращения пëатфорìы, при усëовии äости-
жения наиëу÷øих ìоìентных характеристик стенäа.

О÷евиäно, ÷то в öеëях снижения энерãозатрат,
необхоäиìых äëя äостижения требуеìых параìет-
ров воспроизвоäиìой уãëовой скорости, ìоìент
инерöии поäвижной ÷асти стенäа äоëжен бытü ìи-
ниìаëüныì. В преäëаãаеìой схеìе ìоìент инер-
öии поäвижной ÷асти нахоäится в кваäрати÷ной
зависиìости от ìежосевоãо расстояния, при÷еì
ìоìент привоäа зависит от ìежосевоãо расстояния
пряìо пропорöионаëüно. В связи с этиì при увеëи-
÷ении ìежосевоãо расстояния ìоìент сиë инерöии
буäет расти боëее интенсивно, ÷еì ìоìент, созäа-
ваеìый эëектроìаãнитныì привоäоì на оси пëат-
форìы. О÷евиäно, ÷то требуеìые äинаìи÷еские
характеристики обеспе÷иваþтся тоëüко в сëу÷ае,
есëи зна÷ение ìоìента привоäа превыøает ìоìент
сиë инерöии. Такиì образоì, ìоìентные характе-
ристики стенäа теì ëу÷øе, ÷еì ìенüøе ìежосевое
расстояние ìежäу øатуноì и пëатфорìой.

О÷евиäно, ÷то в реаëüной конструкöии ìини-
ìаëüная äëина кривоøипа опреäеëяется, в первуþ
о÷ереäü, конструктивныìи оãрани÷енияìи, обус-
ëовëенныìи разìераìи и взаиìныì распоëожени-
еì эëеìентов. Ввиäу этоãо äëина кривоøипа вы-
бирается ìиниìаëüно возìожной при äействуþ-
щих конструктивных оãрани÷ениях.

На сиëовые характеристики, ка÷ество и уäобство
управëения переìещениеì КУ вëияет ее äëина и
способ распоëожения относитеëüно поëþса.

Cиëа эëектроìаãнитноãо привоäа изìеняется
во вреìени пропорöионаëüно сиëе тока в КУ:

F = Bi(t)L, (1)

ãäе B — среäнее зна÷ение инäукöии постоянноãо ìаã-
нитноãо поëя в зазоре эëектроìаãнита; i(t) — ìãно-
венное зна÷ение сиëы тока в КУ; L — äëина провоäа
КУ, нахоäящаяся в постоянноì ìаãнитноì поëе.

Из (1) сëеäует, ÷то наибоëее простой виä закон
управëения äвижениеì øатуна буäет иìетü в сëу÷ае
пропорöионаëüной зависиìости сиëы привоäа от
сиëы тока в КУ. Оäнако спеöифика ëинейноãо пе-
реìещения обусëовëивает некоторые конструктив-
ные особенности. В сëу÷ае испоëüзования катуøки
с äëиной обìото÷ноãо окна, равной äëине поëþса а
(рис. 4), при äвижении øатуна с КУ на расстояние с
÷астü ее витков буäет выхоäитü за преäеëы сиëовых
ëиний поëя, созäаваеìоãо постоянныì эëектро-
ìаãнитоì. Всëеäствие этоãо сиëа привоäа буäет не-
ëинейно изìенятüся за периоä коëебаний. Поэто-
ìу äëина и относитеëüное распоëожение КУ äоëжны
бытü такиìи, ÷тобы при ее переìещении вäоëü оси
эëектроìаãнита äëина провоäа, нахоäящаяся в пре-
äеëах поëþса øириной а, оставаëасü неизìенной.

Это требование ìожет бытü выпоëнено путеì
увеëи÷ения äëины КУ на веëи÷ину 2с (рис. 4).

В резуëüтате требуеìая äëина КУ b скëаäывает-
ся из øирины поëþса эëектроìаãнита а и уäвоен-
ноãо расстояния с:

b = a + 2c.

Поäобное распоëожение КУ обеспе÷ивает пос-
тоянство коэффиöиента L в (1). Такиì образоì,
обеспе÷ивается ëинейная зависиìостü сиëы при-
воäа от сиëы тока в КУ, ÷то упрощает закон управ-
ëения äвижениеì øатуна.

Рис. 4. Схема расположения КУ в воздушном зазоре

Рис. 5. Схема подвижной части
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Расстояние с, в своþ о÷ереäü, зависит от ìежосе-
воãо расстояния øатуна и пëатфорìы. Из схеìы,
преäставëенной на рис. 5, сëеäует, ÷то äëя поворота
пëатфорìы на уãоë ±ϕ øатун äоëжен откëонитüся
от нуëевоãо поëожения на расстояние ±с. При этоì
äëя откëонения пëатфорìы на заäанный уãоë ϕ
при увеëи÷ении ìежосевоãо расстояния l увеëи÷и-
вается расстояние с. Так как äëя созäания сиëы
привоäа испоëüзуется тоëüко ÷астü КУ, нахоäя-
щаяся в преäеëах поëþса øириной а, ÷астü КУ, на-
хоäящаяся вне еãо преäеëов, преäставëяет собой
äопоëнитеëüнуþ инерöионнуþ ìассу. О÷евиäно, ÷то
при увеëи÷ении ìежосевоãо расстояния äëина ка-
туøки, выхоäящая за преäеëы поëþса, возрастет.
Такиì образоì, увеëи÷ение ìежосевоãо расстоя-
ния l привоäит к увеëи÷ениþ ìассы КУ и ухуäøе-
ниþ ìоìентных характеристик стенäа.

Дëя снижения ìоìента инерöии поäвижной
÷асти стенäа постоянство äëины провоäа (коэффи-
öиента L) ìожет бытü обеспе÷ено путеì увеëи÷е-
ния øирины поëþса относитеëüно äëины КУ на
веëи÷ину 2с (рис. 6). В такоì сëу÷ае ìасса КУ
уìенüøается за с÷ет ее распоëожения в преäеëах
поëþса эëектроìаãнита. Вся КУ испоëüзуется äëя
созäания сиëы, ÷то энерãети÷ески выãоäно.

В äанной схеìе при изìенении ìежосевоãо рас-
стояния преäставëяется возìожныì пропорöионаëü-
ное изìенение øирины поëþса. При этоì, в отëи-
÷ие от первой схеìы, äëина КУ и ее ìасса изìе-
нятüся не буäут. Это öеëесообразно с то÷ки зрения
уìенüøения ìоìента инерöии. Оäнако при увеëи-
÷ении øирины поëþса снижается сопротивëение
возäуøноãо зазора, ìаãнитный поток увеëи÷ивает-
ся и ìаãнитопровоä вхоäит в насыщение. По этой
при÷ине КУ не ìожет иìетü боëüøуþ äëину. Сиëы
эëектроìаãнитноãо привоäа с КУ ìаëой äëины не-
äостато÷но äëя обеспе÷ения требуеìых ìоìентных
характеристик. Такиì образоì, в разрабатываеìоì
привоäе преäëожено испоëüзоватü КУ, выхоäящуþ
за преäеëы поëþса ìаãнитопровоäа.

Оценка погрешностей, 
обусловленных схемой построения стенда

Иссëеäования кинеìати÷еской схеìы стенäа не-
обхоäиìы äëя обоснования возìожности воспроиз-
веäения ãарìони÷ескоãо сиãнаëа и поëу÷ения оöенки
поãреøности. Поä кинеìати÷еской поãреøностüþ
пониìается поãреøностü преобразования закона
äвижения øатуна, обусëовëенная схеìой постро-
ения стенäа, а иìенно, спеöификой преобразова-
ния ëинейноãо äвижения в уãëовое.

В преäëаãаеìой схеìе при преобразовании ëи-
нейноãо возвратно-поступатеëüноãо ãарìони÷ескоãо
äвижения øатуна коëебатеëüное äвижение пëат-
форìы не буäет ãарìони÷ескиì. На рис. 7 преäстав-
ëена упрощенная кинеìати÷еская схеìа стенäа.

Из рисунка виäно, ÷то ϕ = arctg .

Такиì образоì, ãарìони÷еское äвижение øату-
на не ìожет бытü преобразовано в ãарìони÷еское

äвижение пëатфорìы äаже теорети÷ески. Оäнако
при ìаëых уãëах ϕ, наприìер при ϕ m 5°, зависи-
ìостü танãенса от уãëа носит ëинейный характер.
Такиì образоì, äëя ìаëых ϕ ìожно записатü:

tgϕ ≈ ϕ ⇒ ϕ ≈ .

Из посëеäнеãо выражения виäно, ÷то ìакси-
ìаëüная относитеëüная поãреøностü преобразова-
ния при уãëе поворота пëатфорìы 5° не превыøает
0,26 %. Такиì образоì, при ìаëых уãëах коëебаний
ëинейное äвижение øатуна преобразуется в уãëо-
вое с пренебрежиìо ìаëыìи поãреøностяìи.

К äруãиì особенностяì разрабатываеìой схеìы
относятся зависиìостü ìоìента привоäа от уãëа

c

l 
---

c

l 
---

Рис. 8. Схема движения платформы:
а — нуëевое поëожение; б — откëонение на уãоë ϕ

Рис. 7. Упрощенная кинематическая схема

Рис. 6. Схема расположения КУ в пределах полюса
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поворота. Рассìотриì ÷астü конструкöии стенäа,
состоящуþ из кривоøипа и øарнира (рис. 8). Мо-
ìент М, созäаваеìый сиëой F на пëе÷е h относи-
теëüно то÷ки 0, вы÷исëяется по форìуëе

М = Flcosϕ.

При этоì ìаксиìаëüный ìоìент буäет при на-
÷аëüноì поëожении пëатфорìы (рис. 8, а).

При откëонении на уãоë ϕ (рис. 8, б) ìоìент М
уìенüøится из-за уìенüøения cosϕ. Зависиìостü
ìоìента от уãëа поворота привеäет к откëонениþ
закона äвижения от ãарìони÷ескоãо и к поãреø-
ности воспроизвеäения уãëовой скорости. При от-
кëонении пëатфорìы на уãоë ϕ = 5° ìоìент уìенü-
øается на 0,38 %, ÷то явëяется äопустиìыì.

Заключение

В резуëüтате провеäенных иссëеäований ìехани-
÷еской систеìы ìожно сäеëатü вывоäы о тоì, ÷то:
� при уìенüøении äëины кривоøипа ìоìентные

характеристики уëу÷øаþтся. Миниìаëüная äëи-
на опреäеëяется исхоäя из конструктивных оã-
рани÷ений;

� в конструкöии привоäа öеëесообразно испоëü-
зоватü катуøку управëения, выхоäящуþ за пре-
äеëы поëþса;

� суììарная относитеëüная поãреøностü воспро-
извеäения уãëовых коëебаний, обусëовëенная
схеìой построения стенäа, не превыøает 1 %.
Указанные иссëеäования äаþт пониìание о прин-

öипе построения кинеìати÷еской схеìы стенäа, но
не позвоëяþт суäитü о структуре систеìы управëе-
ния и о то÷ности систеìы в öеëоì. Эти вопросы
засëуживаþт отäеëüноãо рассìотрения при äаëü-
нейøей разработке стенäа.
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Гироскопический тренажер 

с переменным кинетическим 

моментом: автоматизированный 

анализ и управление

Введение и постановка задач

Гироскопи÷еский тренажер, показанный на
рис. 1, преäставëяет собой äвухстепенной ãирос-
коп с быстровращаþщиìся ротороì [1—7]. Конст-
рукöия тренажера такова, ÷то внутреннее коëüöо 2
вìесте с ротороì 1, ìожет повора÷иватüся на не-
оãрани÷енный уãоë α относитеëüно корпуса 3.

Корпус 3 со всеìи эëеìентаìи поìещается в руке
восстанавëиваþщеãо äвиãатеëüные функöии руки
паöиента иëи тренируþщеãося спортсìена.

Ротору 1 ãироскопа приäаþт на÷аëüное враще-
ние (вру÷нуþ иëи с поìощüþ наìатываеìой на ро-
тор ëески) с уãëовой скоростüþ Ω0 = .

Даëее вызываþт круãовыìи коëебатеëüныìи äви-
женияìи руки (управëяþщее возäействие) опреäе-
ëенной аìпëитуäы и ÷астоты вокруã оси 0ξ враще-
ние внутреннеãо коëüöа 2 ãироскопа вìесте с ро-
тороì 1 по уãëу α с уãëовой скоростüþ . При
опреäеëенных характеристиках (аìпëитуäа и ÷ас-
тота) такоãо управëяþщеãо возäействия ìожно äо-
битüся возрастания уãëовой скорости Ω вращения
ротора, т. е. увеëи÷ения кинети÷ескоãо ìоìента.

Такиì образоì, принцип действия ãироскопи÷е-
скоãо тренажера закëþ÷ается в тоì, ÷то взаиìно
перпенäикуëярные векторы переносной уãëовой
скорости  и кинети÷ескоãо ìоìента H ротора ãи-
роскопа созäаþт приëоженный к руке ãироскопи-

Построена и исследована нелинейная математическая
модель специализированного гироскопического тренажера
для рук, применяемого в медицинской и спортивной прак-
тике. Разработано поддерживающее программное обеспе-
чение. На основе аналитического и автоматизированного
численного анализа полученных динамических уравнений
движения осуществлен выбор параметров тренажера и не-
обходимых управляющих воздействий, обеспечивающих су-
щественное увеличение его переменного кинетического мо-
мента. Выработаны практические рекомендации по управ-
лению тренажером.

Ключевые слова: гироскопический тренажер с перемен-
ным кинетическим моментом, математическая модель,
программное обеспечение, автоматизированный анализ,
управляющие воздействия
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÷еский ìоìент, а зна÷ит, и ãи-
роскопи÷еские сиëы реакöии.
При этоì тренируþщийся äоë-
жен приëожитü опреäеëенные
äинаìи÷еские усиëия, ÷тобы
уäержатü тренажер в руке.

Главная особенность рассìат-
риваеìоãо устройства — это
возìожностü существенного
увеличения на÷аëüной уãëовой
скорости собственноãо враще-
ния ãироскопа (и, теì саìыì,
возрастания еãо кинети÷еско-
ãо ìоìента и äинаìи÷ескоãо
ãироскопи÷ескоãо ìоìента) за
с÷ет управëяþщеãо возäействия руки, в которой
поìещается тренажер.

Наприìер, ìожно прибëиженно оöенитü ãирос-
копи÷еские сиëы F, приëоженные к руке, и найти,
во скоëüко раз они боëüøе веса тренажера, при
сëеäуþщих исхоäных äанных: Ω = 2100 с–1; раäиус
инерöии ротора i = 0,02 ì; ìасса ротора ãироскопа
m = 0,25 кã и приìерно равна ìассе всеãо тренажера.
Диаìетр тренажера, поìещаеìоãо в руку, D = 0,07 ì.
Уãëовая скоростü  = 10 с–1, g ≈ 10 ì/с2. Ответ по-
ëу÷ается посëе приравнивания ãироскопи÷ескоãо
ìоìента и ìоìента внеøних сиë: F = mi2Ω /D =
= 30 Н, ÷то в 12 раз (F/mg = 12) превыøает собст-
венный вес тренажера.

В приëаãаеìоì к реаëüноìу тренажеру руковоä-
стве отсутствуþт практи÷еские рекоìенäаöии по
способаì äопоëнитеëüной раскрутки ротора от на-
÷аëüной уãëовой скорости.

Дëя теорети÷еской и практи÷еской разработки
и боëее то÷ноãо пониìания функöионирования
ãироскопи÷ескоãо тренажера, а также анаëиза вëия-
ния на еãо работу конструктивных параìетров и
управëяþщих возäействий, преäставëяется важ-
ныì реøение сëеäуþщих заäа÷:

1) построение и автоìатизированное иссëеäова-
ние еãо ìатеìати÷еской ìоäеëи в виäе неëинейных
äинаìи÷еских уравнений äвижения с у÷етоì уп-
равëяþщих возäействий.

2) выбор параìетров тренажера и управëяþщих
возäействий на основе анаëити÷ескоãо и ÷исëен-
ноãо анаëиза поëу÷енных уравнений.

Поäхоäы к такиì заäа÷аì иìеþтся в теории ãиро-
скопов [1—7]. Оäнако рассìатриваеìый ãироскопи-
÷еский тренажер иìеет существенные особенности
как неëинейная возìущаеìая äинаìи÷еская систеìа.
Поэтоìу необхоäиìо провеäение иссëеäований.

Математическая модель

Систеìа коорäинат 0xyz, связанная с внутренниì
коëüöоì 1, — сопутствуþщая (рис. 1). Систеìа ко-
орäинат 0ξηζ связана с инерöиаëüныì пространст-
воì (усëовно непоäвижная). Обобщенные коорäина-
ты — уãоë α поворота внутреннеãо коëüöа 2 отно-
ситеëüно корпуса и уãоë γ собственноãо вращения
ротора,  = Ω(t). Систеìа иìеет äве степени свобоäы.

Заäаваеìая уãëовая скоростü круãовых коëебаний
и уãоë поворота корпуса 3 в руке (управëяþщее
возäействие) соответственно равны

ωξ =  = (ω0 – kΩ)cospt, ϕξ = – sin pt, (1)

ãäе ω0, ω0/p — аìпëитуäы ãарìони÷ескоãо управ-
ëяþщеãо возäействия за с÷ет уãëовой скорости и
уãëа поворота вокруã оси ξ; p — ÷астота коëебаний;
k — заäаваеìый коэффиöиент пропорöионаëüности.

В кинеìати÷еских соотноøениях (1) аìпëитуäа
заäаваеìой уãëовой скорости ìожет изìенятüся про-
порöионаëüно уãëовой скорости  = Ω(t) ротора
(k ≠ 0) иëи бытü постоянной (k = 0).

Неëинейные äифференöиаëüные уравнения äви-
жения ãироскопи÷ескоãо тренажера, поëу÷енные
на основе уравнений Лаãранжа 2-ãо роäа (посëе на-
хожäения кинети÷еской энерãии систеìы и обоб-
щенных сиë и приìенения форìаëизìа Лаãранжа
[7]), приìут виä

C  + μα  + D sinαcosα + B1 ωξcosα = –MTα;(2)

B1  + μγ  – B1 sinα – B1ωξ cosα = –MTγ, (3)

ãäе C = A1 + C2; D = A1 + A2 + A3 – B1 – B2 – B3;
A1 = C1, B1 — ìоìенты инерöии ротора 1 относи-
теëüно x, y, z; A2, B2, C2 — ìоìенты инерöии внут-
реннеãо коëüöа 2 с ãрузикоì относитеëüно x, y, z;
A3, B3 — ìоìенты инерöии корпуса 3 относитеëüно
x, y; μα — коэффиöиент вязкоãо äеìпфирования
ìежäу коëüöоì 2 и корпусоì 3; μγ — коэффиöиент
вязкоãо äеìпфирования ìежäу ротороì 1 и коëü-
öоì 2; MTα = MTα0sign  — ìоìент сиë сухоãо трения
ìежäу коëüöоì 2 и корпусоì 3; MTγ = MTγ0sign  —
ìоìент сиë сухоãо трения ìежäу ротороì 1 и коëü-
öоì 2; B1 (t) = H(t) — переìенный кинети÷еский
ìоìент ротора.

Анализ полученных уравнений движения (1)—(3)

Основная особенностü поëу÷енных уравнений —
это зависиìостü уãëовой скорости собственноãо
вращения, а зна÷ит, и кинети÷ескоãо ìоìента ро-
тора от вреìени. Еще оäна особенностü — наëи÷ие
вязкоãо трения ìежäу коëüöоì 2 и корпусоì 3.
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Рис. 1. Элементы конструкции, кинематическая схема и системы координат гироскопиче-
ского тренажера:
1 — ротор; 2 — внутреннее коëüöо с ãрузикоì; 3 — корпус
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Поëу÷иì и иссëеäуеì нелинейные уравнения äви-
жения ãироскопи÷ескоãо тренажера äëя сëу÷ая
равных нуëþ ìоìентов сиë сухоãо трения MTα =
= MTγ = 0, ìоìентов сиë вязкоãо трения μγ = 0 по
оси ротора и k = 0.

Уравнения äвижения (2), (3) приìут виä

C  + μα  + D sinαcosα + B1 ωξcosα = 0; (4)

 = d(ωξsinα)/dt = sinα + ωξ cosα. (5)

Из уравнения (5) виäно, ÷то возникаþщий за
с÷ет круãовых коëебаний корпуса тренажера с за-
äанной аìпëитуäой и ÷астотой ωξ =  = ω0cospt,
ϕξ = –(ω0/p)sinpt привеäенный ìоìент сиë инер-
öии вызывает уãëовое ускорение  собственноãо
вращения ротора. Это ускорение теì боëüøе, ÷еì
боëüøе уãëовая скоростü  внутреннеãо коëüöа 2.

Теперü становится понятныì возìожное возраста-
ние уãëовой скорости собственноãо вращения ротора
за с÷ет вынужäаþщих круãовых коëебаний корпуса.

Поëу÷енный резуëüтат поäтвержäается экспери-
ìентоì с реаëüныì тренажероì. Посëе соверøе-
ния вращатеëüных коëебаний с опреäеëенной аìп-
ëитуäой и ÷астотой в те÷ение опреäеëенноãо отрез-
ка вреìени (поряäка нескоëüких äесятков секунä)
уãëовая скоростü вращения ротора на÷инает возрас-
татü от на÷аëüноãо зна÷ения приìерно в 4...7 раз.

Проинтеãрируеì (5) при на÷аëüных усëовиях
α(0) = α0 = 0, (0) =  и поäставиì в уравнение
(4) поëу÷енное выражение äëя уãëовой скорости :

C  + μα  + D1 sinαcosα + B1 ωξcosα = 0; (6)

 =  + ωξsinα, (7)

ãäе D1 = A1 + A2 + A3 – B2 – B3.

Из уравнений (6), (7) виäно, ÷то важныì пара-
ìетроì явëяется ненуëевая на÷аëüная уãëовая ско-
ростü собственноãо вращения ротора . Без нее в
на÷аëüный ìоìент ãироскопи÷еский ìоìент от-
сутствует, и ãироскоп в äаëüнейøеì раскрутитü не-
возìожно. Важныì параìетроì также ìожет ока-
затüся разностü ìоìентов инерöии в выражении
äëя D1. Дëя заäанной установки этой разности на
коëüöе 2 иìеется ãрузик опреäеëенной ìассы.

С у÷етоì ωξ = ω0cospt поëу÷иì из уравнения (6)
неëинейное уравнение с переìенныìи коэффиöи-
ентаìи:

C  + μα  + 0,5D1 (1 + cos2pt)sinαcosα +

+ B1 ω0cosptcosα = 0. (8)

Дëя ìаëых уãëов α буäеì иìетü неоäнороäное
уравнение типа уравнения Матüе:

C  + μα  + 0,5D1 (1 + cos2pt)α +

+ B1 ω0cospt = 0. (9)

Известно [5], ÷то в таких уравнениях ìожет
иìетü ìесто параìетри÷еский резонанс при усëовии
p = ω0 . При этоì трение иãрает сущест-
веннуþ роëü, обусëовëивая ìиниìаëüное зна÷ение
аìпëитуäы коëебаний за с÷ет соответствуþщеãо
äвижения руки с тренажероì, при котороì возни-
кает параìетри÷еский резонанс. В траäиöионных
ãироскопи÷еских систеìах коëебания, при наëи-
÷ии трения и неëинейных эффектов, äостиãаþт
ëиøü коне÷ной аìпëитуäы.

Провеäеì в соответствии с работаìи [5—7] анаëиз
нелинейной динамики поëу÷енных уравнений.

Преäставиì неëинейные уравнения (4), (5) в
форìе Коøи с у÷етоì выражения ωξ = ω0cospt и
на÷аëüных усëовий α0 = 0,  = Ω0:

(10)

ãäе α, ψ, γ, z — фазовые переìенные систеìы; μα,

C, B1, D1, Ω0, ω0, p — параìетры систеìы.

Приравняеì правые ÷асти систеìы (10) нуëþ и
поëу÷иì систеìу аëãебраи÷еских уравнений äëя
опреäеëения стаöионарных (непоäвижных) то÷ек:
ψ = 0, (B1 – D1)sin2α = 0, p = 0.

Поскоëüку B1 – D1 = –D ≠ 0, то поëу÷иì ста-
öионарные то÷ки систеìы:

α* = πn/2, n ∈ Z, ψ* = 0, z* = 0. (11)

Составëяя ìатриöу устой÷ивости äëя ëинеари-
зованной в окрестностях непоäвижных то÷ек (11)
систеìы (10), поëу÷иì на ее основе характеристи-
÷еское уравнение ëинеаризованной систеìы:

λ2 + λ + cos2α* – sinα* = 0. (12)

Анаëиз усëовий устой÷ивости по Гурвиöу ха-
рактеристи÷ескоãо уравнения (12) ëинеаризован-
ной в окрестности стаöионарных то÷ек исхоäной
неëинейной систеìы (10) показывает сëеäуþщее.

1. При α* = 0 уравнение (12) приниìает виä

λ2 + λ +  = 0. (13)

Усëовия устой÷ивости по Гурвиöу выпоëняþтся,
есëи иìеется вязкое сопротивëение μα > 0 и разностü
ìоìентов инерöии D1 = A1 + A2 + A3 – B2 – B3 > 0.

При выпоëнении этих усëовий состояние рав-
новесия — устойчивый фокус. Стаöионарной то÷ке
α* = 0 соответствует поëожение оси кинети÷ескоãо
ìоìента ãироскопа, перпенäикуëярное вектору
вынужäаþщей уãëовой скорости ωξ коëебатеëüно-
ãо вращатеëüноãо äвижения тренажера.
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2. При α* = π/2 уравнение (12) приниìает виä

λ2 + λ –  –  = 0. (14)

Поëаãаеì –D1ω0 – B1Ω0 < 0. Тоãäа все корни
äействитеëüные, и оäин коренü боëüøе нуëя. Это-
ìу корнþ соответствует состояние равновесия —
неустойчивый узел. Стаöионарной то÷ке α* = π/2
соответствует поëожение оси кинети÷ескоãо ìо-
ìента ãироскопа, совпаäаþщее по направëениþ с
вектороì вынужäаþщей уãëовой скорости ωξ.

Такиì образоì, при α* = π/2 поëожение равно-
весия неустойчиво при всех параìетрах систеìы.

3. При α* = –π/2 уравнение (12) приниìает виä

λ2 + λ –  +  = 0. (15)

В этоì сëу÷ае устой÷ивостü иëи неустой÷ивостü
зависит от знака свобоäноãо ÷ëена в (15), т. е. от
со÷етания параìетров систеìы.

При |n| > 1 в (11) повторяется какой-ëибо из рас-
сìотренных сëу÷аев.

Провеäенный анаëиз ëинеаризованной систе-
ìы позвоëяет сäеëатü äва основных вывоäа: 
� äëя устой÷ивой работы систеìы äоëжно иìетü

ìесто вязкое сопротивление ìежäу внутренниì
коëüöоì 2 и корпусоì 3 тренажера; 

� при опреäеëенных со÷етаниях параìетров сис-
теìы рассìатриваеìоãо ãироскопи÷ескоãо тре-
нажера в ней теорети÷ески возìожно возникно-
вение феномена детерминированного хаоса.
Необхоäиìые усëовия возникновения этоãо фе-

ноìена выпоëняþтся [6, 7]: систеìа (10) явëяется
существенно неëинейной в сиëу произвоëüности
уãëа α поворота внутреннеãо коëüöа относитеëüно
корпуса, управëяþщее возäействие носит пери-
оäи÷еский характер, и разìерностü систеìы N > 3.

Компьютерные эксперименты
и анализ полученных результатов

Дëя выяснения поëной картины повеäения ãиро-
скопи÷ескоãо тренажера необхоäиìо ÷исëенно ин-
теãрироватü систеìу неëинейных уравнений (2), (3)
с у÷етоì управëяþщеãо возäействия (1).

Поëу÷енные же анаëити÷еские оöенки поìоãаþт
в выборе исхоäных параìетров ãироскопи÷ескоãо
тренажера:
� общая ìасса m = 0,26 кã; ìасса ротора 1 m1 = 0,2 кã;

ìасса коëüöа 2 m2 = 0,03 кã; ìасса корпуса 3
m3 = 0,03 кã;

� раäиус инерöии r1 = 0,02 ì и äëина ротора 1 h1 =
= 0,025 ì;

� раäиус инерöии коëüöа 2 с ãрузикоì r2 = 0,025 ì;
� раäиус ãрузика r2ã = 0,0125 ì;
� раäиус инерöии сфери÷ескоãо корпуса 3 r3 = 0,035 ì;
� μα = 0,00004 Н•ì•с; μγ = 0; MTα0 = 0; MTγ0 = 0;

k = 0...0,1.

На÷аëüные усëовия t = 0,  = Ω0 = 200 с–1, α0 =
= γ0 = 0,  = 0.

Дëя автоìатизаöии иссëеäований, а иìенно, ÷ис-
ëенноãо интеãрирования неëинейной систеìы урав-
нений (1)—(3) и визуаëизаöии äвижения тренажера,
управëяþщих возäействий и поëу÷енных резуëüта-
тов разработан спеöиаëизированный проãраìì-
ный коìпëекс "Powerball".

Диаëоãовые окна проãраììноãо коìпëекса äëя
автоìатизированных рас÷етов и визуаëизаöии äи-
наìи÷еских проöессов показаны на рис. 2 (сì. вто-
руþ сторону обëожки).

На рис. 3 показаны резуëüтаты ÷исëенноãо ин-
теãрирования неëинейных уравнений äвижения
(2)—(3) при неаäаптивноì (коëебатеëüное äвиже-
ние руки с постоянной аìпëитуäой ω0) ãарìони-
÷ескоì управëяþщеì возäействии (1):

ωξ = ω0cospt, ϕξ = –(ω0/p)sinpt,

ãäе k = 0; аìпëитуäа коëебаний уãëовой скорости
ω0 = 35 с–1; ÷астота p = 35 с–1; аìпëитуäа коëебаний
по уãëу ϕξ равна ω0/p = 1 раä.

При выбранных параìетрах тренажера и управ-
ëяþщеãо неаäаптивноãо возäействия возìожно суще-
ственное (приìерно в øестü раз по äанныì ìоäеëи-
рования) увеëи÷ение кинети÷ескоãо ìоìента ротора.

Уãëовая скоростü вращения ротора  = Ω при
постоянной аìпëитуäе управëяþщеãо возäействия
увеëи÷ивается прибëизитеëüно по экспоненöиаëü-
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вого движения гироскопического тренажера при неадаптивном
воздействии wx = w0cospt
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ноìу закону за коне÷ный проìежуток вреìени.
При этоì основной рост уãëовой скорости враще-
ния  = Ω ротора ãироскопа при рассìотренных
параìетрах тренажера на÷инается приìерно с 40-й
секунäы, коãäа существенно увеëи÷ивается уãëо-
вая скоростü .

На рис. 4 преäставëены резуëüтаты ÷исëенноãо
интеãрирования неëинейных уравнений äвижения
(2), (3) при аäаптивноì (коëебатеëüное äвижение
руки с переìенной аìпëитуäой ω0 – kΩ) ãарìони-
÷ескоì управëяþщеì возäействии (1):

ωξ = (ω0 – kΩ)cospt,

ãäе k = 0,04; ω0 = 35 с–1; p = 35 с–1.
При выбранных параìетрах тренажера и управ-

ëяþщеãо аäаптивноãо возäействия также возìож-
но существенное (прибëизитеëüно в ÷етыре раза по
äанныì ìоäеëирования) увеëи÷ение кинети÷еско-
ãо ìоìента ротора.

Уãëовая скоростü вращения ротора  = Ω(t) при
преäëоженной переìенной аìпëитуäе управëяþ-
щеãо возäействия увеëи÷ивается по ëинейно-экс-
поненöиаëüноìу закону, стреìясü к установивøе-
ìуся зна÷ениþ.

Такиì образоì, возìожны сëеäуþщие практи-
ческие рекомендации по разãону ротора и увеëи÷ениþ,
теì саìыì, еãо кинети÷ескоãо ìоìента и ãироско-
пи÷еских сиë реакöий тренажера. Наäо заäатü на-
÷аëüнуþ уãëовуþ скоростü вращения ротора. Затеì
вращатеëüныìи коëебатеëüныìи äвиженияìи кисти
руки вокруã оси 0ξ с заäанной постоянной аìпëиту-
äой и ÷астотой сëеäует äобитüся увеëи÷ения уãëовой
скорости ротора äо ìаксиìаëüно возìожной веëи-
÷ины. Эта веëи÷ина опреäеëяется физи÷ескиìи
возìожностяìи тренируþщеãося. Даëее уìенüøитü
аìпëитуäу äвижений кисти руки и поääерживатü äо-
стиãнутое зна÷ение кинети÷ескоãо ìоìента ротора.

Поëу÷енные анаëити÷еские резуëüтаты и ÷исëен-
ные коìпüþтерные экспериìенты на построенной
ìатеìати÷еской ìоäеëи поëностüþ поäтвержäаþтся
натурныìи экспериìентаìи на реаëüноì ãироско-

пи÷ескоì тренажере. Уãëовая ско-
ростü вращения ротора и возникаþ-
щие ãироскопи÷еские сиëы, äейст-
вуþщие на руку тренируþщеãося,
фиксируется в öифровоì виäе с по-
ìощüþ проãраììируеìоãо ÷ипа и
встроенноãо табëо.

Заключение

Построена в виäе неëинейных äи-
наìи÷еских уравнений äвижения с
у÷етоì управëяþщих возäействий и
иссëеäована ìатеìати÷еская ìоäеëü
ãироскопи÷ескоãо тренажера с пере-
ìенныì кинети÷ескиì ìоìентоì,
приìеняеìоãо в ìеäиöинской и
спортивной практике.

Показано, ÷то äëя устой÷ивой ра-
боты систеìы äоëжно иìетü ìесто

вязкое сопротивëение ìежäу внутренниì коëüöоì
и корпусоì тренажера.

Выявëено, ÷то при опреäеëенных со÷етаниях па-
раìетров систеìы рассìатриваеìоãо ãироскопи÷е-
скоãо тренажера в ней теорети÷ески возìожно воз-
никновение феноìена äетерìинированноãо хаоса.

Выбраны параìетры тренажера и управëяþщих
возäействий на основе анаëиза еãо ìатеìати÷еской
ìоäеëи, äаны рекоìенäаöии по практи÷ескоìу
приìенениþ ãироскопи÷ескоãо тренажера.

Построенная ìатеìати÷еская ìоäеëü и проãраì-
ìное обеспе÷ение ìоãут бытü испоëüзованы как
при проектировании и созäании ãироскопи÷еских
тренажерных систеì с заäанныìи свойстваìи, так
и при анаëизе их функöионирования с у÷етоì уп-
равëяþщих и возìущаþщих возäействий.

Работа выполнена при поддержке гранта Россий-
ского фонда фундаментальных исследований (РФФИ)
по проекту 10-08-00119а.
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lations of the platform. The kinematic scheme of the stand is proved, the functional circuit is described. Analyze results

of the influence of the size and shape of structural elements on the accuracy and dynamic characteristics of the test

bench are presented.
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The non�linear mathematical model of a specialized gyroscopic simulator for the hands, applied in a medical and

sporting practice is constructed and researched. It is developed supporting the software. On the basis of the analytical

and automated numerical analysis of the received dynamic equations of motion the selection of parameters of a simu�

lator and the necessary control effects providing essential increase of its variable angular momentum is executed. Prac�

tical recommendations on control of a simulator are produced.

Keywords: gyroscopic simulator with a variable angular momentum, mathematical model, the software, the auto�

mated analysis, control effects
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