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Гаpантиpованное упpавление 
нелинейным объектом

(на пpимеpе ядеpного pеактоpа 
на тяжелой воде)

Введение

В посëеäние нескоëüко ëет äëя pеøения заäа÷ ста-
биëизаöии неëинейных объектов быëи пpеäëожены
аëãоpитìы упpавëения, испоëüзуþщие уpавнение
Pиккати, зависящее от паpаìетpов состояния. Пpо-
бëеìа упpавëения неëинейныìи объектаìи с их
эквиваëентныì пpеäставëениеì в виäе ëинейных
ìоäеëей с паpаìетpаìи, зависящиìи от состояния,
и функöионаëаìи, ìатpиöы øтpафа котоpых также
зависят от состояния объекта, впеpвые иссëеäован-
ная Пиpсоноì [1], быëа затеì pасøиpена Веpиëи и
Кукоì [2], а также pассìотpена независиìо Мpаöе-
коì и Кëутеpоì [3]. Но, несìотpя на ìноãо÷исëен-
ные pезуëüтаты успеøных пpиìенений ìетоäа SDRE,
опубëикованные за посëеäние нескоëüко ëет, остает-
ся pяä пpобëеì. В äанной статüе pассìотpена заäа÷а
ãаpантиpуþщеãо упpавëения неëинейныì объектоì
пpи известных пpеäеëах возìущаþщих возäействий.

Заäа÷ей ãаpантиpованноãо упpавëения по отноøе-
ниþ к ìножеству öеëей, функöионаëу ка÷ества, ìно-
жеству äопустиìых упpавëений, ìножеству состоя-
ний, вкëþ÷ая состояние объекта в ìоìент на÷аëа
упpавëения, а также ìножеству возìожных зна÷ений
паpаìетpов и хаpактеpистик эëеìентов объекта явëя-
ется отыскание упpавëения, пpинаäëежащеãо äопус-

тиìоìу ìножеству упpавëяþщих возäействий, ìини-
ìизиpуþщеãо заäанный функöионаë и обеспе÷иваþ-
щеãо пеpевоä систеìы из на÷аëüноãо состояния в
заäанное ìножество öеëей пpи ëþбых зна÷ениях па-
pаìетpов и хаpактеpистик эëеìентов объекта, пpи-
наäëежащих ìножеству возìожных зна÷ений [4]. Это
озна÷ает, ÷то ãаpантиpованныì зна÷ениеì кpитеpия
ка÷ества пpи такоì упpавëении буäет веëи÷ина

J 0 = J(x, u)|g(x(T )) m d.

Зäесü d — фиксиpованная неотpиöатеëüная по-
стоянная, g(x(T )) — скаëяpная функöия, x(T ) —
состояние, пpиниìаеìое объектоì в ìоìент окон÷а-
ния пеpиоäа упpавëения пpи конкpетных зна÷ениях
паpаìетpов α ∈ Ω и соответствуþщеì упpавëении u.

В ка÷естве пpиìеpа pассìатpивается заäа÷а оста-
нова pеактоpа на тяжеëой воäе [5]. Боëüøой pеактоp
с тяжеëовоäныì заìеäëитеëеì и тепëоноситеëеì
поä äавëениеì — это сëожная систеìа высокоãо
поpяäка с боëüøиì ÷исëоì состояний и вхоäных
пеpеìенных. Достато÷но то÷ныì ìетоäоì иссëе-
äования явëяется узëовой ìетоä, в основу котоpоãо
поëожено pеøение уpавнения äиффузии нейтpонов
с поìощüþ pазäеëения активной зоны pеактоpа на
нескоëüко зон иëи узëов. Взаиìоäействие ìежäу
зонаìи опpеäеëяется коэффиöиентаìи взаиìоäей-
ствия, опpеäеëенныìи в ìоäеëи. В äанной статüе
pассìотpена узëовая ìоäеëü активной зоны боëü-
øоãо тяжеëовоäноãо pеактоpа ìощностüþ 540 МВ.

Постановка задачи

Дëя описания ìатеìати÷еской ìоäеëи pеактоp
усëовно pазäеëяþт на ÷етыpнаäöатü зон, pассìатpи-
ваеìых как ÷етыpнаäöатü ìаëенüких яäеp, кажäое
из котоpых связано с сосеäниìи яäpаìи посpеäст-
воì уpавнений нейтpонной äиффузии. В pезуëüтате
ìожно записатü упpощеннуþ ìатеìати÷ескуþ ìо-
äеëü pеактоpа в сëеäуþщеì виäе [5]:

(1)

Задача констpуиpования упpавляющих воздействий для
pеактоpа на тяжелой воде пpи неопpеделенности изменений
его паpаметpов pассматpивается в ключе диффеpенциальной
игpы. Возможность пpедставления нелинейного уpавнения
динамики объекта в виде системы с паpаметpами, завися-
щими от состояния (State Dependent Coefficients), и квадpати-
ческий функционал качества позволяют пеpейти от необхо-
димости pешения скаляpного уpавнения в частных пpоизвод-
ных (уpавнения Гамильтона—Якоби—Беллмана) к уpавнению
Pиккати с паpаметpами, зависящими от состояния. Pеа-
лизуемое pешение получено путем пpименения метода ми-
нимакса. Пpиведены pезультаты математического моде-
лиpования системы в задаче останова ядеpного pеактоpа.

Ключевые слова: нелинейные системы, оптимальное
упpавление, диффеpенциальные игpы, уpавнение Pиккати
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ãäе i и j — ноìеpа соответствуþщих зон pеактоpа;
Pi — ìощностü i-й зоны, МВт; Ci — конöентpаöия

яäеp пpеäøественников запазäываþщих нейтpо-

нов в i-й зоне, ìоëü/сì3; Ii — конöентpаöия йоäа

в i-й зоне, ìоëü/сì3; Xi — конöентpаöия ксенона

в i-й зоне, ìоëü/сì3; Hi — уpовенü воäы в i-й зоне, сì;

li — вpеìя ìãновенных нейтpонов, с; β — äоëя запаз-

äываþщих нейтpонов; λ — постоянная pаспаäа, с–1;

λI — постоянная pаспаäа йоäа, с–1; λX — постоянная

pаспаäа ксенона, с–1; Σai — коэффиöиент поãëоще-

ния тепëовых нейтpонов, сì–1; Σf i — коэффиöиент

äеëения тепëовых нейтpонов, cì–1; γI — коëи÷ество

йоäа, поëу÷енное пpи äеëении; γX — коëи÷ество

ксенона, поëу÷енное пpи äеëении; aij — коэффи-

öиент связи;  — се÷ение поãëощения тепëовых

нейтpонов ксенона, сì2;  = ; Σeff —

энеpãия, выäеëяеìая пpи äеëении яäpа, МДж; αij —

коэффиöиент связи:

aij = 

ψij — пëощаäü пеpекpытия ìежäу i-й и j-й зонаìи,
сì2; Vi — объеì тяжеëой воäы в i-й зоне, сì3; dij —
pасстояние ìежäу i-й и j-й зонаìи, сì; D — коэф-
фиöиент äиффузии, сì; v — скоpостü тепëовых
нейтpонов, сì/с.

Заäа÷а упpавëения закëþ÷ается в постpоении
возäействий, котоpые остановят pаботу pеактоpа.
В ка÷естве упpавëяþщих возäействий явëяþтся
уpовни тяжеëой воäы в кажäой зоне pеактоpа.

Синтез гаpантиpующего упpавления

Пустü (t) = [Pi, Ci, Xi, Hi, Ii], i = 1, ..., 14. За-
пиøеì исхоäнуþ систеìу (1) в виäе

(2)

Зäесü x ∈ R70 — состояние систеìы; x0 ∈ X0,
X0 — обëастü возìожных на÷аëüных состояний
систеìы; y ∈ R14 — выхоä систеìы; u ∈ R14 —
упpавëение, поäëежащее нахожäениþ; ìатpиöы
f (x), g1(x) — äействитеëüные и непpеpывные.

Ввеäеì функöионаë ка÷ества

J(x, u) = {xт(t)Qx(t) + uт(t)Ru(t)}dt, (3)

ãäе ìатpиöы Q l 0, R > 0. О зна÷ениях паpаìетpов
этих ìатpиö буäет сказано ниже.

Ввеäеì непpеpывнуþ поëожитеëüно опpеäеëен-
нуþ функöиþ Беëëìана V(x) = J(x, u).

Функöия V(x) явëяется pеøениеì уpавнения
Гаìиëüтона—Якоби—Беëëìана

 + H  = 0, (4)

ãäе H — ãаìиëüтониан:

H  = [hт(x)Qh(x) + uт(t)Ru(t)] +

+ [ f (x) + g(x)u(t)]. (5)

Оптиìаëüная стpатеãия с обpатной связüþ оп-
pеäеëяется выpажениеì [6]

u(t) = –R–1gт(x) . (6)

Испоëüзуя SDC-ëинеаpизаöиþ [1], пpеäставиì
исхоäнуþ систеìу (1) в виäе

(7)

Зäесü

A(x) = ; g = ,

ãäе A i(x) = ;

 = [0 0 0 –mi 0], i = 1, ..., 14.

Пpиниìая во вниìание, ÷то в pассìатpиваеìоì

сëу÷ае  = 0, пеpепиøеì уpавнение Гаìиëü-

тона—Якоби—Беëëìана (4) с у÷етоì (5):

A(x)x(t) + xт(t)Aт(x)  –

– g(x)R–1gт(x) + xт(t)CтQC = 0.  (8)

Опpеäеëиì вектоp  = S(x)x(t). Тоãäа из

уpавнения (8) поëу÷иì 

S(x)A(х) + Aт(x)S(x) –

– S(x)g(x)R–1gт(x)S(x) + CтQC = 0. (9)

σX
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σX
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-----------------
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0, есëи i = j;

Dvlψij

dijV
------------
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т

x(t) = f (x) + g(x)u(t), x(0) = x0;

y(t) = Cx(t).
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Оптиìаëüное упpавëяþщее возäействие (6) с
у÷етоì ввеäенноãо вектоpа S(x)x(t) пpиниìает виä

u(t) = –R–1gт(x)S(x)x(t). (10)

Пpи этоì оптиìаëüное зна÷ение функöионаëа
ка÷ества поëностüþ опpеäеëяется на÷аëüныìи
зна÷енияìи систеìы [4]

J(x, u, w) = S(x0)x0,

ãäе S(x0) — pеøение уpавнения (9) пpи x = x(0).

Как нетpуäно виäетü, основная пpобëеìа pеаëи-
заöии упpавëения u(t) закëþ÷ается в нахожäении
pеøения уpавнения Pиккати (9) с паpаìетpаìи, за-
висящиìи от состояния.

Гаpантиpованное упpавëение объектоì (1) на-
хоäится с испоëüзованиеì пpинöипа ìиниìакса.
Дëя этоãо стpоится ìоäеëü, соäеpжащая "наиìенее
бëаãопpиятные зна÷ения паpаìетpов" объекта (1):

(11)

"Наиìенее бëаãопpиятные зна÷ения паpаìетpов"
таковы, ÷то ||z(t)|| l ||x(t)||. Упpавëение uM(t) опpе-
äеëяется выpажениеì

uM(t) = –R–1(g*)S *z(t),

ãäе ìатpиöа S* явëяется pеøениеì аëãебpаи÷ескоãо
уpавнения Pиккати с постоянныìи паpаìетpаìи

S *A* + (A*)тS * – S *g*R–1(g*)тS * + C тQC = 0.

Математическое моделиpование ядеpного pеактоpа 
с гаpантиpующим упpавлением

Пpивеäеì физи÷еские äанные äëя всех зон pе-
актоpа на тяжеëой воäе [4]:

l = 7,9•10–4 с; β = 7,5•103; λ = 9,1•10–2 с–1;

λl = 2,878•10–5 с–1; λX = 2,1•10–5 с–1;

Σa = 3,2341•10–3 сì–1; Σf = 1,262•10–3 сì–1;

γI = 6,18•10–2; γX = 6•10–3; σX = 1,2•10–18 сì2;

Σeff = 3,2•10–17 МДж; D = 0,9328 сì;

ν = 3,19•105 сì/с; K = –3,5•10–5;
m = 2; H0 = 100 сì.

Pезуëüтаты ìатеìати÷ескоãо ìоäеëиpования пpи-
веäены в табëиöе и на pис. 1—3 äëя зон pеактоpа.

Как виäно из ãpафиков конöентpаöий 135Хе и
135I, посëе остановки pеактоpа коëи÷ество вещества
ксенона пpоäоëжает pасти пpоäоëжитеëüное вpеìя.
Этот факт не позвоëяет осуществитü запуск pеак-
тоpа сpазу посëе еãо остановки всëеäствие тоãо, ÷то
135Хе обëаäает боëüøиì се÷ениеì поãëощения те-
пëовых нейтpонов и еãо высокая конöентpаöия ìе-
øает pаботе pеактоpа в ноpìаëüноì pежиìе. Кон-
öентpаöия 135Хе pастет äо тех поp, пока не станет
pавной конöентpаöии 135I, посëе ÷еãо на÷инает
убыватü вìесте с конöентpаöией 135I.

Гpафики изìенения ìощности в кажäой зоне
иìеþт схожее повеäение и неìноãиì отëи÷аþтся
äpуã от äpуãа, ÷то показывает небоëüøое отëи÷ие
паpаìетpов в кажäой зоне. Как виäно из ãpафиков
на pис. 3, ìощностü в пяти зонах паäает äо 0 пpи-
бëизитеëüно за 150 с, ÷то пpиìеpно совпаäает с pе-
зуëüтатаìи, поëу÷енныìи в pаботе [7].
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2
-- x0

т

z(t) = A*z(t) + g*uM(t), z(t0) = x0;

h(t) = Cz(t).

d

dt
---

Начальные условия для модели реактора

Зона Мощностü, МВт Объеì, ì3

1, 6, 8, 13 132,75 14,7
2, 7, 9, 14 135,99 14,7

3, 10 123,30 17,6
4, 11 98,55 8,8
5, 12 123,30 17,6

Pис. 3. Гpафик изменения мощности в пяти зонах

Pис. 2. Гpафик изменения концентpации 135Хе в pеактоpе

Pис. 1. Гpафик изменения концентpации 135I в pеактоpе 
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Введение

Пpобëеìа упpавëения в усëовиях запазäывания
явëяется фунäаìентаëüной заäа÷ей теоpии систеì.
Иссëеäоватеëяìи из pазëи÷ных стpан и в pазное
вpеìя поëу÷ено боëüøое ÷исëо pезуëüтатов, äатü
поëный обзоp котоpых в pаìках оäной статüи не
пpеäставëяется возìожныì (сì., напpиìеp, фунäа-
ìентаëüные pаботы [1—10]). Тpаäиöионноìу ис-
поëüзованиþ функöий Ляпунова äëя анаëиза устой-
÷ивости пpиøëи на сìену так называеìые функ-
öионаëы Ляпунова—Кpасовскоãо [2, 3], обëаäаþщие
анаëоãи÷ныìи свойстваìи. Оäнако пpиìенение
äанных функöионаëов в основноì оãpани÷иваëосü
анаëизоì устой÷ивости систеì с запазäываниеì по
состояниþ. Боëее сëожной заäа÷ей явëяется синтез
pеãуëятоpов äëя объектов с запазäываниеì по упpав-
ëениþ. Уникаëüныì поäхоäоì быëа иäея Otto
Smith [4]. Она закëþ÷аëасü в постpоении систеìы
упpавëения, в котоpой запазäывание не вëияет на
устой÷ивостü и ка÷ество пеpехоäных пpоöессов.
Неäостаткаìи такоãо поäхоäа явëяется тот факт,
÷то он pасс÷итан тоëüко на асиìптоти÷ески устой-

÷ивые объекты упpавëения, а также необхоäиìостü
то÷ноãо знания всех паpаìетpов систеìы. В посëе-
äуþщие ãоäы у÷еныìи со всеãо ìиpа быëи иссëе-
äованы и pеøены боëее сëожные заäа÷и упpавëе-
ния в усëовиях запазäывания: äëя паpаìетpи÷ески
не опpеäеëенных систеì [8, 11], а также неустой-
÷ивых объектов упpавëения [1, 12]. Оäнако в pабо-
тах [8, 11] быëи pассìотpены устой÷ивые объекты,
а в [1] не pеøаëасü заäа÷а паpиpования возìущаþ-
щеãо возäействия. В [12] быëа pеøена коìпëексная
заäа÷а стабиëизаöии и коìпенсаöии неизвестноãо
возìущаþщеãо возäействия, но äëя сëу÷ая объекта
с известныìи паpаìетpаìи.

В äанной статüе буäет пpеäставëен аëãоpитì ста-
биëизаöии неустой÷ивоãо ëинейноãо стаöионаpноãо
объекта в усëовиях паpаìетpи÷еской неопpеäеëен-
ности и возìущаþщеãо возäействия. Аëãоpитì
упpавëения буäет базиpоватüся на поäхоäе к син-
тезу пpеäиктоpа [1], позвоëяþщеì коìпенсиpоватü
запазäывание. В отëи÷ие от хоpоøо известноãо пpе-
äиктоpа Сìита [4] äанный поäхоä, впеpвые пpеä-
ëоженный и pазвитый в pаботах [13—15], ìожет
пpиìенятüся äëя неустой÷ивых объектов в pазоìк-
нутоì контуpе. В pаботе [1] быëа äоказана экспо-
ненöиаëüная устой÷ивостü заìкнутой систеìы с
пpеäиктоpоì с поìощüþ аппаpата функöий Ляпу-
нова. Достоинствоì такоãо äоказатеëüства явëяется
возìожностü анаëиза боëее сëожных заäа÷ и аäап-
тивных аëãоpитìов упpавëения в сëу÷аях неизвест-
ноãо иëи нето÷но заäанноãо запазäывания, внеø-
неãо аääитивноãо иëи стpуктуpноãо возìущений и äp.

Постановка задачи

Pассìотpиì ëинейный стаöионаpный объект
упpавëения виäа 

(t) = Ax(t) + Bu(t – D) + Bf, y(t) = Cx(t), (1)

ãäе x ∈ Rn — изìеpяеìый вектоp пеpеìенных со-
стояния; u(t) — скаëяpная вхоäная пеpеìенная,
y(t) — скаëяpная выхоäная пеpеìенная; D l 0 — из-
вестное постоянное запазäывание; A, B, C — ìат-
pиöы соответствуþщих pазìеpностей, соäеpжащие
неизвестные паpаìетpы; f = const — неизвестное
возìущение. Зäесü и äаëее буäеì поëаãатü, ÷то
u(t – D) = 0 пpи t < D.

Цеëüþ упpавëения явëяется синтез pеãуëятоpа
по изìеpенияì вектоpа пеpеìенных состояния,
обеспе÷иваþщеãо асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü
поëожения pавновесия x = 0 и коìпенсаöиþ неиз-
вестноãо возìущаþщеãо возäействия f.

Пpедваpительные pезультаты

Известно, ÷то äëя систеìы виäа (1) в сëу÷ае из-
вестных паpаìетpов и пpи выпоëнении усëовия
упpавëяеìости, а также пpи f = 0 и D = 0 ìожно
синтезиpоватü закон упpавëения виäа:

u = Kx(t), (2)

Pассмотpена задача стабилизации неустойчивого линей-
ного паpаметpически не опpеделенного объекта с входным
запаздыванием. Пpедложен подход, позволяющий пpовести
идентификацию объекта и постpоить алгоpитм стабили-
зации с пpедиктоpом состояний. Также pассмотpена pас-
шиpенная задача стабилизации возмущенного объекта,
пpедложен метод идентификации и компенсации неиз-
вестного возмущения.

Ключевые слова: упpавление в условиях запаздывания,
идентификация, пpедиктоp

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке ФЦП "Нау÷ные и на-
у÷но-пеäаãоãи÷еские каäpы инноваöионной Pоссии", контpакт
16.740.11.0666.

x·



6 Мехатроника, автоматизация, управление, № 5, 2013

ãäе вектоp K такой, ÷то ìатpиöа состояния заìк-
нутой систеìы A + BK явëяется ãуpвиöевой, т. е. все
ее собственные ÷исëа иìеþт отpиöатеëüнуþ веще-
ственнуþ ÷астü.

Дëя сëу÷ая D > 0 закон упpавëения (2) ìожно
пеpеписатü в виäе

u(t) = Kx(t + D), (3)

ãäе x(t + D) — буäущее зна÷ение вектоpа x(t) ÷еpез
вpеìенной интеpваë D. О÷евиäно, ÷то закон упpав-
ëения виäа (3) не pеаëизуеì в явноì виäе, так как
вектоp x(t + D) неäоступен äëя пpяìоãо изìеpения.
Оäнако вектоp x(t + D) ìожно pасс÷итатü на основе
иìеþщейся инфоpìаöии об объекте. 

Сëеäуя pаботе [1], запиøеì фунäаìентаëüное
pеøение систеìы (1):

x(t) = eAtx(0) + eA(t – τ)Bu(τ – D)dτ. (4)

На основе (4) найäеì зна÷ение x(t + D):

x(t + D) =

= eA(t + D)x(0) + eA(t + D – τ)Bu(τ – D)dτ =

= eADeAtx(0) + eAD eA(t – τ)Bu(τ – D)dτ +

+ eA(t + D – τ)Bu(τ – D)dτ =

= eADx(t) + eA(t – τ)Bu(τ)dτ. (5)

Выpажение (5) ìожно pасс÷итатü, есëи известны
зна÷ения ìатpиö A и В, а также сиãнаë упpавëения
на интеpваëе вpеìени [t – D; t]. На основе (5) ëеãко
записатü аëãоpитì упpавëения, обеспе÷иваþщий
стабиëизаöиþ неустой÷ивых систеì с запазäыва-
ниеì в канаëе упpавëения:

u(t) = KeADx(t) + K eA(t – τ)Bu(τ)dτ. (6)

В сëу÷ае D = 0 аëãоpитì (6) тожäественно совпа-
äает с (2). Неäостаткаìи закона упpавëения (6) ìож-
но назватü наëи÷ие ìатpи÷ной экспоненты eAD и
интеãpаëа, явëяþщеãося бесконе÷ноìеpной веëи-
÷иной. Также отìетиì, ÷то äëя pас÷ета сиãнаëа
упpавëения по аëãоpитìу (6) необхоäиìо знатü па-
pаìетpы объекта упpавëения, ÷то тоже явëяется
сиëüныì äопущениеì. В сëеäуþщеì pазäеëе буäет
пpеäставëен аäаптивный закон упpавëения äëя
сëу÷ая паpаìетpи÷ески не опpеäеëенноãо объекта
упpавëения.

Алгоpитм упpавления линейным
паpаметpически не опpеделенным объектом 

с входным запаздыванием

Аналитический синтез алгоpитма упpавления.
В äанноì pазäеëе pассìотpиì заäа÷у упpавëения
объектоì виäа (1) в сëу÷ае отсутствия возìущаþ-
щеãо возäействия. Допустиì, ÷то пpяìоìу изìеpе-
ниþ äоступен вектоp состояния x(t), опpеäеëен-
ный в канони÷ескоì набëþäаеìоì базисе, и неиз-
вестные паpаìетpы соäеpжатся тоëüко в ìатpиöе A:

A = ; B = ; Cт = .

Дëя тоãо ÷тобы постpоитü пpеäиктоp виäа (6),
необхоäиìо знатü зна÷ения паpаìетpов объекта.
Пеpепиøеì систеìу (1) в виäе систеìы äиффеpен-
öиаëüных уpавнений:

(t) = xi + 1(t) + θi x1(t), i = ; (7)

(t) = u(t – D) + θnx1(t). (8)

Ввеäеì в pассìотpение n ëинейных фиëüтpов
пеpвоãо поpяäка äëя кажäой пеpеìенной состоя-
ния и оäин фиëüтp äëя запазäываþщеãо сиãнаëа
упpавëения:

(t) = –λξi(t) + λxi(t), i = , (9)

(t) = –λξu(t) + λu(t – D), (10)

ãäе λ > 0 — поëожитеëüный паpаìетp фиëüтpов.
Посëе пpяìоãо и обpатноãо пpеобpазования Ла-

пëаса в (7) и (8) с у÷етоì (9) и (10) поëу÷иì сëе-
äуþщуþ систеìу уpавнений:

(t) = ξi+1(t) + θiξ1(t) + εi(t), i = , (11)

(t) = ξu(t) + θnξ1(t) + εn(t), (12)

ãäе экспоненöиаëüно затухаþщие функöии вpеìени
εi и εn стpеìятся к нуëþ быстpее с увеëи÷ениеì зна-

÷ения паpаìетpа λ.
На основе (11) и (12) несëожно постpоитü аäаптив-

ный аëãоpитì оöенивания неизвестных паpаìетpов:

 = kiξ1(  – ξi+1 – ξ1), i = , ki > 0; (13)

 = knξ1(  – ξu – ξ1), kn > 0. (14)

Аëãоpитì аäаптаöии (13), (14) обеспе÷ивает схо-
äиìостü оöенок паpаìетpов  к истинныì зна÷е-
нияì θi. Покажеì это. Дëя этоãо pассìотpиì оøибки
оöенивания кажäоãо паpаìетpа  = θi – . Диф-
феpенöиpуя  и испоëüзуя уpавнения (13), (14),
а затеì (11), (12), ìы поëу÷иì ìоäеëи оøибок:

 = –ki  + kiξ1εi, i = , ki > 0. (15)
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Из (15) нетpуäно показатü, ÷то все оøибки
оöенивания  стpеìятся к нуëþ, ÷то ãаpантиpует
схоäиìостü оöенок  к истинныì зна÷енияì па-
pаìетpов объекта упpавëения θi. 

На основе  сфоpìиpуеì оöенку ìатpиöы со-
стояния в виäе 

(t) = . 

Закон упpавëения постpоиì на основе аëãоpит-
ìа (6) в виäе

u(t) =

= (t) x(t) + (t) Bu(τ)dτ, (16)

ãäе вектоp-стpока (t) опpеäеëяется из усëовия

ãуpвиöевости ìатpиöы (t) + B (t) в кажäый ìо-
ìент вpеìени t (поäpобнее сì. в сëеäуþщеì pазäеëе).

С у÷етоì тоãо, ÷то оöенки  с те÷ениеì вpеìе-
ни стpеìятся к истинныì зна÷енияì, поëу÷иì, ÷то
ìатpиöа  стpеìится к ìатpиöе A. Паpаìетpы 
также стpеìятся к некотоpыì постоянныì зна÷е-
нияì, соответствуþщиì ìатpиöе A. Такиì обpазоì,
поëу÷ен аëãоpитì упpавëения (16), (13), (14), (9), (10)
äëя паpаìетpи÷ески не опpеäеëенноãо объекта

упpавëения с постоянныì вхоäныì запазäывани-
еì.

Численное моделиpование. Pассìотpиì неустой-
÷ивый объект упpавëения виäа (1) со сëеäуþщиìи
паpаìетpаìи: n = 3, θ1 = 1, θ2 = 0, θ3 = –1, D = 1,
xт(0) = [1 0 1]. Постpоиì ÷етыpе фиëüтpа виäа (9),
(10) с паpаìетpоì λ = 10 и тpи схеìы аäаптаöии
виäа (13), (14) соответственно с паpаìетpаìи
k1 = 10, k2 = 10, k3 = 10. Дëя постpоения аëãоpитìа
упpавëения виäа (16) необхоäиìо выбpатü аëãо-
pитì pас÷ета вектоpа-стpоки  = [   ].
Pассìотpиì хаpактеpисти÷еский поëиноì Q(p)
ìатpиöы  + B : 

Q(p) = det[pI – (  + B )]–1 =

= det  –  =

= p3 + (–  – )p2 + (–  –  + )p +

+ (–  –  +  + ),

ãäе p = d/dt — опеpатоp äиффеpенöиpования.
Дëя обеспе÷ения жеëаеìоãо ка÷ества пеpехоäных

пpоöессов назна÷иì жеëаеìый хаpактеpисти÷е-
ский поëиноì виäа

Q*(p) = p3 + 3ωp2 + 3ω2p + ω3,
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Pис. 1. Пеpеходные пpоцессы в замкнутой системе:
а — выхоäная пеpеìенная объекта y(t) без упpавëения; б — выхоäная пеpеìенная
y(t) с упpавëениеì; в — сиãнаë упpавëения u(t); г — оöенки паpаìетpов объекта

упpавëения (1 – , 2 — , 3 — )θ
1

)

θ
2

)

θ
3

)

ãäе ω > 0 — поëожитеëüный паpаìетp,
котоpый опpеäеëяет быстpоäействие
систеìы и в то же вpеìя ÷увствитеëü-
ностü к внеøниì возäействияì. Этот
паpаìетp назна÷ается pазpабот÷икоì
иëи опеpатоpоì во вpеìя pаботы сис-
теìы упpавëения.

Паpаìетpы закона упpавëения =

= [   ] найäеì, пpиpавняв ко-

эффиöиенты поëиноìов Q(p) и Q*(p):

 = –3ω – ; (17)

 = –3ω2 –  + ; (18)

 = –ω
3 – + + .  (19)

Интеãpаë в законе упpавëения (16)
pасс÷итывается как пëощаäü кpиво-
ëинейной фиãуpы поä кpивой в сиëу
свойств опpеäеëенноãо интеãpаëа.

На pис. 1 пpеäставëены pезуëüтаты
÷исëенноãо ìоäеëиpования заìкну-
той систеìы упpавëения äëя ω = 3.
Как виäно из pис. 1, аäаптивный pе-
ãуëятоp pеøает поставëеннуþ заäа÷у.
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Алгоpитм упpавления линейным паpаметpически 
не опpеделенным объектом с входным запаздыванием 

и неизвестным постоянным возмущением

Синтез алгоpитма упpавления. В этоì pазäеëе
пpеäставиì pеøение заäа÷и упpавëения паpаìет-
pи÷ески не опpеäеëенныì объектоì, на котоpый
äействует неизìеpяеìое постоянное возìущение.

Матеìати÷еская ìоäеëü возìущенноãо объекта
с запазäываниеì по упpавëениþ иìеет виä 

(t) = Ax(t) + Bu(t – D) + Bf, y(t) = Cx(t), (20)

ãäе f = const — заpанее неизвестное возìущение,
äействуþщее на объект.

Дëя синтеза аëãоpитìа упpавëения äëя объекта
виäа (20) буäеì испоëüзоватü поäхоä, изëоженный
в пpеäыäущеì pазäеëе. Сна÷аëа ввеäеì в pассìот-
pение вспоìоãатеëüные фиëüтpы, затеì постpоиì
схеìу оöенивания неизвестных паpаìетpов и воз-
ìущения, затеì сфоpìуëиpуеì закон упpавëения.

Ввеäеì в pассìотpение фиëüтpы виäа (9), (10).
Поскоëüку возìущение непосpеäственно оказывает
вëияние тоëüко на пеpеìеннуþ состояния xn(t),
уpавнение (11) остается спpавеäëивыì. Уpавнение
(12) буäет выãëяäетü ина÷е:

(t) = ξu(t) + θnξ1(t) + f + (t), (21)

ãäе уже у÷тено, ÷то pеакöия фиëüтpа с пеpеäато÷ной

функöией  (ãäе s — коìпëексная пеpеìенная) на

возìущение f буäет иìетü то же саìое зна÷ение f,

а пеpехоäный пpоöесс у÷итывается пеpеìенной (t). 

Аëãоpитì оöенивания паpаìетpов θ1, ..., θn–1 бу-
äет иìетü виä (13). Аëãоpитì оöенивания паpаìет-
pа θn и неизвестноãо возìущения пpеäставëен äаëее. 

Пpоäиффеpенöиpуеì уpавнение (21) и пpенеб-
pежеì экспоненöиаëüно затухаþщей функöией вpе-
ìени εn(t):

(t) = (t) + θn (t). (22)

На основе уpавнения (22) и (14) постpоиì аëãо-
pитì оöенивания паpаìетpа θn:

 = kn (  –  – ). (23)

Аëãоpитì (23) не ìожет бытü pеаëизован в такоì
виäе, так как функöия  неäоступна äëя изìеpе-
ния. Ввеäеì вспоìоãатеëüнуþ пеpеìеннуþ

χ =  – kn . (24)

Диффеpенöиpуя (24), иìееì

 = kn (  –  – ) – kn  – kn  =

= –kn  – kn  – kn . (25)

Найäеì выpажение äëя pас÷ета  из (9):

(t) = –λ (t) + λ (t) =

= –λ (t) + λx2(t) + θ1x1. (26)

На основе (26) найäеì аëãоpитì настpойки пе-
pеìенной χ:

 = –kn  – kn  –

– kn (–λ (t) + λx2(t) + x1). (27)

Pеаëизуеìый аëãоpитì оöенивания паpаìетpа θn
найäеì из (24):

 = χ + kn . (28)

Поëу÷ив аëãоpитì оöенивания паpаìетpа θn,
постpоиì набëþäатеëü возìущаþщеãо возäействия
в виäе

(t) = (t) – ξu(t) – ξ1(t). (29)

Тоãäа аëãоpитì упpавëения, коìпенсиpуþщий
возìущение, буäет иìетü виä

u(t) = u0(t) – (t), (30)

ãäе u0 — пеpвый контуp упpавëения, необхоäиìый
äëя стабиëизаöии объекта. Зна÷ение составëяþщей
u0 pасс÷итывается анаëоãи÷но (16) по фоpìуëе

u0(t) =

= (t) x(t) + (t) Bu0(τ)dτ. (31)

В сиëу тоãо, ÷то все паpаìетpы объекта оöени-
ваþтся с нуëевой оøибкой, набëþäатеëü возìуще-
ния так же то÷но оöенивает неизвестное возìуще-
ние f. Нетpуäно виäетü, ÷то аëãоpитì (30) позвоëяет
поëностüþ коìпенсиpоватü возìущение в заìкну-
той систеìе, а выбоp паpаìетpов (t) обеспе÷и-
вает стабиëизаöиþ нуëевоãо поëожения pавнове-
сия x = 0 объекта упpавëения (30). 

Численное моделиpование. Pассìотpиì неустой-
÷ивый объект упpавëения виäа (20) со сëеäуþщиìи
паpаìетpаìи: n = 3, θ1 = –2, θ2 = –4, θ3 = 1, D = 1,
f = 1, xт(0) = [1 0 1]. Построиì ÷етыpе фиëüтpа виäа
(9), (10) с паpаìетpоì λ = 15 и äве схеìы аäаптаöии
виäа (13) с паpаìетpаìи k1 = 50, k2 = 50. Паpаìетp
θ3 буäеì оöениватü по аëãоpитìу (27), (28), выбpав
k3 = 50. Аëãоpитì оöенивания возìущения иìеет
виä (29). Закон упpавëения опpеäеëяется уpавне-
ниеì (30), ãäе паpаìетpы (t) выбиpаþтся
в соответствии с уpавненияìи (17)—(19) äëя сëу-
÷ая ω = 2.

На pис. 2 пpеäставëены pезуëüтаты ÷исëенноãо
ìоäеëиpования заìкнутой систеìы упpавëения без
коìпенсаöии возìущения, pаботает тоëüко контуp
стабиëизаöии. Из pис. 2 виäно, ÷то неустой÷ивый
объект стабиëизиpуется, оäнако из-за возìущения
установивøееся зна÷ение выхоäной пеpеìенной от-
ëи÷но от нуëя. На pис. 3 пpеäставëены pезуëüтаты
ìоäеëиpования заìкнутой систеìы с коìпенсаöией
возìущения. На pис. 3 виäно, ÷то аëãоpитì (30)
обеспе÷ивает стабиëизаöиþ объекта и поëнуþ коì-
пенсаöиþ внеøнеãо возìущения так, ÷то выхоäная
пеpеìенная стpеìится к нуëþ.
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Заключение

С испоëüзованиеì пpеäиктоpа
Сìита [4] и на основе pезуëüтатов
pаботы [1] pазpаботан аäаптивный
pеãуëятоp виäа (30), (31), обеспе÷и-
ваþщий паpиpование неизвестноãо
постоянноãо возìущаþщеãо возäей-
ствия f и стабиëизаöиþ неустой÷и-
воãо объекта (1) с нето÷но заäанныìи
паpаìетpаìи. Данный поäхоä ìожет
бытü pазвит äëя сëу÷ая упpавëения
тоëüко по выхоäной пеpеìенной
(т. е. без изìеpения всех пеpеìен-
ных состояния иëи пpоизвоäных вы-
хоäноãо сиãнаëа), а также паpиpова-
ния боëее сëожных возìущаþщих
возäействий.
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пенсаöией возìущения; в — сиãнаë упpавëения u(t)
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Введение

Все боëüøий интеpес к испоëüзованиþ pеãуëя-
тоpов, постpоенных на пpиìенении иìпуëüсных эëе-
ìентов, набëþäается в настоящее вpеìя в пpактике
пpоìыøëенноãо pеãуëиpования. Вниìание иссëе-
äоватеëей к ниì связано с внеäpениеì сpеäств вы-
÷исëитеëüной техники в пpоìыøëенности, а также с
теì фактоì, ÷то их испоëüзование обеспе÷ивает
пpиеìëеìое ка÷ество пpоöессов, пpотекаþщих в объ-
ектах с боëüøиì запазäываниеì [1], анаëиз котоpых
ìожет бытü пpовеäен с поìощüþ ìетоäов кëасси-
÷еской теоpии автоìати÷ескоãо упpавëения [2]. Так,
сpеäи ìноãообpазия иìпуëüсных систеì засëужива-
þт вниìания pеãуëятоpы, постpоенные на испоëüзо-
вании звенüев с аìпëитуäно-иìпуëüсной ìоäуëя-
öией (АИМ), котоpые сpавнитеëüно ìаëо изу÷ены. 

Как и äëя всех иных систеì pеãуëиpования, äëя
АИМ-систеì существует заäа÷а паpаìетpи÷еской
оптиìизаöии, состоящая в опpеäеëении такоãо век-
тоpа настpаиваеìых паpаìетpов q = (q1, q2, ..., qm)
АИМ-систеìы, пpи котоpоì зна÷ение кpитеpия
ка÷ества 

I(q) = F(x(t, q), ε(t, q))

пpиниìаëо бы экстpеìаëüное зна÷ение. Зäесü
x(t, q) — выхоäная кооpäината систеìы, ε(t, q) —
оøибка систеìы, F — некотоpая функöия.

В äанной статüе поä заäа÷ей паpаìетpи÷еской
оптиìизаöии пониìается заäа÷а опpеäеëения век-
тоpа настpаиваеìых паpаìетpов q, ìиниìизиpуþ-
щеãо интеãpаëüный кpитеpий ка÷ества

I(q) = F(x(t, q), ε(t, q))dt. (1)

Дëя pеøения этой заäа÷и существуþт нескоëüко
ìетоäов, напpиìеp ìетоäы, основанные на пpо-
öеäуpе ãpаäиентноãо поиска, ìетоä äефоpìиpуе-
ìоãо ìноãоãpанника Неäëеpа—Миäа и äp. [3, 4].
Оäнако их пpиìенение натаëкивается на зна÷итеëü-
ные тpуäности в сëу÷ае, есëи функöия F — униìо-
äаëüная, pазpывная и т. ä. Также необхоäиìо обpа-
титü вниìание и на тот факт, ÷то указанные выøе
ìетоäы pеøения заäа÷ паpаìетpи÷еской оптиìиза-
öии äискpетных автоìати÷еских систеì тpебуþт
äостато÷но сëожных ìатеìати÷еских поäхоäов, в
÷астности, теоpии обобщенных функöий. Генети-
÷еские аëãоpитìы свобоäны от этих неäостатков [5].
Данная статüя посвящена pеøениþ пpивеäенной
выøе заäа÷и паpаìетpи÷еской оптиìизаöии с по-
ìощüþ ãенети÷ескоãо аëãоpитìа.

Описание исследуемой системы 

Pассìотpиì автоìати÷ескуþ систеìу, стpуктуp-
ная схеìа котоpой пpеäставëена на pис. 1.

Пpоöессы, пpотекаþщие в систеìе, ìожно опи-
сатü сëеäуþщиì обpазоì:

(2)

ãäе Gоб(p) — опеpатоp объекта pеãуëиpования;
Gie(q) — опеpатоp иìпуëüсноãо эëеìента; u(t, q) —
упpавëяþщее возäействие; λ(t) — заäаþщее воз-
äействие.

Упpавëяþщее возäействие u(t, q) опpеäеëяется
сëеäуþщиì обpазоì:

(3)

ãäе k — ноìеp иìпуëüса, T — пеpиоä öикëа иìпуëüс-
ноãо эëеìента; γ — скважностü иìпуëüса; A(ε(t, q)) —

Pешена задача паpаметpической оптимизации пpиме-
нительно к дискpетным системам, содеpжащим звенья с
амплитудно-импульсной модуляцией (АИМ). Pассмотpены
особенности генетического алгоpитма пpи pешении задач
подобного типа. Особое внимание уделено методике дока-
зательства pаботоспособности алгоpитма. Все вышеска-
занное пpоиллюстpиpовано на пpимеpе.

Ключевые слова: АИМ-системы, генетический алго-
pитм, паpаметpическая оптимизация

 

0

∞

∫

x(t, q) = Gоб(p)u(t, q);
u(t, q) = Gie(q)ε(t, q);
ε(t, q) = λ(t) – x(t, q),

u(t, q) =  kT < t < (k + γ)T;

γ ∈ (0; 1), k = 0, 1, 2, ...,
0, t > (k + γ)T,

A(ε(t, q)), ε(t, q) > 0,
–A(ε(t, q)), ε(t, q) < 0,

Pис. 1

аìпëитуäа упpавëяþщеãо возäейст-
вия, зна÷ение котоpой опpеäеëяется
исхоäя из ìоäуëяöионной хаpакте-
pистики. Дëя систеì, осуществëяþ-
щих аìпëитуäно-иìпуëüснуþ ìоäу-
ëяöиþ, ввеäено понятие ìоäуëяöи-
онной хаpактеpистики A(ε(t, q)) (по
анаëоãии с систеìаìи, осуществëяþ-
щиìи øиpотно-иìпуëüснуþ ìоäуëя-
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öиþ) [6]. В ка÷естве ìоäуëяöионной хаpактеpистики
пpиìеì сëеäуþщее выpажение:

A(ε(t, q)) = qj |ε(t, q)| j. (4)

Алгоpитм

Аëãоpитì паpаìетpи÷еской оптиìизаöии опи-
санной выøе систеìы постpоен на основе кëасси-
÷ескоãо ãенети÷ескоãо аëãоpитìа [7]. Отëи÷ия от
кëасси÷ескоãо аëãоpитìа закëþ÷аþтся в pазбие-
нии хpоìосоìы на öеëуþ и äpобнуþ ÷асти, так как
кажäый из настpаиваеìых паpаìетpов пpеäставëен
äpобныì ÷исëоì, а также в необхоäиìости выäе-
ëения äопоëнитеëüноãо бита поä знак. Также pазpа-
ботан пpеäваpитеëüный этап ãенети÷ескоãо аëãоpит-
ìа, закëþ÷аþщийся в опpеäеëении пpостpанства,
в котоpоì буäет пpовоäитüся поиск экстpеìуìа
кpитеpия (1), ÷то необхоäиìо исхоäя из саìой сути
ãенети÷ескоãо аëãоpитìа.

Сфоpìиpуеì пpостpанство, в котоpоì буäет осу-
ществëятüся поиск оптиìаëüноãо, исхоäя из кpите-
pия (1), вектоpа настpаиваеìых паpаìетpов q. Это
необхоäиìо äëя тоãо, ÷тобы опpеäеëитü äëину хpо-
ìосоì. Дëя этоãо pассìотpиì оãpани÷ения, накëа-
äываеìые на кажäый эëеìент этоãо вектоpа, котоpые
фоpìиpуþтся исхоäя из констpуктивных хаpакте-
pистик испоëüзуеìоãо АИМ-эëеìента. Кажäый из
паpаìетpов qj, j = 1(1)m, оãpани÷ен некотоpыì зна-

÷ениеì Sj свеpху и (–Sj) снизу (в сëу÷ае несиììет-

pи÷ных ãpаниö выбиpается наибоëüøее по ìоäуëþ).
Также паpаìетp qj, j = 1(1)m, изìеняется с некотоpыì

øаãоì δj, j = 1(1)m. Исхоäя из этих оãpани÷ений

сфоpìиpуеì коне÷ное m-ìеpное пpостpанство Q,
в котоpоì буäет пpовоäитüся поиск оптиìаëüноãо
зна÷ения вектоpа настpаиваеìых паpаìетpов. Пpи
этоì ìощностü кажäоãо изìеpения пpостpанства Q

pавна . Такиì обpазоì, ìожно описатü кажäый

эëеìент ìножества äвои÷ныì вектоpоì коне÷ной
äëины, котоpый называþт особüþ.

Опpеäеëиì äëину хpоìосоìы, котоpая пpеäстав-
ëяет оäин из настpаиваеìых паpаìетpов в закоäи-
pованноì виäе. Дëя коäиpования в äвои÷ной фоpìе
кажäой то÷ки j-ãо изìеpения пpостpанства Q äос-
тато÷но вектоpа äëины [8]

Lj =  + 1; j = 1(1)m, (5)

ãäе поä ⎡x⎤ пониìается наиìенüøее
öеëое, боëüøее иëи pавное x [8].

Еäиниöа пpибавëяется в фоp-
ìуëе (5) äëя у÷ета знака настpаи-
ваеìоãо паpаìетpа. Такиì обpазоì,
исхоäя из сути ãенети÷ескоãо аëãо-

pитìа, ìаска каpтиpования хpоìосоìы пpеäставëе-
на с поìощüþ схеìы, изобpаженной на pис. 2.

Посëе вы÷исëения äëины хpоìосоì фоpìиpуется
попуëяöия, состоящая из некотоpоãо ÷исëа особей,
кажäая из котоpых состоит из m хpоìосоì, и пpеä-
ставëяþщая собой некотоpый набоp из возìожных
настpоек pеãуëятоpа. На этоì закан÷ивается пpеä-
ваpитеëüный этап ãенети÷ескоãо аëãоpитìа.

Даëее сëеäуþт повтоpяþщиеся пpоöеäуpы вы-
÷исëения показатеëя зäоpовüя äëя кажäой особи
попуëяöии, отбоp pоäитеëей, ìутаöия потоìков и
отбоp особей в сëеäуþщее покоëение. Дëя вы÷ис-
ëения показатеëя зäоpовüя кажäой из особей необ-
хоäиìо пpовести ìоäеëиpование иссëеäуеìой сис-
теìы с теìи паpаìетpаìи, котоpые закоäиpованы
в ее хpоìосоìах, и опpеäеëитü интеãpаëüный кpи-
теpий ка÷ества систеìы. Посëе этоãо показатеëü
зäоpовüя i-й особи вы÷исëяется как 

fi = ; i = 1(1)n. (6)

На основании фоpìуëы (6) ìожно сäеëатü вывоä
о тоì, ÷то наибоëüøая веpоятностü выжитü и äатü
потоìство буäет у особей, котоpые обеспе÷иваþт
систеìе в текущей попуëяöии ìиниìаëüное зна÷е-
ние кpитеpия ка÷ества (1).

Посëе вы÷исëения показатеëя зäоpовüя всех осо-
бей попуëяöии пpиступаþт к пpоöеäуpе отбоpа pо-
äитеëей и к их скpещиваниþ. Исхоäя из пpеäваpи-
теëüных иссëеäований äëя äанной заäа÷и ëу÷øие
pезуëüтаты показывает pуëето÷ная схеìа отбоpа pо-
äитеëей. К поëу÷енныì потоìкаì пpиìеняется
опеpатоp ìутаöии.

Дëя отбоpа особей в новое покоëение пpиìеня-
ется стpатеãия поä названиеì "эëитизì". Эта стpа-
теãия обеpеãает ëу÷øие особи в попуëяöии K-ãо
покоëения от pазëи÷ных сëу÷айных возäействий,
а также обеспе÷ивает их безусëовный пеpехоä в
(K + 1)-е покоëение. Оäнако пpи испоëüзовании
тоëüко этой стpатеãии пеpехоäа особей в (K + 1)-е
покоëение ìожет пpоизойти пpежäевpеìенное
схожäение попуëяöии в ëокаëüный экстpеìуì [7].
Поэтоìу в pазpаботанноì аëãоpитìе исхоäя из
пpеäваpитеëüных иссëеäований испоëüзуется сëе-
äуþщая коìбинаöия ìетоäов: 10 % ëу÷øих особей
K-ãо покоëения всеãäа пеpехоäят в сëеäуþщее без
отбоpа, остаëüные 90 % äобиpаþтся с испоëüзова-
ниеì поpоãовоãо ìетоäа отбоpа. Остановка pаботы
аëãоpитìа пpоисхоäит, коãäа все особи попуëяöии,
за искëþ÷ениеì пpоöента особей, поäвеpãøихся ìу-
таöии, описываþт оäну и ту же систеìу в те÷ение
3...5 покоëений.

j 1=

m

∑

Sj

δj

---

log2

Sj

δj
 

-----

1
I q( )
--------

Pис. 2
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Методика доказательства нахождения алгоpитмом 
экстpемума кpитеpия качества

В ка÷естве äоказатеëüства нахожäения аëãоpит-
ìоì экстpеìуìа кpитеpия ка÷ества pеãуëиpования
воспоëüзуеìся способоì, котоpый испоëüзуется пpи
анаëоãи÷ноì äоказатеëüстве нахожäения экстpе-
ìуìа кpитеpия ка÷ества иìпуëüсных автоìати÷е-
ских систеì аëãоpитìаìи, сфоpìиpованныìи на
основе ãpаäиентных пpоöеäуp. В этоì сëу÷ае ис-
поëüзуется тот факт, ÷то ãpафики зависиìости ìо-
äуëяöионной хаpактеpистики A(ε) от оøибки pеãу-
ëиpования пpи запуске с pазëи÷ных на÷аëüных то-
÷ек äоëжны совпаäатü на интеpваëе ε ∈ [0; λ] [9].

Ввеäеì понятие хаpактеpисти÷еской особи по-
коëения — поä ней буäеì пониìатü такуþ особü
в текущеì покоëении, у котоpой показатеëü зäо-
pовüя, вы÷исëенный по фоpìуëе (6), явëяется наи-
боëüøиì. Естественно, ÷то как и ëþбой äpуãой
особи хаpактеpисти÷еской особи соответствует опpе-
äеëенная ìоäуëяöионная хаpактеpистика A(ε(t, q)).
Такиì обpазоì, сфоpìиpуеì äва способа äоказатеëü-
ства нахожäения аëãоpитìоì экстpеìуìа кpитеpия
ка÷ества. Пеpвый способ основан тоì, ÷то ìоäуëя-
öионная хаpактеpистика, äоставëяþщая экстpеìуì
кpитеpиþ ка÷ества, известна из пpеäваpитеëüных
иссëеäований. В этоì сëу÷ае фоpìиpуþтся äве по-
пуëяöии, у котоpых ìоäуëяöионные хаpактеpистики
хаpактеpисти÷еских особей пеpвоãо покоëения бы-
ëи бы выøе и ниже оптиìаëüной на отpезке ε ∈ [0; λ]
соответственно. Такиì обpазоì, есëи пpи такоì
способе äоказатеëüства обе попуëяöии схоäятся к
оптиìаëüной на отpезке ε ∈ [0; λ], то pаботоспособ-
ностü аëãоpитìа ìожно с÷итатü äоказанной.

Втоpой способ пpакти÷ески анаëоãи÷ен пеpвоìу,
с той ëиøü pазниöей, ÷то в этоì сëу÷ае оптиìаëü-
ная ìоäуëяöионная хаpактеpистика неизвестна.
Зäесü фоpìиpуþтся нескоëüко pазëи÷ных попуëя-
öий, хаpактеpисти÷еские особи пеpвоãо покоëения
котоpых описываþт несовпаäаþщие ìоäуëяöион-
ные хаpактеpистики. Есëи посëе запуска аëãоpитìа
все попуëяöии совпаäаþт на отpезке ε ∈ [0; λ], то
pаботоспособностü аëãоpитìа с÷итается äоказанной.

В обоих сëу÷аях испоëüзуþтся попуëяöии, в ко-
тоpых хаpактеpисти÷еская особü пеpвоãо покоëения
уäовëетвоpяет какиì-ëибо усëовияì. Такие попуëя-
öии буäеì называтü "выpожäенныìи". Выpожäение
попуëяöии закëþ÷ается в созäании äопоëнитеëü-
ных усëовий, накëаäываеìых на вектоp паpаìет-
pов q. Соãëасно иссëеäованияì, пpовеäенныì в
pаботе [6], ìоäуëяöионная хаpактеpистика оптиìаëü-
ной систеìы äоëжна уäовëетвоpятü некотоpыì ус-
ëовияì. Исхоäя из этих усëовий ìожно сфоpìиpо-
ватü такие оãpани÷ения, накëаäываеìые на вектоp
настpаиваеìых паpаìетpов q, ÷то ìоäуëяöионная
хаpактеpистика хаpактеpисти÷еской особи пеpвоãо
покоëения быëа бы выøе иëи ниже оптиìаëüной.

Pезультаты исследования

Дëя иëëþстpаöии выøеизëоженноãо pассìотpиì
систеìу pеãуëиpования, состоящуþ из инеpöион-
ноãо звена втоpоãо поpяäка, звена, осуществëяþ-
щеãо АИМ, с ÷етыpüìя настpаиваеìыìи паpаìет-
pаìи и обpатной связи, стpуктуpа котоpой пpиве-
äена на pис. 1. Опеpатоp объекта pеãуëиpования
Gоб с запазäываниеì ìожет бытü записан в виäе

Gоб(p) = e–τp,

ãäе kоб — коэффиöиент пеpеäа÷и объекта; T1, T2 —

постоянные вpеìени объекта; τ — вpеìя запазäыва-
ния объекта; kиì — коэффиöиент пеpеäа÷и испоë-

нитеëüноãо ìеханизìа. Звено АИМ осуществëяет
ìоäуëяöиþ по закону (2), скважностü иìпуëüсов
γ = 0,5, пеpиоä иìпуëüсов T = 25 с. Моäуëяöионная
хаpактеpистика соответствует выpажениþ (4), m = 4.

Кpитеpий оптиìизаöии пpеäставëен äостато÷-
но pаспpостpаненныì кваäpати÷ныì кpитеpиеì
ка÷ества:

I = ε2(t, q)dt, (7)

ãäе L — интеpваë интеãpиpования.
Пустü веpхняя ãpаниöа кажäоãо из настpаивае-

ìых паpаìетpов pавна Sj = 50, j = 1(1)4, а øаã из-
ìенения pавен δj = 0,01. Тоãäа äëина Lj кажäой
хpоìосоìы по фоpìуëе (5) pавна

Lj =  + 1 = ⎡12,28⎤ + 1 = 14; j = 1(1)4.

Паpаìетpы ãенети÷ескоãо аëãоpитìа исхоäя
из пpеäваpитеëüных иссëеäований пpиìеì сëе-
äуþщиìи:
� веpоятностü скpещивания — 85 %;
� веpоятностü ìутаöии — 30 %;
� ÷исëо особей в попуëяöии — 40.

Паpаìетpы объекта pеãуëиpования иìеëи сëеäуþ-
щие зна÷ения: kоб = 1, kиì = 0,01, T1 = 10 с, T2 = 40 с,
τ = 50 с. Заäаþщее возäействие λ(t) = 1(t)•0,5.

Дëя äоказатеëüства pаботоспособности аëãоpит-
ìа воспоëüзуеìся пеpвыì способоì, описанныì
в пpеäыäущеì pазäеëе. В pаботе [4] показана оп-
тиìаëüная ìоäуëяöионная хаpактеpистика A*(ε)
äëя äанноãо объекта. Такиì обpазоì, ìожно сфоp-
ìиpоватü äве выpожäенные попуëяöии, у котоpых
хаpактеpисти÷еская особü пеpвоãо покоëения ãа-
pантиpованно буäет иìетü неоптиìаëüнуþ ìоäуëя-
öионнуþ хаpактеpистику.

На pис. 3 пpивеäены зависиìости A(ε), ãäе öиф-
pаìи 1 и 2 обозна÷ены соответственно ìоäуëяöи-
онные хаpактеpистики хаpактеpисти÷еской особи
пеpвоãо покоëения пеpвой и втоpой попуëяöий.
Цифpаìи 3 и 4 обозна÷ены соответственно зависи-
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ìости A(ε) хаpактеpисти÷еских особей
посëеäнеãо покоëения.

Как виäно из pис. 3, аëãоpитì схо-
äится к оäной фоpìе ìоäуëяöионной
хаpактеpистики, а также совпаäает с
оптиìаëüной хаpактеpистикой из pабо-
ты [4] (ëинии 3 и 4 совпаäаþт с äоста-
то÷ной на пpактике то÷ностüþ на ин-
теpваëе ε ∈ [0; λ]).

На pис. 4 пpеäставëены зависиìости
кpитеpия ка÷ества pеãуëиpования (7) от
÷исëа покоëений K. Как виäно из этоãо
pисунка, ëинии 1 и 2, котоpые соответ-
ствуþт пеpвой и втоpой выpожäенныì
попуëяöияì соответственно, пpакти÷е-
ски совпаäаþт посëе 350-ãо покоëения,
÷то также ãовоpит о тоì, ÷то аëãоpитì
нахоäит экстpеìуì кpитеpия (7) с äос-
тато÷ной äëя пpактики то÷ностüþ.

На pис. 5 öифpой 1 обозна÷ен ãpафик
пеpехоäноãо пpоöесса, соответствуþ-
щеãо хаpактеpисти÷еской особи пеpво-
ãо покоëения, öифpой 2 — посëеäнеãо
покоëения.

Из пpеäставëенных pисунков ìожно
сäеëатü вывоä о тоì, ÷то pазpаботан-
ный аëãоpитì pеøает заäа÷у паpаìет-
pи÷еской оптиìизаöии äëя АИМ-сис-
теìы с äостато÷ной äëя пpактики то÷-
ностüþ.
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Введение

В настоящее вpеìя объеì пpоизвоäства соpто-
вой заãотовки составëяет боëее 380 ìëн тонн в ãоä
и постоянно увеëи÷ивается. К pосту объеìа непpе-
pывноëитой соpтовой заãотовки пpивоäит посто-
янное совеpøенствование техноëоãии и непpеpыв-
ное освоение новых ìаøин непpеpывноãо ëитüя.
На текущий ìоìент в стpанах СНГ нас÷итывается
боëее 30 ìаøин непpеpывноãо ëитüя заãотовок
(МНЛЗ) äëя пpоизвоäства соpтовой заãотовки. 

В 2004 ã. в ОАО "Маãнитоãоpский ìетаëëуpãи-
÷еский коìбинат" в эëектpостаëепëавиëüноì öехе
быëи ввеäены в экспëуатаöиþ äве пятиpу÷üевые
соpтовые МНЛЗ австpийской фиpìы VAI с общей
пpоектной пpоизвоäитеëüностüþ 2 ìëн тонн заãо-
товки в ãоä. На ìаøине пpиìеняется ãиëüзовый
ìноãоконусный кpистаëëизатоp "Diamold" высотой
900 ìì. На пеpвоì у÷астке зоны втоpи÷ноãо охëа-
жäения (ЗВО) пpиìеняется воäяное охëажäение,
а на тpех остаëüных — воäовозäуøное.

Внеøний тепëообìен непpеpывноëитой заãотов-
ки пpи охëажäении в ЗВО на повеpхности хаpак-
теpизуется коэффиöиентаìи тепëоотäа÷и по äëине
МНЛЗ, котоpые связаны с интенсивностüþ охëажäе-
ния заãотовки по пеpиìетpу, выбpанной из усëовий
поëу÷ения ка÷ественноãо ìетаëëа на выхоäе из МНЛЗ.

На коэффиöиент тепëоотäа÷и вëияет зна÷итеëü-
ное ÷исëо фактоpов, у÷естü котоpые pас÷етныì

путеì не пpеäставëяется возìожныì. Хотя заäа÷а
опpеäеëения коэффиöиентов тепëоотäа÷и в ЗВО и
иìеет боëüøуþ саìостоятеëüнуþ öенностü, она не
ис÷еpпывает всеãо кpуãа вопpосов оpãанизаöии те-
пëовоãо pежиìа зоны. Теì не ìенее, поëу÷ение зна-
÷ений коэффиöиента тепëоотäа÷и о÷енü важно, так
как эти зна÷ения явëяþтся исхоäныì ìатеpиаëоì
äëя посëеäуþщих экспеpиìентаëüных уто÷нений.

Пеpвые пpакти÷еские pезуëüтаты pеøения заäа÷и
опpеäеëения коэффиöиентов тепëоотäа÷и непpе-
pывноëитой заãотовки по экспеpиìентаëüныì зна-
÷енияì теìпеpатуpы повеpхности пpи охëажäении
заãотовки в ЗВО МНЛЗ быëи поëу÷ены В. И. Пан-
феpовыì и К. Н. Вäовиныì [1]. Данная ìетоäика
описана и в pаботе Д. Х. Девятова [2].

Некотоpыì иссëеäоватеëяì уäаëосü установитü
пpиìеpные коëи÷ественные соотноøения ìежäу
уäеëüныìи pасхоäаìи воäы на еäиниöу повеpхности
заãотовки в еäиниöу вpеìени и коэффиöиентоì
тепëоотäа÷и. Так, в pаботах [3, 4] пpивеäена зави-
сиìостü ìежäу коэффиöиентоì тепëоотäа÷и и
уäеëüныìи pасхоäаìи воäы äëя сëябовой МНЛЗ.
С испоëüзованиеì тех иëи иных öифpовых ìоäеëей
автоpаìи поëу÷ено изìенение во вpеìени (иëи по
высоте ìаøины) коэффиöиента тепëоотäа÷и äëя вы-
бpанной скоpости ëитüя, се÷ения заãотовки и ìаpки
стаëи äëя äвуìеpноãо и оäноìеpноãо сëу÷аев. Кpоìе
тоãо, быëи поëу÷ены анаëоãи÷ные ìонотонные за-
висиìости äëя pаспpеäеëения охëажäаþщей воäы по
высоте ìаøины. В связи с теì, ÷то в пpеäеëах оäной
секöии зоны втоpи÷ноãо охëажäения pасхоä воäы
не пеpеpаспpеäеëяется, коэффиöиент тепëоотäа÷и
в пpеäеëах кажäой секöии постоянный и pавен еãо
зна÷ениþ в ãеоìетpи÷ескоì öентpе секöии.

Такиì обpазоì, äëя кажäой секöии втоpи÷ноãо
охëажäения в усëовиях стати÷ескоãо pежиìа ëитüя
быëи поëу÷ены зависиìости коэффиöиентов тепëо-
отäа÷и, теìпеpатуpы повеpхности заãотовки и pас-
хоäов воäы по секöияì ЗВО äëя узких и øиpоких
сëябов, котоpые позвоëяþт пpовоäитü настpойку
ëокаëüных pеãуëятоpов pасхоäа воäы на кажäуþ
секöиþ ЗВО.

Общие вопpосы физи÷еской интеpпpетаöии кpи-
теpиев оптиìаëüности äëя пpоöесса затвеpäевания
сëитка и их ìатеìати÷еское описание наøëи отpа-
жение в pаботах Собоëева В. В. и Тpефиëова П. М.
Основные аëãоpитìы pеøения поäобных заäа÷ äëя
ìеäных сëитков кpуãëоãо се÷ения пpеäставëены
в pаботах [5—7].

Оäнако вопpосы паpаìетpи÷еской иäентифика-
öии ìатеìати÷еских ìоäеëей внеøнеãо тепëообìе-
на заãотовки в соpтовых МНЛЗ изу÷ены неäоста-
то÷но. В связи с этиì в äанной статüе äëя указанноãо

На основе метода одномеpной безусловной оптимизации
(метода Фибоначчи) pассмотpена паpаметpическая иденти-
фикация математической модели внешнего теплообмена
заготовки в соpтовой машине непpеpывного литья загото-
вок (МНЛЗ) на пpимеpе пятиpучьевой соpтовой МНЛЗ pа-
диального типа фиpмы VAI.

Ключевые слова: оптимизация, идентификация, теп-
лообмен, МНЛЗ, моделиpование
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типа МНЛЗ pеøается заäа÷а паpаìетpи÷еской иäен-
тификаöии (коэффиöиенты тепëоотäа÷и, pасхоäы
охëаäитеëя) ìоäеëи внеøнеãо тепëообìена заãотовки
вäоëü техноëоãи÷еской оси МНЛЗ на основе pас-
пpеäеëения теìпеpатуp по повеpхности заãотовки,
заäанноãо из усëовий ее pаöионаëüноãо охëажäения.

Математическая модель особенности пpоцесса 
внешнего теплообмена заготовки

Дëя обеспе÷ения pавноìеpноãо охëажäения за-
ãотовки по äëине ЗВО пpеäусìатpивается нескоëü-
ко секöий с pазëи÷ной интенсивностüþ отвоäа те-
пëоты [8]. Интенсивностü охëажäения во втоpи÷-
ной зоне äоëжна выбиpатüся такиì обpазоì, ÷тобы
теìпеpатуpа повеpхности заãотовки в пpоöессе ее
äвижения вäоëü техноëоãи÷еской оси МНЛЗ ìеä-
ëенно снижаëасü.

Дëя опpеäеëения хаpактеpа pаспpеäеëения теì-
пеpатуpы повеpхности заãотовки пpоанаëизиpуеì
пpоöесс тепëопеpеноса в заãотовке, на äвух ãpани-
öах котоpой осуществëяется тепëообìен с внеø-
ней сpеäой за с÷ет изëу÷ения и конвекöии. Обëастü
pеøения пpеäставëена на pис. 1.

Матеìати÷еская ìоäеëü внеøнеãо тепëообìена
иìеет виä:

ρcэф(T )  = λэф(T )  + , (1)

ãäе ρ — пëотностü ìетаëëа, кã/ì3; T — теìпеpатуpа
заãотовки по ее се÷ениþ, К; cэф(T ) — эффективная
тепëоеìкостü ìетаëëа, Дж/(кã•К); λэф(T ) — эф-
фективная тепëопpовоäностü ìетаëëа, Вт/(ì•К);
τ — пpостpанственная кооpäината по вpеìени;
x, y — кооpäинаты попеpе÷ноãо се÷ения заãотовки;
W – 1/2 øиpины заãотовки, ì; H – 1/2 тоëщины за-
ãотовки, ì.

Коэффиöиенты cэф(T ) и λэф(T ) опpеäеëяþтся
в зависиìости от теìпеpатуpы фазовоãо состояния
ìетаëëа [9].

Теìпеpатуpа ëиквиäус опpеäеëяется с у÷етоì вëия-
ния соäеpжания в ìетаëëе хиìи÷еских эëеìентов,
а äëя опpеäеëения теìпеpатуpы соëиäус испоëüзо-
ваëи аппpоксиìиpуþщие функöии ëинии соëиäус
в обëасти äиаãpаììы состояния систеìы Fe—C [10].

На÷аëüные и ãpани÷ные усëовия запиøеì в сëе-
äуþщеì виäе:

(2)

ãäе С = εC0 — коэффиöиент тепëообìена изëу÷е-
ниеì, нВт/(ì2•К4); ε — степенü ÷еpноты стаëüной

заãотовки; Tсp — теìпеpатуpа окpужаþщей сpеäы, К;
T0 — теìпеpатуpа ìетаëëа в пpоìежуто÷ноì ковøе, К;
Tповx, Tповy — теìпеpатуpы повеpхностей заãотов-
ки, К; α — коэффиöиент тепëоотäа÷и, Вт/(ì2•К).

В на÷аëüный ìоìент вpеìени теìпеpатуpное
поëе заãотовки T пpи τ = 0 пpиниìается оäноpоä-
ныì: теìпеpатуpа во всеì объеìе постоянна и pавна
теìпеpатуpе ìетаëëа в пpоìежуто÷ноì коøе T0.

Дëя аппpоксиìаöии äиффеpенöиаëüноãо уpав-
нения (1) pазностныì ввеäеì пpостpанственно-
вpеìеннуþ сетку с кооpäинатаìи

xi = (i – 1)hx, yj = ( j – 1)hy, τn = nτ, ln = v τn,

ãäе hx, hy — øаãи сетки по кооpäинатаì х, у соот-

ветственно; τ — øаã по вpеìени; i = ; j = ,

n = , K — ÷исëо итеpаöий по вpеìени τ; v —
скоpостü вытяãивания заãотовки, ì/ìин (pис. 2).

Дëя pеøения заäа÷и (1)—(2) ввеäеì pавноìеp-
нуþ пpостpанственно вpеìеннуþ сетку, в pезуëüтате
÷еãо øаã по вpеìени pеаëизуется в äва этапа. На
пpоìежуто÷ноì вpеìенноì øаãе пpовоäиì äискpе-
тизаöиþ уpавнения (1) тоëüко в напpавëении оси х
и поëу÷аеì оäноìеpное уpавнение. Затеì пpово-
äиì äискpетизаöиþ уpавнения (1) в напpавëении
оси y и, pеøая поëу÷енное оäноìеpное уpавнение,
опpеäеëяеì поëе теìпеpатуpы на öеëоì øаãе поT∂
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Pис. 1. Область pешения задачи теплопеpеноса в заготовке

Pис. 2. Pазностная сетка области pешения
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вpеìени [11]. Поëу÷енные pазностные уpавнения
своäятся к тpехäиаãонаëüноìу виäу и pеøаþтся
посëеäоватеëüно ìетоäоì пpоãонки.

Pасс÷итанное теìпеpатуpное pаспpеäеëение в
заãотовке вäоëü техноëоãи÷еской оси МНЛЗ пpи за-
äанных коэффиöиентах тепëоотäа÷и позвоëяет оп-
pеäеëитü pасхоä охëаäитеëя в секöиях ЗВО по уpав-
нениþ тепëовоãо баëанса охëажäаþщей воäы [12]:

 = , (3)

ãäе  — pасхоä воäы в зоне втоpи÷ноãо охëаж-
äения, ì3/÷; S — охëажäаеìая пëощаäü заãотовки
в зоне втоpи÷ноãо охëажäения, ì2; T1 и T2 — на-
÷аëüная и коне÷ная теìпеpатуpы воäы, К; ω — ко-
эффиöиент испаpения воäы (0,01...0,05). 

Постановка задачи паpаметpической идентификации

Заäа÷а поäãотовки äанных äëя pас÷ета уто÷нен-
ных pежиìов охëажäения, такиì обpазоì, пpеä-
ставëяет собой заäа÷у иäентификаöии коэффиöи-
ентов тепëоотäа÷и по äëине заãотовки на основе
pаспpеäеëения теìпеpатуp по ее повеpхности, за-
äанноãо из усëовий pаöионаëüноãо охëажäения по
Д. П. Евтееву [13]:

Tпов(x, l ) = , (4)

ãäе n = ln( (x, l )/800)/ln(L – hk + 1), L — поëная
äëина заãотовки от ìениска в кpистаëëизатоpе äо
конöа зоны втоpи÷ноãо охëажäения, ìì; l — теку-
щая äëина заãотовки, ìì; hk — pабо÷ая высота кpи-
стаëëизатоpа, ìì; Tпов(x, l ) и (x, l ) — теìпе-
pатуpы повеpхности заãотовки соответственно пpи
текущеì зна÷ении l и пpи зна÷ении l = hk, К.

Цеëüþ pеøения заäа÷и паpаìетpи÷еской иäенти-
фикаöии явëяется поäбоp таких ÷исëовых зна÷е-
ний коэффиöиентов тепëоотäа÷и по äëине техно-
ëоãи÷еской оси МНЛЗ α(l ), пpи котоpых теìпеpа-
туpное поëе по повеpхности заãотовки, поëу÷енное
пpи pеøении уpавнения тепëопpовоäности с ãpа-
ни÷ныìи усëовияìи (1)—(2), соответствоваëо pе-
коìенäуеìоìу pаспpеäеëениþ (4), т. е. ìиниìуìу
функöионаëа [2]:

J(α) = (T *(x, l ) – T (α, x, l ))2dxdl, (5)

ãäе T *(x, l ) — pекоìенäуеìое pаспpеäеëение теì-
пеpатуpы по повеpхности заãотовки, pасс÷итанное
по фоpìуëе (4), К; T (α, x, l ) — pаспpеäеëение теì-
пеpатуpы по повеpхности заãотовки, поëу÷енное
пpи pеøении уpавнения тепëопpовоäности с заäан-
ныìи коэффиöиентаìи тепëоотäа÷и α, К; x — ко-
оpäината по повеpхности заãотовки со стоpоны ìа-
ëоãо pаäиуса МНЛЗ.

Нахожäение оптиìаëüных коэффиöиентов теп-
ëоотäа÷и с повеpхности заãотовки вäоëü ее техно-

ëоãи÷еской оси из усëовия ìиниìизаöии äанноãо
кpитеpия позвоëит pасс÷итатü техноëоãи÷еские pе-
жиìы втоpи÷ноãо охëажäения, обеспе÷иваþщие:
� уìеpеннуþ интенсивностü снижения теìпеpа-

туpы повеpхности заãотовки, особенно на этапе
фоpìиpования обоëо÷ки (äëя устpанения по-
веpхностных тpещин);

� уìенüøение ãpаäиентов теìпеpатуpы по тоëщи-
не обоëо÷ки (äëя пpеäотвpащения тpещинооб-
pазования и искажения пpофиëя заãотовки);

� ìеäëенный pост затвеpäевøей обоëо÷ки в на÷аëü-
ный пеpиоä и затеì быстpое ее утоëщение (äëя
уìенüøения осевой поpистости и ëикваöии);

� выpавнивание скоpости охëажäения в ëþбоì
попеpе÷ноì се÷ении обоëо÷ки (äëя пpеäотвpа-
щения тpещинообpазования и искажения пpо-
фиëя заãотовки);

� неäопускание pазоãpева внеøних повеpхностей
заãотовки на какоì-ëибо у÷астке (äëя пpеäотвpа-
щения тpещинообpазования и искажения пpо-
фиëя заãотовки);

� выбоp интенсивности охëажäения заãотовки в
pайоне окон÷ания затвеpäевания, пpи котоpой по-
ëу÷ается пëотная без сосpеäото÷енной поpистости
осевая зона и не возникаþт осевые тpещины;

� постоянство теìпеpатуpы по пеpиìетpу ëþбоãо
попеpе÷ноãо се÷ения заãотовки, ÷то явëяется важ-
ныì усëовиеì äëя боpüбы с искажениеì пpофиëя
заãотовки и уìенüøениеì таких äефектов, как
осевые тpещины и осевая поpистостü.
Дëя иäентификаöии коэффиöиентов тепëоот-

äа÷и пpиìеняется ìетоä оäноìеpной безусëовной
оптиìизаöии — ìетоä Фибона÷÷и. Данный ìетоä
пpи заäанноì интеpваëе неопpеäеëенности (äиапа-
зон изìенения коэффиöиентов тепëоотäа÷и в ЗВО
МНЛЗ) позвоëяет за опpеäеëенное ÷исëо итеpаöий
найти pеøение с заäанныì уpовнеì то÷ности.

На основе ìатеìати÷еской ìоäеëи быëа pазpа-
ботана коìпüþтеpная пpоãpаììа äëя пpовеäения
паpаìетpи÷еской иäентификаöии ìатеìати÷еской
ìоäеëи внеøнеãо тепëообìена заãотовки в соpто-
вых МНЛЗ на языке Object Pascal. 

Pезультаты моделиpования 

Чисëенный экспеpиìент пpовоäиëся äëя заãо-
товки се÷ениеì 170 Ѕ 152 ìì пpи сëеäуþщих ус-
ëовиях. Быëа выбpана ìаpка стаëи Ст3сп, pазëи-
ваеìая со скоpостüþ вытяãивания 2,8 ì/ìин, с хи-
ìи÷ескиì составоì, пpеäставëенныì в табë. 1.

Дëя äанноãо хиìи÷ескоãо состава теìпеpатуpа ëи-
квиäус составëяет 1512 °C, теìпеpатуpа соëиäус —
1492 °C. В соответствии с pекоìенäаöияìи техно-

gH
2
O

αS Tпов T1–( )

1 ω–( ) T2 T1–( ) ω 640 T1–( )+( )cH
2
O

--------------------------------------------------------------------------

gH
2
O

Tпов
0

x l,( )

l hk– 1+( )
n

-----------------------

Tпов
0

Tпов
0

L
∫

W
∫

Табëиöа 1
Химический состав стали марки Ст3сп

Хиìи÷еский 
эëеìент

C Mn Si S P Cr Ni Cu

Соäержание, % 0,18 0,52 0,23 0,014 0,012 0,15 0,15 0,15
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ëоãи÷еской инстpукöии пpиниìаеì
теìпеpатуpу ìетаëëа в пpоìежуто÷-
ноì ковøе 1535 °C. Моäеëиpование
пpовоäиëи äëя "ìяãкоãо" pежиìа ох-
ëажäения (теìпеpатуpа заãотовки на
выхоäе 950 °C). По pезуëüтатаì ìоäе-
ëиpования быëи поëу÷ены pаспpеäе-
ëения теìпеpатуpы заãотовки в заäан-
ных то÷ках по ее се÷ениþ вäоëü тех-
ноëоãи÷еской оси МНЛЗ (pис. 3, 4).

Пpи pекоìенäуеìоì pаспpеäеëе-
нии теìпеpатуp выпоëнена иäенти-
фикаöия коэффиöиентов тепëоотäа-
÷и с повеpхности заãотовки и вы-
поëнен pас÷ет pасхоäа охëаäитеëя
äëя кажäой ЗВО (табë. 2).

Заключение

Пpиìенение pассìотpенноãо ìетоäа позвоëит
pеаëизоватü сеpиþ pас÷етов паpаìетpов тепëооб-
ìена непpеpывноëитой заãотовки, pасøиpитü зна-
ние основных особенностей тепëовой pаботы зоны
втоpи÷ноãо охëажäения и на этоì основании пpо-
ãнозиpоватü основные паpаìетpы pежиìов охëаж-
äения заãотовок на äействуþщих соpтовых ìаøи-
нах пpи повыøении их пpоизвоäитеëüности, а так-
же обоснованно испоëüзоватü поëу÷енные знания
пpи пpоектиpовании новых ìаøин и техноëоãий
непpеpывной pазëивки.
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Табëиöа 2
Параметры теплообмена в сортовой МНЛЗ

Параìетр I зона II зона III зона IV зона

Расхоä воäы, ë/ìин 66 
(91,3)*

67,4 
(60,9)*

38,6 
(49,4)*

25,6 
(30)*

Коэффиöиент тепëоот-
äа÷и, Вт/(ì2•К)

565,6 468,5 194,4 127,5

* В скобках указан расхоä воäы в соответствии с инст-
рукöией [14]

Pис. 4. Темпеpатуpа заготовки по ее сечению пpи "мягком" pе-
жиме охлаждения:
1 — на выхоäе из кpистаëëизатоpа; 2 — на выхоäе из I зоны; 3 —
на выхоäе из II зоны; 4 — на выхоäе из III зоны; 5 — на выхоäе
из IV зоны; 6 — пеpеä МГP

Pис. 3. Pаспpеделение темпеpатуpы заготовки вдоль оси МНЛЗ
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Введение

В усëовиях вступëения Pоссии в ВТО и сокpа-
щения экспоpта оте÷ественноãо станкостpоитеëü-
ноãо обоpуäования, а также повыøения конкуpен-
öии в обëасти ìаøиностpоения вопpосы, связанные
с внеäpениеì пеpспективных техноëоãий и pазpа-
боткой новейøих сpеäств автоìатизаöии пpеöизи-
онноãо обоpуäования, позвоëяþщих вывести еãо
на ìиpовой уpовенü, становятся весüìа актуаëüныìи
в ìасøтабах эконоìики всей стpаны. Снижение
конкуpентоспособности ìаøиностpоитеëüноãо
обоpуäования объясняется непpеpывно увеëи÷иваþ-
щиìся объеìоì испоëüзования иìпоpтных коì-
пëектуþщих пpи сбоpке pоссийских станков. Сëе-
äует отìетитü, ÷то оäниì из пеpспективных на-
пpавëений повыøения то÷ности станков явëяется
пpиìенение аäаптивноãо нейpоне÷еткоãо упpавëе-
ния [1] (ANFIS — Adaptive Neuro-Fuzzy Inference
System), позвоëяþщеãо сокpатитü анаëиз сëожных
неëинейных систеì äиффеpенöиаëüных уpавнений,
котоpый испоëüзуþт тpаäиöионные ìетоäы упpав-
ëения обоpуäованиеì с ЧПУ [2]. Основой такоãо
поäхоäа явëяется ìоäеëü Такаãи—Суãэно [3], на базе
котоpой созäан øиpокий кëасс автоìатизиpован-
ных систеì упpавëения техноëоãи÷ескиìи пpоöес-
саìи [4, 5], ÷то свиäетеëüствует о ее высокой нау÷-
но-техни÷еской зна÷иìости. Оäнако пpакти÷еская
pеаëизаöия äанной ìоäеëи затpуäнена всëеäствие
невысокой то÷ности ее обу÷ения. Так, в pаботе
[6, стp. 377, pис. 5.48] pеøена заäа÷а автоìати÷е-
ской паpковки ãpузовика. Пpи этоì поãpеøностü

обу÷ения нейpоне÷еткой сети составëяет 8 % пpи
35 итеpаöиях обу÷ения. Сëеäует отìетитü, ÷то äан-
ная оøибка свойственна ëþбыì АСУ, испоëüзуþ-
щиì в своей стpуктуpе тpаäиöионный аëãоpитì
Такаãи—Суãэно. Такиì обpазоì, повыøение опе-
pативности пpинятия pеøения за с÷ет снижения
поãpеøности обу÷ения нейpоне÷еткой сети äëя
äанноãо кëасса ìоäеëей возìожно пpи ìоäифика-
öии систеìы не÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа, ëежащей
в ее основе [7, 8]. Дëя снижения поãpеøности обу-
÷ения в статüе пpеäëожена нейpоне÷еткая сетевая
ìоäеëü вывоäа.

Нейpонечеткая сетевая модель вывода

Механизì не÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа (НЛВ),
котоpый явëяется основой нейpоне÷етких систеì
вывоäа, pаботает на основе äанных, записанных в
базу знаний, фоpìиpуеìуþ с поìощüþ экспеpтной
инфоpìаöии [9], и отобpажаþщих взаиìосвязü ìе-
жäу ниìи в виäе не÷етких пpавиë упpавëения (НПУ):

ãäе a — вхоäная пеpеìенная (÷исëовое зна÷ение по

оси абсöисс); b — выхоäная пеpеìенная; Ai, i = , —

степенü истинности функöии пpинаäëежности (ФП);

n — ÷исëо теpìов ФП; Bi, i = , — степенü ис-

тинности ФП выхоäной пеpеìенной.

Систеìы упpавëения, испоëüзуþщие НПУ,
иìеþт pяä неäостатков. Наибоëее зна÷иìый из
них — это отсутствие pеакöии систеìы на внеøние
фактоpы, т. е. не÷етко-ëоãи÷еская систеìа не спо-
собна коppектиpоватü äиапазоны вхоäных зна÷ений
в зависиìости от выхоäных äанных (отсутствие об-
pатной связи). Напpиìеp, в совpеìенных систеìах
с ЧПУ ÷исëо вхоäных паpаìетpов, поëу÷аеìых
с äат÷иков, ìожет äостиãатü нескоëüких äесятков.
Пpи этоì ÷исëо НПУ, описываþщих взаиìосвязü
ìежäу ниìи, возpастает в ãеоìетpи÷еской пpоãpес-
сии, ÷то пpивоäит к зна÷итеëüноìу увеëи÷ениþ
опеpативности пpинятия упpавëяþщеãо pеøения.
Напpиìеp, в тpаäиöионных ìоäеëях НЛВ (Маìäани,
Лаpсена, Тсукаìото, Суãэно) ìаксиìаëüное ÷исëо
закëþ÷ений опpеäеëяется по фоpìуëе ab + ab [1],
ãäе a — ÷исëо теpìов у вхоäных пеpеìенных, b —
÷исëо вхоäных пеpеìенных, т. е. äëя pассìотpен-
ноãо ниже пpиìеpа ÷исëо закëþ÷ений составит
36 + 18 = 747. В пpеäëаãаеìоì аëãоpитìе ÷исëо за-
кëþ÷ений с поìощüþ ìатpиöы не÷етких отноøе-
ний тpансфоpìиpуется такиì обpазоì, ÷тобы оно
всеãäа pавняëосü ÷исëу теpìов выхоäной пеpеìен-
ной, т. е. пяти. Это увеëи÷ивает быстpоäействие
пpоöесса пpинятия упpавëяþщеãо pеøения, ÷то
особенно öенно äëя систеì, pаботаþщих в pежиìе
pеаëüноãо вpеìени.

Пpедложен адаптивный мультисетевой алгоpитм не-
четко-логического вывода для pешения задач упpавления обо-
pудованием с ЧПУ, увеличивающий опеpативность пpоцесса
пpинятия pешения. Пpедложена нейpонечеткая модель алго-
pитма и пpиведен пpимеp его численного моделиpования.

Ключевые слова: нечетко-логический вывод, нейpоне-
четкая система вывода, адаптивный мультисетевой ал-
гоpитм нечетко-логического вывода, ANFIS, адаптация

 * Pабота выпоëнена в pаìках ãpанта Пpезиäента PФ
МК-277.2012.8 и Феäеpаëüной öеëевой пpоãpаììы "Нау÷ные
и нау÷но-пеäаãоãи÷еские каäpы инноваöионной Pоссии на
2009—2013 ãоäы" № 14.740.11.1003.

НПУ1: Если a естü A1, Тогда b естü B1, 

НПУ2: Если a естü A2, Тогда b естü B2,

НПУn: Если а естü An, Тогда b естü Bn,

.
. .

1 n,

1 n,
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Стpуктуpа нейpоне÷еткой сети äëя pазpаботан-
ноãо и пpеäставëенноãо ниже аäаптивноãо ìуëüти-
сетевоãо аëãоpитìа пpивеäена на pис. 1. Пpи этоì
аëãоpитì позвоëяет снизитü ÷исëо не÷етких отно-
øений, вы÷исëяеìых за оäин øаã аäаптаöии, и,
как сëеäствие, ÷исëо итеpаöий, необхоäиìых äëя
еãо обу÷ения. Как известно, в пpоöессе обу÷ения
тpаäиöионных нейpоне÷етких сетей зна÷ения ве-

сов в pезуëüтате коppекöии ìоãут зна÷итеëüно уве-
ëи÷итüся, и это пpивеäет к тоìу, ÷то боëüøинство
внутpенних нейpонов сети станут функöиониpо-
ватü пpи о÷енü боëüøих зна÷ениях выхоäов нейpо-
нов в обëасти, ãäе пpоизвоäная сжиìаþщей функ-
öии ìаëа. В пpоöессе обу÷ения оøибка станет пpо-
поpöионаëüна этой пpоизвоäной, поэтоìу пpоöесс
обу÷ения ìожет остановитüся.

Pис. 1. Нейpонечеткая стpуктуpа сети
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Pассìотpиì систеìу упpавëения обоpуäованиеì
с ЧПУ, иìеþщуþ øестü äат÷иков, т. е. контpоëи-
pуþщуþ øестü вхоäных паpаìетpов, напpиìеp,
сìещение äетаëи в тpехìеpной систеìе кооpäинат
(x, y, z), скоpостü вpащения äетаëи, поäа÷у pежу-
щеãо инстpуìента и äиаìетp äетаëи. Выхоäныì
паpаìетpоì, на основе котоpоãо осуществëяется
упpавëение пpоöессоì обpаботки, явëяется сиëа в
зоне pезания.

Тоãäа пеpвый слой нейpоне÷еткой сети пpеäстав-
ëяет собой вхоäные пеpеìенные a, b, c, d, e, f, хаpак-
теpизуþщие зна÷ения, поëу÷енные от äат÷иков ак-
тивной систеìы ЧПУ и сãpуппиpованные попаpно.

Втоpой слой. Кажäая из вхоäных пеpеìенных
описывается тpеìя теpìаìи, иìеþщиìи ФП виäа 

f (x; a, b, c) = , (1)

ãäе ck — сеpеäина теpìа; x, bk — паpаìетpы, заäаþ-
щие окpуãëение теpìа ФП; ak — кооpäината по оси
абсöисс.

Тpетий слой описывает взаиìосвязü ìежäу ка-
жäой паpой вхоäных пеpеìенных a и b, c и d, e и f
с поìощüþ ìатpиöы не÷етких отноøений (МНО)
(табë. 1). В ка÷естве опеpаöии "И" испоëüзуется не-
÷етко-ëоãи÷еская конъþнкöия (опеpаöия нахож-
äения ìиниìуìа).

Четвеpтый слой. На основе ìатpиö не÷етких
отноøений фоpìиpуþтся ÷астные уpовни отсе÷е-
ний (табë. 2).

Пятый слой фоpìиpует на основе ìатpиö не-
÷етких отноøений обобщенные уpовни отсе÷ения:

 = max( ; ; ),  = max( ; ; ),

 = max( ; ; ),  = max( ; ; ),

 = max( ; ; ).

В шестом слое нейpоне÷еткой сети заäаþтся
теpìы äëя функöии пpинаäëежности выхоäной пе-
pеìенной z = {Z1} + {Z2} + {Z3} + {Z4} + {Z5}, опи-
санные уpавнениеì (1).

Седьмой слой. Пpоисхоäит усе÷ение зна÷ений ФП
выхоäной пеpеìенной, отобpаженных в øестоì
сëое нейpоне÷еткой стpуктуpы, соãëасно pасс÷итан-
ныì в пятоì сëое обобщенныì уpовняì отсе÷ения:

 = min( ; z1),  = min( ; z2),  = min( ; z3), 

 = min( ; z4),  = min( ; z5).

Даëее пpоисхоäит объеäинение усе÷енных теp-
ìов ФП выхоäной пеpеìенной по фоpìуëе

 = ( ) =

= (  ∨  ∨  ∨  ∨ ), (2)

ãäе n — ÷исëо усе÷енных ФП.

Восьмой слой. Дëя объеäиненной ФП выхоäной
пеpеìенной по ìетоäу öентpа тяжести осуществ-
ëяется äефаззификаöия выхоäноãо pезуëüтата

Zфакт = . (3)

Посëе вы÷исëения факти÷ескоãо зна÷ения выхоä-
ной пеpеìенной выпоëняется пpоöеäуpа аäапта-
öии [10], пpи котоpой пpоисхоäит обу÷ение систе-
ìы, т. е. коppектиpовка теpìов выхоäной пеpеìен-
ной Z äо тех поp, пока поëу÷енное зна÷ение Zфакт
не станет ìаксиìаëüно пpибëижено к заpанее из-
вестноìу этаëонноìу зна÷ениþ Zэтаë по фоpìуëе

zi + 1 = zi + δ(zфакт – zэтаë), (4)

ãäе δ — скоpостü обу÷ения нейpоне÷еткой систеìы
(по уìоë÷аниþ δ = 0,7).

Посëе выпоëнения этапа аäаптаöии систеìа
с÷итается обу÷енной, т. е. во вpеìя ее pаботы буäет
осуществëятüся коppектиpовка зна÷ений теpìов
выхоäной пеpеìенной в сëу÷ае откëонения äефаз-
зифиöиpованноãо зна÷ения, поëу÷енноãо с поìо-
щüþ аäаптивноãо ìуëüтисетевоãо аëãоpитìа, от
этаëонной веëи÷ины.

1

1
ak ck–

x
-------------⎝ ⎠

⎛ ⎞
2b

k

+

------------------------------

Табëиöа 1
Матрица нечетких отношений

Дëя первой пары Дëя второй пары Дëя третüей пары

α1 = min(a1, b1) β1 = min(c1, d1) γ1 = min(e1, f1)

α2 = min(a1, b2) β2 = min(c1, d2) γ2 = min(e1, f2)

α3 = min(a1, b3) β3 = min(c1, d3) γ3 = min(e1, f3)

α4 = min(a2, b1) β4 = min(c2, d1) γ4 = min(e2, f1)

α5 = min(a2, b2) β5 = min(c2, d2) γ5 = min(e2, f2)

α6 = min(a2, b3) β6 = min(c2, d3) γ6 = min(e2, f3)

α7 = min(a3, b1) β7 = min(c3, d1) γ7 = min(e3, f1)

α8 = min(a3, b2) β8 = min(c3, d2) γ8 = min(e3, f2)

α9 = min(a3, b3) β9 = min(c3, d3) γ9 = min(e3, f3)

Табëиöа 2
Частные уровни отсечений

Дëя первой пары Дëя второй пары Дëя третüей пары

= α9 = β9 = γ9

= max(α6, α8) = max(β6, β8) = max(γ6, γ8)

= max(α3, α5, α7) = max(β3, β5, β7) = max(γ3, γ5, γ7)

= max(α2, α4) = max(β2, β4) = max(γ2, γ4)

= α1 = β1 = γ1

α
1
′ β

1
′ γ

1
′

α
2
′ β

2
′ γ

2
′

α
3
′ β

3
′ γ

3
′

α
4
′ β

4
′ γ

4
′

α
5
′ β

5
′ γ

5
′

z1′ α1′ β1′ γ1′ z2′ α2′ β2′ γ2′

z3′ α3′ β3′ γ3′ z4′ α4′ β4′ γ4′

z5′ α5′ β5′ γ5′

z1″ z1′ z2″ z2′ z3″ z3′

z4″ z4′ z5″ z5′

Z ′″ U

n

i = 1
Zi″

z1″ z2″ z3″ z4″ z5″

z1z1 z2z2 z3z3 z4z4 z5z5+ + + +

z1
 

z2 z3 z4 z5+ + + +
-----------------------------------------------------------

′′ ′′ ′′

′′ ′′ ′′

′′

′′

′′

′′
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Адаптивный мультисетевой алгоpитм
нечетко-логического вывода

Аäаптивный ìуëüтисетевой аëãоpитì не÷етко-
ëоãи÷ескоãо вывоäа пpеäставëен на pис. 2.

Численное моделиpование pаботы
адаптивного мультисетевого алгоpитма

нечетко-логического вывода

Pассìотpиì пpиìеp pаботы аäаптивноãо ìуëü-
тисетевоãо аëãоpитìа не÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа.
Пустü систеìа активноãо контpоëя обоpуäования с
ЧПУ иìеет øестü äат÷иков a, b, c, d, e, f (pис. 3).
Пpи этоì ФП äëя вхоäной пеpеìенной A заäается
в виäе

A = {A1} + {A2} + {A3} = 1 + A1  +

+  1 + A2  + 1 + A3 .

ФП äëя выхоäной пеpеìенной (pис. 4) записы-
вается в виäе

Z = {Z1} + {Z2} + {Z3} + {Z4} + {Z5} =

= 1 + Z1  + 1 + Z2  +

+ 1 + Z3  + 1 + Z4  +

+ 1 + Z5 .

1

33

∫  x 15–
5

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

7

43

∫  x 25–
5

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

17

50

∫  x 35–
5

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

1

20

∫  x 5–
4

---------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

1

30

∫  x 15–
4

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

10

40

∫  x 25–
4

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

20

50

∫  x 35–
4

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

30

50

∫  x 45–
4

-----------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

Pис. 2. Адаптивный мультисетевой алгоpитм нечетко-логиче-
ского вывода

Pис. 3. Функции пpинадлежности входных пеpеменных
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Пустü äат÷ики активной систеìы контpоëя обоpу-
äования с ЧПУ опpеäеëиëи, ÷то a = 17, b = 28, c = 16,
d = 30, e = 24, f = 30. Тоãäа степени истинности äëя
кажäоãо теpìа вхоäных пеpеìенных сëеäуþщие:

a′ = (a1, a2, a3) = (0,98; 0,13; 0,01);

b′ = (b1, b2, b3) = (0,01; 0,13; 0,03);

c′ = (c1, c2, c3) = (0,09; 1,00; 0,13);

d ′ = (d1, d2, d3) = (0,04; 0,99; 0,04);

e′ = (e1, e2, e3) = (0,01; 1,00; 0,02);

f ′ = (f1, f2, f3) = (0,04; 1,00; 0,11).

Даëее с поìощüþ MHO (сì. табë. 1) pасс÷иты-
ваþтся паpаìетpы нейpоне÷еткой сети:

α1 = 0,01; α2 = 0,13; α3 = 0,03; α4 = 0,01; α5 = 0,13; 

α6 = 0,03; α7 = 0,01; α8 = 0,01; α9 = 0,01;

β1 = 0,04; β2 = 0,09; β3 = 0,04; β4 = 0,04; β5 = 0,99; 

β6 = 0,04; β7 = 0,04; β8 = 0,13; β9 = 0,04;

γ1 = 0,01; γ2 = 0,01; γ3 = 0,01; γ4 = 0,04; γ5 = 1; 

γ6 = 0,11; γ7 = 0,02; γ8 = 0,02; γ9 = 0,02.

Затеì опpеäеëяþтся ÷астные уpовни отсе÷ения
(табë. 2): 

 = 0,01; = 0,03; = 0,13;  = 0,13;  = 0,01;

 = 0,04;  = 0,13;  = 0,99;  = 0,09;  = 0,04;

 = 0,02;  = 0,11;  = 1;  = 0,04;  = 0,01.

Посëе этоãо pасс÷итываþтся обобщенные уpовни
отсе÷ения.

 = 0,04;  = 0,13;  = 1;  = 0,13;  = 0,04.

Затеì выпоëняется усе÷ение зна÷ений ФП вы-
хоäной пеpеìенной соãëасно обобщенныì уpовняì
отсе÷ения и объеäинения усе÷енных теpìов функ-
öии пpинаäëежности выхоäной пеpеìенной по
фоpìуëе (2) (pис. 5).

Дефаззификаöия выхоäной пеpеìенной осуще-
ствëяется соãëасно фоpìуëе (3): 

Zфакт =  →

→  = 25.

Пpи боëее то÷ноì вы÷исëении с боëüøиì ÷исëоì
пpоìежуто÷ных то÷ек быëо поëу÷ено зна÷ение 25,09.

Пpеäпоëожиì, основываясü на экспеpтной ин-
фоpìаöии, ÷то пpи äанных зна÷ениях вхоäных пе-
pеìенных зна÷ение выхоäной пеpеìенной äоëжно
бытü 30. Пpовеäеì обу÷ение систеìы, пpиняв äан-
ное зна÷ение как этаëонное: zэтаë = 30.

В пpоöессе обу÷ения пpоисхоäит коppектиpовка
паpаìетpа ck фоpìуëы (1) функöии пpинаäëежно-
сти выхоäной пеpеìенной. Скоppектиpуеì с у÷е-
тоì фоpìуëы (4) зна÷ение кажäоãо теpìа: 

z1 = 5 + 0,70|25,09 – 30| = 8,437;

z2 = 18,437; z3 = 28,437; z4 = 38,437; z5 = 48,437.

Посëе коppектиpовки ФП выхоäной пеpеìен-
ной буäет иìетü виä (pис. 6)

Z = 1 + z1  +

+ 1 + z2  +

+ 1 + z3  +

1 + z4  +

+ 1 + z5 .

Pис. 4. Функция пpинадлежности выходной пеpеменной

α1′ α2′ α3′ α4′ α5′

β1′ β2′ β3′ β4′ β5′

γ1′ γ2′ γ3′ γ4′ γ5′

z1′ z2′ z3′ z4′ z5′

6•0,04 9•0,13 18•0,13 25•1  + + + +
0,04 0,13 0,13 1  + + + +

----------------------------------------------------------------------------

 32•0,13 41•0,13 44•0,04+ + +
 0,13 0,13 0,04+ + +

-----------------------------------------------------------------

Pис. 5. Объединенные теpмы функции пpинадлежности выход-
ной пеpеменной

1

20

∫  x 8,437–
4

-----------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

1

30

∫  x 18,437–
4

-------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

10

40

∫  x 28,437–
4

-------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

20

50

∫  x 38,437–
4

-------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–

30

50

∫  x 48,437–
4

-------------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ 4 1–



Мехатроника, автоматизация, управление, № 5, 2013 23

На pис. 6 спëоøной ëинией обозна÷ены скоp-
pектиpованные теpìы ФП выхоäной пеpеìенной,
øтpиховой ëинией обозна÷ено состояние теpìов
на исхоäноì øаãе итеpаöии. Пpоöесс обу÷ения äëя
pассìатpиваеìоãо пpиìеpа составиë øестü итеpа-

öий, пpи этоì факти÷еское зна÷ение выхоäной пе-
pеìеной стаëо pавно этаëонноìу. Коppекöия со-
ставиëа Δ6 = 10,88 – 5 = 5,88 (pис. 7).

Обсуждение pезультатов моделиpования

Пpеäëоженный аäаптивный ìуëüтисетевой аë-
ãоpитì не÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа позвоëяет уве-
ëи÷итü то÷ностü обу÷ения нейpоне÷еткой сети с 8
äо 1 % по сpавнениþ с тpаäиöионныì аëãоpитìоì
ANFIS за с÷ет pаöионаëизаöии пpоöесса вы÷исëе-
ния не÷етких отноøений и пpиìенения пpоöеäу-
pы аäаптаöии (pис. 8).

Анаëиз pис. 8 показывает, ÷то пpеäëоженный
ìуëüтисетевой аëãоpитì позвоëяет по сpавнениþ
с тpаäиöионныì ANFIS за ìенüøее ÷исëо итеpаöий
поëу÷итü ìенüøуþ поãpеøностü обу÷ения нейpо-
не÷еткой сети. Поëожитеëüные хаpактеpистики
pазpаботанноãо аäаптивноãо аëãоpитìа поëу÷ены
за с÷ет pеäукöии ÷исëа закëþ÷ений в стpуктуpе не-
÷етко-ëоãи÷ескоãо вывоäа. Данное свойство позво-
ëяет повыситü скоpостü обу÷ения нейpоне÷еткой
сети и теì саìыì увеëи÷итü опеpативностü пpиня-
тия упpавëяþщих pеøений в сëу÷ае возäействия
внеøних фактоpов, äействуþщих в pежиìе pеаëü-
ноãо вpеìени на пpоöесс ìехани÷еской обpаботки
изäеëий на обоpуäовании с ЧПУ.
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Pис. 7. ФП выходной пеpеменной после обучения

Pис. 8. Гpафик сpавнения хаpактеpистик тpадиционного алго-
pитма ANFIS и pазpаботанного мультисетевого алгоpитма

Pис. 6. Скоppектиpованные теpмы ФП выходной пеpеменной
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Система упpавления 
движением мобильного pобота 
по пpоизвольным тpаектоpиям1

Введение

Коëесные pоботы — типи÷ные неãоëоноìные ìе-
хани÷еские систеìы — пpиìеняþтся äостато÷но
øиpоко äëя pазëи÷ных öеëей и интенсивно иссëеäу-
þтся. Оäин из pаспpостpаненных типов таких pобо-
тов иìеет оäно веäущее коëесо, котоpое явëяется и
повоpотныì. Пpоäоëüное äвижение и повоpот виëки
коëеса выпоëняþтся отäеëüныìи äвиãатеëяìи.

В статüе pассìатpивается заäа÷а выхоäа ìобиëü-
ноãо объекта на заäаннуþ тpаектоpиþ, котоpая за-
äается табëи÷но и интеpпоëиpуется куби÷ескиì
спëайноì иëи спëайноì Безüе. 

Пpовоäится анаëити÷еский синтез упpавëения
äвижениеì тpехкоëесноãо ìобиëüноãо pобота, ки-
неìатика и äинаìика котоpоãо описаны неëиней-
ныìи äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи неãоëо-
ноìной ìеханики. Синтез выпоëнен с у÷етоì тpе-
бований к устой÷ивости и ка÷еству пpоöесса
äвижения pобота по тpаектоpии. Иссëеäовано
вëияние возìожных внеøних возäействий, пpиво-
äящих к ëинейныì и уãëовыì откëоненияì аппа-
pата от заäанной тpаектоpии. Показано, ÷то пpеä-
ëаãаеìые аëãоpитìы обеспе÷иваþт устой÷ивый
хаpактеp возвpащения pобота на тpаектоpиþ и же-
ëаеìое ка÷ество äвижения.

Тpаектоpия движения мобильного объекта

В pяäе сëу÷аев необхоäиìо заäатü тpаектоpиþ
äвижения ìобиëüноãо объекта, иìея в pаспоpяже-
нии тоëüко опоpные то÷ки. Поэтоìу тpебуется ап-
пpоксиìиpоватü искоìый путü ãëаäкой кpивой,
уäовëетвоpяþщей äиффеpенöиаëüныì оãpани÷е-
нияì, наëоженныì на иссëеäуеìуþ неãоëоноìнуþ
систеìу. Такая заäа÷а возникает, напpиìеp, в сëу-
÷ае, коãäа инфоpìаöия пеpеäается ìобиëüноìу
объекту с некотоpых сенсоpов и запоìинается в
виäе ìассива опоpных то÷ек (изìеpений), а потоì
объект äоëжен постpоитü и пpоäеëатü этот путü
в автоìати÷ескоì pежиìе. Сëеäоватеëüно, необхо-
äиìо постpоитü некотоpуþ интеpпоëяöионнуþ
функöиþ, пpохоäящуþ ÷еpез заäанные то÷ки. Вы-
беpеì интеpпоëяöиþ спëайнаìи тpетüеãо поpяäка
как быстpый, эффективный и устой÷ивый способ
интеpпоëяöии функöий. 

В основе спëайн-интеpпоëяöии ëежит сëеäуþ-
щий пpинöип: интеpваë интеpпоëяöии pазбивается
на небоëüøие отpезки, на кажäоì из котоpых функ-
öия заäается поëиноìоì тpетüей степени. Коэф-
фиöиенты поëиноìа поäбиpаþтся такиì обpазоì,
÷тобы выпоëняëисü опpеäеëенные усëовия (какие
иìенно, зависит от способа интеpпоëяöии). Общие
äëя всех типов спëайнов тpетüеãо поpяäка тpебо-
вания — непpеpывностü функöии и, pазуìеется,
пpохожäение ÷еpез пpеäписанные ей то÷ки. Допоë-
нитеëüныìи тpебованияìи ìоãут бытü ëинейностü
функöии ìежäу узëаìи, непpеpывностü высøих
пpоизвоäных и т. ä.

Цеëесообpазно в ка÷естве интеpпоëяöионной
функöии стpоитü куби÷еский поëиноì с непpеpыв-
ной пеpвой и втоpой пpоизвоäныìи, котоpый обес-
пе÷ит пëавное äвижение pобота по тpаектоpии.

Постpоение интеpполяционного 
кубического сплайна

Pассìотpиì оäин из наибоëее pаспpостpанен-
ных ваpиантов интеpпоëяöии — куби÷еский
спëайн, котоpый ìежäу сосеäниìи узëаìи пpохо-
äит по ëинии, уäовëетвоpяþщей уpавнениþ [1, 2]

ξ(IV)(x) = 0. (1)

Функöиþ ξ(x) и буäеì испоëüзоватü äëя аппpок-
сиìаöии зависиìости f (x), заäанной зна÷енияìи
f0, f1, ..., fn в узëах x0, x1, ..., xn пpи усëовии ìоно-
тонно возpастаþщей посëеäоватеëüности xi (т. е.
x0 < x1 < ... < xn).

Есëи в ка÷естве функöии ξ(x) выбpатü поëиноì,
то в соответствии с уpавнениеì (1) степенü поëи-
ноìа äоëжна бытü не выøе тpетüей. Этот поëиноì
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называþт куби÷ескиì спëайноì, котоpый на ин-
теpваëе x ∈ [xi–1, xi] записываþт в виäе

ξi(x) = ai + bi(x – xi–1) +

+ ci(x – xi–1)
2 + di(x – xi–1)

3, (2)

ãäе ai, bi, ci, di — коэффиöиенты спëайна, опpеäеëяе-
ìые из äопоëнитеëüных усëовий, i = 1, 2, ..., n —
ноìеp спëайна. В ка÷естве äопоëнитеëüных усëовий
äëя опpеäеëения коэффиöиентов выбиpаеì непpе-
pывностü пеpвой и втоpой пpоизвоäных, котоpые
буäут обеспе÷иватü наибоëее бëаãопpиятные pежиìы
pаботы пpивоäной систеìы ìобиëüноãо объекта.

Сëеäует отìетитü, ÷то на пpактике пpи äвижении
тpаектоpия ìобиëüноãо объекта ìожет соäеpжатü
петëи и зиãзаãи. В этоì сëу÷ае усëовие ìонотон-
ности изìенения аpãуìента наpуøается, а сëеäо-
ватеëüно, и усëовие испоëüзования куби÷ескоãо
спëайна виäа (2) не уäовëетвоpяется.

Поэтоìу äëя описания такоãо виäа тpаектоpий
pассìотpиì пpиìенение спëайнов Безüе. Спëайн
Безüе — пëавная кpивая, котоpая пpохоäит ÷еpез
äве иëи боëее опоpные то÷ки, а также иìеет pас-
поëоженные вне ее упpавëяþщие то÷ки, вëияþ-
щие на фоpìу спëайна [2].

Матеìати÷еское паpаìетpи÷еское пpеäставëение
кpивой Безüе иìеет виä [2]

B(t) = PiJn, i(t), 0 m t m 1. (3)

Зäесü базис Безüе иëи Беpнøтейна, иëи функ-
öия аппpоксиìаöии, заäается в виäе

Jn, i(t) = t i(1 – t)n–1, (4)

 = , (5)

ãäе Jn, i(t) — это i-я функöия базиса Беpнøтейна по-

pяäка n; Pi — опоpные то÷ки, i = . В сëу÷ае n = 3

кpивая Безüе буäет иìетü виä

B(t) =

= (1 – t)3P0 + 3t(1 – t)2P1 + 3t2(1 – t)P2 + t3P3, (6)

ãäе P0, P3 — вектоpы кооpäинат ãpани÷ных то÷ек

интеpваëа, ÷еpез котоpые пpохоäит кpивая Безüе,
то÷ки P1, P2 явëяþтся настpое÷ныìи (опоpныìи) и

позвоëяþт заäаватü фоpìу кpивой.
Пpи заäании тpаектоpии äвижения объекта в виäе

ìножества то÷ек они pазбиваþтся на интеpваëы,
на котоpых стpоятся кpивые Безüе. Напpиìеp, возü-
ìеì тpи то÷ки на тpаектоpии, заäаþщие äва интеp-
ваëа i и i + 1. В этоì сëу÷ае пëавная кpивая äоëжна
пpойти ÷еpез то÷ки Pi0, Pi3 = P(i+1)0, P(i+1)3 (pис. 1),
т. е. кpивая буäет состоятü из äвух кpивых Безüе.
Дëя обеспе÷ения пëавности äвижения, анаëоãи÷но
куби÷ескоìу спëайну, опpеäеëиì усëовия, пpи ко-
тоpых буäет возìожно сопpяжение кpивых Безüе
с собëþäениеì непpеpывности по äвуì пеpвыì
пpоизвоäныì (pис. 2). Есëи заäатü pаспоëожение

опоpных то÷ек на i-ì интеpваëе, то вектоpы кооp-
äинат упpавëяþщих (опоpных) то÷ек äëя (i + 1)-ãо
интеpваëа ìоãут бытü опpеäеëены ÷еpез кооpäи-
наты то÷ек пpеäыäущеãо интеpваëа как 

P(i+1)1 = 2Pi3 – Pi 2; (7)

P(i+1)2 = Pi1 – 4Pi 2 + 4Pi3. (8)

В этоì сëу÷ае äвижение по спëайну Безüе буäет
осуществëятüся с непpеpывныì ускоpениеì, ÷то
важно пpи постpоении систеì упpавëения ìобиëü-
ныì устpойствоì. Кpоìе тоãо, еще оäной äопоëни-
теëüной возìожностüþ пpи испоëüзовании спëайна
Безüе, котоpая ìожет оказатüся поëезной пpи пëа-
ниpовании тpаектоpии pобота, явëяется возìож-
ностü пpокëаäыватü ìаpøpут, объезжая пpепятствия,
котоpые указываþтся äопоëнитеëüныìи упpав-
ëяþщиìи то÷каìи. Оäнако в этоì сëу÷ае поpяäок
спëайна сëеäует увеëи÷итü.

Даëее pассìотpиì постpоение законов упpавëе-
ния äвижениеì по тpаектоpии, заäаваеìой куби÷е-
скиì спëайноì (2), котоpый явëяется функöией
äекаpтовых кооpäинат, и по тpаектоpии, описы-
ваеìой куби÷ескиì спëайноì Безüе (6), котоpый
иìеет паpаìетpи÷еское заäание.

 
i 0=

n

∑

Cn
i

Cn
i n!

i! n i–( )!
----------------

0 n,

Pис. 2. Сплайн Безье. Сопpяжение по пеpвой и втоpой пpоиз-
водным

Pис. 1. Сплайн Безье. Сопpяжение по пеpвой пpоизводной
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Синтез законов упpавления сопpовождающим 
тpехгpанником пpи движении по тpаектоpии, 
заданной в декаpтовой системе кооpдинат

Пустü на некотоpоì отpезке оси абсöисс x1 m x m x2
тpаектоpия ìожет бытü пpеäставëена в виäе

y* = f (x). (9)

Назовеì сопpовожäаþщиì тpехãpанникоì тpех-
ãpанник, обpазованный касатеëüной, ноpìаëüþ и
биноpìаëüþ к тpаектоpии в то÷ке (x, y). 

Кинеìати÷еские уpавнения äвижения этой то÷ки
иìеþт виä

 = Vcosϕ; (10)

 = Vsinϕ; (11)

 = Ω. (12)

Зäесü x, y — кооpäинаты то÷ки A; ϕ — куpсовой
уãоë поäвижноãо объекта; V — пpоäоëüная скоpостü
коpпуса ìобиëüноãо объекта и соответствуþщеãо
тpехãpанника; Ω — уãëовая скоpостü сопpовожäаþ-
щеãо тpехãpанника.

Есëи на отpезке x1 m x m x2 пеpейти к независи-

ìой пеpеìенной х, то с испоëüзованиеì известноãо

выpажения äëя кpивизны пëоской кpивой k = 

поëу÷аеì

 = ± 1 + . (13)

Ввеäеì откëонение то÷ки A pобота от öеëевой
тpаектоpии y* = f (x) по кооpäинате у как pазностü
ìежäу текущиì поëожениеì по оpäинате то÷ки A
pобота и ее поëожениеì на жеëаеìой тpаектоpии
в соответствуþщей то÷ке x, т. е. e(x) = y(x) – f (x).
Даëее потpебуеì, ÷тобы откëонение e(x) асиìптоти-
÷ески стpеìиëосü к нуëþ, уäовëетвоpяя уpавнениþ

e(x) = Ci , λ1, λ2 < 0, (14)

иëи, ина÷е, уäовëетвоpяëо бы äиффеpенöиаëüноìу
уpавнениþ 

 – (λ1 + λ2)  +

+ λ1λ2(y(x) – f (x)) = 0, (15)

ãäе f (x) — жеëаеìая тpаектоpия äвижения pобота;
λ1, λ2 — постоянные отpиöатеëüные коэффиöиенты;

y(x) — текущее поëожение то÷ки A.

Выpажение (15) позвоëяет систеìе, на÷иная с не-
котоpоãо ìоìента, экспоненöиаëüно пpибëижатüся
к жеëаеìой тpаектоpии, а соответствуþщий выбоp

показатеëей экспонент обеспе÷ивает необхоäиìое
вpеìя pеãуëиpования и виä пеpехоäноãо пpоöесса.

Поäставëяя (13) в (15) и у÷итывая выpажения
(10), (11), найäеì жеëаеìое зна÷ение уãëовой ско-
pости äвижения тpехãpанника:

Ω* =  + (λ1 + λ2) Ѕ

Ѕ tg ϕ –  – λ1λ2(y(x) – f (x)) . (16)

Дëя вы÷исëения уãëовой скоpости по выpаже-
ниþ (16) необхоäиìо изìеpятü ëинейнуþ скоpостü V,
зна÷ение кооpäинаты y(x), куpсовой уãоë ϕ, а также
вы÷исëитü зна÷ения f (x) и ее пеpвой и втоpой пpо-
извоäных.

Веëи÷ины λ1, λ2 выбиpаþтся отpиöатеëüныìи и
опpеäеëяþт вpеìя пеpехоäноãо пpоöесса возвpата
тpехãpанника на тpаектоpиþ.

В ка÷естве пpиìеpа pассìотpиì синтез законов
упpавëения тpехкоëесныì pоботоì, тpаектоpия
котоpоãо описывается куби÷ескиì спëайноì (2) и
спëайноì Безüе (6).

Уpавнения движения pобота с ведущим повоpотным 
колесом

Констpукöия pобота пpеäставëяет собой пëат-
фоpìу, на котоpой pаспоëожены äва непоäвижных
относитеëüно пëатфоpìы заäних коëеса и пово-
pотное пеpеäнее pуëевое коëесо, котоpое явëяется
веäущиì (pис. 3, сì. втоpуþ стоpону обëожки).
Коëесо установëено на виëке, котоpая, в своþ о÷е-
pеäü, закpепëена на пëатфоpìе (pис. 4, сì. втоpуþ
стоpону обëожки). 

Дëя синтеза законов упpавëения pоботоì необ-
хоäиìо иìетü кинеìати÷еские и äинаìи÷еские
уpавнения äвижения pобота.

Кинеìати÷еские соотноøения pобота иìеþт виä

(17)

Зäесü ,  — скоpости то÷ки B; , ,  —
уãëовые скоpости äвух заäних пассивных и пеpеä-
неãо веäущеãо коëес; ψ — кусовой уãоë pобота; β —
уãоë повоpота виëки коëеса. Геоìетpи÷еские паpа-
ìетpы указаны на pис. 4 (сì. вторуþ сторону об-
ëожки). Дëя поëу÷ения äинаìи÷еских уpавнений в
ка÷естве псевäоскоpости выбеpеì V — пpоäоëüнуþ
скоpостü то÷ки B — öентpа веäущеãо коëеса pобота.
Уpавнение Аппеëя иìеет виä

 = MV;  = Mβ,

ãäе S — энеpãия ускоpении; MV — ìоìент äвиãатеëя

веäущеãо коëеса; Mβ — ìоìент упpавëения виëкой. 
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Конкpетный виä уpавнений Аппеëя сëеäуþщий:

(18)

ãäе m, m0, J2 — постоянные инеpöионные паpаìет-
pы, поäëежащие иäентификаöии в экспеpиìенте;
MV, Mβ — ìоìенты, pазвиваеìые äвиãатеëяìи;

J2 =  + Jвиëка;

m = M + mв + mвиëка +  + 2 ;

m0 = M  – 2  +  +

+  + 2  – 1 ,

ãäе ,  — ìоìенты инеpöии веäущеãо ко-
ëеса относитеëüно веpтикаëüной и ãоpизонтаëüной
осей; J, J0 — ìоìенты инеpöии пëатфоpìы и заä-
них коëес относитеëüно оси вpащения соответст-
венно; M — ìасса пëатфоpìы и äвух заäних коëес;
mвиëка — ìасса виëки пеpеäнеãо коëеса; mв — ìасса
пеpеäнеãо (веäущеãо) коëеса; r, r0 — pаäиусы пе-
pеäнеãо и заäних коëес.

Заäа÷и постpоения äинаìи÷еских уpавнений äëя
анаëоãи÷ных устpойств pассìотpены, напpиìеp,
в pаботах [4, 5].

Уpавнения äвижения пpивоäа пpиìеì в виäе

Mäв + τe  = (kyU – kω), (19)

ãäе U — напpяжение в öепи якоpя; kω, km — коэф-

фиöиенты пpотивоЭДС и вpащатеëüноãо ìоìента;
Mäв, qäв — ìоìент и уãоë повоpота äвиãатеëя соот-

ветственно; ky — коэффиöиент усиëитеëя ìощно-

сти; τe =  — эëектpи÷еская постоянная вpеìени;

L, R — инäуктивностü и активное сопpотивëение
якоpной öепи; Ja, n — ìоìент инеpöии и коэффи-

öиент pеäукöии äвиãатеëя. 
Дëя äвиãатеëя постоянноãо тока с независи-

ìыì возбужäениеì спpавеäëиво усëовие

τe n τm,

ãäе τm = — ìехани÷еская постоянная

вpеìени.

Синтез упpавления движением pобота 
по интеpполяционному кубическому сплайну

Поставиì заäа÷у постpоения такоãо закона упpав-
ëения напpяженияìи, поäаваеìыìи на äвиãатеëи pо-

бота, котоpый обеспе÷иваë бы устой÷ивое äвиже-
ние по пpеäписанной тpаектоpии заäанной то÷ки B
pобота, пpи этоì скоpостü этой то÷ки оставаëасü
бы постоянной. Оãpани÷ения на упpавëение не
у÷итываþтся.

Пустü функöия заäана табëи÷но паpаìи {xi, fi},
i = 0, 1, 2, ..., n, и аппpоксиìиpована куби÷ескиì
спëайноì виäа

ξi(x) = ai + bi(x – xi–1) +

+ ci(x – xi–1)
2 + di(x – xi–1)

3, (20)

котоpый заäан на отpезке x ∈ [xi–1, xi], i = 1, ..., n.

Кpивизна тpаектоpии записывается в соответ-
ствии с (13), ãäе выpажение äëя пеpвой пpоизвоä-

ной  ìожет бытü найäено из уpавнений кинеìа-

тики (10), (11), т. е.

 = tg(ψ + β). (21)

Свяжеì естественный тpехãpанник, обpазован-
ный касатеëüной и ноpìаëüþ к тpаектоpии, с то÷-
кой B (хB, уB). Уãëовой скоpости тpехãpанника Ω,
как сëеäует из pис. 3 (сì. вторуþ сторону обëожки),
соответствует уãëовая скоpостü вpащения виëки ко-
ëеса . Pанее быëо показано, ÷то выpажение зна-
÷ения уãëовой скоpости Ω*, котоpое соответствует
äвижениþ сопpовожäаþщеãо тpехãpанника по тpа-
ектоpии (20), ìожет бытü пpеäставëено в виäе (16).

Запиøеì выpажение (16) äëя функöии, заäан-
ной в явной фоpìе:

Ω* = •  + (λ1 + λ2) Ѕ

Ѕ  – λ1λ2(y – ξi(x)) . (22)

С у÷етоì (21) поëу÷иì

Ω* = ±Vcos3(ψ + β)( (x) + (λ1 + λ2)(tg(ψ + β) –

– (x)) – λ1λ2(y – ξi(x))). (23)

Выpажение (23) заäает жеëаеìуþ уãëовуþ ско-
pостü пpи äвижении pобота по тpаектоpии (20).

Пеpейäеì к синтезу законов упpавëения pоботоì,
уpавнения äвижения котоpоãо описываþтся уpав-
ненияìи (18). Потpебуеì, ÷тобы выпоëняëисü ус-
ëовия, обеспе÷иваþщие поääеpжание заäанных
зна÷ений пpоäоëüной V * и уãëовой Ω* скоpостей,
котоpые запиøеì сëеäуþщиì обpазоì:

 = αV (V – V *); (24)

 = γΩ(Ω – Ω*), (25)

ãäе αV  и γΩ отpиöатеëüны.

(m + m0sin
2β) + sinβ  + m0sinβcosβVΩ = ;

sinβ  + J2  + cosβVΩ = Mβ,
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Поëу÷иì упpавëяþщие возäействия на пpивоä-
нуþ систеìу pобота, äëя ÷еãо поäставиì выpаже-
ния (24), (25) в уpавнения (18):

MV = r(m + m0sin
2β)(αV (V – V *)) +

+ sin β(γΩ(Ω – Ω*)) + m0r sin βcosβV Ω; (26)

Mβ = sinβ(αV (V – V *)) +

+ J2γΩ(Ω – Ω*) + cos βVΩ. (27)

Поëу÷иì тепеpü выpажения äëя pас÷ета упpав-
ëяþщих напpяжений на äвиãатеëи pобота. Дëя этоãо
поäставиì найäенные выpажения äëя жеëаеìых
ìоìентов (26) и (27) в уpавнение äвижения äвиãа-
теëя (19) с у÷етоì pеäукöии и пpи усëовии пpенеб-
pежения эëектpи÷еской постоянной вpеìени ввиäу

ее ìаëости. Обозна÷иì c1 = , c2 = , тоãäа

искоìые уpавнения иìеþт виä

UV = + • r(m + m0sin
2β)(αV(V –V*))+

+ sinβ(γΩ(Ω – Ω*)) + m0sin βcos βV Ω ; (28)

UΩ =  + sinβ(αV (V – V *)) +

+ J2γ
Ω(Ω – Ω*) + cos βVΩ , (29)

ãäе ciΩ, ciV  — констpуктивные паpаìетpы äвиãате-

ëей, инäексы Ω и V обозна÷аþт пpинаäëежностü
äанных паpаìетpов повоpотноìу иëи ìаpøевоìу
äвиãатеëþ. Выpажение (28) заäает напpяжение äëя
упpавëений ìаpøевыì äвиãатеëеì, а фоpìуëа (29) —
повоpотныì äвиãатеëеì.

Постpоение законов уpавнения движением pобота 
пpи движении по кубическому сплайну 

Pассìотpиì постpоение законов упpавëения,
коãäа äвижение pобота заäается спëайноì Безüе,
котоpый явëяется паpаìетpи÷еской функöией. 

Пустü тpаектоpия заäается в паpаìетpи÷ескоì виäе

(30)

иëи, с у÷етоì (6), в виäе

x(t) = (1 – t)3P0x + 3t (1 – t)2P1x +

+ 3t2(1 – t)P2x + t3P3x; (31)

y(t) = (1 – t)3P0y + 3t (1 – t)2P1y +

+ 3t2(1 – t)P2y + t3P3y, (32)

ãäе Pix и Piy — кооpäинаты то÷ек в äекаpтовой сис-

теìе кооpäинат. 

Тоãäа пеpвая и втоpая пpоизвоäные иìеþт виä

 = ; (33)

 =  = ; (34)

(y(t) – y*(t)  – (λ1y + λ2y)(y(t) –

– y*(t)  + λ1yλ2y(y(t) – y*(t)) = 0; (35)

(x(t) – x*(t)  – (λ1x + λ2x)(x(t) –

– x*(t)  + λ1xλ2x(х(t) – x*(t)) = 0. (36)

Из уpавнений (35) и (36) найäеì зна÷ения вто-
pых пpоизвоäных ,  и :

(x(t)  = (λ1x + λ2x)(x(t) – x*(t)  –

– λ1xλ2x(x(t) – x*(t)) + (x*(t) ; (37)

(y(t)  = (λ1y + λ2y)(y(t) – y*(t)  –

– λ1yλ2y(y(t) – y*(t)) + (y*(t) ; (38)

 = . (39)

Даëее заäа÷а своäится к описанноìу выøе сëу-
÷аþ, коãäа тpебуется найти выpажение жеëаеìоãо Ω*,
котоpое буäет обеспе÷иватü устой÷ивое äвижение
тpехãpанника по тpаектоpии (30). Запиøеì выpа-
жение Ω* с у÷етоì соотноøения (18):

Ω* = . (40)

Пеpеìенные, вхоäящие в фоpìуëу (40), вы÷ис-
ëяþтся по фоpìуëаì (33)—(39). 

Поскоëüку поëу÷енные ускоpения (37) и (38)
обеспе÷иваþт устой÷ивое äвижение по заäанной
тpаектоpии, то уãëовая скоpостü (40) явëяется пpо-
ãpаììной, и систеìа упpавëения pобота äоëжна
с заäанныì ка÷ествоì отсëеживатü ее. Дëя этоãо
потpебуеì, ÷тобы сëежение пpоисхоäиëо в соот-
ветствии с выpажениеì

 = γΩ(Ω – Ω*). (41)

Найäеì тепеpü выpажение äëя пpоäоëüноãо ус-
коpения (t) из кинеìати÷еских уpавнений (17):

 = cos(ψ + β) + sin(ψ + β); (42)

(ψ + β  = ( cos(ψ + β) – sin(ψ + β)). (43)
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Найäеì жеëаеìые ìоìенты, способные äвиãатü
pобот по выбpанной тpаектоpии:

 = (m + m0sin
2β)( cos(ψ + β) + sin(ψ + β)) +

+ sinβ(γΩ(Ω – Ω*)) + m0sinβcos βVΩ;

Mβ = sinβ( cos(ψ + β) + sin(ψ + β)) +

+ J2(γΩ(Ω – Ω*)) + cos βVΩ. (44)

И наконеö, поäставëяя (44) в уpавнения äвиже-
ния пpивоäа (19) пpи усëовии τe n τm, поëу÷аеì
искоìые упpавëяþщие ìоìенты на пpивоäнуþ
систеìу pобота.

Экспеpиментальное исследование движения pобота 
по тpаектоpии, заданной кубическим сплайном

Pассìотpенные аëãоpитìы упpавëения äвиже-
ниеì pобота по куби÷ескоìу спëайну со свобоäны-
ìи конöаìи (20) быëи pеаëизованы на описанноì
выøе pоботе. На этоì pоботе äва заäних коëеса
снабжены сенсоpаìи уãëов повоpота. На pуëевоì и
ìаpøевоì äвиãатеëях постоянноãо тока установëе-
ны сенсоpы уãëов и уãëовых скоpостей. Схеìа сис-
теìы упpавëения pоботоì пpеäставëена на pис. 5.
Она состоит из боpтовоãо коìпüþтеpа и äвух вспо-
ìоãатеëüных контpоëëеpов. Боpтовой коìпüþтеp
сëужит äëя оpãанизаöии беспpовоäной связи с уäа-
ëенныì коìпüþтеpоì, ÷еpез котоpый боpтовой
систеìе упpавëения pоботоì пеpеäается текущее
заäание и выпоëняется ìонитоpинã ее состояния.
Кpоìе тоãо, боpтовой коìпüþтеp осуществëяет
сбоp инфоpìаöии о состоянии pобота ÷еpез вспо-
ìоãатеëüные контpоëëеpы и pасс÷итывает пpо-
ãpаììные возäействия Ω*, V *. Контpоëëеp кооp-
äинат пpовоäит сбоp инфоpìаöии с сенсоpов уãëов
повоpота заäних коëес, pасс÷итывает текущие ко-

оpäинаты pобота и отпpавëяет их на боpтовой коì-
пüþтеp. Контpоëëеp упpавëения пpивоäаìи пpи-
ниìает с боpтовоãо коìпüþтеpа пpоãpаììные воз-
äействия Ω*, V * и pасс÷итывает по фоpìуëаì (26),
(27) ìоìенты, а затеì напpяжения (28), (29), кото-
pые поäаþтся на äвиãатеëи pобота ÷еpез усиëитеëи
в виäе ШИМ-сиãнаëа.

На уäаëенноì коìпüþтеpе созäана пpоãpаììа,
pеаëизуþщая интеpфейс опеpатоpа, показанный
на pис. 6 (сì. вторуþ сторону обëожки). Экpан
отобpажает поëиãон, на котоpоì пpоисхоäит äви-
жение pобота. На кооpäинатной сетке поëиãона
заäаþтся узëовые то÷ки тpаектоpии pобота (то÷ки
на поëиãоне), по котоpыì выпоëняется pас÷ет тpа-
ектоpии спëайна. Pобот в на÷аëüный ìоìент вpе-
ìени нахоäится окоëо пpяìой (pис. 7), а затеì поä
возäействиеì упpавëения äвижется по заäанной
тpаектоpии (pис. 8). Анаëиз ка÷ества äвижения
pобота по заäанной тpаектоpии быë пpовеäен по-
сpеäствоì записи äанных с сенсоpов в боpтовой
коìпüþтеp и постpоения соответствуþщих ãpафи-
ков тpаектоpии, пpоäоëüной (pис. 9) и уãëовой ско-
pостей (pис. 10). Кpоìе тоãо, pеаëüная тpаектоpия
äвижения pобота контpоëиpоваëасü по то÷каì, со-
ответствуþщиì экpанныì, котоpые быëи нанесены
на поëиãоне. Из ãpафиков и визуаëüноãо набëþäения

MV
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b
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Pис. 5. Схема системы упpавления pоботом 

Pис. 7. Желаемая тpаектоpия — кубический сплайн 

Pис. 8. Pеальное движение pобота по кубическому сплайну.
V * = 0,6 м/с
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сëеäует, ÷то тpаектоpия äвижения äостато÷но то÷но
соответствует жеëаеìой (сì. pис. 8), пpоäоëüная ско-
pостü (сì. pис. 9) соответствует пpоãpаììноìу зна-
÷ениþ V* = 0,6 ì/с. Относитеëüно уãëовой скоpости
ìожно набëþäатü хоpоøее соответствие пpоãpаìì-
ныì зна÷енияì с небоëüøиì запазäываниеì Ω(t) от
Ω*(t), показанной øтрих-пунктиpоì. Это запазäы-
вание обусëовëено наëи÷иеì запазäывания пеpе-
äа÷и äанных ìежäу боpтовыì коìпüþтеpоì и кон-
тpоëëеpоì упpавëения пpивоäаìи, котоpое состав-
ëяет пpибëизитеëüно 20 ìс в оäноì напpавëении.
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Введение

Pобототехни÷еское обоpуäование, испоëüзуеìое
в совpеìенноì пpоизвоäстве, äоëжно выпоëнятü
pабо÷ие опеpаöии с ìаксиìаëüно возìожной ско-
pостüþ, а пpи пеpехоäе от оäной äетаëи иëи изäе-
ëия к äpуãоìу äоëжно обеспе÷иватüся пëавное пе-
pеìещение pабо÷еãо оpãана с еãо то÷ной останов-
кой вбëизи объектов pабот без пеpеpеãуëиpования.

В настоящее вpеìя пpи фоpìиpовании тpаекто-
pий äвижения pабо÷еãо инстpуìента то÷ки pабо÷ей
зоны, в котоpых pаспоëожены äетаëи, интеpпоëи-
pуþтся спëайнаìи не ниже тpетüеãо поpяäка, а пpи
необхоäиìости обеспе÷ения пëавноãо äвижения по-
pяäок спëайнов ìожет повыøатüся äо пятоãо [1].
Пpи пpоизвоëüных и постоянных изìенениях ко-
оpäинат äетаëей в pабо÷ей зоне ìанипуëятоpов вы-
÷исëитеëüная наãpузка на упpавëяþщие ЭВМ су-
щественно возpастает. Пpи этоì äëя сохpанения
тpебуеìой то÷ности äвижения pабо÷их оpãанов на
всех у÷астках тpаектоpий сpеäняя скоpостü их äви-
жения ÷асто спеöиаëüно занижается, настpаиваясü

Pис. 9. Гpафики изменения пpодольной скоpости V(t) pобота,
желаемая скоpость V * = 0,6 м/с

Pис. 10. Гpафики изменения желаемой W* (штpих-пунктиp) и
действительной W(t) угловых скоpостей pобота (сплошная линия)
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на саìый небëаãопpиятный сëу÷ай, с öеëüþ ис-
кëþ÷итü бpак на отäеëüных у÷астках этих тpаекто-
pий äаже тоãäа, коãäа она ìожет бытü существенно
повыøена. В pезуëüтате pезко снижается пpоизво-
äитеëüностü pаботы ìанипуëятоpа.

В pаботе [2] пpеäëожен ìетоä пëаниpования
тpаектоpий äвижения pабо÷их оpãанов ìанипуëя-
тоpов с поìощüþ В-спëайнов ÷етвеpтоãо поpяäка.
Дëя заäания этих спëайнов испоëüзуется аëãоpитì
ìноãопаpаìетpи÷еской оптиìизаöии, позвоëяþ-
щий pеøатü поставëеннуþ заäа÷у, оäнако пpеäëо-
женный аëãоpитì иìеет о÷енü боëüøуþ вы÷исëи-
теëüнуþ сëожностü, тpебуþщуþ испоëüзования
ìощных пpоöессоpов äëя pеаëизаöии упpавëения
в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени.

В pаботе [3] pассìотpен ìетоä синтеза систеìы
упpавëения (СУ) pежиìоì äвижения pабо÷еãо ин-
стpуìента ìноãозвенноãо ìанипуëятоpа, котоpая ав-
тоìати÷ески фоpìиpует ìаксиìаëüно возìожнуþ
текущуþ скоpостü еãо пеpеìещения вäоëü тpаекто-
pии с заäанной äинаìи÷еской то÷ностüþ. Оäнако
äëя эффективноãо испоëüзования этой СУ необхо-
äиìо постоянно опpеäеëятü откëонение pабо÷еãо
инстpуìента от заäаваеìой тpаектоpии, ÷то в пpо-
öессе äвижения ìанипуëятоpа сëожно pеаëизуеìо.

В pаботе [4] пpеäëожен ìетоä поäстpойки паpа-
ìетpов пpоãpаììных сиãнаëов äвижения ìанипуëя-
тоpа на основе аìпëитуäно-÷астотных хаpактеpистик
(АЧХ) еãо пpивоäов, обеспе÷иваþщий ìаксиìаëüно
возìожнуþ скоpостü äвижения без снижения заäан-
ной äинаìи÷еской то÷ности упpавëения. Указанный
ìетоä ìожно пpиìенитü и äëя синтеза систеìы
фоpìиpования пpоãpаììных сиãнаëов äвижения
ìноãозвенных ìанипуëятоpов, оäнако пpи этоì
необхоäиìо у÷итыватü кинеìати÷еские и äинаìи-
÷еские особенности pассìатpиваеìоãо сëожноãо
ìноãосвязноãо äинаìи÷ескоãо объекта упpавëения
и непpеpывное изìенение еãо конфиãуpаöии в
пpоöессе выпоëнения тpебуеìых техноëоãи÷еских
опеpаöий.

Постановка задачи

Цеëüþ äанной pаботы явëяется созäание ìетоäа
синтеза ëеãко pеаëизуеìых инфоpìаöионно-упpав-
ëяþщих систеì ìноãостепенных ìанипуëятоpов,
котоpые в зависиìости от текущеãо pаспоëожения
обpабатываеìых объектов äоëжны фоpìиpоватü
такие пpоãpаììные сиãнаëы äëя всех эëектpопpи-
воäов этих ìанипуëятоpов, котоpые буäут обеспе-
÷иватü äвижение pабо÷их оpãанов с ìаксиìаëüно
возìожной скоpостüþ и заäанной äинаìи÷еской
то÷ностüþ. Пpи этоì поäхоä к объектаì pабот äоë-
жен совеpøатüся пëавно и без пеpеpеãуëиpования.

Описание объекта упpавления

Синтез пpеäëаãаеìой систеìы фоpìиpования
пpоãpаììных сиãнаëов pассìотpиì на пpиìеpе äвух-
степенноãо ìанипуëятоpа 1 (pис. 1), совеpøаþще-

ãо техноëоãи÷еские опеpаöии с объектаìи 2, pас-
поëоженныìи на паëëете 3, котоpая нахоäится в
pабо÷ей зоне ìанипуëятоpа. Кажäый pабо÷ий öикë
в pабо÷уþ зону ìанипуëятоpа поäается новая паë-
ëета с pаспоëожениеì объектов, отëи÷ныì от пpе-
äыäущеãо. Техноëоãи÷еские опеpаöии со всеìи
объектаìи выпоëняþтся тоëüко тоãäа, коãäа ско-
pостü äвижения pабо÷еãо оpãана ìанипуëятоpа от-
носитеëüно них pавна нуëþ. Теëекаìеpа 4 нахоäит-
ся наä паëëетоì и позвоëяет опpеäеëятü текущее
pаспоëожение всех объектов на ней (кооpäинаты xj
и yj в абсоëþтной систеìе кооpäинат Oxy, ãäе j —
÷исëо объектов на паëëете).

Испоëнитеëüныìи эëеìентаìи ìанипуëятоpа
(pис. 1) явëяþтся эëектpопpивоäы постоянноãо тока
независиìоãо возбужäения иëи с постоянныìи ìаã-
нитаìи. С у÷етоì äиффеpенöиаëüноãо уpавнения
эëектpи÷еской öепи якоpя эëектpоäвиãатеëя и уpав-
нения ìоìентов на еãо ваëу [5], а также взаиìо-
вëияний ìежäу всеìи степеняìи поäвижности
ìноãозвенника [6] i-й эëектpопpивоä ìожно описатü
уpавнениеì (зäесü инäекс i äëя уäобства опущен):

L(JΣ + H *)  + (L  + Lh* + RJΣ + RH *)  +

+ (Rh* + L  + KωKM)  + R(Mстp + ) +

+ L(  + ) = KMKyu, (1)

ãäе R, L — соответственно активное сопpотивëение
и инäуктивностü якоpной öепи эëектpоäвиãатеëя;
KM, Kω — соответственно коэффиöиенты кpутя-

щеãо ìоìента и пpотивоЭДС; Ky — коэффиöиент

усиëения усиëитеëя ìощности; u — вхоäной сиãнаë;

H * = H(q)/ip; h* = h(q, )/ip;  = Mвн(q, , )/ip;

H(q) — коìпонента, хаpактеpизуþщая инеpöион-
ные свойства соответствуþщей степени поäвижно-

сти ìанипуëятоpа; h(q, ) — коìпонента коpиоëи-

совых сиë; Mвн(q, , ) — ìоìентное возäействие,

у÷итываþщее ãpавитаöионные сиëы и эффекты
взаиìовëияния ìежäу всеìи степеняìи поäвижно-
сти ìанипуëятоpа в пpоöессе еãо äвижения; ip — пе-

pеäато÷ное отноøение pеäуктоpа; qi, ,  — со-

ответствуþщие обобщенные кооpäинаты, скоpости
и ускоpения звенüев ìанипуëятоpа (i = 1, 2 — ÷исëо
степеней поäвижности ìанипуëятоpа); JΣ — суì-

ìаpный ìоìент инеpöии, пpивеäенный к ваëу эëек-

тpоäвиãатеëя; ,  — соответственно скоpостü и
ускоpение вpащения ваëа эëектpоäвиãатеëя; Mстp —

неëинейная хаpактеpистика ìоìента сухоãо тpения,
пpивеäенноãо к ваëу эëектpоäвиãатеëя.

Дëя обеспе÷ения инваpиантности показатеëей
ка÷ества pаботы кажäоãо эëектpопpивоäа к эффек-
таì взаиìовëияния ìежäу всеìи степеняìи поä-
вижности пеpеìещаþщеãося ìанипуëятоpа (äëя
стабиëизаöии их паpаìетpов, а зна÷ит, и коэффи-
öиентов уpавнения (1) на ноìинаëüноì уpовне)
в СУ кажäыì эëектpопpивоäоì ввеäены саìона-
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стpаиваþщиеся коppектиpуþщие устpойства, опи-
санные в pаботах [7, 8].

Дëя обеспе÷ения тpебуеìых показатеëей ка÷е-
ства pаботы в пpяìуþ öепü обоих эëектpопpивоäов
с уже застабиëизиpованныìи с поìощüþ саìона-
стpойки паpаìетpаìи ввеäены типовые посëеäова-
теëüные коppектиpуþщие устpойства с пеpеäато÷-
ныìи функöияìи виäа [5] 

Wki(s) = , (2)

ãäе T1i и T2i — постоянные вpеìени, зависящие от

конкpетных паpаìетpов эëектpопpивоäов, T1i > T2i.

Их выбоp буäет пояснен ниже.

Фоpмиpование пpогpаммных сигналов 
для электpопpиводов манипулятоpа

Аëãоpитì pаботы пpеäëаãаеìой систеìы опи-
сан ниже.

Посëе опpеäеëения кооpäинат (xj, yj) j-ãо изäеëия

в pабо÷ей зоне äвухзвенноãо ìанипуëятоpа 1 с по-
ìощüþ теëекаìеpы 4 (pис. 1) и pеøения обpатной
заäа÷и кинеìатики по ìетоäике, описанной, на-
пpиìеp, в pаботе [9], несëожно найти обобщенные

кооpäинаты (xj, yj) и (xj, yj) этоãо ìанипуëя-

тоpа, соответствуþщие pассìатpиваеìоìу изäе-
ëиþ. О÷евиäно, ÷то пеpенос pабо÷еãо инстpуìента от
оäноãо изäеëия к äpуãоìу ìожет осуществëятüся
путеì посëеäоватеëüной поäа÷и на вхоäы соответ-
ствуþщих эëектpопpивоäов ступен÷атых возäейст-
вий 1 (pис. 2), соответствуþщих обобщенныì ко-
оpäинатаì, вы÷исëенныì с у÷етоì поëожения в
пëоскости кажäоãо из pассìатpиваеìых изäеëий.

Оäнако, как показано в pаботе [4], пpи ступен÷а-
тых возäействиях пpихоäится существенно увеëи-
÷иватü вpеìя выпоëнения кажäоãо из этапов pабо-
÷еãо öикëа, спеöиаëüно оãpани÷ивая pезко возpас-
таþщий ток в обìотках эëектpопpивоäов в на÷аëе
äвижения и обеспе÷ивая пpиеìëеìое зна÷ение пе-
pеpеãуëиpования на коне÷ных у÷астках пеpеìеще-
ния pабо÷еãо оpãана, котоpое äоëжно нахоäитüся
в заäанных пpеäеëах äаже пpи испоëüзовании пpо-
стейøей коppекöии виäа (2).

Но высокое ка÷ество пеpехоäных пpоöессов и
тpебуеìуþ то÷ностü в pассìатpиваеìой систеìе
ìожно обеспе÷итü и пpи наëи÷ии пpостейøих pе-
ãуëятоpов (2), фоpìиpуя пpоãpаììные сиãнаëы в
виäе отäеëüных у÷астков пëавных кpивых (у÷астков
ãаpìони÷еских сиãнаëов). В ка÷естве таких возäей-
ствий, поäаваеìых на вхоäы кажäоãо эëектpопpи-
воäа, в pаботе пpеäëаãается испоëüзоватü сиãнаëы,
явëяþщиеся у÷асткаìи ãаpìони÷еских кpивых
pазной ÷астоты (сì. кpивуþ 2 на pис. 2):

 =

= (3)

ãäе Apij, ωpij — аìпëитуäы и ÷астоты пpоãpаììных

сиãнаëов ;  — вpеìя выпоëнения j-й опеpаöии,

котоpое обнуëяется в на÷аëе кажäой опеpаöии;

 — обобщенные кооpäинаты степеней поä-

вижности ìанипуëятоpа, соответствуþщие нахож-
äениþ еãо pабо÷еãо оpãана у ( j – 1)-ãо объекта. Пpи
этоì поëаãается, ÷то вpеìя пеpехоäных пpоöессов
во всех пpивоäах ìанипуëятоpа ìенüøе вpеìени
пеpеìещения еãо pабо÷еãо оpãана от оäноãо объ-
екта к äpуãоìу.

В на÷аëе pабо÷еãо öикëа ìанипуëятоp нахоäится
в исхоäноì поëожении, в котоpоì = 0. Пpи
этоì аìпëитуäы вхоäных пpоãpаììных сиãнаëов
äëя всех еãо эëектpопpивоäов вы÷исëяþтся по
фоpìуëе Apij = 0,5(  – ).

В pаботе [4] показано, ÷то без снижения äина-
ìи÷еской то÷ности упpавëения ÷астоту ωpij ìожно
изìенятü в зависиìости от текущих зна÷ений па-
pаìетpов ìанипуëятоpов и аìпëитуä ãаpìони÷е-
скоãо вхоäноãо сиãнаëа, существенно повыøая
скоpостü pаботы и, соответственно, пpоизвоäи-
теëüностü испоëüзуеìоãо техноëоãи÷ескоãо обоpу-

T1is 1+

T2is 1+
---------------

Pис. 1. Схема технологического пpоцесса

Pис. 2. Фоpмы входных сигналов
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äования без изìенения стpуктуpы и паpаìетpов
испоëüзуеìых pеãуëятоpов. Пpи этоì веëи÷ина ωpij
äëя о÷еpеäноãо пеpеìещения pабо÷еãо оpãана ìо-
жет pасс÷итыватüся по фоpìуëе

ωpij = , (4)

ãäе Ti =  + ; T3i = ; T4i = ;

Ki = ; εdi — äопустиìая äинаìи÷еская оøибка

пеpеìещения pабо÷еãо оpãана.
В указанноì сëу÷ае пpи äвижении pабо÷еãо оp-

ãана ìанипуëятоpа от оäноãо объекта к äpуãоìу в
хоäе оäноãо pабо÷еãо öикëа i-й эëектpопpивоä ìа-
нипуëятоpа, соãëасно выpажениþ (3), буäет отpаба-
тыватü ÷астü ãаpìони÷еской тpаектоpии, äвиãаясü
с ìаксиìаëüной ÷астотой (скоpостüþ). Пpи этоì
кажäый из äвух эëектpопpивоäов äоëжен отpабо-
татü уãоë 2Apij. Закон÷ив свой повоpот, оäин из них
останавëивается, ожиäая остановки äpуãоãо.

Исследование системы фоpмиpования
пpогpаммных сигналов

Пpи ìоäеëиpовании иссëеäоваëи
пpоöесс установки ìанипуëятоpоì
некотоpых äетаëей на øестü объек-
тов, pазìещенных на паëëете (сì.
pис. 1). Указанные äетаëи поìещаëи
в накопитеëü ìанипуëятоpа. Движе-
нияìи звенüев ìанипуëятоpа оäина-
ковой äëины l1 = l2 = 0,4 ì упpавëяëи
оäинаковые эëектpопpивоäы, по-
стpоенные на основе эëектpоäвиãа-
теëей постоянноãо тока. Эти эëектpо-
пpивоäы иìеþт сëеäуþщие паpа-
ìетpы: Ky = 800, KM = 0,02 Н•ì/А;
K
ω

= 0,02 В•с; R = 0,4 Оì; L = 0,004 Гн;
T1 = 0,07 с; T2 = 0,0035 с; ip = 100.

В исхоäноì поëожении ìанипу-
ëятоpа = 0, т. е. все еãо звенüя
pаспоëожены вäоëü оси y. Еãо pабо-
÷ий оpãан (накопитеëü) посëеäова-
теëüно поäхоäит к объектаì, котоpые
pаспоëаãаþтся на паëëете в сëеäуþ-
щих то÷ках: (–0,7; 0,1), (–0,15; 0,65),
(–0,6; 0,3), (0,1; 0,7), (0,2; 0,5), (0,1; 0,4).
Пpи этоì JΣ у кажäоãо эëектpопpи-
воäа ìанипуëятоpа пpи ввеäении са-
ìонастpаиваþщихся коppектиpуþ-
щих устpойств [7, 8] остается неиз-
ìенныì и pавныì 0,0005 кã•ì2,
а εd = 0,0015 pаä.

На pис. 3 показаны сфоpìиpо-
ванные пpеäëаãаеìой систеìой (в со-
ответствии с выpажениеì (3) и pас-

сìотpенной ìетоäикой) вхоäные пpоãpаììные сиã-
наëы эëектpопpивоäов ìанипуëятоpа (сì. pис. 1),
а на pис. 4 — законы изìенения ωp в этих сиãнаëах,
котоpые pасс÷итываþтся с поìощüþ выpажения (4).

Из pис. 3 виäно, ÷то пpи äвижении к пеpвоìу
объекту пеpвоìу звену ìанипуëятоpа необхоäиìо
отpаботатü по÷ти вäвое боëüøий уãоë, ÷еì еãо вто-
pоìу звену. Иныìи сëоваìи, аìпëитуäа вхоäноãо
сиãнаëа, поäаваеìоãо на пеpвый эëектpопpивоä, в
äва pаза боëüøе аìпëитуäы сиãнаëа, поäаваеìоãо
на втоpой эëектpопpивоä. Поэтоìу äëя сохpанения
заäанной то÷ности поäхоäа pабо÷еãо оpãана к это-
ìу объекту (pис. 5) СУ, испоëüзуя выpажение (4),
автоìати÷ески снижает ÷астоту (скоpостü) повоpо-
та пеpвоãо звена. В pезуëüтате втоpое звено, не пpе-
выøая εd и повоpа÷иваясü на заäанный уãоë с
боëüøей скоpостüþ, останавëивается и жäет поä-
хоäа пеpвоãо звена. Из pис. 5 также виäно, ÷то пpи
пеpехоäе к пятоìу объекту уже пеpвое звено пово-
pа÷ивается быстpее и ожиäает втоpое.

Сëеäует отìетитü, ÷то наибоëüøее увеëи÷ение
(в 4...9 pаз) ωp (pис. 4) набëþäается пpи повоpоте
звенüев ìанипуëятоpа на уãëы ìенее 30°. Pезуëüта-
ты пpовеäенных иссëеäований показаëи, ÷то пpи
испоëüзовании во всех эëектpопpивоäах pассìатpи-
ваеìоãо äвухзвенноãо ìанипуëятоpа коppектиpуþ-
щих устpойств виäа (2) общее вpеìя выпоëнения
pаботы с øестüþ объектаìи пpи фоpìиpовании
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2
Ki

2
εdi

2
Aрij

2–
++

Ti 2
---------------------------------------------------

T3i

2
------

T3i
2

2
------ T4i–

RiJΣi

KMiKωi

---------------
LiJΣi

KMiKωi

---------------

Kyi

Kωiipi

-----------

qi0*

Pис. 4. Частоты входных пpогpаммных сигналов

Pис. 3. Сфоpмиpованные пpогpаммные сигналы электpопpиводов манипулятоpа
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пpоãpаììных сиãнаëов с поìощüþ выpажений (3)
и ωp — по фоpìуëе (4) составëяет 19,7 с. Есëи ωp
выбиpаþтся постоянныìи с у÷етоì заäанной то÷но-
сти pаботы всех эëектpопpивоäов, то вpеìя выпоë-
нения этой pаботы увеëи÷ивается äо 30,5 с. Есëи же
на вхоäы всех эëектpопpивоäов ìанипуëятоpа бу-
äут поäаватüся ступен÷атые сиãнаëы, то с у÷етоì
тоãо, ÷то о÷еpеäная ступенüка на соответствуþщий
пpивоä буäет фоpìиpоватüся тоëüко тоãäа, коãäа
установивøаяся оøибка ее отpаботки не буäет пpе-
выøатü εd = 0,0015 pаä, вpеìя выпоëнения указан-
ной pаботы возpастает äо 55 с. Иныìи сëоваìи, за
с÷ет поäстpойки тоëüко ωp уäается в 1,55 pаза повы-
ситü быстpоäействие pаботы всей систеìы, а с у÷етоì
ввеäения ãаpìони÷еских пpоãpаììных сиãнаëов это
быстpоäействие ìожет бытü повыøено в 2,79 pаза.
Указанный факт поäтвеpжäает высокуþ эффек-
тивностü pазpаботанной систеìы, позвоëяþщей
фоpìиpоватü пpоãpаììные сиãнаëы эëектpопpи-
воäов ìноãозвенных ìанипуëятоpов в виäе отpез-
ков ãаpìоник с пеpеìенной аìпëитуäой и поä-
стpаиваеìой ÷астотой.

Заключение

В pаботе пpеäëожен ìетоä по-
стpоения систеìы фоpìиpования
пpоãpаììных сиãнаëов äëя эëектpо-
пpивоäов ìноãозвенных ìанипуëято-
pов, пpи отpаботке котоpых указан-
ные эëектpопpивоäы обеспе÷иваþт
äвижения еãо звенüев с ìаксиìаëü-
ной скоpостüþ (÷астотой) без сниже-
ния заäанноãо уpовня äинаìи÷еской
то÷ности. Пpи этоì выпоëняется
пëавный поäхоä pабо÷еãо оpãана ìа-
нипуëятоpа к объектаì pабот (без пе-
pеpеãуëиpования). Pеаëизаöия пpеä-
ëаãаеìой систеìы не вызывает за-
тpуäнений.
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Введение

Оäниì из способов уäовëетвоpения потpебно-
стей в коìпактноì, упpавëяеìоì эëектpоìехани-
÷ескоì обоpуäовании сëужит созäание ìехатpон-
ных систеì как коìпëектных эëектpоìаãнитных
пpивоäов (КЭМП) поступатеëüноãо äвижения на
основе эëектpоìаãнитных пpеобpазоватеëей по-
стоянноãо тока (ЭМП). Свойства ЭМП в пpоöессе
pазpаботки эëектpоìаãнитных ìеханизìов (ЭММ)
на основе КЭМП äоëжны бытü поä÷инены усëо-
вияì констpуктивно-паpаìетpи÷еской совìести-
ìости с pабо÷иìи оpãанаìи (PО) и со сpеäстваìи
питания и упpавëения (СПиУ). Ка÷ественная pаз-
pаботка КЭМП пpакти÷ески невозìожна без ис-
поëüзования ìатеìати÷еских ìоäеëей, аäекватно
отpажаþщих пpоöесс пpеобpазования энеpãии в
ЭМП на основе поëожений эëектpоäинаìики.

Существуþщий поäхоä к pеøениþ заäа÷ ìате-
ìати÷ескоãо ìоäеëиpования эëектpопpивоäа повсе-
ìестно, в тоì ÷исëе и пpи стpуктуpноì ìоäеëиpо-
вании сpеäстваìи Simulink в вы÷исëитеëüной сpеäе
MATLAB, оpиентиpован на вы÷исëения в кооpäи-
натах Лаãpанжа, соответственно, с испоëüзованиеì
аппаpата поëных (ìатеpиаëüных) пpоизвоäных.
Необхоäиìые пpи этоì pас÷еты эëектpоìаãнитных
сиë pазныìи ìетоäаìи, в тоì ÷исëе и по pезуëüта-

таì ìоäеëиpования ìаãнитноãо поëя на коìпüþ-
теpе, выпоëняþтся по усëовияì ìаãнитостатики.
Вìесте с теì, в pяäе pабот, напpиìеp [1—4], пока-
зано пpинöипиаëüное отëи÷ие выpажений äëя pас-
÷ета эëектpоìаãнитных сиë, pазвиваеìых якоpеì
ЭМП в äинаìике и в статике. В pаботе [5] пpеä-
ставëено экспеpиìентаëüное поäтвеpжäение pаз-
ëи÷ия этих сиë. Пеpехоä от кооpäинат Лаãpанжа к
кооpäинатаì Эйëеpа и наобоpот, øиpоко испоëü-
зуеìый в ìатеìати÷еской физике всëеäствие еãо
эффективности, к сожаëениþ, в эëектpоìеханике
пpакти÷ески не пpиìеняется.

Указанные обстоятеëüства обусëовëиваþт акту-
аëüностü иссëеäования, pезуëüтаты котоpоãо изëа-
ãаþтся ниже.

Цеëüþ статüи явëяется анаëиз выpажений äëя
опpеäеëения эëектpоìаãнитных сиë в ЭМП постоян-
ноãо тока, выпоëненный с испоëüзованиеì пеpе-
хоäа от кооpäинат Лаãpанжа к кооpäинатаì Эйëеpа.

Дëя äостижения öеëи pассìатpиваþтся заäа÷и
оöенивания взаиìноãо соответствия паpаìетpов,
опpеäеëяþщих в äинаìике эëектpоìаãнитное со-
стояние ЭМП в pазëи÷ных систеìах кооpäинат с
пpиìенениеì безpазìеpноãо обобщенноãо паpа-
ìетpа, позвоëивøеãо:

� пpеäставитü коëи÷ественнуþ оöенку соотноøе-
ния äинаìи÷еских эëектpоìаãнитных сиë с си-
ëаìи, опpеäеëяеìыìи на основе поëожений
ìаãнитостатики, т. е. тpаäиöионныì способоì;

� охаpактеpизоватü äинаìи÷еские свойства КЭМП
исхоäя из особенностей ЭМП как составной
÷асти эëектpоìаãнитноãо äвиãатеëя (ЭМД), со-
ставëенноãо из äвух ЭМП, pазвиваþщих встpе÷-
но напpавëенные усиëия;

� сфоpìиpоватü äëя ìатеìати÷еской ìоäеëи äи-
наìики КЭМП ìетоäоëоãиþ опpеäеëения по-
токосöепëения обìотки ЭМП пpи питании ее от
исто÷ников стабиëüноãо напpяжения ëибо тока.

Анаëиз выпоëнен пpи äопущениях отсутствия
вëияния вихpевых токов, ãистеpезиса стаëи и по-
äатëивости эëеìентов ЭММ [2]. В связи с ìноãо-
обpазиеì существуþщих способов pас÷ета эëек-
тpоìаãнитных сиë безотноситеëüно статики ëибо
äинаìики КЭМП сопоставëение äинаìи÷еских сиë
выпоëнено äëя ненасыщенной ìаãнитной систеìы
ЭМП. С äостато÷ной äëя пpакти÷еских öеëей то÷-
ностüþ это соответствует усëовияì pаботы КЭМП
со сëожной тpаектоpией äвижения PО:

� пеpеìещения пpоисхоäят вбëизи сеpеäины воз-
ìожноãо хоäа якоpя ЭМП, т. е. пpи относитеëüно
боëüøих pабо÷их зазоpах; 

Пpедставлено сопоставление выpажений для электpо-
магнитных сил, полученных с использованием пеpехода от
полных пpоизводных к частным пpоизводным.

Показано, что для электpомагнитных двигателей пpо-
стpанственно-вpеменное описание электpомеханических
пpоцессов в частных пpоизводных на основе фундаменталь-
ных положений электpодинамики позволяет количествен-
но оценивать pазличие электpомагнитных сил в динамике
и электpомагнитных сил, котоpые вычисляют тpадицион-
но на основе статического магнитного поля.

Pасшиpены существующие пpедставления о динамике
электpомагнитного пpивода.

Ключевые слова: электpомагнитные силы, пpостpанст-
венно-вpеменное описание электpомеханического пpоцесса
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� весоãабаpитные и тепëовые оãpани÷ения, у÷иты-
ваеìые пpи испоëнении ЭМД и СПиУ в ЭММ,
обусëовëиваþт pазäеëüное упpавëение ЭМП и
за с÷ет этоãо уìенüøение äоëи наìаãни÷иваþ-
щих сиë их обìоток на стаëü.

Пpи иссëеäовании не у÷итывается и вëияние
изìеняþщеãося пpи пеpеìещении якоpя pассея-
ния ìаãнитноãо потока, ÷то в некотоpой степени
отpажается на эëектpоìаãнитноì состоянии ЭМП.
Возìожностü у÷ета этоãо явëения в ìатеìати÷е-
ской ìоäеëи КЭМП пpеäставëена в [4].

Основные pасчетные выpажения 
и кpитеpии их пpименения

Уpавнение эëектpи÷ескоãо pавновесия öепи пи-
тания обìотки с сопpотивëениеì R пpи постоян-
ноì напpяжении U исто÷ника питания и пpи ис-
поëüзовании интеpпоëиpованных хаpактеpистик
потокосöепëения ψ = ψ(i, x) в осях тока i и пеpе-
ìещения x, pассìатpиваеìых как паpаìетpы со-
стояния ЭМП, иìеет виä

U = iR + . (1)

Данное уpавнение с у÷етоì выpажения 

i = ,

ãäе ψ[t, x(t)], L[x(t)] — ìãновенные зна÷ения пото-
косöепëения и инäуктивности обìотки соответст-
венно, ìожет бытü пpивеäено к виäу

 +  = U. (2)

Зäесü T [x(t)] — обобщенный паpаìетp ЭМП,
хаpактеpизуþщий еãо эëектpоìаãнитнуþ инеpöиþ:

T [x(t)] = .

Диффеpенöиаëüное уpавнение (2) записано в
кооpäинатах Лаãpанжа. Пpи оäноìеpноì äвижении
якоpя ЭМП по закону x(t) äëя (2) независиìыìи
пеpеìенныìи явëяþтся вpеìя t и на÷аëüное потоко-
сöепëение ψ0, соответствуþщее вpеìени t0 (ìоìент
тpоãания якоpя). В соответствии с pаботой [6] pе-
øение уpавнения (2) с то÷ностüþ äо постоянной C
иìеет виä

ψ = C  + U dt. (3)

Все веëи÷ины уpавнения (1) инваpиантны отно-
ситеëüно систеìы кооpäинат. На основе инваpиант-
ности поëноãо äиффеpенöиаëа dψ потокосöепëе-
ние ψ ìожет pассìатpиватüся как функöия äвух не-
зависиìых пеpеìенных t и x, поэтоìу возìожен
пеpехоä к кооpäинатаì Эйëеpа. В этоì сëу÷ае спpа-

веäëиво: L[(x(t)] ⇒ L(x), T [(x(t)] ⇒ T(x), и pеøение
ψ = ψ(t, x), как это сëеäует из (3), иìеет виä

ψ = ψ(t, x) = C  + U dt, (3a)

т. е.

ψ = C  + UT(x),

÷то пpи на÷аëüноì усëовии ψ0

ψ = ψ0  + UT(x) (4)

обусëовëивает ток

i =  + . (5)

Дëя упpощения пpеобpазований испоëüзуется
новая независиìая пеpеìенная y = 1/T(x) и pас-
сìатpивается потокосöепëение в виäе

ψ = ψ(t, y) = ψ0e
–ty + (1 – e–ty). (6)

На основе (5) и (6) ÷астные пpоизвоäные по вpе-
ìени пpи y = const (x = const) пpеäставëяþтся фоp-
ìуëаìи

 =  =

= Ue–ty – ψ0ye–ty = U  – ;

 =  =

=  – .

Дëя поëу÷ения выpажений ÷астных пpоизвоä-
ных потокосöепëения и тока по пеpеìещениþ пpи
t = const öеëесообpазно исхоäитü из выpажения

 = –ψ0t e
–ty + U e–ty – (1 – e–ty).

У÷итывая, ÷то

 =  =  =
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а  =  пpи у = , ìожно записатü

 =  +

+  –  =

=  +  –

–  +  –

–  = i  + L(x) .

На основе посëеäнеãо выpажения иìееì

i  =  + ;

L(x)  =  –

–  – ,

сëеäоватеëüно

 = –  +

+  – .

Выpажение ∂i/∂x ìожно поëу÷итü и äиффеpен-
öиpуя (5). Это свиäетеëüствует о пpавиëüности вы-
веäенных выøе фоpìуë и их взаиìных соответст-
вий. В pезуëüтате ëеãко опpеäеëяþтся зна÷ения
поëных пpоизвоäных

 =  +  и  =  + 

пpи ëþбых законах изìенения x(t), котоpые соот-
ветствуþт (всëеäствие инваpиантности) уpавнениþ
(2) в кооpäинатах Лаãpанжа.

Пpикладная значимость выполненного анализа

Уpавнение (3) тpебует знания зависиìости T[x(t)]
в отëи÷ие от уpавнения (3а), äëя котоpоãо необхо-
äиìо pаспоëаãатü стати÷еской хаpактеpистикой
T(x). Эта хаpактеpистика ìожет бытü поëу÷ена, на-
пpиìеp, с испоëüзованиеì пpоãpаììных сpеäств
пакета Femm, позвоëяþщеãо выпоëнятü pас÷ет ста-
ти÷ескоãо ìаãнитноãо поëя, и вы÷исëитеëüной

сpеäы MATLAB äëя спëайн-интеpпоëяöии. Анаëи-
ти÷еские выpажения, поëу÷енные äëя pас÷ета ÷а-
стных пpоизвоäных, позвоëяþт в поëноì соответ-
ствии с поëоженияìи эëектpоäинаìики äвижу-
щихся сpеä выпоëнятü pас÷ет ЭДС, тока обìотки и
эëектpоìаãнитноãо усиëия пpи äвижении якоpя
ЭМП, напpиìеp, по фоpìуëаì pабот [2, 3].

В соответствии с öеëüþ иссëеäования зäесü
иìеет сìысë отìетитü сëеäуþщее. На основе коp-
pектно составëенноãо баëанса энеpãий, хаpактеpи-
зуþщих пpоöесс эëектpоìехани÷ескоãо пpеобpазо-
вания энеpãии [1—4], эëектpоìаãнитное усиëие
ЭМП с абсоëþтно жесткиìи эëеìентаìи ЭММ
пpи äвижении якоpя ìожно опpеäеëитü по фоpìуëе

fэì. ä = i  = i2  + L(x)i .

Поскоëüку выpажение эëектpоìаãнитной сиëы
пpи äвижении отëи÷ается от тpаäиöионной фоp-
ìуëы, испоëüзуеìой безотноситеëüно состояния
(статика иëи äинаìика) якоpя ЭМП

fэì = ,

оöенку соотноøения сиë ìожно выпоëнитü с по-
ìощüþ выpажения 

f* = = = 2  = 2A.

Из пpеäøествуþщеãо анаëиза пpи U = const
поëу÷ено:

L(x)  = ψ0  – 1  – Ut ;

i =  +UT(x) ,

сëеäоватеëüно,

A = 1 +  =

= .

Оöенка безpазìеpноãо обобщенноãо паpаìетpа
ψ0/UT (x) ìожет бытü выпоëнена по фоpìуëе
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ãäе i0 — ток тpоãания якоpя; Iy = U/R — устано-
вивøееся зна÷ение тока; T0 — обобщенный паpа-
ìетp, хаpактеpизуþщий эëектpоìаãнитнуþ инеp-
öиþ ЭМП на ìоìент тpоãания якоpя.

Дëя ЭМП pеаëüны отноøения i0/Iy ≈ 0,3...0,5 и
T0/T(x) ≈ 0,8...0,5, поэтоìу äëя сpеäних зна÷ений
i0/Iy и T0/T(x) ìожно пpинятü ψ0/UT(x) = 0,25. 

С испоëüзованиеì безpазìеpноãо аpãуìента
t * = t/T(x) зависиìостü f*(t*) иëëþстpиpуется pи-
сункоì и аппpоксиìиpуþщиì выpажениеì

f* = 2(1 – /1,5). (7)

Коëи÷ественная оöенка возìожноãо соотноøе-
ния fэì.ä и fэì, pанее теоpети÷ески всестоpонне
обоснованная в pаботах [1—4], способствует пони-
ìаниþ пpи÷ин pасхожäения äинаìи÷еских свойств
ЭМП, эëектpоìаãнитные сиëы котоpых опpеäеëя-
þтся на основе поëожений ìаãнитостатики.

Пpи боëüøой эëектpоìаãнитной инеpöии (t* m 1,
f* m 1) в фоpìиpовании fэì.ä пpеобëаäаþт затpаты
ìощности исто÷ника питания на созäание ìаãнит-
ноãо поëя (обìенной ìощности) по сpавнениþ с
ìощностüþ, затpа÷иваеìой на äвижение (эëектpо-
ìаãнитной ìощностüþ). Снижение эëектpоìаãнит-
ной инеpöии (t* > 1, f* > 1) с соответствуþщиì
уìенüøениеì обìенной ìощности не тоëüко уìенü-
øает вpеìя тpоãания из-за увеëи÷ения теìпа на-
pастания тока в обìотке, но и повыøает быстpо-
äействие КЭМП за с÷ет увеëи÷ения эëектpоìаã-
нитной ìощности, затpа÷иваеìой на совеpøение
ìехани÷еской pаботы. Это явëение pасøиpяет су-
ществуþщие пpеäставëения о возìожностях уëу÷-
øения äинаìи÷еских свойств ЭММ. Опеpиpуя
эëектpоìаãнитныìи сиëаìи, опpеäеëенныìи по
усëовияì ìаãнитостатики, указанное явëение вы-
явитü и объяснитü неëüзя. Зäесü öеëесообpазно
также поä÷еpкнутü, ÷то пpоöесс pазãона эëектpо-
ìаãнитноãо пpивоäа пpинöипиаëüно отëи÷ается от
пpоöесса pазãона эëектpоìехани÷ескоãо пpивоäа,
напpиìеp, с äвиãатеëеì постоянноãо тока и неза-
висиìыì возбужäениеì. В соответствии с кëасси-
÷ескиìи пpеäставëенияìи äо ìоìента тpоãания

непоäвижное состояние эëектpоìаãнитноãо пpи-
воäа обусëовëено пpеобëаäаниеì сиë сопpотивëения
äвижениþ наä стати÷ескиì эëектpоìаãнитныì
усиëиеì. Оäнако с ìоìента тpоãания, äаже пpи по-
явëении в сиëах сопpотивëения äвижениþ веса
поäвижных ÷астей, устой÷ивое äвижение пpивоäа
обусëовëено пpеобëаäаниеì эëектpоìаãнитноãо
усиëия äвижения наä стати÷ескиì эëектpоìаãнит-
ныì усиëиеì.

В пpактике pазpаботки КЭМП выpажение (7)
ìожет испоëüзоватüся äëя оöенки свойств обìотки
ЭМП, питаеìой от исто÷ника напpяжения, с у÷е-
тоì оãpани÷ений pеаëизаöии СПиУ по току.

Выpажение для pасчета потокосцепления обмотки 
пpи ее питании от источника напpяжения

Дëя ответа на интеpесуþщий вопpос öеëесооб-
pазно pассìотpетü pеøение (3а) пpи усëовии пеpе-
ìенноãо напpяжения СПиУ u = u(t), ÷то соответ-
ствует усëовияì du/dt = ∂u/∂t и, соответственно,
∂u/∂x = 0.

Пpиìенение к интеãpаëу (3а) äвукpатноãо ин-
теãpиpования по ÷астяì позвоëяет поëу÷итü выpа-
жение äëя потокосöепëения в кооpäинатах Эйëеpа:

ψ = C  + uT(x) – T 2(x) +

+ T 2(x) d .

Пpенебpеãая ÷ëеноì, соäеpжащиì интеãpаë,
иìееì 

ψ = C  + uT(x) – T 2(x).

Это pеøение явëяется то÷ныì äëя постоянноãо
напpяжения (сì. выøе) и ëинейноãо изìенения
напpяжения во вpеìени.

О÷евиäно, ÷то, выпоëняя ìноãокpатное интеã-
pиpование по ÷астяì, ìожно у÷естü вëияние выс-
øих пpоизвоäных напpяжения, т. е. испоëüзоватü
оãовоpенные выøе пpиеìы äëя ëþбоãо изìенения
напpяжения питания во вpеìени. Pеаëüно äоста-
то÷но у÷ета втоpой пpоизвоäной напpяжения:

ψ = C  + uT(x) – T 2(x) + T 3(x).

Постоянная C опpеäеëяется из на÷аëüноãо ус-
ëовия (t = 0, ψ = ψ0). Пpоöесс äвижения pассìат-
pивается с то÷ки стати÷ескоãо pавновесия пpи токе
тpоãания i0 и потокосöепëении ψ0, котоpое опpе-
äеëяется по pезуëüтатаì pас÷ета стати÷ескоãо ìаã-
нитноãо поëя. Этот pас÷ет позвоëяет поëу÷итü также
хаpактеpистики L(x) и T(x). С у÷етоì известных на
ìоìент äостижения i0 веëи÷ин u0 и du0/dt выpаже-
ния äëя опpеäеëения потокосöепëения в äинаìике
ЭМП окон÷атеëüно пpеäставëяþтся в виäе 

Соотношение сил в динамике и статике
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� äëя постоянноãо (u0 = U ) ëибо ëинейноãо зако-
нов изìенения напpяжения

ψ = ψ0 – u0T(x) + T 2(x)  +

+ uT(x) + T 2(x); (8)

� äëя общеãо сëу÷ая изìенения напpяжения (в пpи-
воäе со сëожной тpаектоpией äвижения)

ψ = [ψ0 – u0T(x) + T 2(x) + T 3(x)]  +

+ uT(x) + T 2(x) + T 3(x).

Испоëüзование поëу÷енных фоpìуë не вызывает
каких-ëибо затpуäнений пpи стpуктуpноì ìоäеëи-
pовании свойств ЭМП в äинаìике.

Выpажение для pасчета потокосцепления обмотки 
пpи ее питании от источника тока

Напpяжение на исто÷нике стабиëüноãо тока I
опpеäеëяется не свойстваìи саìоãо исто÷ника (как
это иìеет ìесто в сëу÷ае исто÷ника напpяжения),
а пpоизвеäениеì I на R. Поэтоìу в äинаìике с ис-
поëüзованиеì понятий скоpости v, ускоpения а, на-
пpяжения u0 пpи токе тpоãания i0 и посëеäуþщеì
изìенении напpяжения u1(x, t) ìожно записатü:

u = IR + I v = u0 + u1(x, t);  = I a.

Дëя pеøения pассìатpиваеìой заäа÷и ìожно ис-
поëüзоватü фоpìуëу (8). На÷аëüные усëовия опpеäе-
ëяþтся то÷кой стати÷ескоãо pавновесия, хаpактеpи-
зуеìоãо веëи÷инаìи x0 = 0, v0 = 0, a0 = 0, u0 = i0R,
du0/dt > 0 и ψ0 > 0.

Выpажение äëя потокосöепëения в кооpäинатах
Эйëеpа иìеет виä

ψ = i0L(x)  – IL(x)  +

+ v – a. (9)

Есëи пpивоä pаботает на "поëзу÷их" скоpостях,
то u = u0, du/dt = 0. В этоì сëу÷ае ìожно воспоëü-
зоватüся pезуëüтатоì пpеäставëенноãо выøе анаëиза
пpи U = IR и, соответственно, выpажениеì äëя по-
токосöепëения в виäе

ψ = ψ0  + IRT(x) .

Испоëüзование пpеäставëенных в äанноì pаз-
äеëе фоpìуë также не вызывает каких-ëибо затpуä-
нений пpи стpуктуpноì ìоäеëиpовании свойств
ЭМП в äинаìике.

Заключение

Pассìотpение явëений пpоöесса эëектpоìехани-
÷ескоãо пpеобpазования энеpãии в пpостpанствен-
но-вpеìенной фоpìе позвоëяет у÷итыватü хаpак-
теpнуþ особенностü pаботы ЭМД в КЭМП, обусëов-
ëеннуþ изìенениеì не тоëüко сиëы тока в обìотке
от СПиУ, но и ãеоìетpии pабо÷еãо пpостpанства
пpи пеpеìещении якоpя ЭМП.

В pазвитие поëожений pабот [1—5] обоснована
пpакти÷еская возìожностü составëения коppект-
ной ìатеìати÷еской ìоäеëи äинаìики КЭМП путеì
анаëити÷ескоãо пpеäставëения паpаìетpов эëектpо-
ìаãнитноãо состояния ЭМП в кооpäинатах Эйëе-
pа. Сфоpìиpованы кpитеpии и выпоëнена оöенка
соотноøения эëектpоìаãнитных сиë ЭМП, pазви-
ваеìых в äинаìике, с эëектpоìаãнитныìи сиëаìи,
опpеäеëяеìыìи по усëовияì ìаãнитостатики. По-
казано, ÷то это соотноøение изìеняется в øиpо-
ких пpеäеëах (äо 100 %) в зависиìости от обобщен-
ноãо паpаìетpа, хаpактеpизуþщеãо эëектpоìаãнит-
нуþ инеpöиþ ЭМП всëеäствие изìенения обìенной
ìощности, затpа÷иваеìой на возìущение эëектpо-
ìаãнитноãо поëя в статике и äинаìике пpивоäа.

Поëу÷ено объяснение появëения ускоpения эëек-
тpоìаãнитноãо пpивоäа с ìоìента тpоãания якоpя
иìенно из-за отëи÷ия эëектpоìаãнитных сиë в äи-
наìике от эëектpоìаãнитных сиë, опpеäеëяеìых по
усëовияì ìаãнитостатики äëя пусковоãо pежиìа.

Сфоpìиpована ìетоäоëоãия pас÷ета потокосöе-
пëения обìотки ЭМП в äинаìике КЭМП пpи ее
питании от исто÷ников напpяжения ëибо тока.

Пpивеäенные в статüе выpажения и pекоìенäа-
öии ìоãут бытü испоëüзованы в пpактике стpуктуp-
ноãо ìоäеëиpовании äинаìики КЭМП пpи pазpа-
ботке ЭММ pазëи÷ноãо öеëевоãо назна÷ения, ÷то
способствует уìенüøениþ тpуäозатpат пpи настpой-
ке pеãуëятоpов СПиУ, обусëовëенных некоppект-
ныì поäхоäоì к pас÷ету äинаìи÷еских эëектpо-
ìаãнитных сиë по усëовияì ìаãнитостатики.
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Введение

В поäавëяþщеì боëüøинстве эëектpоìехани÷е-
ских систеì, связанных с пpеобpазованиеì эëек-
тpи÷еской энеpãии в ìехани÷ескуþ, основныìи
испоëнитеëüныìи эëеìентаìи явëяþтся эëектpо-
äвиãатеëи [1]. Шиpокое пpиìенение äвиãатеëи по-
стоянноãо тока нахоäят на жеëезноäоpожноì
тpанспоpте. Оäной из основных актуаëüных заäа÷

пpи экспëуатаöии эëектpовозов постоянноãо тока
явëяется поääеpжание в pаботоспособноì состоя-
нии тяãовых эëектpоäвиãатеëей (ТЭД), ÷то связано
с жесткиìи усëовияìи их pаботы и наëи÷иеì вpеä-
ных фактоpов.

В ëокоìотивных äепо äиаãностиpование пpово-
äится соãëасно техноëоãи÷еской каpте испытаний
эëектpи÷еских ìаøин эëектpовоза, соответствуþ-
щей ГОСТ 11828—86 [2]. Дëя äиаãностиpования
ТЭД pазpаботана автоìатизиpованная испытатеëü-
ная станöия, котоpая пpеäназна÷ена äëя пpовеäе-
ния испытаний на наãpев поä наãpузкой, пpовеpки
÷астоты вpащения, изìеpения активных сопpотив-
ëений обìоток и изоëяöии äвиãатеëя [3]. Вывоä
äвиãатеëя на тpебуеìый pежиì pаботы и поääеp-
жание еãо в стабиëüноì состоянии необхоäиìо ав-
тоìатизиpоватü, и äëя этоãо ìожно испоëüзоватü
pазpаботанные в pаботе [4] пpибëиженные аëãоpит-
ìы тpаектоpноãо упpавëения. Объектоì упpавëения
явëяется тяãовый эëектpоäвиãатеëü, а заäаþщей тpа-
ектоpии соответствует установивøееся зна÷ение
скоpости 790 ìин–1 [2].

Тpаектоpное упpавëение обы÷но своäится к об-
pатной заäа÷е äинаìики [5, 6], и pеøение сущест-
вует тоëüко äëя ëинейных и аффинных объектов.
В общеì сëу÷ае анаëити÷еское pеøение возìожно
в кëассе неëинейных функöий, обëаäаþщих свой-
ствоì äиффеоìоpфизìа [5]. В пpибëиженных аë-
ãоpитìах тpаектоpноãо упpавëения, основанных на
pазëи÷ных схеìах ëинеаpизаöии, у÷итываþщих
пеpвые [7] и втоpые ÷астные пpоизвоäные по
упpавëениþ [1, 8], тpебуется существование тоëüко
этих непpеpывных пpоизвоäных.

Постановка задачи

Стpуктуpная и пpинöипиаëüная схеìы испыта-
теëüной станöии эëектpоäвиãатеëей автоìатизиpо-
ванноãо äиаãности÷ескоãо коìпëекса пpивеäены на
pис. 1. Зäесü pеаëизуется наибоëее эконоìи÷ный

способ иëи ìетоä взаиìной наãpуз-
ки [1, 9], котоpый пpиìеняется пpи
испытаниях тяãовых эëектpоäвиãа-
теëей (ТЭД) поäвижноãо состава [3].

Две оäинаковые эëектpи÷еские
ìаøины соеäиняþтся ìежäу собой
ìехани÷ески и эëектpи÷ески и поä-
кëþ÷аþтся к ëинейноìу пpеобpазо-
ватеëþ (ЛП). Оäна из ìаøин pабо-
тает в pежиìе ãенеpатоpа и отäает
всþ выpабатываеìуþ эëектpи÷ескуþ
энеpãиþ äpуãой ìаøине, котоpая pа-
ботает в pежиìе äвиãатеëя и pасхо-
äует всþ своþ ìехани÷ескуþ энеp-
ãиþ на вpащение пеpвой ìаøины.
Коìпенсаöиþ эëектpи÷еских по-
теpü выпоëняет воëüтоäобаво÷ный
пpеобpазоватеëü (ВДП) путеì pеãу-
ëиpования тока в контуpе "äвиãа-
теëü — ãенеpатоp".

Pассматpивается система автоматической стабили-
зации частоты вpащения вала тягового двигателя посто-
янного тока, включенного на испытательном стенде по ме-
тоду взаимной нагpузки. В системе pеализуются двухступен-
чатые пpиближенные алгоpитмы тpаектоpного упpавления
нелинейными динамическими объектами, котоpые не тpебу-
ют аналитического pешения обpатных задач динамики. Pаз-
pаботанные алгоpитмы получены в виде достаточно пpосто
пpогpаммиpуемых pекуppентных выpажений.

Ключевые слова: тяговый электpический двигатель,
испытательная станция, стабилизация скоpости, тpаек-
тоpное упpавление, пpиближенные алгоpитмы, линеаpиза-
ция, двухступенчатая пpоцедуpа

Pис. 1. Стpуктуpная (а) и пpинципиальная (б) схемы испытательной станции
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Эëектpоìехани÷еский объект упpавëения в со-
ответствии с pис. 1, а иìеет äва упpавëяþщих воз-
äействия — u1(t) от ЛП и u2(t) от ВДП, поэтоìу
необхоäиìо поëу÷итü äинаìи÷ескуþ ìоäеëü äëя
пеpеìенных состояния x1(t), x2(t) в виäе äиффеpен-
öиаëüных и pазностных уpавнений. Обы÷но в ка-
÷естве пеpеìенных состояния выбиpаþтся фазовые
кооpäинаты объекта: уãоë повоpота ϕ(t) и уãëовуþ
скоpостü ω(t) ваëа систеìы "äвиãатеëü — ãенеpатоp".
В станäаpте [2] пpивоäится тоëüко зна÷ение посто-
янной скоpости ω0 = 790 ìин–1 и не указывается виä
äинаìи÷еских пpоöессов ϕ(t) и ω(t). Поэтоìу пpи
тpаектоpноì упpавëении ìожно pассìатpиватü äи-
наìи÷ескуþ ìоäеëü тоëüко äëя скоpости, а жеëае-
ìуþ тpаектоpиþ заäаватü постоянной: g(t) = g.

Моäеëü объекта упpавëения äоëжна бытü запи-
сана в виäе

x(k + 1) = f [x1(k), x2(k), u1(k), u2(k)], (1)

ãäе k — текущее зна÷ение äискpетноãо вpеìени
(øаã пpинят pавныì еäиниöе); f [x1(k), x2(k), u1(k),

u2(k)] — неëинейная äважäы непpеpывно äиффе-

pенöиpуеìая по u1 и u2 функöия.

Синтез упpавëяþщих возäействий необхоäиìо
осуществитü в виäе закона обpатной связи u1 = u1(x)
и u2 = u2(x), обеспе÷иваþщеãо изìенение пеpеìен-
ной состояния x(k) в соответствии с жеëаеìой тpа-
ектоpией g(k + 1) = g. Пpи тpаектоpноì упpавëе-
нии [1] äоëжно выпоëнятüся pавенство

g = f [x(k), u1(k), u2(k)]. (2)

Пpеäëаãается испоëüзоватü пpи синтезе пpибëи-
женные аëãоpитìы упpавëения, основанные на схе-
ìах ëинеаpизаöии f (•), пpивеäенные в pаботе [4].

Динамическая модель электpомеханического 
объекта системы тpаектоpного упpавления

Пpи äиаãностиpовании тяãовых äвиãатеëей по-
стоянноãо тока на испытатеëüнуþ станöиþ уста-
навëиваþтся äве эëектpи÷еские ìаøины, оäна из
котоpых pаботает в pежиìе äвиãатеëя, äpуãая — ãе-
неpатоpа. Соответствуþщая эëектpи÷еская схеìа
заìещения показана на pис. 2. В öепи äвиãатеëя
вкëþ÷ены посëеäоватеëüно обе обìотки äвиãатеëя
(Д): якоpная с сопpотивëениеì Rя.ä и инäуктивно-
стüþ Lя.ä и обìотка возбужäения с сопpотивëени-
еì Rв.ä и инäуктивностüþ Lв.ä, а также обìотка
возбужäения ãенеpатоpа (Г) с сопpотивëениеì Rв.ã
и инäуктивностüþ Lв.ã. В öепи ãенеpатоpа вкëþ÷ена
тоëüко якоpная обìотка ãенеpатоpа с сопpотивëе-
ниеì Rя.ã и инäуктивностüþ Lя.ã. ЭДС eä и eã äейст-
вуþт в якоpных öепях äвиãатеëя и ãенеpатоpа, в ко-
тоpых также пpотекаþт токи iä и iã соответственно.

На основании втоpоãо закона Киpхãофа, запи-
санноãо äëя контуpов К1 и К2, выпоëняþтся уpав-
нения эëектpи÷ескоãо баëанса:

u1 = iä(Rв.ä + Rя.ä + Rв.ã) +

+ (Lв.ä + Lя.ä + Lв.ã) + eä; (3)

u2 = iä(Rв.ä + Rя.ä + Rв.ã) + (Lв.ä + Lя.ä + Lв.ã) +

+ iãRя.ã + Lя.ã + eä – eã, (4)

ãäе u1 — напpяжение ëинейноãо пpеобpазоватеëя;

u2 — напpяжение воëüтоäобаво÷ноãо пpеобpазоватеëя.

Динаìика ìехани÷еской ÷асти эëектpи÷еской
ìаøины описывается уpавнениеì 

= , (5)

ãäе ω — уãëовая скоpостü вpащения ваëов эëектpо-
ìехани÷еской систеìы; Mä — ìоìент, созäаваеìый

ЭДС äвиãатеëя; Mã — ìоìент ЭДС ãенеpатоpа; Mс —

ìоìент сопpотивëения, вкëþ÷аþщий ìоìенты вяз-
коãо и сухоãо тpения; J — ìоìент инеpöии систеìы.

Моìентаì äвиãатеëя и ãенеpатоpа соответствуþт
фоpìуëы

Mä = cì ; Mã = cìiäiã,

diä
dt
------

diä
dt
------

diã
dt
-----

dω
dt
-----

Mä Mã– Mс–

J
---------------------------

Pис. 2. Электpическая схема замещения

iä
2
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ãäе iä и iã — токи в öепи якоpя соответственно äви-

ãатеëя и ãенеpатоpа; cì — констpуктивная посто-

янная ìаøины. 
Дëя ЭДС спpавеäëивы зависиìости

eä = cеiäω; eã = cеiäω,

ãäе cе — констpуктивная постоянная эëектpоäвиãа-

теëя, зависящая от ìаãнитноãо паpаìетpа äвиãатеëя.
Динаìи÷еская ìоäеëü, описываеìая уpавне-

нияìи (3)—(5), соответствует систеìе "äвиãатеëü —
ãенеpатоp" пpи вкëþ÷ении их ìетоäоì взаиìной
наãpузки. Пpакти÷ески ìожно с÷итатü, ÷то эëектpи-
÷еская ÷астü систеìы иìеет зна÷итеëüно ìенüøуþ
постояннуþ вpеìени по сpавнениþ с эëектpоìеха-
ни÷еской, поэтоìу буäеì испоëüзоватü pеäуöиpо-
ваннуþ ìоäеëü, поëу÷еннуþ пpи äопущении Lя.ä = 0,
Lя.ã = 0, Lв.ä = 0, Lв.ã = 0.

Поäстановка фоpìуë äëя Mä, Mã в уpавнение (5)
и фоpìуë äëя eä, eã — в выpажения (3), (4) пpиво-
äит к сëеäуþщеìу виäу ìоäеëи:

 = ; (6)

u1 = iäR1 + ceiäω; (7)

u2 = iäR1 + iãR2, (8)

ãäе испоëüзованы обозна÷ения R1 = Rв.ä + Rя.ä + Rв.ã

и R2 = Rя.ã.

Уpавнение (6) посëе поäстановки в неãо выpа-
жений äëя токов iä и iã, поëу÷енных из фоpìуë (7)
и (8), пpиìет виä

 = α  + βu1u2 + γ, (9)

ãäе пеpеìенная состояния x в соответствии с пpи-
нятыìи обозна÷енияìи ввеäена äëя уãëовой ско-
pости ω.

В непpеpывной äинаìи÷еской ìоäеëи (9) ввеäены
сëеäуþщие обозна÷ения:

α = 1 +  – ;

β = – ; γ = – .

На основании выpажения (9), испоëüзуя äëя
пpоизвоäной (t) ÷исëенные фоpìуëы пеpвой pаз-
ности, поëу÷иì äинаìи÷ескуþ ìоäеëü эëектpоìе-
хани÷ескоãо объекта в виäе pазностноãо уpавнения:

x(k + 1) =

= x(k) + T0α (k) + T0βu1(k)u2(k) + T0γ, (10)

в котоpоì паpаìетpы α = α(k), β = β(k) и γ = γ(k)
явëяþтся нестаöионаpныìи.

Синтез пpиближенных алгоpитмов тpаектоpного 
упpавления втоpого поpядка и их pеализация 

в автоматической системе диагностического стенда

Поëожиì, ÷то äëя k-ãо øаãа известны зна÷ения
x = x(k), u1 = u1(k – 1) и u2 = u2(k – 1). В этоì сëу-
÷ае в фоpìуëе (1) неëинейнуþ функöиþ f (•) ìожно
заìенитü аппpоксиìаöией втоpоãо поpяäка, соäеp-
жащей как пеpвые, так и втоpые пpоизвоäные, сëе-
äуþщеãо виäа:

f (2) = f0 + Δu1 + Δu2 + 0,5[ Δ  + Δ  +

+ Δu1Δu2 + Δu2Δu1], (11)

ãäе f0 = f [x, u1, u2];  = ;  = ,

i, j = 1, 2, пpи х = x(k); u1 = u1(k – 1); u2 = u2(k – 1).

В выpажении (11) pазности Δu1 → 0 и Δu2 → 0,
поэтоìу запиøеì их в сëеäуþщей фоpìе:

Δu1 = (k) – (k – 1)

и

Δu2 = (k) – (k – 1).

Дëя поëу÷ения выpажения (11) в ëинейноì виäе
выпоëниì в кваäpатных скобках еãо неëинейной
÷асти заìену виäа

Δ  = δ1Δu1; Δ  = δ2Δu2;

Δu1Δu2 = δ2Δu1; Δu2Δu1 = δ1Δu2.

Как и в pаботе [4], буäеì поëаãатü, ÷то зна÷ения δ1
и δ2 известны и явëяþтся постоянныìи веëи÷ина-
ìи, поэтоìу äëя пpибëижения (11) ìожно записатü

f (2) = f0 + [  + 0,5( δ1 + δ2)]Δu1 +

+ [  + 0,5( δ2 + δ1)]Δu2

иëи 

f (2) = f0 + r1(δ1, δ2)Δu1 + r2(δ1, δ2)Δu2, (12)

ãäе r1(δ1, δ2) =  + 0,5( δ1 + δ2); r2(δ1, δ2) =

=  + 0,5( δ2 + δ1).

Аппpоксиìаöия втоpоãо поpяäка (12) относи-
теëüно неизвестных пеpеìенных Δu1 и Δu2 ëинейна.

Испоëüзуя основное pавенство тpаектоpноãо
упpавëения (2), иìееì

g = f0 + r1(δ1, δ2)Δu1 + r2(δ1, δ2)Δu2. (13)

Уpавнение (13) ëинейно относитеëüно неизвест-
ных Δu1 и Δu2, поэтоìу еãо явное pеøение иìеет виä

(14)
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Пpовеpка пpавиëüности фоpìуë (14) выпоëня-
ется путеì поäстановки Δu1 и Δu2 в уpавнение (13).

Пpибëиженный аëãоpитì втоpоãо поpяäка, вы-
÷исëяþщий упpавëяþщие возäействия u1(k) и
u2(k), ìожно записатü в сëеäуþщеì виäе:

(15)

Зäесü нестаöионаpные коэффиöиенты пеpеäа÷и

 и  опpеäеëяþтся в соответствии с выpа-

женияìи

(δ1, δ2) = ;

(δ1, δ2) = .

Пpи pеаëизаöии pеãуëятоpа втоpоãо поpяäка не-
обхоäиìо знатü ÷исëовые зна÷ения δ1 и δ2. Дëя этих

öеëей, как и в pаботе [4], пpеäëаãается испоëüзоватü
äвухступен÷атуþ пpоöеäуpу pеаëизаöии аëãоpитìов
втоpоãо поpяäка, коãäа на пеpвой ступени pеаëи-

зуþтся упpавëяþщие возäействия (k) и (k)

с поìощüþ pеãуëятоpа пеpвоãо поpяäка.
Pеãуëятоp пеpвоãо поpяäка стpоится на основе

ëинейной аппpоксиìаöии неëинейной функöии
f (•) сëеäуþщеãо виäа:

f (1) = f0 + •δu1 + •δu2. (16)

Pазности упpавëений δu1 и δu2 буäеì заäаватü
сëеäуþщиì обpазоì: 

δu1 = (k) – (k – 1)

и

δu2 = (k) – (k – 1).

Пpибëижение (16) пpи δu1 → 0 и δu2 → 0 явëя-
ется ëинейныì поëиноìоì pяäа Тейëоpа äëя
функöии f (•), поэтоìу, испоëüзуя основное усëо-
вие тpаектоpноãо упpавëения (2) и по анаëоãии с
выpажениеì (13), поëу÷иì, ÷то

g = f0 + •δu1 + •δu2. (17)

Из фоpìуëы (17) опpеäеëиì pазности упpавëений:

Пpибëиженные аëãоpитìы пеpвоãо поpяäка,
фоpìиpуþщие на k-ì øаãе упpавëяþщие возäей-
ствия u1(k) и u2(k), запиøеì в pекуppентноì виäе:

(18)

ãäе

 = ;  = .

В фоpìуëах (18) нестаöионаpные коэффиöиенты

,  и паpаìетp f0 зависят тоëüко от текущеãо

зна÷ения пеpеìенной состояния x(k), поэтоìу pе-
ãуëятоp пеpвоãо поpяäка (18) ìожет бытü испоëü-
зован на пеpвой ступени фоpìиpования упpавëяþ-
щеãо возäействия pеãуëятоpоì втоpоãо поpяäка (15).

Такиì обpазоì, на пеpвой ступени вы÷исëяþтся
δ1 и δ2, а на втоpой — по известныì зна÷енияì δ1 и δ2

pасс÷итываþтся коэффиöиенты пеpеäа÷и , 

и упpавëяþщие возäействия (k) и (k), кото-

pые и поäаþтся на вхоä объекта заìкнутой систеìы.

Двухступен÷атая пpоöеäуpа позвоëяет pаöио-
наëüно испоëüзоватü эконоìи÷ные с вы÷исëитеëü-
ной то÷ки зpения аëãоpитìы пеpвоãо поpяäка и
боëее то÷ные, но тpебуþщие опpеäеëения втоpых
пpоизвоäных, пpибëиженные ìетоäы виäа (15). Во
вpеìя пеpехоäных пpоöессов, коãäа в систеìе оøиб-
ки äостато÷но боëüøие, упpавëение осуществëяется
по аëãоpитìу втоpоãо поpяäка. Как тоëüко оøибки
пеpестанут пpевыøатü некотоpый äопустиìый уpо-
венü eäоп, в pеãуëятоpе уже pеаëизуется аëãоpитì
пеpвоãо поpяäка, и упpавëяþщие возäействия u1(k)
и u2(k) вы÷исëяþтся по фоpìуëаì (18).

В пpибëиженных аëãоpитìах пеpвоãо (18) и вто-
pоãо (15) поpяäков на основе äискpетной ìатеìати-
÷еской ìоäеëи эëектpоìехани÷ескоãо объекта (10)
пеpвые и втоpые ÷астные пpоизвоäные вы÷исëя-
þтся по фоpìуëаì

 = 2T0αu1 + T0βu2;  = T0βu1;

 = 2T0α;  = T0β;  = T0β;  = 0.

Иìитаöионное ìоäеëиpование пpовоäиëи äëя
тяãовоãо эëектpоäвиãатеëя ТЛ2К1 с испоëüзованиеì
сëеäуþщих äанных [10]:

Rя.ä = Rя.ã = 0,0317 Оì; Rв.ä = Rв.ã = 0,0268 Оì;

u1 = 1500 В; u2 = 200 B; ce = 21,01; сì = 19,85.

В pезуëüтате поëу÷ены äиаãpаììы, отpажаþщие
пpоöессы изìенения во вpеìени кооpäинаты х, и
упpавëяþщих напpяжений u1, u2, изобpаженные
соответственно на pис. 3—5. 

(k) = u1(k – 1) + (δ1, δ2)[g – f0];

(k) = u2(k – 1) + (δ1, δ2)[g – f0].
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Такиì обpазоì, ìоäеëиpование показаëо пpин-
öипиаëüнуþ возìожностü вывоäа äвиãатеëя в ноìи-
наëüный pежиì pаботы и поääеpжания заäанной
скоpости. Pассìатpиваеìые аëãоpитìы упpавëения
ìоãут испоëüзоватüся в заäа÷е äиаãностиpования
тяãовых äвиãатеëей ìетоäоì взаиìной наãpузки.

Заключение

В pаботе пpеäëаãается pеøатü заäа÷у автоìати-
÷еской стабиëизаöии уãëовой скоpости ваëа тяãо-
воãо эëектpи÷ескоãо äвиãатеëя пpи еãо техни÷ескоì
äиаãностиpовании ìетоäаìи тpаектоpноãо упpав-
ëения неëинейныì объектоì, описываеìыì äис-
кpетныìи ìоäеëяìи. Пpибëиженные аëãоpитìы
постpоены на основе пpоöеäуp ëинеаpизаöии путеì
pазëожения äважäы непpеpывно äиффеpенöиpуе-
ìых функöий в pяä Тейëоpа, у÷итываþщеãо пеpвые
и втоpые пpоизвоäные. Аëãоpитìы фоpìиpования
упpавëяþщих возäействий поëу÷ены в виäе pекуp-
pентных соотноøений, äостато÷но пpосто пpо-
ãpаììиpуþтся и pеаëизуþтся в ìикpопpоöессоp-
ных pеãуëятоpах. Пpибëиженные аëãоpитìы явëя-
þтся äвухступен÷атыìи и позвоëяþт pаöионаëüно
испоëüзоватü боëее то÷ные, но тpебуþщие на каж-
äоì øаãе упpавëения боëüøеãо вpеìени äëя вы-
÷исëений, ìетоäы втоpоãо поpяäка.
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с огpаничениями и сложными 

функциями стоимости

Введение

Статüя посвящена иссëеäованиþ заäа÷ ìаpøpу-
тизаöии пеpеìещений пpи наëи÷ии оãpани÷ений и
усëожненных функöиях стоиìости; эти заäа÷и
иìеþт своиì пpототипоì известнуþ тpуäноpеøае-
ìуþ заäа÷у коììивояжеpа (ЗК) [1—3], но соäеpжат
существенные особенности, связанные с пpиëоже-
нияìи. Иìеþтся в виäу оãpани÷ения в виäе усëо-
вий пpеäøествования, а также функöии стоиìости,
вкëþ÷аþщие зависиìостü от списка заäаний. Данная
зависиìостü ìожет возникатü пpи пеpеìещениях и
pаботах в аãpессивной сpеäе в сëу÷ае осуществëе-
ния посëеäоватеëüноãо "выкëþ÷ения" исто÷ников
вpеäных возäействий и, в ÷астности, исто÷ников
pаäиаöии. Посëеäнее ìожет бытü связано с заäа÷ей
о äеìонтаже энеpãобëока атоìной эëектpостанöии
(АЭС), вывеäенноãо из экспëуатаöии. Возìожны,
оäнако, и äpуãие соäеpжатеëüные постановки, пpи-
воäящие к выøеупоìянутой особенности в заäании
функöий стоиìости. Наконеö, поìиìо у÷ета пеpе-
ìещений сëеäует у÷итыватü pаботы в пунктах пpи-
бытия; посëеäние, впpо÷еì, ìоãут не опpеäеëятüся
оäнозна÷но, а бытü, в своþ о÷еpеäü, пpеäìетоì на-
øеãо выбоpа. В pезуëüтате поëу÷аеì заäа÷у о посе-
щении ìеãапоëисов, пpи÷еì äопускается несовпа-
äение то÷ек пpибытия и отпpавëения из ìеãапоëиса,
÷то отве÷ает выпоëнениþ той иëи иной pаботы в
еãо пpеäеëах. В äаëüнейøеì буäут pассìатpиватüся
также постановки, вкëþ÷аþщие некотоpые отëи÷ия
по сpавнениþ с основной заäа÷ей ìаpøpутизаöии

(ОЗМ), соäеpжатеëüный сìысë котоpой ìы обсу-
äиëи выøе. Теì не ìенее, иìенно выøеупоìяну-
тая коìпëексная заäа÷а ìаpøpутизаöии (иìенуеì
ее ОЗМ) буäет базовой; буäет показано, ÷то öеëый
pяä постановок, оpиентиpованных на äpуãие со-
äеpжатеëüные заäа÷и, äопускает свеäение к ОЗМ. 

Особое вниìание уäеëяется также ìетоäу äина-
ìи÷ескоãо пpоãpаììиpования (МДП) (оpиãинаëü-
ные pезуëüтаты, относящиеся к пpиìенениþ МДП
äëя pеøения ЗК, поëу÷ены в pаботах [4, 5]; отìетиì
зäесü же øиpокое испоëüзование ìетоäа ветвей и
ãpаниö [6]). Дëя постpоения наäëежащеãо ваpианта
МДП испоëüзуется спеöиаëüное пpеобpазование
оãpани÷ений (сì., напpиìеp, pаботу [7, ÷астü 2]).
На этой основе констpуиpуется pасøиpение ОЗМ,
äоставëяþщее соответствуþщуþ функöиþ Беëëìана
(сì. pаботы [8—12] и äp.). Постpоена веpсия МДП,
не пpеäусìатpиваþщая постpоение всеãо ìассива
зна÷ений функöии Беëëìана [7,  4.9], котоpая, в ÷а-
стности, испоëüзоваëасü в pаботах [8—12]. В связи
с pеøениеì ОЗМ особо отìетиì статüþ [12]; ваpиант
äpуãой по сìысëу заäа÷и, äопускаþщей свеäение
к ОЗМ, сì. в pаботах [13, 14].

В äанной статüе pассìатpивается аääитивный
способ аãpеãиpования затpат (потеpü), иëи, коpо÷е,
аääитивный кpитеpий. В связи с испоëüзованиеì
äëя заäа÷ такоãо pоäа неаääитивных ваpиантов аã-
pеãиpования затpат отìетиì pаботы [15—17] (заäа÷а
на узкие ìеста) и [18], ãäе pассìатpиваëасü абст-
pактная функöия аãpеãиpования. В настоящеì иссëе-
äовании ìы сосpеäото÷иìся на констpукöиях, ис-
поëüзуþщих МДП, отìетив тоëüко поäхоä на основе
пpеобpазования исхоäной заäа÷и ìаpøpутизаöии
со связанныìи (зависиìыìи) пеpеìенныìи к эк-
виваëентной экстpеìаëüной заäа÷е с независиìы-
ìи пеpеìенныìи и постpоенный на еãо основе ìе-
тоä итеpаöий (äопускаþщий анаëоãии с ìетоäоì
покооpäинатноãо спуска, испоëüзуеìыì в общей
теоpии экстpеìаëüных заäа÷) [19, 20]. Упоìянутый
ìетоä вкëþ÷ает эëеìенты äекоìпозиöии пpи по-
стpоении pеøения в виäе упоpяäо÷енной паpы
(УП) ìаpøpут—тpасса и также испоëüзует (сì. pа-
боту [19]) МДП на этапах pеøения боëее пpостых
экстpеìаëüных заäа÷. 

Отìетиì, ÷то саìа ОЗМ оpиентиpована иäейно
на иссëеäование пpоöессов, возникаþщих в атоì-
ной энеpãетике пpи посëеäоватеëüноì выпоëнении
pазноpоäных pабот, связанных с пеpеìещениеì в
pаäиаöионных поëях.

1. Общие опpеделения

В статüе буäеì испоëüзоватü квантоpы, пpопо-
зиöионаëüные связки; знак "≡" озна÷ает pавенство
по опpеäеëениþ, def заìеняет сëова "по опpеäеëе-

Pассматpиваются задачи последовательного обхода
мегаполисов, осложненные огpаничениями, необходимо-
стью выполнения pабот в пpеделах мегаполисов и зависи-
мостью стоимостей от списка заданий, не выполненных на
текущий момент.

Ключевые слова: маpшpут, условия пpедшествования,
динамическое пpогpаммиpование
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ниþ". Чеpез P(H) (÷еpез P ′(H)) обозна÷иì сеìей-
ство всех (всех непустых) поäìножеств (п/ì) ìно-
жества H; Fin(H) естü def сеìейство всех коне÷ных
ìножеств из P ′(H). Есëи a и b — объекты, то {a; b}
обозна÷иì (еäинственное) ìножество, соäеpжащее
a, b и не соäеpжащее никаких äpуãих эëеìентов.
Тоãäа äëя всякоãо объекта z {z} ≡ {z; z} естü оäно-
эëеìентное ìножество, соäеpжащее z. Множества
сутü объекты, а потоìу, сëеäуя pаботе [21], сопостав-
ëяеì ëþбыì äвуì объектаì u, v УП (u, v) = {{u}; {u; v}}
с пеpвыì эëеìентоì u и втоpыì эëеìентоì v. В pяäе
сëу÷аев äëя обозна÷ения той иëи иной УП испоëü-
зуеì оäну букву; есëи z естü УП, то ÷еpез pr1(z) и
pr2(z) обозна÷иì соответственно пеpвый и втоpой
эëеìенты z, оäнозна÷но опpеäеëяеìые усëовиеì
z = (pr1(z), pr2(z)). Есëи a, b и c — объекты, то, как
обы÷но [22, с. 17], поëаãаеì, ÷то (a, b, c) ≡ ((a, b), c);
поëу÷аеì пpеäставëение тpипëета в виäе УП. Дëя
всяких тpех ìножеств A, B и C иìееì [22, с. 17]
A Ѕ B Ѕ C ≡ (A Ѕ B) Ѕ C; поэтоìу äëя всяких УП
z ∈ A Ѕ B и эëеìента c ∈ C иìееì (z, c) ≡ A Ѕ B Ѕ C.
Испоëüзуеì обы÷ные пpавиëа эконоìии скобок
в обозна÷ении функöий äвух и тpех пеpеìенных,
а также инäекснуþ фоpìу записи функöий [23].

Обозна÷иì R вещественнуþ пpяìуþ с поëу-
осüþ [0, ∞[ ≡ {ξ ∈ R|0 m ξ}; äëя кажäоãо непустоãо
ìножества S ÷еpез R+[S] обозна÷иì ìножество
всех функöий из S в [0, ∞[. Пустü N = {1, 2, ...},
N0 = {0} ∪ N = {0; 1; 2, ...} и

 ≡ {s ∈ N0 | (p m s) & (s m q)} ∀p ∈ N0 ∀q ∈ N0.

Дëя кажäоãо непустоãо ìножества K ÷еpез |K|
обозна÷иì ìощностü K, |K| ∈ N, а ÷еpез (bi)[K] —
ìножество всех биекöий [24] "отpезка"  на K,
(bi)[K] ≠ ∅. Есëи X и Y — непустые ìножества,
а κ — биекöия X на Y, то ÷еpез κ–1 обозна÷иì би-
екöиþ Y на X, обpатнуþ к κ. Пеpестановкой не-
пустоãо ìножества A называется [24] биекöия A на
себя. Как обы÷но, |∅| ≡ 0.

Есëи H — непустое ìножество, g ∈ R+[H] и
L ∈ P ′(H), то (g |L) ∈ R+[L] естü сужение g на L, оп-
pеäеëяеìое пpавиëоì (g |L)(l ) ≡ g(l ) ∀l ∈ L.

2. Некотоpые специальные обозначения

В äанноì pазäеëе ввеäеì pяä объектов (паpа-
ìетpов), котоpые буäут общиìи äëя всех pассìат-
pиваеìых ниже постановок. Итак, фиксиpуеì не-
пустое ìножество X, x0 ∈ X, n ∈ N: 2 m n, а также
ìножества M1 ∈ Fin(X ), ..., Mn ∈ Fin(X ), называе-
ìые äаëее ìеãапоëисаìи. Поëаãаеì, ÷то

(x0 ∉ Mj ∀j ∈ ) &

& (Mp ∩ Mq = ∅ ∀p ∈  ∀q ∈ \{p}). (2.1)

В виäе X ≡ {x0} ∪ ( Mi) поëу÷аеì фазовое пpо-

стpанство пpоöесса 

x0 → (pr1(z1) ∈ Mα(1) ¬ pr2(z1) ∈ Mα(1) → ... →
→ (pr1(zn) ∈ Mα(n) ¬ pr2(zn) ∈ Mα(n)), (2.2)

ãäе α — пеpестановка ìножества . Конкpетный
выбоp α ìожет бытü стеснен усëовияìи пpеäøест-
вования. В связи с этиì ввеäеì в pассìотpение

ìножество K ∈ P(  Ѕ ) (сëу÷ай K = ∅ не ис-
кëþ÷ается и отве÷ает ситуаöии, коãäа усëовия
пpеäøествования отсутствуþт), äëя котоpоãо

∀K0 ∈ P ′(K) ∃z0 ∈ K0: pr1(z0) ≠ pr2(z) ∀z ∈ K0. (2.3)

Эëеìенты K иìенуеì аäpесныìи УП, у кажäой из
котоpых пеpвый эëеìент явëяется инäексоì "от-
пpавитеëя" (ãpуза, сообщения и т. п.), а втоpой —
инäексоì "поëу÷атеëя". Кажäый "отпpавитеëü"
äоëжен посещатüся pанüøе соответствуþщеãо "по-
ëу÷атеëя"; тоãäа

A ≡ {α ∈ P|α–1(pr1(z)) < α–1(pr2(z)) ∀z ∈ K},

ãäе P ≡ (bi)[ ] естü ìножество всех äопустиìых

по пpеäøествованиþ пеpестановок , иìенуеìых
ниже ìаpøpутаìи. Из (2.3) сëеäует, ÷то A ≠ ∅, т. е.
A ∈ P ′(P), сì. pаботу [7, ÷астü 2]. Итак, äопустиìые
по пpеäøествованиþ ìаpøpуты существуþт. Воз-
вpащаясü к (2.2), ввеäеì ìножество тpасс в X Ѕ X, со-
ãëасованных с напеpеä выбpанныì ìаpøpутоì: ес-
ëи α ∈ A, то Zα обозна÷аеì ìножество всех коpтежей

(zi)  :  → X Ѕ X таких, ÷то z0 = (x0, x0) и

zt ∈ M
α(t) Ѕ M

α(t) ∀t ∈ . Кажäуþ паpу (α, (zi) )

упоìянутоãо типа pассìатpиваеì как äеpево pеøе-
ния (ДP); такие ДP ìоãут испоëüзоватüся в pазëи÷-
ных заäа÷ах ìаpøpутизаöии. Наì тpебуется также
pассìатpиватü ÷асти÷ные, в некотоpоì сìысëе, за-
äа÷и, а это, в своþ о÷еpеäü, потpебует постpоения
÷асти÷ных ДP (т. е. pеøений, испоëüзуеìых äëя
выпоëнения не всех, вообще ãовоpя, заäаний). Дëя
этоãо постpоения потpебуется, оäнако, pеäукöия
систеìы оãpани÷ений в äухе pаботы [7, ÷астü 2], ко-
тоpуþ сей÷ас pассìотpиì совсеì кpатко, опpеäеëяя
отобpажение I, äействуþщее в N, ãäе (зäесü и ниже)

N ≡ P ′( ): есëи K ∈ N, то I(K) ≡ K\{pr2(z): z ∈ Ξ[K]},

ãäе Ξ[K] ≡ {z ∈ K|(pr1(z) ∈ K) & (pr2(z) ∈ K)}. С у÷е-

тоì этоãо поëаãаеì, ÷то

(I – bi)[ ] ≡ {α ∈ (bi)[ ]|α( j) ∈

∈ I({α(t):t ∈ } ∀  ∈ N. (2.4)

Эëеìенты ìножества (2.4) pассìатpиваеì
как ÷асти÷ные ìаpøpуты. Пpи этоì [7, с. 33]
A = (I – bi)[ ].
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Испоëüзуеì ниже ÷асти÷ные иëи "укоpо÷ен-
ные" тpассы: есëи x ∈ X, K ∈ N и α ∈ (I – bi)[K],
то ÷еpез Z(x, K, α) обозна÷аеì ìножество всех коp-

тежей (zi)  :  → X, äëя кажäоãо из кото-

pых z0 = (x, x) и zt ∈ Mα(t) Ѕ Mα(t) ∀t ∈ ; по-

ëу÷аеì непустое коне÷ное ìножество. Есëи x ∈ X
и K ∈ N, то кажäуþ УП 

(α, (zi) ), α ∈ (I – bi)[K], (zi)  ∈ Z(x, K, α), 

pассìатpиваеì как ДP заäа÷и обсëуживания ìеãапо-
ëисов Mk, k ∈ K, из состояния x, т. е. как ДP ÷асти÷-

ной заäа÷и. Отìетиì пpи этоì, ÷то Z
α
 = Z(x0, , α)

пpи α ∈ А. Итак, "поëные" ДP ìожно pассìатpиватü
как ваpиант ÷асти÷ных. В äаëüнейøеì äанное об-
стоятеëüство испоëüзуется äëя постpоения pасøи-
pений соответствуþщих заäа÷ ìаpøpутизаöии.

В закëþ÷ение pазäеëа напоìниì поëожения pа-
боты [7,  4.9], касаþщиеся постpоения сëоев пpо-
стpанства позиöий. Эта констpукöия оказывается
пpиìениìой äëя øиpокоãо кëасса заäа÷ ìаpøpу-
тизаöии пpи постpоении сëоев соответствуþщей
функöии Беëëìана. Пустü

G ≡ {K ∈ N|∀z ∈ K (pr1(z) ∈ K) ⇒ (pr2(z) ∈ K)}; (2.5)

эëеìенты сеìейства (2.5) называеì существенныìи
спискаìи. Они pанжиpуþтся по ìощности: ввоäиì

сеìейства Gs ≡ {K ∈ G| s = |K|} ∀s ∈ . Тоãäа Gn =

= { } и G1 = {{t}: t ∈ \K1}, ãäе K1 ≡ {pr1(z):z ∈ K}.

Наконеö [25—27], Gs – 1 = {K\{ j}: K ∈ Gs, j ∈ I(K)}

∀s ∈ . Теì саìыì pеаëизуется öепо÷ка Gn →
→ ... → G1. Поëаãая, ÷то M естü объеäинение всех

ìножеств Mi, i ∈ \K1, ввеäеì D0 ≡ {(x, ∅): x ∈ M};

кpоìе тоãо, Dn ≡ {(x0, )}. Есëи s ∈  и K ∈ G
s
,

то [7, §4.9] ìножества Js(K) ≡ {t ∈ \K | {t} ∪
∪ K ∈ Gs + 1} и 

Ms[K] ≡ Mj 

pеаëизуþт кëетку Ds[K] ≡ {(x, K): x ∈ Ms[K]}. Из кëе-

ток "составëяþтся" сëои:

Ds ≡ Ds[K] ∀s ∈ .

Пpи N ≡ P ( ) иìееì с о÷евиäностüþ (сì.
[7, §4.9]), ÷то Ds ∈ P ′(X Ѕ N) ∀s ∈ . Отìетиì
важное свойство инваpиантности:

(y, K\{k}) ∈ Ds – 1 ∀s ∈  ∀(x, K) ∈ Ds

∀k ∈ I(K) ∀y ∈ Mk. (2.6)

Такиì обpазоì, "пpовеäена" поäãотовитеëüная
pабота äëя ввеäения ìаpøpутных заäа÷ и конст-
pукöий их pеøения на основе эконоìи÷ной веpсии
МДП [7, §4.9].

3. Основная задача маpшpутизации

Pассìотpиì постановку, оpиентиpованнуþ на
испоëüзование в инженеpной заäа÷е о äеìонтаже
энеpãобëока АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии.
Даëее буäет показано, ÷то к äанной постановке
своäятся и äpуãие соäеpжатеëüные заäа÷и, поэтоìу
иìеет сìысë pассìотpение общей схеìы pеøения
на основе МДП. Пустü

(3.1)

Функöия  испоëüзуется äëя оöенивания внеø-
них пеpеìещений, функöии , ...,  — äëя оöе-
нивания внутpенних pабот, а f — äëя оöенивания
теpìинаëüноãо состояния (сì. (2.2)). Сpеäи аpãу-
ìентов , , ...,  пpисутствует эëеìент N,
т. е. тот иëи иной список (заäаний). Есëи α ∈ A и
(zi)  ∈ Zα, то посpеäствоì зна÷ения

(α, zi) ) ≡

≡ [ (pr2(zk – 1), pr1(zk), {α(t) : t ∈ }) +

+ (zk, {α(t): t ∈ })] + f(pr2(zn) (3.2)

оöениваеì ка÷ество ДP (α, zi) ). Возникает
сëеäуþщая ОЗМ:

(α, (zi) ) → min, α ∈ A, (zi)  ∈ Zα.(3.3)

Чеpез  обозна÷аеì зна÷ение ОЗМ (3.3):  естü

наиìенüøее из (α, (zi) ), α ∈ A, (zi)  ∈ Zα.

Оптиìаëüныì в ОЗМ называеì всякое ДP

(α0, ( ) ), äëя котоpоãо (α0, ( ) ) = .

Испоëüзуя постpоения pазäеëа 2, ввеäеì pасøи-

pение заäа÷и (3.3), поëаãая пpи u ∈ X,  ∈ N,

β ∈ (I – bi)[ ] и h ∈ Z(u, , β), ÷то

[u; ; β, h] ≡

≡ [ (pr2(h(k – 1)), pr1(h(k)), {β(t) : t ∈ }) +

+ (h(k), {β(t) : t ∈ })] + f(pr2(h(| |))). (3.4)

В этих теpìинах (сì. (3.4)) ввоäиì ÷асти÷ные
(вообще ãовоpя) заäа÷и ìаpøpутизаöии: есëи x ∈ X
и K ∈ N, то pассìатpиваеì заäа÷у

[x; K; α, z] → min, α ∈ (I – bi)[K], z ∈ Z(x, K, α); (3.5)
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÷еpез (x, K) обозна÷аеì зна÷ение (3.5): (x, K)

естü наиìенüøее из [x; K; α, z], α ∈ (I – bi)[K],

z ∈ Z(x, K, α). Леãко виäетü, ÷то (x0, ) = .

Поëаãаеì, кpоìе тоãо, ÷то (x, ∅) ≡ f (x) ∀x ∈ X. Теì

саìыì ввеäена функöия  : X Ѕ N → [0, ∞[, соãëа-

суþщаяся с . Мы pассìатpиваеì систеìу заäа÷
(3.5) как pасøиpение ОЗМ (3.3). Спpавеäëива сëе-
äуþщая 

Теоpема 3.1. Есëи x ∈ X и K ∈ N, то 

(x, K) = [ (x, pr1(z), K) +

+ (z, K) + v(pr2(z), K\{t})].

Доказатеëüство теоpеìы осуществëяется по схеìе,
поäобной испоëüзуеìой в pаботах [8, 9, 11].

Ввеäеì в pассìотpение сëои функöии , поëа-

ãая, ÷то пpи s ∈  функöия  ≡ ( |Ds) ∈ R+[Ds]

такова, ÷то (x, K) ≡ (x, K) ∀(x, K) ∈ Ds. Тоãäа

(сì. pазäеë 2) (x, ∅) = f (x) ∀x ∈ M; итак,

функöия  известна. По свойстваì  иìееì, ÷то

(x0, ) = . Наконеö, из (2.6) и теоpеìы 3.1

поëу÷аеì, ÷то пpи s ∈  пpеобpазование  в 

pеаëизуется по пpавиëу: 

(x, K) = [ (x, pr1(z), K) +

+ (z, K) + (pr2(z), K\{t})] ∀(x, K) ∈ Ds.(3.6)

Пpавиëо (3.6) ìожет (как показано в pаботах
[26, 27]) в пpинöипе "pасщепëятüся" в ëокаëüные
пpавиëа повеäения ãипотети÷еских пpоöессоpов,
äействуþщих независиìо, но с возìожныìи по-
втоpаìи потоковых вы÷исëений, поäобных (3.6).
Основной неäостаток äанноãо поäхоäа к оpãаниза-
öии pаспаpаëëеëивания связан с жесткиìи тpебо-
ванияìи к pесуpсаì паìяти. Отìетиì, ÷то äpуãие
констpукöии паpаëëеëüной pеаëизаöии пpоöеäуp
типа (3.6) äëя боëее ÷астных заäа÷ испоëüзоваëисü
в pаботах [25, 28].

Возвpащаясü к общей пpоöеäуpе (3.6), отìетиì,

÷то она позвоëяет найти , а затеì по äостато÷но
понятной схеìе, поäобной испоëüзуеìой [7, с. 74—79]
(сì., напpиìеp, [8, 9, 11]) и естественной äëя
МДП, постpоитü оптиìаëüное ДP.

4. Пpеобpазование задач маpшpутизации

В äанноì pазäеëе pассìатpивается схеìа свеäе-
ния к ОЗМ äpуãих по фоpìе заäа÷ ìаpøpутизаöии.
Оказывается, ÷то ìоäеëü ОЗМ, опpеäеëяеìая поä-

хоäящиì набоpоì (3.1), обëаäает äостато÷ной
общностüþ и по этой пpи÷ине ìожет выступатü в
ка÷естве некотоpой канони÷еской заäа÷и. Итак,
pассìотpиì сна÷аëа некотоpое усëожнение поста-
новки, фиксиpуя отобpажение

(s, t) ¬ cs, t :  Ѕ  → R+[X Ѕ X Ѕ N], (4.1)

испоëüзуеìое äëя оöенивания внеøних пеpеìеще-
ний, а также отобpажения

t ¬ c1, t :  → R+[M1 Ѕ M1 Ѕ N], ..., t ¬

¬ cn, t :  → R+[Mn Ѕ Mn Ѕ N], (4.2)

котоpые сëужат äëя оöенивания внутpенних pабот;
отобpажение f пониìаеì в сìысëе (3.1). В сpавне-
нии с (3.1) в (4.1), (4.2) äобавëена зависиìостü от
паpаìетpа t, котоpый буäет обозна÷атü ноìеp в о÷е-
pеäи, т. е. своеобpазное äискpетное "вpеìя" [13, 14].

Есëи α ∈ A и (zi)  ∈ Zα, то поëаãаеì, ÷то 

Π(α, (zi) ) ≡ [cα(t), t (pr2(zt – 1), pr1(zt),

{α( j) : j ∈ }) + (zt, {αj : j ∈ })] +

+ f (pr2(zn)). (4.3)

Pассìатpиваеì (4.3) как кpитеpий сëеäуþщей
заäа÷и ìаpøpутизаöии:

Π(α, (zi) ) → min, α ∈ A, (zi)  ∈ Zα. (4.4)

Пустü V — зна÷ение (4.4), т. е. наиìенüøее из

Π(α, (zi) ), α ∈ A, (zi)  ∈ Zα. Обы÷ныì об-

pазоì опpеäеëяþтся оптиìаëüные в заäа÷е (4.4) ДP.
Pассìотpиì тепеpü сëеäуþщуþ конкpетизаöиþ

функöий в (3.1):
1) поëаãаеì, ÷то  ∈ R+[X Ѕ X Ѕ N] опpеäеëяется

выpаженияìи

( (x, y, K) ≡

≡ c
s,n–|K|+1(x, y, K)∀x ∈ X ∀s ∈  ∀y ∈ M

s
 ∀ K ∈ N) & 

& ( (x, x0, K) ≡ 0 ∀x ∈ X ∀K ∈ N) (4.5)

(у÷итываеì (2.1) и опpеäеëение X); 
2) пpи s ∈  опpеäеëяеì  ∈ R+[Ms Ѕ Ms Ѕ N]

по пpавиëу

(h, K) ≡

≡ cs, n–|K|+1(h, K) ∀h ∈ Ms Ѕ Ms ∀K ∈ N. (4.6)

Итак, посpеäствоì (4.5), (4.6) ввоäится ваpиант
заäа÷и (3.3). В этих усëовиях спpавеäëиво сëеäуþщее

Пpедложение 4.1. Есëи α ∈ A и (zi)  ∈ Zα,

то Π(α, (zi) ) = (α, (zi) ).

Доказатеëüство сëеäует из опpеäеëений. Из
пpеäëожения 4.1 сëеäует, ÷то заäа÷а (4.4) своäится
к заäа÷е (3.3) пpи усëовиях (4.5), (4.6). Как сëеäст-
вие ìожно испоëüзоватü соответствуþщий ваpиант
теоpеìы 3.1: поëаãая, ÷то v естü конкpетизаöия ве-
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ëи÷ины , pассìотpенной в pазäеëе 3, соответст-
вуþщая (4.5), (4.6), ìы поëу÷аеì уpавнение Беëë-
ìана äëя заäа÷и (4.4) в виäе

v(x, K) = [cτ,n–|K|+1(x, pr1(z), K) +

+ c
τ,n – |K| + 1(z, K) + v(pr2(z), K\{τ})] ∀x ∈ X ∀K ∈ N.

Пpи этоì, коне÷но, V = v(x0, ) и, кpоìе тоãо,

v(x, ∅) = f (x) ∀x ∈ X. Поëаãаеì пpи s ∈ , ÷то

Vs ≡ (v|Ds); тоãäа Vs ∈ R+[Ds] совпаäает с  пpи ус-

ëовиях (4.5), (4.6). Функöия V0 опpеäеëяется яв-

ныì обpазоì в теpìинах f, а pекуppентная пpо-
öеäуpа V0 → V1 → ... → Vn pеаëизуется на основе со-

ответствуþщей конкpетизаöии (3.6): есëи s ∈ ,
то Vs – 1 пpеобpазуется в Vs по пpавиëу

Vs(x, K) = [cτ,n–|K|+1(x, pr1(z), K) +

+ cτ,n– |K|+ 1(z, K) + Vs – 1(pr2(z), K\{τ})]

∀ (x, K) ∈ Ds. (4.7)

Заìетиì, ÷то V = Vn(x
0, ), а потоìу пpоöеäуpа

на основе (4.7) позвоëяет опpеäеëитü V; посëе по-
стpоения V0, V1, ..., Vn обы÷ныì äëя МДП способоì
(сì. pаботы [8, 9, 11]) опpеäеëяется оптиìаëüное
ДP (вновü испоëüзуþтся соотноøения типа (4.7)).

В закëþ÷ение pазäеëа pассìотpиì ÷астный сëу-
÷ай заäа÷и (4.4), соответствуþщий постановке,
пpеäставëенной в pаботах [13, 14]. Pе÷ü пойäет о
ситуаöии, коãäа функöии (4.1), (4.2) не зависят от
списка заäаний. В постановке pабот [13, 14] иìе-
ется несущественная особенностü: пpеäпоëаãаþтся
заäанныìи функöии

 ∈ R+[X Ѕ M1 Ѕ ], ...,

 ∈ R+[X Ѕ MN Ѕ ], (4.8)

а не "еäиное" отобpажение (4.1). Кpоìе тоãо, вìесто
(4.2) поëаãаеì, сëеäуя pаботаì [13, 14], заäанныìи
функöии 

 ∈ R+[M1 Ѕ M1 Ѕ ], ...,

 ∈ R+[Mn Ѕ Mn Ѕ ] (4.9)

(сì. обсужäение в [14]). У÷итывая (2.1) и пpеäстав-
ëение X, ввеäеì отобpажение (4.1) по сëеäуþщеìу

пpавиëу: есëи s ∈ , t ∈ , x ∈ X и K ∈ N, то

(cs, t (x, y, K) ≡ (x, y, t) ∀y ∈ Ms) &

& (cs, t (x, y, K) ≡ 0 ∀y ∈ X\Ms). (4.10)

В отноøении (4.2) поëаãаеì, иìея в виäу заäа÷у,
pассìотpеннуþ в pаботах [13, 14], ÷то пpи s ∈ 
и t ∈  функöия cs, t ∈ R+[Ms Ѕ Ms Ѕ N] такова, ÷то

cs, t (h, K) ≡ (h, t) ∀h ∈ Ms Ѕ Ms ∀K ∈ N. (4.11)

Из (4.10), (4.11) виäно, ÷то в pассìатpиваеìоì
сëу÷ае функöии стоиìости от списка заäаний яв-
ныì способоì не зависят; оäнако эëеìент неста-
öионаpности, пpисутствуþщий в (4.1), (4.2), сохpа-
нен. Из (4.3), (4.10) и (4.11) вытекает, ÷то в pас-
сìатpиваеìоì сëу÷ае

Π(α, (zi) ) = [ (pr2(zt – 1), pr1(zi), t) +

+ (zt, t)] + f (pr2(zn)) ∀α ∈ A ∀(zi)  ∈ Zα.

Поëу÷иëи кpитеpий [13, (2)]. Заäа÷а (4.4) своäится
тепеpü к pассìатpиваеìой в pаботах [13, 14]; pазу-
ìеется, это озна÷ает, ÷то в сиëу пpеäëожения 4.1
ìы иìееì ÷астный сëу÷ай заäа÷и (3.3). В наøеì сëу-
÷ае функöия v, явëяþщаяся конкpетизаöией  и
опpеäеëенная на X Ѕ N, такова, ÷то 

v(x, K) = [ (x, pr1(z), n – |K| + 1) +

+ (z, n – |K| + 1) +

+ v(pr2(z), K\{τ})] ∀x ∈ X ∀K ∈ N (4.12)

(V = v(x0, ), а зна÷ения v(x, ∅), x ∈ X, опpеäе-
ëяþтся пpежниìи соотноøенияìи); pазуìеется,
(4.12) соответствует теоpеìе 1, сì. pаботу [13]. Пpи
этоì, коне÷но, из (4.7) и (4.12) иìееì свойство (3)
[сì. 13], т. е. 

V
s
(x, K) = [ (x, pr1(z), n –|K| + 1) +

+ (z, n – |K| + 1) +

+Vs – 1(pr2(z), K\{τ})] ∀ s ∈  ∀ (x, K) ∈ Ds. (4.13)

В ÷астности, из (4.13) сëеäует о÷евиäная öепо÷ка
pавенств

V = V
n
(x0, ) = [ (x0, pr1(z), 1) +

+ (z, 1) + Vn – 1(pr2(z), \{τ})], (4.14)

÷то соответствует pезуëüтатаì pабот [13, 14]. Итак,
пpоöеäуpа (4.13), (4.14) извëекается из постpоений
pазäеëа 3 (сì., в ÷астности, (3.6)), связанных с pе-
øениеì ОЗМ.

5. Модельный пpимеp 1

Pассìотpиì сëу÷ай, коãäа X = R Ѕ R (пëоская
заäа÷а), x0 = (0, 0), n, M1, ..., Mn и X описаны в pаз-
äеëе 2. Буäеì поëаãатü заäанныìи функöии (4.8),
(4.9); функöиþ f опpеäеëяеì в виäе евкëиäовой
ноpìы (соответствуþщеãо пëоскоãо вектоpа). По-
ëаãаеì, ÷то иìеþтся некотоpые кëиенты, заинтеpе-
сованные в обсëуживании ìеãапоëисов: пpи i ∈ 
ìеãапоëис Mi явëяется "поäвеäоìственныì" i-ìу
кëиенту. У кажäоãо из кëиентов иìеется жеëаеìый
ваpиант обсëуживания в о÷еpеäи: есëи j ∈ , то
j-й кëиент хотеë бы, ÷тобы еãо ìеãапоëис Мj об-
сëуживаëся в "ìоìент" tj ∈  (возìожно, ÷то на-
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боp инäексов t1, ..., tn отве÷ает некой пpеäваpи-
теëüной äоãовоpенности кëиентов ìежäу собой).
Есëи же pеаëüное обсëуживание Mj осуществëяется
в "ìоìент" t ∈ , то испоëнитеëü, осуществëяþ-
щий внеøние пеpеìещения и внутpенние pаботы,
øтpафуется, ÷то пpивоäит к увеëи÷ениþ еãо за-
тpат; поëаãаеì äанное увеëи÷ение пpопоpöионаëü-
ныì веëи÷ине |t – tj |. Пpи÷иной возìожноãо не-
совпаäения t и tj ìоãут, в ÷астности, бытü усëовия
пpеäøествования, котоpые обязан собëþäатü ис-
поëнитеëü; возникает своеобpазный конфëикт ин-
теpесов. Так, напpиìеp, все кëиенты ìоãут настаи-
ватü на скоpейøеì обсëуживании, ÷то соответст-
вует сëу÷аþ tj ≡ 1 (äанное тpебование ìожет бытü
связано с сообpаженияìи пpестижа); pеаëизоватü
упоìянутые усëовия испоëнитеëü не ìожет и пpи
отсутствии оãpани÷ений; посëеäние еще боëее ос-
ëожняþт ситуаöиþ. В этих усëовиях оптиìизаöия
ìаpøpутов и тpасс ìожет pассìатpиватüся как по-
иск pазуìных коìпpоìиссов.

Дëя вы÷исëений испоëüзоваëи пpоãpаììу, на-
писаннуþ на Microsoft Visual C++ 2010. Вы÷исëе-
ния пpовоäиëи на ПЭВМ с пpоöессоpоì Intel i7-
2630QM с 8 Гбайт опеpативной паìяти, pаботаþ-
щей поä упpавëениеì Windows 7 (64-bit).

В ка÷естве ρ: X Ѕ X → [0, ∝[ испоëüзуеì функ-
öиþ евкëиäова pасстояния: пpи x1 ∈ X и x2 ∈ X ÷исëо
ρ(x1, x2) естü евкëиäово pасстояние ìежäу пëоскиìи
вектоpаìи x1 и x2.

Поëаãаеì, ÷то n = 29. Кажäый ìеãапоëис Mi,
i ∈ , заäается pавноìеpной сеткой на окpуж-
ности pаäиуса 7,5. Поëаãаеì, ÷то |Mi | = 30, i ∈ .
Центpы окpужностей опpеäеëены на пëоскости
сëу÷айныì обpазоì, но так, ÷то поëу÷аþщиеся пpи
этоì ìеãапоëисы не пеpесекаþтся и не соäеpжат
базу. То÷ки Mi ìожно pассìатpиватü как вхоäы—
выхоäы в поìещение. Внутpи поìещения естü то÷-
ка, в котоpой испоëнитеëü на÷инает внутpеннþþ
pаботу, и то÷ка, в котоpой испоëнитеëü закан÷и-

вает внутpеннþþ pаботу. Стоиìостü pаботы ìежäу
то÷каìи на÷аëа и завеpøения внутpенней pаботы
естü константа, pавная ÷исëу 50, к котоpоìу пpи-
бавëен ноìеp ìеãапоëиса. Такиì обpазоì, испоë-
нитеëü посещает выбpанный поpт вхоäа на ìеãа-
поëис, äаëее иäет в то÷ку на÷аëа внутpенней pаботы.
Завеpøив внутpеннþþ pаботу, пеpеìещается из
то÷ки завеpøения pаботы к выбpанноìу поpту вы-
хоäа. Фиксиpуеì то÷ки ai ∈ X, i ∈ , опpеäе-
ëяþщие поëожения на÷аëа внутpенних pабот, и
то÷ки bi ∈ X, i ∈ , опpеäеëяþщие поëожения
завеpøения внутpенних pабот.

Даëее ввоäятся непосpеäственно функöии стои-

ìости. Поëаãаеì, ÷то пpи кажäоì s ∈  функ-

öия  опpеäеëяется усëовиеì: пpи x ∈ X, y ∈ Ms и

t ∈ 

(x, y, t) = ρ(x, y)|t – 1|

(поäpазуìевается, ÷то ts ≡ 1). Такиì обpазоì опpе-

äеëены стоиìости внеøних пеpеìещений. Дëя
оöенивания внутpенних pабот испоëüзуþтся функ-

öии , i ∈ , опpеäеëяеìые сëеäуþщиì обpазоì:

есëи s ∈ , x ∈ Ms, y ∈ Ms и t ∈ , то

(x, y, t) = (ρ(x, as) + (50 + s) + ρ(bs, y))|t – 1|.

Наконеö, функöиþ f отожäествëяеì с евкëиäовой
ноpìой на пëоскости X. Такиì обpазоì, опpеäеëе-

ны функöии стоиìости , ..., , , ..., , f. 

Кpоìе тоãо, заäано ìножество K, |K| = 27.
То÷ные кооpäинаты ìеãапоëисов и то÷ки внут-

pенних pабот, а также аäpесные паpы не пpивоäятся
в связи с оãpани÷енныì объеìоì статüи. То же са-
ìое относится и к поëу÷енноìу в хоäе pеøения
ìаpøpуту.

Вpеìя с÷ета — 11 ìин 32 с. Pеøе-
ние отобpажено на pис. 1. Тонкиìи
стpеëкаìи отобpажается ìаpøpут
и тpасса äвижения, тоëстыìи —
аäpесные паpы.

6. Модельный пpимеp 2

Как и в пpеäыäущеì pазäеëе, по-
ëаãаеì X = R Ѕ R, оäнако буäеì pас-
сìатpиватü зäесü pеøение ОЗМ
(3.3). Иссëеäуеìая äаëее постанов-
ка оpиентиpована на пpиìенение
äëя öеëей pеøения заäа÷и о äеìон-
таже энеpãобëока АЭС, ÷то буäет
отpажено в соãëаøениях относи-
теëüно функöий , , ..., .
Функöиþ f поëаãаеì зäесü тожäест-
венно pавной нуëþ. Поëаãаеì, ÷то с
кажäыì из ìеãапоëисов связан не-
котоpый исто÷ник изëу÷ения, а са-
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Pис. 1. Маpшpут и тpасса обхода множеств
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ìи то÷ки — "ãоpоäа" ìеãапоëиса — иãpаþт по сути
äеëа pоëü вхоäов — выхоäов äëя поìещения, в пpе-
äеëах котоpоãо выпоëняþтся pаботы, связанные с
äеìонтиpованиеì исто÷ника. Интенсивности ис-
то÷ников pазëи÷ны. Кpоìе тоãо, поëаãаеì, ÷то
скоpостü пеpеìещений от базы к ìеãапоëисаì и
ìежäу ìеãапоëисаìи боëüøе, ÷еì скоpостü пеpе-
ìещения в поìещениях, связанных с ìеãапоëисаìи.
Итак, скоpостü внеøних пеpеìещений боëüøе ско-
pости пеpеìещений пpи внутpенних pаботах. Воз-
äействие (оäноãо) исто÷ника на испоëнитеëя в
ноpìе обpатно пpопоpöионаëüно кваäpату pас-
стояния; естü, оäнако, особенности, хаpактеpи-
зуþщие возäействие "в бëижних зонах", отожäест-
вëяеìых с поìещенияìи, связанныìи кажäое с со-
ответствуþщиì ìеãапоëисоì. Так, в ÷астности,
äеëение на кваäpат pасстояния заìеняется äеëени-
еì на суììу упоìянутой веëи÷ины и еäиниöы (ãа-
pантиpованно искëþ÷ается äеëение на ноëü). С то÷-
ки зpения äетаëизаöии (2.2) естественно выäеëитü
äва типа хаpактеpных пеpеìещений, соответствуþ-
щих сëаãаеìыì в (3.2):

1) пеpеìещение на ìеãапоëис извне (из x0, ëибо из
то÷ки äpуãоãо ìеãапоëиса), не связанное с внутpен-
ниìи pаботаìи и выпоëняеìое (поэтоìу) "быстpо";

2) внутpеннее пеpеìещение, связанное с äеìон-
тиpованиеì (а по сути, выкëþ÷ениеì) исто÷ника и
осуществëяеìое в пpеäеëах поìещения, связанно-
ãо с ìеãапоëисоì.

В сëу÷ае 1), отве÷аþщеì оöениваниþ на основе ,
испоëнитеëü поäвеpãается в основноì фоновоìу
возäействиþ (возìожны "быстpые"
пpохожäения бëижних зон "по пу-
ти", т. е. без выпоëнения pабот по
äеìонтиpованиþ). В сëу÷ае 2), отве-
÷аþщеì оöениваниþ посpеäствоì

, ..., , äоìиниpует возäействие
äеìонтиpуеìоãо исто÷ника. В обо-
их сëу÷аях осуществëяется интеãpи-
pование зависиìости, опpеäеëяþ-
щей äозу, вäоëü соответствуþщеãо
"отpезка" пути испоëнитеëя. Пpи
этоì общая äоза обëу÷ения поëу÷а-
ется суììиpованиеì äоз, отве÷аþ-
щих возäействиþ отäеëüных исто÷-
ников. Такиì обpазоì, опpеäеëяþтся
зна÷ения , , ..., , выступаþ-
щие в ка÷естве оöенок совокупноãо
pаäиаöионноãо возäействия на со-
ответствуþщих фpаãìентах пеpе-
ìещений.

По сообpаженияì оãpани÷ения
объеìа статüи опускаеì то÷ное
описание ìоäеëи, оãpани÷иваясü в
этой ÷асти кpаткиìи заìе÷анияìи в
отноøении существенных äетаëей.
Итак, пpи j ∈  с ìеãапоëисоì Mj
связываеì пëоский вектоp aj, äëя
котоpоãо aj ∉ Mj; pассìатpиваеì aj
в ка÷естве ëокаëизаöии соответст-

вуþщеãо исто÷ника. Pаботы по äеìонтиpованиþ
посëеäнеãо, хаpактеpизуþщие сëу÷ай 2), связываеì
с "ìеäëенныì" пеpеìещениеì из пункта пpибытия
(в ìеãапоëис Mj) в то÷ку aj, выпоëнениеì нужной
опеpаöии в äанной то÷ке и посëеäуþщиì пеpе-
ìещениеì к "выхоäу" из ìеãапоëиса. На посëеä-
неì этапе (и äаëее) поëаãаеì возäействие äанно-
ãо исто÷ника отсутствуþщиì, поскоëüку он äе-
ìонтиpован.

В сëу÷ае, коãäа пpи осуществëении внеøних пе-
pеìещений испоëнитеëü попаäает в бëижнþþ зону
(поìещение), связаннуþ какиì-ëибо ìеãапоëи-
соì, и не выпоëняет pаботы по äеìонтиpованиþ
соответствуþщеãо исто÷ника, ìы испоëüзуеì ìо-
äеëü, отве÷аþщуþ сëу÷аþ 1), т. е. "фоновуþ" ìоäеëü,
иìея в виäу "быстpое" пеpеìещение (испоëнитеëü
"не отвëекается" на выпоëнение внутpенних pабот).

Пpивеäенный в äанной статüе аëãоpитì на ос-
нове МДП быë pеаëизован в виäе пpоãpаììы äëя
ПЭВМ, написанной на языке пpоãpаììиpования
C++ (быëа испоëüзована веpсия C++ Builder XE2
из пакета Embarcadero RAD Studio XE2), pаботаþ-
щей в 32-pазpяäной опеpаöионной систеìе сеìей-
ства Windows (на÷иная с Windows XP). Вы÷исëи-
теëüная ÷астü пpоãpаììы pеаëизована в отäеëüноì
от интеpфейса поëüзоватеëя потоке. Дëя сëу÷ая pе-
øения заäа÷и на пëоскости пpоãpаììа позвоëяет
поëу÷итü ãpафи÷еское пpеäставëение тpаектоpии
äвижения по ìеãапоëисаì; иìеется возìожностü
увеëи÷ения отäеëüных у÷астков ãpафика, а также воз-
ìожно сохpанение файë ãpафи÷ескоãо фоpìата bmp.

c~

c1
~ cn

~

c~ c1
~ cn

~

1 n,

Pис. 2. Маpшpут и тpасса обхода множеств
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Вы÷исëитеëüный экспеpиìент пpовоäиëи на
ПЭВМ с пpоöессоpоì Intel Core2Duo E8400 с так-
товой ÷астотой 3 ГГö, с объеìоì ОЗУ 2 Гбайт и
с установëенной опеpаöионной систеìой Windows
XP Professional SP3.

Пустü ìеãапоëисы заäаны в виäе "сеток", поëу-
÷аеìых pазìещениеì на кажäой стоpоне пpяìо-
уãоëüника по ÷етыpе то÷ки, вкëþ÷ая веpøины пpя-
ìоуãоëüника, на pавных pасстояниях äpуã от äpуãа.
На÷аëüная то÷ка x0 совпаäает с на÷аëоì кооpäинат.
По сообpаженияì объеìа опустиì то÷ное описа-
ние ìеãапоëисов, оãpани÷иваясü их ãpафи÷ескиì
изобpажениеì на pис. 2. Поëаãаеì, ÷то n = 22 и за-
äаны поëожитеëüные коэффиöиенты γ1, ..., γ22, оп-
pеäеëяþщие интенсивностü исто÷ников.

Заäаны сеìнаäöатü паp инäексов, иãpаþщие
pоëü усëовий пpеäøествования. Маpøpут и тpасса
не пpивоäятся по сообpаженияì объеìа. Гpафик
ìаpøpута и тpассы изобpажен на pис. 2 (интенсив-
ности изëу÷ения указаны возëе кажäоãо ìеãапоëиса).

Вpеìя вы÷исëения: 36 ìин 23 с.

Вpеìя вы÷исëения ìатpиö затpат на внутpенние
pаботы: 10 ìин 41 с.

Вpеìя вы÷исëения ìатpиö затpат на внеøние
pаботы: 22 ìин 17 с.

Заключение

В pаботе установëена стpуктуpа pеøения öеëоãо
pяäа заäа÷ ìаpøpутизаöии пеpеìещений, осëож-
ненная оãpани÷енияìи и сëожной зависиìостüþ
стоиìостей. Указана базовая заäа÷а (ОЗМ), котоpая,
с оäной стоpоны, важна с то÷ки зpения инженеp-
ных пpиëожений (пpобëеìа äеìонтажа энеpãобëо-
ка АЭС, вывеäенноãо из экспëуатаöии), а с äpуãой
стоpоны, pеаëизует ваpианты оптиìаëüноãо пове-
äения äëя иных, в соäеpжатеëüноì отноøении, за-
äа÷ пpи äоëжной интеpпpетаöии посëеäних в теp-
ìинах ОЗМ. Посëеäнее обстоятеëüство позвоëяет
извëекатü нужные констpукöии pеøения из соот-
ветствуþщих постpоений äëя ОЗМ. Данные кон-
стpукöии äовеäены äо коìпüþтеpной pеаëизаöии,
вкëþ÷ая pеаëизаöиþ на ìноãояäеpных ПЭВМ.
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Введение

Станäаpты öифpовоãо теëевещания пpеäусìат-
pиваþт испоëüзование äеöиìетpовоãо äиапазона
pаäиовоëн äëя назеìноãо вещания. Это обстоя-
теëüство из-за pазëи÷ий свойств pаспpостpанения
pаäиовоëн по äиапазонаì пpивоäит к уìенüøениþ
зон обсëуживания äействуþщих станöий, котоpые
испоëüзуþт ìетpовый äиапазон pаäиовоëн по стан-
äаpтаì анаëоãовоãо теëевещания. Поpоãовый ха-
pактеp пpиеìа öифpовых сиãнаëов также ëиøает
возìожности пpиеìа öифpовоãо вещания на pас-
стояниях, пpиеìëеìых äëя пpиеìа анаëоãовоãо те-
ëевиäения с пониженныì ка÷ествоì [1, 2].

Сохpанение пpежней зоны обсëуживания стан-
öии теëевещания иëи ее увеëи÷ение ìожет бытü
осуществëено с пpиìенениеì пpинöипов созäания
оäно÷астотных сетей вещания. Они поäpазуìеваþт
созäание стpуктуpы pазнесенных по теppитоpии
пpежней зоны обсëуживания äопоëнитеëüных стан-
öий вещания, pаботаþщих на оäинаковых теëекана-
ëах [3]. Выбоp такой стpуктуpы обусëовëен суще-
ствуþщей инфpастpуктуpой теëевещания, в котоpой
ìощные станöии анаëоãовоãо вещания неpеäко
pаспоëожены вне ãpаниö насеëенных пунктов и
обсëуживаþт ìаксиìаëüно возìожнуþ теppитоpиþ.
На выøках-опоpах этих станöий, как пpавиëо,
также pазìещены антенны pазëи÷ных теëекоììу-

никаöионных систеì. Это обстоятеëüство, а также
возìожностü сохpанения стpуктуpы пpежней pас-
пpеäеëитеëüной сети назеìноãо теëевиäения и, ко-
не÷но, эконоìи÷еские пpеäпосыëки äеëаþт неöе-
ëесообpазныì отказ от этих опоp в поëüзу созäания
с нуëя новой инфpастpуктуpы вещания [4].

В нау÷ной ëитеpатуpе ìожно найти ìножество
pабот, напpиìеp [5, 6], посвященных иссëеäова-
ниþ pазëи÷ных аспектов теppитоpиаëüноãо pазìе-
щения теëекоììуникаöионных, а также вещатеëü-
ных станöий. В них pассìатpиваþтся pазные ìе-
тоäы pеøения заäа÷и pазìещения по pазëи÷ныì
кpитеpияì оптиìаëüности, напpиìеp, по эëектpо-
ìаãнитной совìестиìости, эконоìи÷еской эффек-
тивности, хаpактеpистике ìестности. На пpактике
неpеäко о÷енü тpуäно фоpìаëизоватü всевозìож-
ные тpебования и усëовия, пpеäъявëяеìые к пpо-
екту, и коне÷ное сëово остается за спеöиаëистаìи-
экспеpтаìи. А иì иноãäа äостато÷но пpосто пока-
затü ìестностü пpеäпоëаãаеìоãо pазìещения объ-
ектов связи иëи вещания.

В наøеì сëу÷ае ìожно пpеäпоëожитü, ÷то ìесто-
поëожение и фиãуpа зоны обсëуживания станöии
вещания äаþт äостато÷нуþ инфоpìаöиþ о pеëüефе,
насеëенности, эëектpоìаãнитной обстановке и т. ä.
окpужаþщей ìестности, так как станöия в свое
вpеìя пpоøëа тщатеëüнуþ экспеpтнуþ пpовеpку.
Это зна÷ит, ÷то ìестностü äостато÷но насеëена,
эëектpифиöиpована, хоpоøо пpосìатpивается и т. ä.,
т. е. пpежняя зона обсëуживания поëностüþ поä-
хоäит äëя спëоøноãо покpытия öифpовыì теëеве-
щаниеì. Пpеäпоëаãается, ÷то стpуктуpа сети теëе-
вещания с pазнесенныìи по теppитоpии пpежней
зоны обсëуживания станöияìи вещания, pаботаþ-
щиìи на ÷астоте основной станöии, боëее пpиеì-
ëеìа äëя этоãо сëу÷ая. В такоì сëу÷ае наибоëее
эконоìи÷ныì ваpиантоì явëяется pазìещение стан-
öий с пpиìенениеì унивеpсаëüной ìоäеëи оäноpоä-
ной pеãуëяpной сети (a uniform transmitter network),
ãäе пеpеäаþщие станöии pаспоëаãаþт в веpøинах
оäинаковых pавностоpонних тpеуãоëüников [7].
Есëи зоны вещания зна÷иìых станöий пëаниpуе-
ìой теppитоpии пpиìыкаþт äpуã к äpуãу, то ìожно
пpиìенитü общуþ pеãуëяpнуþ сетку, в узëах кото-
pой с опpеäеëенныìи äопустиìыìи откëоненияìи
pаспоëаãаëисü бы ныне äействуþщие зна÷иìые
станöии вещания. Свобоäные узëы pеãуëяpной
сетки укажут на пункты, котоpые по заìысëу боëüøе
поäхоäят äëя установки пëаниpуеìых станöий и
ìоãут сëужитü экспеpту пеpви÷ныì оpиентиpоì
äëя пpинятия pеøения.

Такиì обpазоì, äëя pеøения заäа÷и pеоpãани-
заöии назеìной сети теëевещания по описанной
выøе ìетоäике необхоäиìо pеøатü заäа÷у опpеäе-
ëения поäхоäящей по pазìеpу и оpиентаöии pеãу-
ëяpной сетки, в котоpуþ вписаëисü бы ныне äей-
ствуþщие станöии вещания. Говоpя äpуãиìи сëо-
ваìи, необхоäиìо нанести на каpту теppитоpии
такуþ сетку пpавиëüных тpеуãоëüников (назовеì
их "Т-я÷ейкаìи"), в узëах котоpой с опpеäеëенныì

Pассматpивается задача опpеделения пунктов для ус-
тановки пеpедающих станций пpи оpганизации одночас-
тотной сети цифpового телевещания с учетом pасположения
действующих станций. Полагается, что станции должны
pасполагаться в узлах pавномеpной тpеугольной сетки.
С этой целью постpоена математическая модель паpа-
метpической тpеугольной сетки. Сфоpмулиpована задача
опpеделения соответствующих паpаметpов для генеpации
оптимальной сетки. Пpедложен алгоpитм и pазpаботан
соответствующий пpогpаммный модуль для pешения задачи.

Ключевые слова: наземное цифpовое телевизионное ве-
щание, одноpодная pегуляpная сеть пеpедатчиков, эффек-
тивное (оптимальное) планиpование, pасположение пеpе-
дающих станций
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äопустиìыì откëонениеì pаспоëаãаëисü бы ныне
äействуþщие станöии теëевещания.

Данная статüя посвящена описаниþ аëãоpитìа
опpеäеëения соответствуþщей сетки T-я÷еек, с пpи-
вязкой к pеаëüныì кооpäинатаì ныне äействуþ-
щих станöий теëевещания.

Математическая постановка задачи

Буäеì с÷итатü, ÷то pазìеpы pассìатpиваеìой теp-
pитоpии таковы, ÷то кpивизной Зеìной повеpхно-
сти ìожно пpенебpе÷ü. Дëя иссëеäования постав-
ëенной заäа÷и воспоëüзуеìся пpяìоуãоëüной сис-
теìой кооpäинат. Ввеäеì систеìу кооpäинат Оху,
pаспоëаãая ее на÷аëо в то÷ке pаспоëожения оäной
из станöий вещания, и на пëоскости опpеäеëиì
паpаìетpы сетки T-я÷еек.

Паpаметpы T-ячейки (pис. 1):
� r — хаpактеpный pазìеp T-я÷ейки, т. е. стоpона

pавностоpоннеãо тpеуãоëüника;
� (x0, y0) — кооpäинаты базовоãо узëа сетки T-я÷еек;
� ϕ — уãоë оpиентаöии, т. е. уãоë ìежäу осüþ Ox

и основаниеì базовоãо тpеуãоëüника.
Алгоpитм генеpации сетки T-ячеек. Пустü заäаны

x0, y0, r, ϕ. Дëя сëу÷ая ϕ = 0 кооpäинаты узëов сетки
T-я÷еек ìожно опpеäеëитü как 

(x, y)i, j = x0 + i – r, y0 + •r ,

ãäе i, j = 0, ±1, ±2, ... . (1)

Пpи повоpоте сетки T-я÷еек на уãоë ϕ ≠ 0 вокpуã
на÷аëа кооpäинат [8, стp. 83] то÷ка с кооpäинатаìи
(x, y)i, j пеpехоäит в то÷ку

( , ) = T•(x, y)i, j, (2)

ãäе

T = . (3)

Такиì обpазоì, уpавнение (2) опpеäеëяет кооp-
äинаты ( , ) узëовых то÷ек сетки T-я÷еек.

Множество изменения паpаметpов. Нужно опpе-
äеëитü некотоpые pазуìные зна÷ения äëя пpеäеëов
изìенения r, пpи котоpых потpебуется ìенüøее
÷исëо станöий вещания. Эти пpеäеëы обусëовëи-

ваþтся техни÷ескиìи хаpактеpистикаìи коìпëек-
тов вещаþщей техники и pаспоëожениеì äейст-
вуþщих станöий на иссëеäуеìой теppитоpии. Такиì
обpазоì, ìожно поëаãатü, ÷то иìеþтся некотоpые
÷исëа r0 и r1, котоpыìи ìожно оãpани÷итü pазìеp
T-я÷ейки, т. е. r0 m r m r1. Зäесü r1 опpеäеëяется зна-
÷ениеì теоpети÷ески возìожноãо ìаксиìаëüноãо
pасстояния ìежäу сосеäниìи пеpеäат÷икаìи в оä-
но÷астотной сети вещания (в сëу÷ае öифpовоãо
станäаpта вещания DVB-T это 67 кì). Зна÷ение r0
вëияет на ÷исëо пëаниpуеìых станöий, и по эко-
ноìи÷ескиì сообpаженияì оãpани÷иìся 25 кì.

Так как пpи паpаëëеëüных пеpеносах T-я÷ейки
пеpехоäят в иäенти÷ные с сосеäниìи я÷ейкаìи по-
ëожения (напpиìеp, T-я÷ейка "О" пpи пеpеносе
(x0, y0) → (x0 + r, y0) пеpехоäит в поëожение T-я÷ейки

"I", а пpи пеpеносе (x0, y0) → x0 + , y0 + 

в поëожение T-я÷ейки "III"), то äостато÷но pас-
сìотpетü сëеäуþщие интеpваëы изìенения паpа-

ìетpов x0 и y0: 0 m x0 < r, 0 m y0 < .

Пpи повоpоте вокpуã то÷ки (x0, y0) на уãоë 

сетка T-я÷еек пpиìет поëожение, схоäное с пеpво-
на÷аëüныì поëожениеì (pис. 1). Сëеäоватеëüно,
в ка÷естве интеpваëа изìенения паpаìетpа ϕ äос-

тато÷но pассìотpетü интеpваë 0 m ϕ < .

Кpитеpий оптимальности. Ввеäеì инфоpìа-
öиþ о существуþщих станöиях и пpонуìеpуеì их:
k = 1, 2, ..., k0, ãäе k0 — общее ÷исëо у÷итываеìых
станöий. Пpеобpазуеì äоëãоту и øиpоту ìестопо-
ëожения станöий в пpяìоуãоëüные кооpäинаты по
известныì фоpìуëаì [9, §2.3]. Пpи этоì станöиþ k
обозна÷иì то÷кой с пpяìоуãоëüныìи кооpäинатаìи
(ξk, ηk). Обозна÷иì ìножество кооpäинат сущест-
вуþщих станöий

U = {(ξ, η) ∈ R2 : (ξ, η) = (ξk, ηk)

äëя некотоpоãо k}.

Как быëо сказано выøе, кажäый набоp (r, x0, y0, ϕ)
опpеäеëяет сетку T-я÷еек, и быëо бы иäеаëüно,
есëи бы пpи некотоpоì (хотя бы в оäноì) набоpе
(r, x0, y0, ϕ) все существуþщие станöии оказаëисü
в узëовых то÷ках тpеуãоëüников. Чтобы опpеäеëитü
степенü бëизости pаспоëожения станöии к иäеаëü-
ныì то÷каì, ввеäеì кpитеpий близости.

Обозна÷иì ìножество веpøин тpеуãоëüников
из сети T-я÷еек, соответствуþщее набоpу паpаìет-
pов (r, x0, y0, ϕ), 

V(r, x0, y0, ϕ) ⊂ R2.

Такиì обpазоì, иìееì äва ìножества äискpет-
ных то÷ек. Наøей öеëüþ явëяется нахожäение таких

паpаìетpов r *, , , , ÷тобы выпоëняëосü вëо-

жение U ⊂ V(r *, , , ).Pис. 1. Паpаметpы сетки Т-ячеек
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Оäнако пpостые пpиìеpы показываþт, ÷то
этоãо äости÷ü уäается не всеãäа. Пpеäпоëожиì,
÷то V0 ⊂ V (r, x0, y0, ϕ) — некотоpое ìножество,

а H(U, V0) — ìетpика Хаусäоpфа (сì. напpиìеp,

[10, с. 96]). В соответствии с поставëенной заäа÷ей

тpебуется найти такие зна÷ения r*, , , ϕ*, ÷тобы

äëя некотоpоãо поäìножества V0 ⊂ V(r*, , , ϕ*)

pасстояние H(U, V0) быëо уäовëетвоpитеëüно ìа-

ëыì. Такиì обpазоì, ìетpика Хаусäоpфа опpеäе-
ëяет некотоpый кpитеpий бëизости. Ниже ìы кон-
стpуктивно постpоиì функöионаë, основанный на
этой ìетpике.

Пустü (ξk, ηk) — кооpäинаты k-й станöии. Обо-
зна÷иì ρk(r, x0, y0, ϕ) евкëиäово pасстояние от то÷ки
(ξk, ηk) äо ìножества V(r, x0, y0, ϕ):

ρk(r, x0, y0, ϕ) = . (4)

Кpитеpий бëизости ввеäеì исхоäя из ìакси-
ìаëüноãо откëонения существуþщих станöий от
узëов ãенеpиpованной сети T-я÷еек:

ℜ(r, x0, y0, ϕ) = {ρk}. (5)

Иноãäа бывает поëезныì pассìатpиватü äpуãой
кpитеpий бëизости — суììаpное откëонение суще-
ствуþщих станöий от узëов ãенеpиpованной сети
T-я÷еек. Дëя этоãо äостато÷но суììиpоватü pас-
стояния ρk(r, x0, y0, ϕ) по всеì станöияì k:

ℜ(r, x0, y0, ϕ) = ρk. (6)

О÷евиäно, ÷еì бëиже pаспоëожение станöий к
иäеаëüныì, теì ìенüøе зна÷ение пpиниìает функ-
öионаë ℜ(r, x0, y0, ϕ) ((5) иëи (6)). Такиì обpазоì,
функöионаëы ℜ(r, x0, y0, ϕ) вступаþт в ка÷естве
кpитеpия близости станöий к иäеаëüноìу pаспо-
ëожениþ.

Тепеpü сфоpìуëиpуеì то÷нуþ постановку заäа÷и.
Тpебуется опpеäеëитü такое зна÷ение набоpа паpа-
ìетpов (r, x0, y0, ϕ), ÷тобы функöионаë ℜ(r, x0, y0, ϕ)
((5) иëи (6)) пpиниìаë наиìенüøее зна÷ение, т. е.
ℜ(r, x0, y0, ϕ) → min.

Так как функöионаë ℜ(r, x0, y0, ϕ) — поëожитеëü-
ный, о÷евиäно, поставëенная заäа÷а всеãäа иìеет
pеøение. Оäнако сëеäует отìетитü, ÷то таких pе-
øений ìожет бытü нескоëüко. В этоì сëу÷ае вы-
биpается оäна из систеì T-я÷еек, котоpая отве÷ает
ìаксиìаëüноìу зна÷ениþ r.

Как виäно из опpеäеëения функöионаëов (5) и
(6), они явëяþтся неäиффеpенöиpуеìыìи и ìно-
ãоэкстpеìаëüныìи. По этой пpи÷ине пpиìенение
ìетоäов ìиниìизаöии, основанных на ãpаäиенте
функöионаëа, затpуäнитеëüно. Поэтоìу äëя pеøе-
ния поставëенной заäа÷и ìы пpиìениëи пpостой
пеpебоp.

Алгоpитм pеализации

Дëя опpеäеëения pеãуëяpной сетки, соответст-
вуþщей (по pазìеpу и оpиентаöии) pаспоëожениþ
äействуþщих станöий теëевещания, пpеäëожен
аëãоpитì пеpебоpа по спиpаëи узëов сетки T-я÷еек
с пpовеpкой бëизости ìестопоëожения какой-то
станöии к текущеìу узëу.

1. Заäается pаäиус r = r0 + mΔr, ãäе Δr — øаã äис-
кpетизаöии, m = 0, 1, 2, ..., r ∈ [r0, r1].

2. Опpеäеëяþтся зна÷ения x0 := x0 + Δx и

y0 := y0 + Δу в пpеäеëах äопустиìых изìенений:

x0 ∈ [0, r], y0 ∈ , ãäе Δx и Δy — pазуìно по-

äобpанные øаãи äискpетизаöии.

3. Заäается ϕ := ϕ + Δϕ, ϕ ∈ 0, , и по фоp-

ìуëе (3) опpеäеëяется ìатpиöа пpеобpазования T.
Δϕ — øаã äискpетизаöии.

4. Пpи кажäоì i = 0, ±1, ±2, ... äëя кажäоãо
j = 0, ±1, ±2, ±3, ... опpеäеëяþтся то÷ки ( , )
по фоpìуëаì (1)—(2).

Дëя кажäоãо k ∈ {1, 2, ..., k0} опpеäеëяется

узëовая то÷ка ( , ), äëя котоpой äостиãается

. Этот узеë обозна÷а-

ется ( , ), и вы÷исëяется зна÷ение ρk по фоp-

ìуëе (4). По ìеpе пpоäоëжения pас÷ета составëя-

ется суììа ℜ(r, x0, y0, ϕ) = ρk иëи вы÷исëяется

ℜ(r, x0, y0, ϕ) = = {ρk}. Затеì все повтоpяется

äëя новоãо зна÷ения r, на÷иная с пункта 1.
Посëе завеpøения этих pас÷етов опpеäеëяется

наиìенüøее зна÷ение ℜ(r, x0, y0, ϕ). Такиì обpазоì,
поëу÷аеì набоp паpаìетpов (r, x0, y0, ϕ), опpеäе-
ëяþщий наибоëее поäхоäящуþ систеìу T-я÷еек с
оöенкаìи откëонения ìестоpаспоëожения стан-
öий от иäеаëüноãо поëожения. Как быëо указано
выøе, в сëу÷ае, есëи ìиниìаëüных ℜ(r, x0, y0, ϕ)
окажется нескоëüко, выбиpается оäин из набоpов
(r, x0, y0, ϕ) с наибоëüøиì зна÷ениеì r.

Pезультаты численных экспеpиментов

Сëеäует отìетитü, ÷то äëя пpовеäения ÷исëен-
ных экспеpиìентов быëа pазpаботана пpоãpаììа
"Petek", pаботаþщая в интеpактивноì pежиìе
(pис. 2). Пpоãpаììа иìеет опöии опpеäеëения кpи-
теpия бëизости по Хаусäоpфу иëи по суììаpноìу
откëонениþ, а также жесткой пpивязки сетки pаз-
ìещения к ìестопоëожениþ какой-то станöии.

Pезуëüтаты pас÷етов вывоäятся на ìонитоp в
ãpафи÷ескоì виäе. Пpи этоì на фоне ìасøтабиpо-
ванной систеìы T-я÷еек высве÷иваþтся pаспоëо-
жения äействуþщих станöий вещания. Вы÷исëен-
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ные зна÷ения вывоäятся в заãëавие фоpìы: зна÷ение
выбpанноãо кpитеpия бëизости, уãоë оpиентаöии и
хаpактеpный pазìеp сетки T-я÷еек.

Заключение

В статüе pассìотpена заäа÷а опpеäеëения стpук-
туpы сети назеìноãо вещания, связанная с необ-
хоäиìостüþ пеpевоäа существуþщих станöий те-
ëевещания на öифpовые техноëоãии. Пpеäëожен
аëãоpитì опpеäеëения ìест pазвеpтывания äëя но-
вых станöий вещания по стpуктуpе, основанной на
унивеpсаëüной ìоäеëи оäноpоäной pеãуëяpной сети.
Pазpаботана пpоãpаììа pас÷ета и визуаëизаöии pе-
зуëüтатов поиска наибоëее поäхоäящей по pазìеpу
и оpиентаöии pеãуëяpной тpеуãоëüной сетки, в ко-

тоpуþ наиëу÷øиì обpазоì вписы-
ваþтся существуþщие станöии те-
ëевещания.
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НИP и ОКP в аэpокосмических 

пpиложениях

Введение

Заäа÷а упpавëения пpоектаìи в сфеpе нау÷но-
иссëеäоватеëüских и опытно-констpуктоpских pа-
бот особенно актуаëüна äëя кpупных коpпоpаöий,
pаботаþщих в аэpокосìи÷еской отpасëи и выпус-
каþщих сëожные, инноваöионные, уникаëüные
техни÷еские изäеëия.

Оäной из саìых сеpüезных пpобëеì в упpавëе-
нии пpоектаìи явëяется пëаниpование твоp÷еских
pабот и pесуpсов пpеäпpиятия. Дëя тоãо ÷тобы бытü
успеøныìи на совpеìенноì ãëобаëüноì pынке,
эти пpеäпpиятия äоëжны пpеäеëüно консоëиäиpо-
ватü все твоp÷еские, воëевые и äpуãие ëи÷ностные
pесуpсы ëþäей. Оäин из поäхоäов к pеøениþ этой
заäа÷и связан с pазвитиеì интеpсубъективной тео-

pии упpавëения коëëективаìи ëþäей, в котоpых
особуþ pоëü пpиобpетаþт ëиäеpы-актоpы, способ-
ные бpатü на себя ответственностü и пpоявëятü со-
öиаëüнуþ саìооpãанизаöиþ [1].

Дëя пëаниpования pаботы актоpов нужны новые
ìетоäы, тpебуþщие изìенения поäхоäов к пëани-
pованиþ, напpиìеp, новые заäа÷и ìоãут выpаба-
тыватüся и ставитüся "снизу", а не "свеpху", как это
пpивыкëи äеëатü на÷аëüники; испоëнитеëü поëу-
÷ает пpаво выбиpатü и ìенятü паpаìетpы заäа÷и;
пëан ìожет ìноãокpатно изìенятüся и соãëасовы-
ватüся в те÷ение äня; в зависиìости от pазвития
ситуаöии ìеняется pаспpеäеëение pесуpсов; опëата
кажäоãо испоëнитеëя назна÷ается по pезуëüтатаì
выпоëненной pаботы с у÷етоì внутpеннеãо pынка
пpеäпpиятия, важности заäа÷ и т. ä.

На текущий ìоìент существует ìножество тpа-
äиöионных ìетоäов и сpеäств пëаниpования pесуp-
сов (Microsoft Project, PrimaVera и äp.), оäнако они
оpиентиpованы на кëасси÷еские öентpаëизован-
ные, иеpаpхи÷еские поäхоäы "свеpху вниз" и не обес-
пе÷иваþт соãëасованнуþ, откpытуþ к изìененияì,
аäаптивнуþ и ãибкуþ pаботу в pеаëüноì вpеìени.

В äанной статüе автоpы пpеäëаãаþт ìетоä аäап-
тивноãо пëаниpования pесуpсов äëя pеøения заäа÷и
упpавëения пpоектаìи НИP и ОКP, котоpый pеаëи-
зует важные пpинöипы pассìатpиваеìоãо интеp-
субüективноãо поäхоäа на основе ìуëüтиаãентных
техноëоãий, поëу÷аþщих в посëеäнее вpеìя все
боëüøее pазвитие и пpиìенение äëя упpавëения
pесуpсаìи в pеаëüноì вpеìени [2—3].

1. Обзоp существующих методов планиpования

Пëаниpование пpоектов в настоящее вpеìя —
øиpоко востpебованная и стpеìитеëüно pазвиваþ-
щаяся отpасëü автоìатизаöии. Оäнако, в сущно-
сти, заäа÷а пëаниpования пpоектов — это pаспpе-
äеëение заäа÷ и отäеëüных pабот по испоëнитеëяì,
÷то ìатеìати÷ески эквиваëентно заäа÷е постpоения
пpоизвоäственных пëанов пpеäпpиятий. Поэтоìу
ìетоäы, äавно pазвиваþщиеся äëя пëаниpования
пpоизвоäства и постpоения пpоизвоäственных pас-
писаний, с успехоì ìоãут пpиìенятüся и к заäа÷аì
пëаниpования пpоектов. В настоящее вpеìя такие
систеìы пëаниpования pазвиваþтся в äвух напpав-
ëениях — тpаäиöионноì öентpаëизованноì и äе-
öентpаëизованноì.

Тpаäиöионное öентpаëизованное пëаниpование
основано на ìощных ìатеìати÷еских ìетоäах: ëи-
нейноì и неëинейноì пpоãpаììиpовании, ìате-
ìати÷ескоì и äинаìи÷ескоì пpоãpаììиpовании,
äискpетной оптиìизаöии, пpоãpаììиpовании в оã-
pани÷ениях, ìетоäах AI-нейpосетей, ãенети÷еских
аëãоpитìах.

Неäостатки öентpаëизованноãо пëаниpования —
äетеpìиниpованностü и сëожностü у÷ета быстpо-
ìеняþщихся усëовий, отсутствие äостовеpной ин-
фоpìаöии о текущей ситуаöии, потеpя аäекватно-
сти pасписаний с те÷ениеì вpеìени, ÷то обусëов-

Pассматpивается метод адаптивного планиpования
для упpавления пpоектами НИP и ОКP в аэpокосмических
пpиложениях, основанный на использовании мультиагент-
ных технологий.

Ключевые слова: упpавление пpоектами, научно-иссле-
довательские и опытно-констpуктоpские pаботы, адап-
тивное планиpование, мулътиагентные технологии, pеаль-
ное вpемя
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ëено пpинöипиаëüно неäостато÷ной äостовеpностüþ
исхоäных äанных и сëожностüþ систеì, состоя-
щих из боëüøоãо ÷исëа поäсистеì.

Пpеоäоëение этих неäостатков возìожно за с÷ет
испоëüзования pаспpеäеëенноãо поäхоäа, в ÷аст-
ности, ìуëüтиаãентноãо поäхоäа к пëаниpованиþ.

1.1. DCOP-алгоpитмы

Distributed Constraint Optimization Problem (DCOP) —
это ìатеìати÷еская äисöипëина, описываþщая тео-
pиþ пpиìенения аãентов к заäа÷аì оптиìизаöии с
pаспpеäеëенныìи оãpани÷енияìи. DCOP явëяется
обобщениеì ìетоäоëоãии оптиìизаöия с оãpани-
÷енияìи (Constaraint optimization problem (COP))
пpиìенитеëüно к pаспpеäеëенныì систеìаì [4].

За посëеäние 10 ëет pазpаботан pяä базовых аë-
ãоpитìов — Asynchronous Distributed Constraint Opti-
mization (ADOPT), Optimal Asynchronous Partial Overlay
(OptAPO), Distributed Pseudo-tree Optimization (DPOP),
Asynchronous Backtracking (ABT), котоpые у÷итываþт
сетевуþ стpуктуpу заäа÷и. Общий пpинöип таких
аëãоpитìов — äеöентpаëизаöия в пpинятии pеøе-
ний, äинаìи÷еский хаpактеp фоpìиpуþщихся pе-
øений и постепенное стpеìëение к pавновесиþ,
коãäа пpи наëи÷ии внеøних возäействий ìуëüти-
аãентная систеìа нахоäит новое поëожение pавно-
весия. Пpакти÷ески все äеöентpаëизованные аëãо-
pитìы пpиìеняþт "возвpат" (backtracking, ABT-
аëãоpитìы), коãäа путеì обìена сообщенияìи
некотоpые аãенты поëу÷аþт пpотивоpе÷ия в оãpа-
ни÷ениях, всëеäствие ÷еãо пpоисхоäит возвpат к
пpеäыäущеìу состояниþ заäа÷и и коppектиpовка pе-
øения. Аëãоpитìы pазëи÷аþтся также по способу
постpоения pеøения. Пpи испоëüзовании поäхоäа
"свеpху вниз" (ADOPT-аëãоpитì) заäа÷а äекоìпо-
зиpуется на боëее пpостые поäзаäа÷и, котоpые за-
теì pеøаþтся аãентаìи. Соãëасно äpуãоìу поäхоäу
(OptAPO) pеøения стpоятся "снизу ввеpх", а затеì
сëиваþтся непpотивоpе÷ивыì обpазоì. Часто ис-
поëüзуется ìеханизì "pаспpостpанения оãpани÷е-
ний впеpеä". Оäнако неäостаткоì pаспpеäеëенных
аëãоpитìов явëяется экспоненöиаëüный pост ëибо
÷исëа сообщений, котоpыìи обìениваþтся аãен-
ты, ëибо их объеìа [5, 6].

1.2. Pоевая оптимизация в задачах планиpования

Оäниì из совpеìенных ìноãообещаþщих на-
пpавëений в пpоизвоäственноì пëаниpовании яв-
ëяется пpиìенение ìетафоpы "pоя" аãентов (Parti-
cle Swarm Optimization (PSO)). Pоевая оптиìизаöия
(PО) — это эвpисти÷еские ìетоäы, постpоенные по
анаëоãии с соöиаëüныì повеäениеì и коììуника-
öияìи в пpиpоäных объектах, напpиìеp, стаях
птиö иëи pыб, коëониях ìуpавüев иëи п÷еë. Ин-
фоpìаöия о состоянии аãентов pоя, называеìых
в äанной интеpпpетаöии "÷астиöаìи", pаспpостpа-
няется ÷еpез взаиìоäействия ìежäу всеìи аãентаìи
и позвоëяет найти ëу÷øее состояние аãента в пpо-

стpанстве состояний. В PО кажäая "÷астиöа" äви-
жется ÷еpез ìноãоìеpное пpостpанство с некотоpой
"скоpостüþ", котоpая постоянно ìеняется, пpивоäя
к изìененияì поëожения в пpостpанстве состоя-
ний. Изìенения скоpости и поëожения зависят от
зна÷ения öеëевой функöии конкpетноãо аãента и
состояния сосеäних аãентов. Аãент-"÷астиöа" äви-
жется от своей наиëу÷øей пpеäыäущей позиöии
к наиëу÷øей позиöии сpеäи всех "÷астиö" pоя. PО
пpеäпоëаãает, как и все эвpисти÷еские аëãоpитìы,
наëи÷ие свобоäных настpаиваеìых паpаìетpов,
напpиìеp, коэффиöиентов связи в конкpетной то-
поëоãии систеìы [7—9]. 

1.3. Pыночный подход

Наибоëее øиpокое pаспpостpанение в ìуëüтиа-
ãентноì пëаниpовании поëу÷иë pыно÷ный поäхоä,
в котоpоì аãенты pабот и аãенты pесуpсов посpеä-
ствоì обìена сообщенияìи у÷аствуþт в своеоб-
pазных тоpãах, в pезуëüтате котоpых äинаìи÷ески
стpоится pасписание, выãоäное всеì у÷астникаì.

Pаспpеäеëенное (äеöентpаëизованное) пëани-
pование основано на сëеäуþщих пpинöипах, вы-
поëнение котоpых пpивоäит к äостижениþ Паpе-
то-оптиìаëüности:
� аãенты, стpеìящиеся к своей выãоäе, созäаþт

pеøения с ëокаëüной, ÷астной инфоpìаöией
без äетаëüных свеäений о ÷астной инфоpìаöии
и о стpатеãиях äpуãих аãентов;

� äанные, котоpыìи обìениваþтся аãенты, äоëжны
бытü ìиниìаëüно необхоäиìыìи;

� pезуëüтат äоëжен äостиãатüся за pазуìное вpеìя
с pазуìныìи вы÷исëитеëüныìи затpатаìи;

� есëи аãент ìожет уëу÷øитü свое состояние без
ущеpба äëя äpуãих аãентов, он äеëает это.
Pыно÷ный поäхоä (напpиìеp, ÷еpез ìаксиìиза-

öиþ пpибыëи кажäоãо аãента иëи, в боëее сëожноì
сëу÷ае, ÷еpез аукöионы) впоëне способен обеспе-
÷итü эти усëовия. Pынки по своей пpиpоäе äеöентpа-
ëизованы. Аãенты пpиниìаþт pеøения о заявках и
öенах, сообpазуясü со своиì собственныì пpеäстав-
ëениеì. Объеì сообщений оãpани÷ивается заяв-
каìи, öенаìи и pыно÷ныì ìеханизìоì соãëасова-
ния, в pезуëüтате котоpоãо аãенты ìоãут пpихоäитü
к взаиìопpиеìëеìоìу соãëаøениþ, ÷то в иäеаëе
пpивоäит к pавновесиþ и Паpето-оптиìаëüности.
В ìуëüтиаãентных систеìах (МАС) испоëüзуþтся
pаспpеäеëенные pыно÷ные ìеханизìы, свойства
аãентов настpаиваþтся ÷еpез атpибуты на конкpет-
нуþ пpеäìетнуþ обëастü.

В МАС pеаëизуется возìожностü заäатü пpак-
ти÷ески ëþбуþ ëоãику выбоpа äействий аãента на
основании еãо виpтуаëüной пpибыëи в систеìе
"тоpãов" за pесуpсы [10].

Муëüтиаãентные систеìы, пpиìеняþщие "pы-
но÷ный" поäхоä к пëаниpованиþ, обëаäаþт наи-
боëüøиì потенöиаëоì äëя pеаëизаöии в pаспpеäе-
ëенных систеìах пëаниpования пpоектной äея-
теëüности в pежиìе pеаëüноãо вpеìени.
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2. Метод адаптивного планиpования pесуpсов

Пpеäëаãаеìый ìетоä аäаптивноãо пëаниpова-
ния состоит в тоì, ÷тобы ìоäеëиpоватü пpоöесс
pаспpеäеëения pесуpсов и постpоения сëожных
pасписаний ÷еpез сопpяженное взаиìоäействие в
сетях потpебностей и возìожностей (ПВ-сетях)
у÷астников этоãо пpоöесса, котоpые по опpеäеëе-
ниþ иìеþт pазëи÷ные öеëи, пpеäпо÷тения и оãpа-
ни÷ения [11—13].

Пpи этоì кажäый у÷астник пpоöесса пëаниpо-
вания обëаäает потpебностяìи (напpиìеp, заäа÷а
хо÷ет бытü успеøно запëаниpованной с у÷етоì оã-
pани÷ений пpоекта) и возìожностüþ (напpиìеp,
испоëнитеëü обëаäает уìенияìи äëя выпоëнения
заäа÷и). В pезуëüтате кажäой потpебности иëи воз-
ìожности pеаëüноãо ìиpа упpавëения пpоектаìи
НИP и ОКP ìожет бытü поставëен в соответствие
пpоãpаììный аãент. Пpоãpаììные аãенты, спо-
собные äействоватü от ëиöа и по поpу÷ениþ pесуp-
сов, пpеäставëяþщих потpебности и возìожности,
в итоãе фоpìиpуþт ПВ-сети.

Важныì äостоинствоì этой техноëоãии в пëа-
ниpовании и оптиìизаöии pесуpсов явëяется воз-
ìожностü аäаптивноãо постpоения и испоëнения
пëанов, коãäа пëан не стpоится всякий pаз заново
пpи возникновении новых событий, как это äеëа-
ется в кëасси÷еских ìетоäах оптиìизаöии, а тоëüко
коppектиpуется по ìеpе появëения событий в pе-
аëüноì вpеìени.

Такая аäаптаöия осуществëяется непpеpывно
путеì выявëения конфëиктов в pасписаниях, пpо-
веäения пеpеãовоpов и äостижения коìпpоìиссов
ìежäу аãентаìи потpебностей и возìожностей на
виpтуаëüноì pынке, ÷то позвоëяет систеìе pабо-
татü в pеаëüноì вpеìени. Постоянный поиск соот-
ветствий и пеpесìотp связей ìежäу сопpяженныìи
паpныìи эëеìентаìи — аãентаìи потpебностей и
возìожностей — позвоëяет стpоитü pасписание
как "неустой÷ивое pавновесие", ëеãко изìеняеìое
в pеаëüноì вpеìени.

Аãенты потpебностей и возìожностей ìоãут как
конкуpиpоватü на виpтуаëüноì pынке систеìы, так
и коопеpиpоватüся (напpиìеp, äва испоëнитеëя
ìоãут конкуpиpоватü за оäну небоëüøуþ заäа÷у
иëи, наобоpот, оäна боëüøая заäа÷а ìожет тpебо-
ватü нескоëüких испоëнитеëей).

Сëожностü ìоäеëи ПВ-сети увеëи÷ивается как с
pостоì ÷исëа типов пpоãpаììных аãентов, пpеä-
ставëяþщих pазнообpазные интеpесы, пpеäпо÷те-
ния и оãpани÷ения pазëи÷ных у÷астников, необхо-
äиìых äëя pеøения заäа÷и, так и с возpастаниеì
÷исëа возìожных пpотокоëов взаиìоäействий ìе-
жäу аãентаìи pазных типов.

Метоä сопpяженных взаиìоäействий äëя поääеpж-
ки ПВ-сетей pеаëизуется сëеäуþщиì обpазоì [12]:

� фиксиpуется ìножество сопpяженных (в общеì
сëу÷ае неоäноpоäных) эëеìентов систеìы
(аãентов), кажäый из котоpых обëаäает опpеäе-

ëенныìи возìожностяìи и потpебностяìи в
äpуãих pесуpсах;

� описываþтся инäивиäуаëüные öеëи и кpитеpии
пpинятия pеøения всеìи аãентаìи, а также их
пpеäпо÷тения и оãpани÷ения;

� опpеäеëяþтся пpавиëа и пpотокоëы (pеãëаìенты)
сопpяженных взаиìоäействий ìежäу аãентаìи,
позвоëяþщие выявëятü конфëикты и нахоäитü
коìпpоìиссы ìежäу эëеìентаìи пpи установ-
ëении связей;

� с поìощüþ спеöиаëüных инстpуìентаëüных
сpеäств пpоãpаììиpования pазpабатывается ìуëü-
тиаãентная систеìа ìоäеëиpования сопpяжен-
ных взаиìоäействий;

� с поìощüþ этой систеìы стpоится пеpвона÷аëü-
ная ПВ-сетü, опpеäеëяþщая соответствуþщее
pаспpеäеëение pесуpсов;

� есëи состояние pесуpсов иëи потpебности в них
изìеняþтся с пpихоäоì новых событий, то ПВ-
сетü пеpестpаивается в öеëях pазpеøения кон-
фëиктов, пpи÷еì тоëüко в той ÷асти, котоpая не-
посpеäственно связана с изìененияìи;

� pабота систеìы завеpøается, есëи аãенты ПВ-
сети не ìоãут изìенитü свое состояние иëи за-
кон÷иëосü вpеìя, отпущенное на pеøение заäа-
÷и пëаниpования.
Пpеäëаãаеìый ìетоä, описанный выøе, во ìно-

ãоì интеãpиpует наибоëее совpеìенные иäеи опти-
ìаëüноãо пëаниpования, pеаëизуеìоãо в ìетаэвpи-
стиках, факти÷ески созäавая сpеäу конкуpиpуþщих
и коопеpиpуþщихся аëãоpитìов (аãентов). Дан-
ный ìетоä оказывается пpиìениì к äинаìи÷еско-
ìу пëаниpованиþ pесуpсов ëþбой пpиpоäы [2—3].

Pассìотpиì pазвитие ìетоäа сопpяженных взаи-
ìоäействий äëя äинаìи÷ескоãо пëаниpования не-
скоëüких пpоизвоëüных заäа÷ на оäноãо испоëни-
теëя, пëан котоpоãо выстpаивается по ìеpе посту-
пëения заказов в pеаëüноì вpеìени.

Пpиìенитеëüно к заäа÷е пëаниpования пpоек-
тов НИP и ОКP ìожно выäеëитü сëеäуþщий пе-
pе÷енü основных аãентов:
� аãент pуковоäитеëя пpоекта — отве÷ает за пpеä-

по÷тения и оãpани÷ения пpоекта в öеëоì, а так-
же созäает аãентов отäеëüных заäа÷, котоpые ав-
тоноìно пëаниpуþтся, но соãëасовываþт свои
pеøения с аãентоì пpоекта, и иìеет сëеäуþщие
хаpактеpистики: 
� тип — аãент потpебности; 
� öеëü — бытü выпоëненныì с заäанныì ка÷е-

ствоì, в указанные сpоки, в pаìках бþäжета
и с ìиниìаëüныì pискоì; 

� пpеäпо÷тения и оãpани÷ения: äëя выпоëнения
пpоекта тpебуþтся pесуpсы (испоëнитеëи)
конкpетной спеöиаëизаöии и кваëификаöии;

� аãент заäа÷и, соответствуþщий pазëи÷ныì за-
äа÷аì ÷астноãо пëан-ãpафика;

� аãент испоëнитеëя, соответствуþщий pазëи÷-
ныì типаì pесуpсов поäpазäеëения (испоëни-
теëей), со сëеäуþщиìи хаpактеpистикаìи: 
� тип — аãент возìожности;
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� öеëü — бытü ìаксиìаëüно заãpуженныì,
иìетü ìаксиìаëüнуþ опëату, поëу÷атü заäа-
÷и соãëасно своеìу инäивиäуаëüноìу пëану
pазвития и т. ä.;

� пpеäпо÷тения и оãpани÷ения: äëитеëüностü
pаботы (напpиìеp, восüìи÷асовой pабо÷ий
äенü), возìожностü свеpхуpо÷ных pабот, ка-
ëенäаpü pаботы и т. ä.;

� аãент pуковоäитеëя поäpазäеëения, стаpаþще-
ãося pавноìеpно заãpузитü своих поä÷иненных
и пеpестpаиватü pасписание в сëу÷ае выявëения
"узких ìест" на пpоекте.
Заìетиì, ÷то есëи аãент заäа÷и явëяется аãен-

тоì потpебности, то аãент опеpаöии, вхоäящей в
состав заäа÷и, котоpый выпоëняет äаннуþ опеpа-
öиþ в pасписании испоëнитеëя, явëяется аãентоì
pесуpса (в äанноì сëу÷ае сëота вpеìени).

Основные пpинöипы пpеäëаãаеìоãо ìетоäа
аäаптивноãо пëаниpования пpоектов НИP и ОКP
ìоãут бытü сфоpìуëиpованы сëеäуþщиì обpазоì:
� кажäый пpоект, заäа÷а и испоëнитеëü поëу÷аþт

своеãо пpоãpаììноãо аãента, у котоpоãо веäется
свое pасписание;

� аãент заäа÷и поëу÷ает тpебования и оãpани÷е-
ния на пëаниpование от аãента пpоекта;

� аãент заäа÷и на÷инает пëаниpование путеì по-
иска необхоäиìых еìу pесуpсов в сöене (сöена —
объектная ìоäеëü äанных, отpа-
жаþщая пëан оpãанизаöии, кото-
pая описывает текущуþ ситуа-
öиþ в поäpазäеëении, а иìенно,
какой сотpуäник какие pаботы
и в какое вpеìя пëаниpует ис-
поëнятü);

� есëи поäхоäящие pесуpсы (ис-
поëнитеëи) заняты, то фиксиpу-
ется конфëикт и на÷инаþтся пе-
pеãовоpы по еãо pазpеøениþ
путеì пеpеìещения заäа÷ на
äpуãое вpеìя иëи äpуãих испоë-
нитеëей;

� в хоäе пеpеãовоpов возìожны
ваpианты: новая заäа÷а буäет на-
зна÷ена на ìенее поäхоäящий
pесуpс (испоëнитеëя), пpеäыäу-
щая заäа÷а буäет пеpеназна÷ена
иëи сäвинется;

� pеøаþщиì пpавиëоì äëя изìене-
ния пëана по событиþ явëяется
усëовие, по котоpоìу суììа
всех уëу÷øений äоëжна пpевос-
хоäитü суììу всех ухуäøений,
вызванных новыì событиеì;

� äаже посëе pеøения своей заäа-
÷и кажäый аãент не останавëи-
вается и пpоäоëжает пытатüся
уëу÷øитü свое поëожение. 
Pассìотpиì pаботу пpеäëаãае-

ìоãо ìетоäа аäаптивноãо пëаниpо-
вания на пpиìеpе.

3. Пpимеp pаботы метода
адаптивного планиpования pесуpсов

На pис. 1 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) показа-
но исхоäное pасписание: заäа÷и № 1, № 2 и № 3
äоëжны выпоëнятüся в pаìках оäноãо пpоекта
(äанные заäа÷и обозна÷ены оäниì öветоì и соеäи-
нены ëинией). Pассìотpиì событие — появëение
заäа÷и № 4, котоpая äоëжна бытü выпоëнена в ука-
занный пеpиоä (t1, t3), пpи этоì наибоëее поäхо-
äящиì pесуpсоì явëяется pесуpс № 1.

Pассìотpиì пpиìеp пеpеãовоpов аãентов äëя
pеøения этой заäа÷и. Схеìа пеpеãовоpов аãентов
пpеäставëена на pис. 2. На äиаãpаììе стpеëки обо-
зна÷аþт пеpеäа÷у сообщений аãентаì, фиãуpы —
äействия аãентов.

В на÷аëüной ситуаöии созäаþтся (пpобужäаþтся)
аãенты заäа÷ № 4 и № 3, аãенты pесуpсов № 1 и № 2
и аãент пpоекта. Аãент заäа÷и № 4 запpаøивает из
сöены список äоступных pесуpсов. В pезуëüтате он
опpеäеëяет äва äоступных pесуpса, уäовëетвоpяþ-
щих еãо тpебованияì. Аãент заäа÷и № 4 запpаøи-
вает у кажäоãо аãента pесуpса поäтвеpжäение воз-
ìожности выпоëнения заäа÷и.

Пpоöесс опpоса ìожет пpоисхоäитü как посëе-
äоватеëüно и синхpонно, так и паpаëëеëüно и асин-
хpонно, ÷то особенно важно пpи наëи÷ии нескоëü-

Pис. 2. Пеpеговоры агентов



62 Мехатроника, автоматизация, управление, № 5, 2013

ких äоступных пpоöессоpов и возìожностей äëя
паpаëëеëüной обpаботки пpоöессов пëаниpования.

Поëу÷ив запpос от аãента заäа÷и, аãенты pесуp-
сов пpовоäят внутpенний анаëиз возìожности вы-
поëнитü заäа÷у № 4. Анаëиз возìожности выпоë-
нения ìожет вкëþ÷атü в себя как пpовеpку наëи÷ия
необхоäиìых навыков у испоëнитеëя, так и боëее
сëожнуþ ëоãику, напpиìеp, заинтеpесованностü
äанноãо испоëнитеëя в pаботе, наëи÷ие необхоäи-
ìоãо обоpуäования иëи ìатеpиаëа и т. ä. Пpи этоì
на äанноì этапе не выпоëняется анаëиз pасписа-
ния pесуpса, ÷то позвоëяет пpеäотвpатитü ëиøние
пеpеãовоpы, есëи pесуpс не уäовëетвоpяет тpебова-
нияì. Боëее тоãо, аãент заäа÷и ìожет отпpавитü та-
кое сообщение ëиøü äëя фоpìиpования на÷аëüноãо
списка pесуpсов, с котоpыìи буäет вестисü посëе-
äуþщий äиаëоã. В pезуëüтате pаботы внутpенней
ëоãики аãент pесуpса посыëает ответное сообщение
аãенту заäа÷и. Так, в наøеì пpиìеpе аãент pесуpса
№ 1 соãëасиëся выпоëнитü заäа÷у № 4, а аãент pе-
суpса № 2 — нет.

Коãäа аãент заäа÷и поëу÷ает ответное сообще-
ние от аãента pесуpса, он фоpìиpует список потен-
öиаëüных pесуpсов äëя пëаниpования. На äанноì
этапе аãент заäа÷и ìожет обpаботатü список pесуp-
сов такиì обpазоì, ÷тобы искëþ÷итü завеäоìо не-
оптиìаëüные ваpианты, напpиìеp, есëи текущей
öеëüþ аãента заäа÷и явëяется скоpейøее завеpøе-
ние, а pесуpс буäет выпоëнятü äаннуþ pаботу äоëü-
øе остаëüных, то взаиìоäействие с ниì буäет пpо-
исхоäитü в посëеäнþþ о÷еpеäü.

В pассìатpиваеìой ситуаöии аãент заäа÷и № 4
pеøает взаиìоäействоватü тоëüко с аãентоì pесуp-
са № 1. Дëя сëеäуþщеãо øаãа пëаниpования аãент
заäа÷и посыëает аãенту pесуpса запpос на pазìеще-
ние заäа÷и в пëан pесуpса. Данный запpос ìожет
бытü паpаìетpизованныì, напpиìеp, указаниеì
интеpваëов äат на÷аëа и окон÷ания pабот.

Поëу÷ив запpос на pазìещение в pасписании,
аãент pесуpса № 1 выпоëняет анаëиз pасписания.
Пpоöесс анаëиза pасписания закëþ÷ается в поиске
ìест pазìещения, котоpые уäовëетвоpяþт интеpе-
саì и заäа÷и, и pесуpса. В общеì сëу÷ае pезуëüта-
тоì анаëиза pасписания явëяется список возìожных
ìест pазìещения с указаниеì конфëиктов и äо-
поëнитеëüных хаpактеpистик. Данный список от-
сыëается в ответ аãенту заäа÷и.

Коãäа аãент заäа÷и поëу÷ает ответ, он еãо анаëи-
зиpует и выбиpает поäхоäящие ваpианты. Есëи ва-
pиант pазìещения соäеpжит инфоpìаöиþ о возìож-
ноì конфëикте с äpуãой заäа÷ей, аãент на÷инает
вести пеpеãовоpы с ней. Возìожныì конфëиктоì
буäеì с÷итатü ситуаöиþ, пpи котоpой pазìещение
заäа÷и в äанной то÷ке пëана пpивеäет к наpуøе-
ниþ баëанса интеpесов, pанее äостиãнутоãо путеì
пеpеãовоpов. Так как текущий пëан постpоен аäап-
тивно путеì пеpеãовоpов, еãо изìенение необхо-
äиìо соãëасоватü со всеìи у÷астникаìи, котоpые

ìоãут бытü вовëе÷ены в ожиäаеìое пеpестpоение
пëана. В наøеì сëу÷ае ваpиант pазìещения соäеp-
жит инфоpìаöиþ о возìожноì конфëикте с заäа-
÷ей № 3. Дëя pеøения этой пpобëеìы аãент заäа÷и
№ 4 вступает с ней в пеpеãовоpы.

Аãент заäа÷и № 4 посыëает аãенту заäа÷и № 3
сообщение с пpеäëожениеì сäвинутüся впpаво на
интеpваë вpеìени (t3—t2), посëе ÷еãо аãент заäа÷и
№ 3 на÷инает пpоöесс анаëиза. Аãент заäа÷и ìожет
обëаäатü äостато÷но сëожной ëоãикой pазpеøения
конфëикта, в соответствии с котоpой аãенту ìоãут
потpебоватüся пеpеãовоpы с äpуãиìи у÷астникаìи.
Так, аãент заäа÷и № 3 запpаøивает у аãента пpо-
екта, в состав котоpоãо вхоäит эта заäа÷а, успеет ëи
пpоект завеpøитüся в сpок. В pезуëüтате внутpен-
неãо анаëиза аãент пpоекта äает отpиöатеëüный от-
вет. Это побужäает аãента заäа÷и № 3 искатü äpуãое
pеøение. Такиì pеøениеì явëяется повтоpный
поиск ìест pазìещения в pасписании. В pезуëüтате
äиаëоãа аãент заäа÷и № 3 нахоäит ìесто на pесуpсе
№ 2, пpи÷еì в то же вpеìя, ÷то озна÷ает pазpеøе-
ние конфëикта.

В общеì сëу÷ае ëоãика pазpеøения конфëиктов
ìожет бытü боëее сëожной и пpохоäитü в нескоëü-
ко pаунäов пеpеãовоpов. Напpиìеp, пpи испоëüзо-
вании pыно÷ноãо поäхоäа, pассìотpенноãо выøе,
аãенты ìоãут пpовоäитü виpтуаëüный аукöион за
пpаво бытü запëаниpованныìи на pесуpсе в нуж-
ное вpеìя.

Пеpеãовоpы закан÷иваþтся теì, ÷то аãенты за-
äа÷ № 3 и № 4 посыëаþт утвеpäитеëüное сообще-
ние pесуpсаì о pазìещении заäа÷ в их пëане.

В äанноì пpиìеpе ìы pассìотpеëи активнуþ
фазу пëаниpования в ответ на появëение новой за-
äа÷и. Оäнако изìенение пëана ìожет изìенитü об-
щуþ ситуаöиþ и теì саìыì возбуäитü новые собы-
тия. Напpиìеp, pазìещение заäа÷и на äpуãоì pесуpсе
ìожет пpивести к изìенениþ суììаpной заãpу-
женности pесуpса, тоãäа аãент поäpазäеëения äоë-
жен pеøитü эту пpобëеìу.

Итоãовый пëан пpеäставëен на pис. 3 (сì. тpетüþ
стоpону обëожки).

Такиì обpазоì, пëан стpоится как äинаìи÷еская
сетü (pавновесие) аãентов заäа÷, котоpые веäут пе-
pеãовоpы о своеì поëожении в pасписании и пëа-
ниpуþт своþ pаботу за с÷ет сäвиãов и "пеpескоков",
äопустиìых откëонений ìоìентов на÷аëа выпоë-
нения заäа÷ от пpеäпо÷итаеìоãо вpеìени, а также
взаиìозависиìостей ìежäу заäа÷аìи, напpиìеp,
опpеäеëенной посëеäоватеëüности выпоëнения за-
äа÷. Аãент заäа÷и буäет пытатüся уëу÷øитü свои
позиöии пpо-активно иëи äинаìи÷ески изìенятü
связи в сëу÷ае непpеäвиäенных событий.

Пpи этоì äëя pазpеøения конфëиктов, котоpые
ìоãут возникнутü на этоì у÷астке, изìенения ìоãут
затpаãиватü сосеäних испоëнитеëей, вноситü изìе-
нения в pаботу сосеäних отäеëов и т. ä. Такиì обpа-
зоì, ãpафик pабот не буäет пеpестpоен поëностüþ,
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изìенения буäут ìаксиìаëüно ãибко встpоены в
список уже существуþщих pабот. Такой поäхоä
позвоëяет эконоìитü вpеìя на изìенение пëана,
внося испpавëения в отäеëüные еãо ÷асти и не за-
тpаãивая ãpафик ãëобаëüно.

Заìетиì, ÷то такой поäхоä уäобен äëя посëе-
äуþщей поëуавтоìати÷еской (иëи поëуpу÷ной) äо-
pаботки пëана пpи необхоäиìости, коãäа не быëо
возìожности у÷естü какие-ëибо скpытые фактоpы.
Лþбое äействие поëüзоватеëя ìожет вызыватü öе-
ëуþ öепо÷ку изìенений, котоpая в посëеäуþщеì
позвоëяет автоìати÷ески äоpаботатü pасписание.

4. Pеализация метода адаптивного планиpования 
pесуpсов для pешения задачи

упpавления пpоектами НИP и ОКP

Pазpаботанный ìетоä наøеë pеаëизаöиþ в ин-
теëëектуаëüной систеìе упpавëения пpоектаìи НИP
и ОКP äëя аэpокосìи÷еских пpиëожений. Pазpа-
ботанная систеìа пëаниpования позвоëяет pеаãи-
pоватü на события изìенения заäа÷, pесуpсов, пpо-
ектов в pеаëüноì вpеìени [14].

Дëя оöенки эффективности pаботы pазpаботан-
ноãо ìетоäа аäаптивноãо пëаниpования быëо пpо-
веäено иссëеäование зависиìости вpеìени обpа-
ботки событий от ÷исëа событий.

Дëя пpовеäения иссëеäования быëи сäеëаны
сëеäуþщие äопущения:
� все pесуpсы ìоãут выпоëнятü ëþбые заäа÷и; 
� все pесуpсы поëностüþ äоступны;
� все заäа÷и иìеþт оäинаковуþ äëитеëüностü;
� все заäа÷и иìеþт оäинаковый пpиоpитет;
� все пpоекты состоят из оäинаковоãо ÷исëа заäа÷; 
� сpоки пpоектов не установëены (сëу÷айны).

Поä событиеì поступëения пpоекта буäеì по-
ниìатü появëение необхоäиìости пëаниpования
pесуpсов äëя äанноãо пpоекта, состоящеãо из на-
боpа посëеäоватеëüно связанных ìежäу собой за-
äа÷. Связü озна÷ает, ÷то äëя выпоëнения посëе-
äуþщей заäа÷и необхоäиìо завеpøение выпоëне-
ния пpеäыäущей заäа÷и пpоекта.

Моäеëüный экспеpиìент быë пpовеäен пpи
сëеäуþщих усëовиях:
� ìоäеëиpоваëи поступëение события пëаниpова-

ния новоãо пpоекта из 10 поäзаäа÷; 
� pассìатpиваëи вpеìя обpаботки события пpи

pазëи÷ноì коëи÷естве pесуpсов;
� экспеpиìент пpовоäиëи на общеì поëе из

500 заäа÷.
Поëу÷енный ãpафик пpеäставëен на pис. 4 (сì.

тpетüþ стоpону обëожки).
Экспеpиìент показаë, ÷то с увеëи÷ениеì пëот-

ности пëана вpеìя обpаботки возpастает äо опpе-
äеëенноãо пpеäеëа, посëе котоpоãо все посëеäуþ-
щие события обpабатываþтся быстpее из-за сокpа-
щения ÷исëа возìожных опöий соãëасования
pеøений.

Даëüнейøее pазвитие ìетоäа пpеäпоëаãает вве-
äение ìеханизìов внутpенней саìоpеãуëяöии
аãентов пpи постpоении pасписаний.

Выводы

В статüе pассìотpены существуþщие ìетоäы
пëаниpования и пpеäëожен ìетоä аäаптивноãо
пëаниpования äëя упpавëения пpоектаìи НИP и
ОКP в аэpокосìи÷еских пpиëожениях. Pазpабо-
танный ìетоä позвоëяет стpоитü и коppектиpоватü
пëан äинаìи÷ески, pеаãиpуя на события, возни-
каþщие во внеøней сpеäе, и у÷итывая особенно-
сти кажäой заäа÷и и испоëнитеëя, ÷то оказывается
особенно важныì äëя пpиìенения совpеìенных
ìетоäов коìанäноãо упpавëения.

Пеpспективы pазвития ìетоäа связаны с ввеäе-
ниеì ìеханизìов саìоpеãуëяöии, позвоëяþщей
ìенятü стpатеãии аãентов по пpинятиþ pеøений
в зависиìости от заãpуженности pасписания pе-
суpсов.
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Об одном типе задач 
оптимальной 

пеpеоpиентации оpбит

Введение. Пpи pеøении оптиìаëüных заäа÷ пе-
pеëета ìежäу оpбитаìи обы÷но пpибеãаþт к ÷ис-
ëенныì ìетоäаì иссëеäования. Вìесте с теì, су-
ществует öеëый pяä пpеäеëüных сëу÷аев, коãäа
уäается понятü ка÷ественный хаpактеp отыскивае-
ìых pеøений, ÷то позвоëяет pеøатü заäа÷у в ана-
ëити÷еской иëи по÷ти анаëити÷еской фоpìе, пpи-
беãая к вы÷исëенияì с поìощüþ ЭВМ в саìый по-
сëеäний ìоìент.

В pаботах [1—3] быëи pассìотpены заäа÷и оп-
тиìаëüноãо упpавëения повоpотоì оpбиты спутника
с поìощüþ тяãи, ноpìаëüной к пëоскости оpбиты.
Метоä иссëеäования этих заäа÷ — ÷исëенный. Дина-
ìи÷еские уpавнения pассìатpиваëисü в фоpìе, ис-
поëüзуþщей кватеpнионы, ÷то позвоëяëо избежатü
возникновения особенностей в äиффеpенöиаëüных
уpавнениях. Вìесте с теì, в сëу÷аях отсутствия у оп-
тиìаëüноãо pежиìа особенностей (а таких сëу÷аев,
по-виäиìоìу, боëüøинство) ìожно воспоëüзоватüся
боëее естественныìи äëя ìеханики уpавненияìи в
оскуëиpуþщих эëеìентах [4], ÷то иноãäа заìетно
упpощает заäа÷у постpоения тpебуеìоãо pежиìа.

Запиøеì общий виä уpавнений в оскуëиpуþ-
щих эëеìентах, отве÷аþщих äанноìу сëу÷аþ:

(1)

ãäе u — коìпонента упpавëяþщеãо ускоpения, пpи-
ëоженноãо к спутнику пеpпенäикуëяpно пëоскости
еãо оpбиты; уãëы Ω, i, ω — соответственно äоëãота
восхоäящеãо узëа оpбиты, накëонение оpбиты и
äоëãота пеpиãея (уãëы Ω, i ìоãут ìенятüся тоëüко
поä äействиеì ноpìаëüноãо к оpбите ускоpения);
e, p — соответственно эксöентpиситет и фокаëü-

ный паpаìетp оpбиты, котоpые поä äействиеì
упpавëяþщеãо ноpìаëüноãо ускоpения не ìеняþтся;
r — pасстояние спутника äо öентpа тяãотения; ϑ —
истинная аноìаëия, хаpактеpизуþщая pаспоëоже-
ние спутника на еãо (эëëипти÷еской) оpбите; μ —
ãpавитаöионная постоянная öентpаëüноãо поëя тя-
ãотения.

Задача быстpодействия. Pассìотpиì сна÷аëа за-
äа÷у наибыстpейøеãо повоpота оpбиты: тpебуется
за ìиниìаëüное вpеìя совеpøитü ìаневp пеpехоäа
из на÷аëа в конеö (Ω, i, ω)0 → (Ω, i, ω)f  пpи усëовии,
÷то |u | m umax. Пеpехоäя от вpеìени к новой неза-
висиìой пеpеìенной ϑ, вìесто систеìы (1) иìееì:

(2)

Мы буäеì pассìатpиватü заäа÷у в ÷астноì сëу-
÷ае кpуãовых оpбит, коãäа e ≡ 0. Поэтоìу уpавне-
ния (2) упpощаþтся и пpиниìаþт виä

 = u ;  = u cosϕ. (3)

Зäесü у÷тен тот факт, ÷то уãоë ω в äанноì сëу÷ае
теpяет сìысë, и потоìу вìесто истинной аноìаëии
ввеäен в pассìотpение уãоë арãуìента øиpоты ϕ.
Леãко виäетü, ÷то исхоäная заäа÷а быстpоäействия
поëностüþ эквиваëентна заäа÷е нахожäения ìини-
ìаëüной pазности (ϕf – ϕ0), пpи котоpой ìожет
бытü pеаëизован пеpехоä (Ω, i)0 → (Ω, i)f . Уpавне-
ния (3) иìеþт особенностü пpи sin i  = 0, связаннуþ
с возìожныì коне÷ныì ска÷коì пеpеìенной Ω.
Мы буäеì pассìатpиватü те сëу÷аи постpоения оп-
тиìаëüных pежиìов, котоpые к äанной особенно-
сти не пpивоäят.

Запиøеì усëовия пpинöипа ìаксиìуìа [5], отве-
÷аþщие äанной неавтоноìной систеìе уpавнений: 

H = u ψi  + ψ2cosϕ  ≡ u Hu;

ψ1 = const;  = •uψ1sinϕ• ;

u : H(u) → .

Оптиìаëüное управëение uопт = umaxsgn(Hu),
поскоëüку pежиìы особоãо упpавëения отсутст-
вуþт. Действитеëüно, возìожный pежиì особоãо
упpавëения тpебует, ÷тобы

Hu = ψ1•  + ψ2cosϕ = 0;

 = ψ1•  – ψ2sinϕ = 0.

Pассматpиваются некотоpые задачи оптимальной пе-
pеоpиентации оpбиты спутника с помощью упpавления,
ноpмального к плоскости оpбиты. В pяде случаев удается
исследовать качественную стоpону оптимальных pешений,
иногда — постpоить их численно-аналитическим методом.

Ключевые слова: космический аппаpат, оpиентация
оpбиты, ноpмальное ускоpение, быстpодействие, затpаты
топлива

 = u ;  = u cos(ϑ + ω);
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Опpеäеëитеëü äанной систеìы аëãебpаи÷еских
уpавнений относитеëüно пеpеìенных ψ1, ψ2 pавен
–1/sini ≠ 0, а тpивиаëüное pеøение ψ1 = ψ2 = 0
пpотивоpе÷ит усëовияì пpинöипа ìаксиìуìа. Теì
саìыì, особые pежиìы отсутствуþт.

Из пpивеäенных фоpìуë (3) виäно, ÷то ìакси-
ìаëüные зна÷ения пpоизвоäных  и  äостиãа-
þтся в существенно pазëи÷ные ìоìенты "вpеìени":
ëибо пpи |sinϕ| = 1, ëибо пpи |cosϕ| = 1. Иìенно в
эти ìоìенты наибоëее эффективно упpавëение u
по соответствуþщиì пеpеìенныì. Виäно также, ÷то
пpивеäениþ уãëа Ω в тpебуеìое коне÷ное поëоже-
ние äоëжна "поìоãатü" пpоãpаììа пpивеäения по
уãëу i, обеспе÷ивая как бы уìенüøенное зна÷ение
по |sin i | в тех сëу÷аях, коãäа пpивеäение по уãëу i
ìенее кpити÷но. Есëи umax äостато÷но ìаëо, то оп-
тиìаëüное u соäеpжит боëüøое ÷исëо пеpекëþ÷ений:
äействитеëüно, тоãäа пеpеìенные заäа÷и ìаëо ìе-
няþтся за оäин обоpот по оpбите, т. е. функöия пе-
pекëþ÷ения Hu пеpиоäи÷на по ϕ, а зна÷ит, ситуа-
öия пеpекëþ÷ений буäет пpиìеpно повтоpятüся
÷еpез обоpоты. По ìеpе pоста зна÷ения umax сëе-
äует ожиäатü существенноãо сокpащения ÷исëа пе-
pекëþ÷ений. Пpи пpеäеëüно боëüøих зна÷ениях
umax пpоöесс пpивеäения спутника äоëжен пpоте-
катü пpи пpакти÷ески постоянноì уãëе ϕ = ϕ0, а са-
ìо "вpеìя" пpивеäения Δϕ скоëü уãоäно ìаëо.
Уäовëетвоpитü кpаевыì усëовияì в этой ситуаöии
ìожно с поìощüþ оäноãо пеpекëþ÷ения — назовеì
еãо усëовно (–, +) (поскоëüку на пеpвоì из äвух
этапов пpоисхоäит уìенüøение ìоäуëя синуса уãëа i,
÷то äоëжно способствоватü pосту коэффиöиента
|1/sin i | в выpажении äëя пpоизвоäной dΩ/dϕ), —
а зна÷ит, "упpостится" пpоöесс пpивеäения по уãëу Ω.
Поскоëüку кpаевых усëовий в заäа÷е äва и стоëüко же
этапов "äëитеëüности" Δϕ, то пpоöесс pасс÷итыва-
ется то÷но.

Этот ÷исто ка÷ественный анаëиз поäкpепиì pе-
зуëüтатаìи непосpеäственноãо ÷исëенноãо анаëиза
заäа÷и быстpоäействия, пpеäставëенныìи на pис. 1.

Быëа pассìотpена пеpеоpиентаöия кpуãовой оpби-
ты спутника Зеìëи на высоте 200 кì: 

i0 = 30°, Ω0 = 0°, if  = 75°,

Ωf  = 45°, μ = 398632,9 кì3/с2, p = 6571 кì 

пpи pазëи÷ных зна÷ениях уãëов ϕ0 ∈ [0, π] и сëеäуþ-
щеì набоpе ìаксиìаëüных зна÷ений ноpìаëüноãо
упpавëяþщеãо ускоpения: u = 1,5; 2,5; 5; 7,5; 10 ì/с2.
Уãëы ϕ0 отëожены по ãоpизонтаëüной оси; по веp-
тикаëüной оси показаны "вpеìена" быстpоäействия,
то÷нее, пpиpащения Δϕ уãëа ϕ (в ãpаäусах) в конöе
пpоöесса пеpеоpиентаöии от на÷аëüноãо зна÷ения ϕ0.

Есëи пpи ìаксиìаëüноì зна÷ении ускоpения
u = 10 ì/с2 оптиìаëüный pежиì иìеет, как пpави-
ëо, оäно (ìаксиìуì äва) пеpекëþ÷ения, то pежиì,
отве÷аþщий зна÷ениþ u = 1,5 ì/с2, pеаëизуется в
сpеäнеì за 4—5 пеpекëþ÷ений. Отìе÷ено, ÷то ввиäу
pавенства необхоäиìых коне÷ных изìенений за с÷ет
ìаневpа по обоиì уãëаì Ω и i пpоãpаììа пpивеäе-
ния по уãëу i в öеëоì сëабо "поìоãает" пpоãpаììе
пpивеäения по уãëу Ω — ìиниìаëüное отìе÷енное
зна÷ение уãëа i на оäноì из оптиìаëüных pежиìов
составëяет пpиìеpно 10°. 

Задача о минимальном pасходе топлива. В pабо-
тах [1—3] быëа pассìотpена также заäа÷а оптиìи-
заöии pасхоäа топëива pеактивной äвиãатеëüной
установки. Иссëеäуеì ту же заäа÷у с функöионаëоì

|u |dt вìесто усëовия быстpоäействия. В ка÷естве

независиìой пеpеìенной зäесü также ìожет бытü
выбpан уãоë ϕ. Гаìиëüтониан этой заäа÷и отëи÷а-
ется от ãаìиëüтониана заäа÷и быстpоäействия
ëиøü наëи÷иеì оäноãо äопоëнитеëüноãо сëаãаеìоãо

H = –|u | + u ψ1  + ψ2cosϕ .

Есëи коне÷ный ìоìент вpеìени T фиксиpован,
то особые у÷астки упpавëения u(ϕ) тепеpü в пpин-
öипе возìожны, и они описываþтся систеìой
усëовий

ψ1•  + ψ2cosϕ  = μ/p2;

ψ1•  – ψ2sinϕ = 0. (4)

Посëеäуþщее äиффеpенöиpование ëевой ÷асти
посëеäнеãо соотноøения в (4) позвоëяет найти яв-
ный виä этоãо упpавëения. Pежиìы особоãо упpав-
ëения ìоãут иãpатü зäесü существеннуþ pоëü.

Пустü тепеpü зна÷ение T не фиксиpовано. Пpи
усëовии e = 0 за с÷ет pассìотpения в систеìе уpав-
нений (1) неоãpани÷енноãо ÷исëа пpовоpотов по
оpбите (т. е. pассìотpения оптиìаëüноãо pежиìа
как öикëи÷ескоãо скоëüзящеãо; это — ìиноpанта
по отноøениþ к заäа÷е в исхоäной постановке) и

ввеäения вìесто t "эффективноãо" вpеìени τ
(т. е. пpопоpöионаëüноãо ÷истоìу вpеìени pаботы

Ωϕ
′ iϕ′

Pис. 1. Пpиpащение угла j в конце пpоцесса пеpеоpиентации в
зависимости от начального значения j0 для pазличных u
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äвиãатеëя) указаннуþ систеìу уpавнений ìожно
пpеобpазоватü к боëее уäобноìу виäу:

 = u ;  = ucosϕ. (5)

Зäесü упpавëенияìи явëяþтся сpазу уãоë ϕ ∈ [0,2π]
и ноpìаëüное ускоpение |u | m umax. Поскоëüку

функöионаë изìеняется тоëüко в ìоìенты эффек-
тивной pаботы äвиãатеëя, то еãо пpежняя фоpìа

пеpехоäит в • |u |dτ, ãäе веëи÷ина τmax —

также не фиксиpована. Ноpìиpуþщий ìножитеëü

, естественно, не существенен. 

Гаìиëüтониан новой заäа÷и H =–|u | + ψΩ  +

+ ψicosϕ u. Усëовия пpинöипа ìаксиìуìа иìеþт виä

ψΩ = const;  = uψΩsinϕ• ;

H = H = –|u | + u  ≡ 0,

пpи÷еì оптиìаëüные зна÷ения по уãëу ϕ опpеäе-
ëяþтся соотноøенияìи

sinϕопт = ;

cosϕопт = .

Нетpуäно убеäитüся, ÷то оптиìаëüное pеøение
в заäа÷е pеаëизуется на pежиìе особоãо упpавëения

 ≡ 1, (6)

÷то вытекает из иссëеäования усëовия H = H ≡ 0.

Оäнако никаких äопоëнитеëüных свеäений о ха-
pактеpе упpавëения на этоì pежиìе за с÷ет äаëü-
нейøеãо äиффеpенöиpования функöии H зäесü
установитü не уäается. Действитеëüно, äиффеpен-
öиpуя ëевуþ ÷астü выpажения (6) и у÷итывая äи-
наìи÷еские усëовия (5) и сопpяженные уpавнения
äëя ψ, поëу÷аеì пpи ëþбоì u, ÷то

 = 0. 

Можно пpеäëожитü нескоëüко инуþ фоpìу
пpинöипа ìаксиìуìа, но наибоëее пpостой способ
постpоитü зäесü оптиìаëüное pеøение — это вос-
поëüзоватüся ìетоäаìи кëасси÷ескоãо ваpиаöион-

ноãо ис÷исëения. Заìетиì, ÷то из соотноøений (5)
вытекает

(sini dΩ)2 + (di)2 = u2(dτ)2[sin2ϕ + cos2ϕ] = u2(dτ)2.

Пустü äëя опpеäеëенности Ω0 < Ωf; нетpуäно за-
ìетитü, ÷то уãоë Ω ìожно с÷итатü постоянно pасту-
щей (неубываþщей) пеpеìенной. Поэтоìу поëу÷аеì
кëасси÷ескуþ заäа÷у на ìиниìуì функöионаëа

|u |dτ = dΩ•

пpи фиксиpованных коне÷ных зна÷ениях i(Ω0) = i0,

i(Ωf ) = if . Пpиäаäиì этоìу функöионаëу боëее pас-

пpостpаненнуþ в ëитеpатуpе фоpìу, пеpеобозна÷ив
x = Ω, y = i. Тоãäа оптиìизиpуеìый функöионаë
иìеет виä 

Φ(y, y ′)dx ≡ dx . (7)

Поскоëüку поäынтеãpаëüная функöия Φ в (7) не
зависит явно от x, ваpиаöионное уpавнение Эйëеpа
иìеет пеpвый интеãpаë (сì., напpиìеp, работу [6])

Φ – y′Φy′ = const,

т. е. оптиìаëüная функöия y = y(x) уäовëетвоpяет
усëовиþ

 = ±siny• , (8)

ãäе постоянная c2 иãpает pоëü ìиниìаëüноãо (фоp-
ìаëüноãо иëи факти÷ескоãо) зна÷ения веëи÷ины

sin2y на оптиìаëüной тpаектоpии. Постоянная с и
еще оäна константа интеãpиpования, связанная с
уpавнениеì (8), äоëжны бытü поäобpаны так, ÷тобы
выпоëняëисü соответствуþщие кpаевые усëовия на
ëевоì и пpавоì конöах этой тpаектоpии. Из уpав-
нения (8) иìееì

J(y) =  = ± dx.

Обозна÷иì λ2 = 1/c2 > 1, тоãäа (сì. также pаботу [7])

J(y) = –arctg .

Выpажая отсþäа y ÷еpез x (т. е. i ÷еpез Ω) и поä-
ставëяя в выpажение (7), ìожеì найти оптиìаëü-
ное зна÷ение функöионаëа pасхоäа топëива. Опти-
ìаëüное зна÷ение упpавëяþщеãо уãëа ϕ опpеäеëя-
ется тепеpü из фоpìуë систеìы (5):

ctgϕ = • .
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Общий случай задачи. В сëу÷ае свобоäной веëи-
÷ины T заäа÷а об оптиìаëüноì pасхоäе топëива
ìожет бытü pеøена анаëоãи÷ныì обpазоì и в об-
щеì сëу÷ае e > 0. Из уpавнений (1) иìееì

 = u ;  = u ;

 = –u • .

Оpбитаëüный ìаневp ставится зäесü как заäа÷а
пеpехоäа из на÷аëüноãо поëожения в коне÷ное в
тpехìеpноì фазовоì пpостpанстве (Ω, i, ω). Кëас-
си÷еский поäхоä не pаботает. Действуя по анаëоãии
и ввоäя в pассìотpение новуþ независиìуþ пеpе-
ìеннуþ J

|u |dt = •J(t),

пеpепиøеì систеìу äиффеpенöиаëüных уpавнений
в виäе

 = ε ;  = ε ;

 = –ε • . (9)

ãäе ε = ±1 = sgnu, ÷то наpяäу с уãëоì ϑ ∈ [0,2π] яв-
ëяется упpавëениеì в пpеобpазованной заäа÷е —
тепеpü это заäа÷а быстpоäействия на ìиниìуì ко-
не÷ноãо J. Пеpехоäя к усëовияì пpинöипа ìакси-
ìуìа (äëя еãо коppектности пpиäется с÷итатü вна-
÷аëе, ÷то ε ∈ [–1, 1]), обозна÷иì 

A = ψΩ•  – ψi sinω – ψω• cosω;

B = ψΩ•  + ψicosω – ψω• sinω,

ãäе ψ — соответствуþщие сопpяженные ìножитеëи.
Тоãäа зависящая от упpавëений ÷астü ãаìиëüтониана
иìеет виä

Hu = ε .

Максиìуì этоãо выpажения по упpавëенияì ε, ϑ
ëеãко нахоäится: экстpеìуì коэффиöиента пpи ε
äостиãается пpи

cos(ϑопт + χ) = –e cosχ,

ãäе

cosχ = , sinχ = .

Это усëовие äает äва зна÷ения по ϑопт, а зна÷ит,

и äва зна÷ения коэффиöиента пpи εопт. Максиìуì H

pеаëизуется на тоì из них, ÷ей ìоäуëü боëüøе, пpи-
÷еì оптиìаëüное зна÷ение ε pавно сиãнуìу этоãо

наибоëüøеãо зна÷ения, т. е. εопт = ±1. Остается за-

ìетитü, ÷то |Acosϑ + B sinϑ| ≠ 0 пpи оäновpе-

ìенно ненуëевых A и B. 
Есëи A = B ≡ 0, то ìаксиìуì ãаìиëüтониана pеа-

ëизуется пpи ëþбых уãëах ϑ ∈ [0,2π], и возникает
поäозpение, ÷то оптиìаëüный pежиì упpавëения
ìожет соäеpжатü особые у÷астки. Оäнако нетpуäно
показатü, ÷то их существование пpотивоpе÷ит äpуãиì
усëовияì, вытекаþщиì из пpинöипа ìаксиìуìа.

Действитеëüно, на у÷астках с A = B ≡ 0 обязаны
оäновpеìенно выпоëнятüся соотноøения

ψi = Zctgω, ψi  = –Z tgω, Z ≡ (ψω – ψωcosi)/sini .

Отсþäа

ψi  = ψΩ – ψωcosi = 0. (10)

Кpоìе тоãо, ψΩ ≡ const (пpавые ÷асти в уpавне-
ниях (9) не зависят от Ω). Постоянен и äpуãой ìно-
житеëü ψω, так как пpи A = B ≡ 0

 = –  =

= –  =  = 0.

С у÷етоì (10) поëу÷аеì, ÷то и уãоë i постоянен.
Из сопpяженноãо уpавнения äëя ìножитеëя ψi
также иìееì

(1 + e cos ϑ)  = [ψΩcosi + ψω] = 0.

Посëеäнее pавенство, наpяäу с (10), обpазует
аëãебpаи÷ескуþ систеìу уpавнений с ненуëевыì
опpеäеëитеëеì, а зна÷ит, все тpи ìножитеëя ψ оäно-
вpеìенно pавны нуëþ, ÷то пpотивоpе÷ит пpинöипу
ìаксиìуìа. Пpи äpуãоì способе уäовëетвоpения
посëеäнеãо pавенства с у÷етоì усëовия di/dJ = 0
иìееì, ÷то sin(ω + ϑ) = cos(ω + ϑ) = 0. Посëеäнее
также пpотивоpе÷ит зäpавоìу сìысëу.

Сëеäоватеëüно, особые pежиìы упpавëения в
äанной заäа÷е отсутствуþт — они заìеняþтся на
pежиìы пpоìежуто÷ных зна÷ений упpавëения ϑ.
Заìетиì, ÷то поìиìо не выписанных äо конöа
уpавнений äëя сопpяженных ìножитеëей, котоpые
необхоäиìо пpиниìатü во вниìание пpи ÷исëен-
ноì pеøении кpаевой заäа÷и, в заäа÷е иìеется еще
и пеpвый интеãpаë

Hu =  ≡ 1.

Численные pезультаты. К сожаëениþ, äаëüней-
øее pеøение заäа÷и в анаëити÷еской фоpìе вpяä
ëи возìожно, но ее ÷исëенноìу pеøениþ (ввиäу
отсутствия особых у÷астков) ни÷то не ìеøает.
Пpивеäеì некотоpые pезуëüтаты ÷исëенноãо ис-
сëеäования заäа÷и. На pис. 2—4 пpеäставëены ãpа-
фики повеäения на оптиìаëüных pежиìах пеpе-
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ìенных Ω, ω и упpавëения ϑ как функöий уãëа на-
кëонения i.

На÷аëüная то÷ка всех этих pежиìов общая (i0 = 30°,
Ω0 = 0°, ω0 = 90°). Pис. 2 относится к сëу÷аþ е = 0,
поэтоìу пеpеìенная ω зäесü не иìеет сìысëа,
а вìесто упpавëения ϑ факти÷ески беpется уãоë
арãуìента øиpоты. Коне÷ная то÷ка пpоöесса та же,
÷то и в заäа÷е быстpоäействия (if  = 75°, Ωf  = 45°).
Pис. 3 и 4 относятся к сëу÷аþ e = 0,4 и к общеìу
сëу÷аþ заäа÷и соответственно. На pис. 3 пpоиëëþ-
стpиpован сëу÷ай свобоäной пеpеìенной Ω. По-
скоëüку эта пеpеìенная соãëасно (9) не вхоäит в
пpавые ÷асти ни оäноãо из äиффеpенöиаëüных
уpавнений, то она и не вëияет на повеäение äpуãих
уãëов i, ω.

Заìетиì, ÷то на pис. 3 и pис. 4 pассìатpиваëся
сëу÷ай свобоäноãо конöа по ωf . Выбpанное на÷аëü-
ное зна÷ение ω0 = 90° явëяется в какоì-то сìысëе
"неуäобныì" äëя ìаксиìаëüно быстpоãо по неза-
висиìой пеpеìенной J пpивеäения уãëа i в тpебуеìое
коне÷ное зна÷ение if . Действитеëüно, пpи ω0 = 0°
оптиìаëüныì явëяется упpавëение ϑ ≡ π, пpи ко-
тоpоì, с оäной стоpоны, сохpаняется постоянство
уãëа ω = 0, а с äpуãой — обеспе÷ивается ìаксиìуì
ìоäуëя пpавой ÷асти в уpавнении по уãëу i, т. е. и
ìаксиìаëüно "быстpое" пpивеäение в состояние if.
На pис. 4 показано повеäение всех пеpеìенных на
оптиìаëüной тpаектоpии в боëее "тpуäноì" сëу÷ае
(i0 = 30°, Ω0 = 0°, ω0 = 90°) и (if = 75°, Ωf  = 45°) пpи
свобоäноì конöе по ωf . 

Остается заìетитü, ÷то относитеëüно то÷ная
pеаëизаöия пpеäставëенных зäесü öикëи÷еских
скоëüзящих pежиìов тpебует о÷енü боëüøих вpеìен,
поскоëüку связана с ìноãо÷исëенныìи пpовоpота-
ìи по оpбите и то÷е÷ныì вкëþ÷ениеì äвиãатеëü-
ной установки. Оäнако в pяäе сëу÷аев пpи äоста-
то÷но боëüøой тяãе äвиãатеëя этот pежиì ìожно
пытатüся pеаëизоватü пpибëиженно. Так, из pассìот-
pения pежиìа упpавëения по уãëу ϑ на pис. 3 и 4
вытекает, ÷то он пpакти÷ески не ìеняется, а зна÷ит,
оптиìаëüный pежиì ìожет бытü pеаëизован за
с÷ет оäноãо-äвух иìпуëüсных вкëþ÷ений.
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теëераäиовещания и среäств ìассовых коììуникаöий

Свиäетеëüство о реãистраöии ПИ № 77-11648 от 21.01.02

У÷реäитеëü: Изäатеëüство "Новые техноëоãии"

Ориãинаë-ìакет ООО "Аäвансеä соëþøнз". Отпе÷атано в ООО "Аäвансеä соëþøнз".
105120, ã. Москва, уë. Нижняя Сыроìятни÷еская, ä. 5/7, стр. 2, офис 2.


