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Метод А. Н. Кpылова в задаче постpоения модели линейной системы 
в области изобpажений

A. T. Barabanov

Academician A. N. Krylov Method
in the Problem of Linear Model Construction in the Rigion of Images

Введение

Пустü pассìатpивается ëинейная стаöионаpная
систеìа, заäанная во вpеìенной обëасти уpавне-
нияìи состояния и выхоäов

(1)

ãäе x ∈ Rn — вектоp состояния, u(t) ∈ Rm — вектоp
вхоäов (упpавëяþщих иëи возìущаþщих возäейст-
вий), y(t) ∈ Rl — вектоp выхоäов, A — (n Ѕ n)-ìеpная
заäанная ìатpиöа коэффиöиентов, B — (n Ѕ m)-ìеp-
ная ìатpиöа pаспpеäеëения вхоäов, C — (l Ѕ n)-
ìеpная ìатpиöа выхоäов.
Пpеобpазование Лапëаса систеìы (1) пpивоäит

в обëасти изобpажений к соотноøениþ

y(s) = C(sI – A)–1v(s), v(s) = Bu(s) + x0. (2)

Фоpìиpование пpеäставëения äëя обpатной
ìатpиöы

(sI – A)–1 = P(s)/Δ(s), (3)

ãäе Δ(s) = det(sI – A) — хаpактеpисти÷еский опpе-
äеëитеëü систеìы, а P(s) — пpисоеäиненная (ìно-
ãо÷ëенная) ìатpиöа систеìы, пpеäставëяет собой
основнуþ ÷астü äаëüнейøей заäа÷и постpоения
изобpажения y(s).

Вы÷исëение эëеìентов пpеäставëения (3) вы-
поëняется ëибо с поìощüþ ìиноpов хаpактеpисти-
÷еской ìатpиöы, вкëþ÷ая хаpактеpисти÷еский
опpеäеëитеëü (фоpìуëы Кpаìеpа), ëибо ìетоäоì
Фаääеева—Левеppüе. С повыøениеì pазìеpности
систеìы сëожностü вы÷исëений быстpо возpастает.
К тоìу же заäа÷а осëожняется пpи необхоäиìости
устpанения общих нуëей ÷исëитеëя и знаìенатеëя
пpеäставëения (3), т. е. пpивеäения еãо к виäу

P(s)/Δ(s) = P(s)/D(s), (4)

ãäе P(s) — пpивеäенная пpисоеäиненная ìатpиöа,
D(s) — ìиниìаëüный ìноãо÷ëен ìатpиöы A.
Сказанное ìотивиpует поиск новых поäхоäов

к pеøениþ заäа÷и, в ÷астности, и к pеøениþ за-
äа÷и пpеобpазования и вы÷исëения хаpактеpисти-
÷ескоãо опpеäеëитеëя.
В связи с этиì отìетиì, ÷то заäа÷а пpеобpазо-

вания опpеäеëитеëя хаpактеpисти÷еской ìатpиöы
(sI – A) ("вековоãо" опpеäеëитеëя) и ее ìиноpов в
соответствуþщие ìноãо÷ëены äавно пpивëекаëа
вниìание иссëеäоватеëей [1—3].
Акаäеìик А. Н. Кpыëов [1] указаë уäобнуþ äëя

вы÷исëений фоpìу вековоãо опpеäеëитеëя. В основе
еãо ìетоäа — пpеобpазование систеìы ëинейных
äиффеpенöиаëüных уpавнений: пеpвое (иëи какое-
нибуäü äpуãое) уpавнение систеìы посëеäоватеëüно
äиффеpенöиpуется с искëþ÷ениеì пpоизвоäных в

Pассматpивается задача пpедставления изобpажений pешений линейной стационаpной системы с помощью минимальных
многочленов пpостpанства ее состояний. На этой основе пpедлагается обобщение метода А. Н. Кpылова, позволяющее в без-
детеpминантной фоpме получить полное описание собственных движений и pеакций системы. В сочетании с эффективной
пpоцедуpой постpоения минимальных многочленов пpедлагаемый подход pасшиpяет возможности исследований систем большой
pазмеpности, в особенности с пpименением компьютеpных технологий.
Ключевые слова: вековой опpеделитель, минимальный многочлен, пpеобpазование Лапласа, полная модель системы, анну-

лиpующая pедукция

The problem of image representation of solutions of the linear stationary system with minimal polynomials of the state space is con-
sidered. On this basis, a generalization of the A. N. Krylov, allowing in the non determinant form of a complete description of eigen-move-
ments and reactions of the system. In combination with an effective procedure for constructing the minimal polynomials of the proposed
approach extends the possibilities of large-scale systems research in particular with the application of computer technology.

Keywords: age-old determinant, minimal polynomial, Laplace transform, complete model of the system, diriment reduction
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 = Ax + Bu, x(0) = x0,

y = Cx,

dx
dt
----
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пpавых ÷астях в сиëу уpавнений систеìы. В опеpа-
öионной фоpìе эта пpоöеäуpа, pассìотpенная в
pаботе [2], выãëяäит сëеäуþщиì обpазоì. Дëя на-
ãëяäности пpиìеì n = 3 (общий сëу÷ай pассìатpи-
вается анаëоãи÷но). Пустü исхоäная систеìа запи-
сана в виäе

(5)

Уìножая на s пеpвое уpавнение и испоëüзуя äëя
пpоизвеäений sx1(s), sx2(s), sx3(s) пpавые ÷асти ис-
хоäной систеìы, поëу÷иì втоpое уpавнение пpеоб-
pазованной систеìы. Поступая с этиì уpавнениеì
такиì же обpазоì, поëу÷иì тpетüе уpавнение пpе-
обpазованной систеìы. В итоãе буäеì иìетü сëе-
äуþщие уpавнения пpеобpазованной систеìы:

(6)

Зäесü

 = a11,  = a12,  = a13;

 = a1j + a2 j + a3j,

k = 2, 3; j = 1, 2, 3.

Опpеäеëитеëü А. Н. Кpыëова пpеобpазованной
систеìы иìеет виä

Δ*(s) = .

В отëи÷ие от опpеäеëитеëя Δ(s) = det(sI – A) и
еãо ìиноpов паpаìетp s вхоäит тоëüко в эëеìенты
пеpвоãо стоëбöа. Поэтоìу постpоение ìноãо÷ëена
Δ*(s) своäится к вы÷исëениþ ÷исëовых опpеäеëи-
теëей pазëожениеì опpеäеëитеëя Δ*(s) по эëеìен-
таì пеpвоãо стоëбöа.
Эффективнуþ аëãебpаи÷ескуþ интеpпpетаöиþ

ìетоäа А. Н. Кpыëова пpеäëожиë Ф. P. Гантìахеp [3].
Вы÷исëение опpеäеëитеëя А. Н. Кpыëова pеаëизу-
ется в виäе постpоения ìиниìаëüноãо ìноãо÷ëена
вектоpа с поìощüþ öикëи÷ескоãо пpеобpазования
посëеäнеãо ìатpиöей А коэффиöиентов систеìы.
Есëи степенü ìиниìаëüноãо ìноãо÷ëена выбpан-
ноãо вектоpа совпаäает со степенüþ хаpактеpисти-
÷ескоãо ìноãо÷ëена (так называеìый pеãуëяpный
сëу÷ай), то все тpи ìноãо÷ëена — ìиниìаëüный, ха-
pактеpисти÷еский и А. Н. Кpыëова — тожäественно
совпаäаþт. В пpотивноì же сëу÷ае ìиниìаëüный
ìноãо÷ëен оказывается ëиøü оäниì из äеëитеëей
хаpактеpисти÷ескоãо и, естественно, не позвоëяет
еãо опpеäеëитü.

Ф. P. Гантìахеp закëþ÷ает, ÷то ìетоä Д. К. Фаä-
äеева боëее общий, поскоëüку позвоëяет опpеäе-
ëитü хаpактеpисти÷еский ìноãо÷ëен в ëþбоì сëу-
÷ае. С этиì неëüзя не соãëаситüся, есëи pе÷ü иäет
о ìетоäах постpоения хаpактеpисти÷ескоãо ìноãо-
÷ëена. Оäнако в боëее общей заäа÷е анаëиза ëи-
нейной äинаìи÷еской систеìы такое закëþ÷ение
ìожно пpинятü не в поëной ìеpе.
Поясниì это на пpиìеpе pассìотpенной выøе

систеìы. Неpеãуëяpностü сëу÷ая пpи ее анаëизе
ìожет пpоявитüся в тоì, ÷то ÷исëовые стоëбöы оп-
pеäеëитеëя (втоpой и тpетий) Δ*(s) окажутся ëи-
нейно зависиìыìи. В этоì сëу÷ае Δ*(s) тожäест-
венно pавен нуëþ. В уpавнения пpеобpазованной
систеìы некотоpые пеpеìенные вхоäят в оäной и
той же ëинейной коìбинаöии и ìоãут бытü искëþ-
÷ены из ÷асти уpавнений (сì. äаëее pазäеë 6). В пpеä-
ставëениях äëя изобpажений пеpеìенных оказыва-
þтся ìноãо÷ëены (знаìенатеëи pаöионаëüных функ-
öий) степеней, ìенüøих поpяäка систеìы. Такиì
обpазоì, в этоì сëу÷ае пpеäставëение pеøений
систеìы (изобpажений) ìожет бытü поëу÷ено и без
хаpактеpисти÷ескоãо ìноãо÷ëена1. Еãо pоëü выпоë-
няþт в этоì сëу÷ае äpуãие ìноãо÷ëены. Можно ожи-
äатü в соответствии с известныìи поëоженияìи
(сì. напpиìеp, [3]), ÷то иìи буäут некотоpые ìи-
ниìаëüные иëи аннуëиpуþщие ìноãо÷ëены векто-
pов и ìатpиö систеìы. Дëя констpуктивных закëþ-
÷ений необхоäиì соответствуþщий фоpìаëизì,
опpеäеëяþщий pоëü ìиниìаëüных ìноãо÷ëенов
в пpеäставëениях изобpажений pеøений систеìы.
В ìетоäе А. Н. Кpыëова поäобный общий фоpìа-
ëизì пpакти÷ески не указан, хотя, по-виäиìоìу,
иìеëся в виäу. Не указывается он и в pаботе [2], хотя
в ней и pассìатpивается заäа÷а постpоения изобpа-
жений pеøения систеìы с особенностüþ Δ*(s) ≡ 0
äëя пpиìеpа А. Н. Кpыëова, а также и в pаботе [3].

1. Постановка задачи

В äанной pаботе ставится и pеøается заäа÷а
постpоения такоãо фоpìаëизìа, пpи÷еì без ìат-
pи÷но-ìатpи÷ных опеpаöий, как в аëãоpитìе Фаä-
äеева—Левеppüе, в со÷етании с эффективныì аëãо-
pитìоì постpоения pеаëизуþщих еãо ìиниìаëüных
ìноãо÷ëенов. Бëаãоäаpя этоìу опpеäеëенные сово-
купности ìиниìаëüных ìноãо÷ëенов (напpиìеp,
базисных вектоpов пpостpанства состояний иëи
вектоpов-стоëбöов ìатpиöы pаспpеäеëения вхоäов)
становятся фунäаìентаëüныìи эëеìентаìи пpеä-
ставëения ëþбых пpоöессов в систеìе (собственноãо
и вынужäенноãо äвижений), а ìетоäы постpоения
и анаëиза ìиниìаëüных ìноãо÷ëенов — эффек-
тивныìи ìетоäаìи анаëиза ëинейных äинаìи÷еских
систеì. Поскоëüку эти ìетоäы свобоäны от необ-

sx1(s) = a11x1(s) + a12x2(s) + a13x3(s) + X1(s),
sx2(s) = a21x1(s) + a22x2(s) + a23x3(s) + X2(s),
sx3(s) = a31x1(s) + a32x2(s) + a33x3(s) + X3(s).

sx1(s) = x1(s) + x2(s) + x3(s) + (s),

s2x1(s) = x1(s) + x2(s) + x3(s) + (s),

s3x1(s) = x1(s) + x2(s) + x3(s) + (s).

a11
1( ) a12

1( ) a13
1( ) X 1

1( )

a11
2( ) a12

2( ) a13
2( ) X 1

2( )

a11
3( ) a12

3( ) a13
3( ) X 1

3( )

a11
1( ) a12

1( ) a13
1( )

a1j
k( ) a11

k 1–( ) a12
k 1–( ) a13

k 1–( )

s a11
1( )

– a12
1( )

– a13
1( )

–

s2 a11
2( )

– a12
2( )

– a13
2( )

–

s3 a11
3( )

– a12
3( )

– a13
3( )

–

 1 Пpеäставëения, основанные на хаpактеpисти÷ескоì ìно-
ãо÷ëене, сохpаняþт, коне÷но, сиëу, становясü избыто÷ныìи —
они соäеpжат общие ìножитеëи в ÷исëитеëях и знаìенатеëях
соответствуþщих pаöионаëüных функöий.
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хоäиìости äетеpìинантных пpеобpазований, их
ìожно охаpактеpизоватü как безäетеpìинантные.
Коне÷ной öеëüþ постpоений явëяется поëная

ìоäеëü в обëасти изобpажений систеìы (1), пока-
занная на pисунке, ãäе

(s) = W(s)u(s) (7)

— pеакöия систеìы на возäействие u(s) (пpоöесс
пpи ненуëевоì возäействии и нуëевых на÷аëüных
усëовиях x0 = 0);

yc(s, x0) = Y(s)x0 (8)

— собственное äвижение систеìы (пpоöесс пpи
нуëевоì возäействии u = 0 и ненуëевых на÷аëüных
усëовиях).
Такиì обpазоì, постpоение ìоäеëи, пpеäстав-

ëенной на pисунке, закëþ÷ается в опpеäеëении pа-
öионаëüных функöий W(s), Y(s) — пеpеäато÷ных
функöий систеìы по возäействияì и на÷аëüныì
возìущенияì, то÷нее, ìатpи÷ных функöий pаз-
ìеpности l Ѕ m и l Ѕ n соответственно.
Наpяäу с изобpажениеì (2) заäанноãо выхоäа

буäеì pассìатpиватü также изобpажение x(s) век-
тоpа состояния

x(s) = (sI – A)–1v(s), v(s) = Bu(s) + x0, (9)

а также изобpажение R(s) пеpехоäной ìатpиöы сис-
теìы F(t) = expAt. В сиëу уpавнений

dF(t)/dt = AF(t), F(0) = I (10)

иìееì

R(s) = (sI – A)–1. (11)

Pаöионаëüнуþ ìатpиöу R(s) называþт pезоëü-
вентой систеìы (то÷нее pезоëüвентныì опеpато-
pоì). Дëя нее спpавеäëиво pавенство

AR(s) = R(s)A. (12)

Еãо ëеãко поëу÷итü в сиëу экспоненöиаëüноãо
пpеäставëения пеpехоäной ìатpиöы, сëеäуþщеãо
из (10), а также pассìатpивая ìатpиöу

X(s) = (sI – A)–1A – A(sI – A)–1.

Доìножениеì pавенства сëева и спpава на (sI – A)
нахоäиì X(s) = 0 äëя ∀ s ≠ λ, ãäе λ — коpенü хаpак-
теpисти÷ескоãо ìноãо÷ëена det(sI – A) ìатpиöы A.
В сиëу (11) äëя pезоëüвенты иìеет ìесто pа-

венство

sR(s) = R(s)A + I. (13)

Буäеì pассìатpиватü также поäобное pавенство
äëя изобpажения вектоpа состояния

sx(s) = Ax(s) + v(s), v(s) = Bu(s) + x0. (14)

Изобpажения (9), (11) явëяþтся "скpытой" ÷астüþ
ìоäеëи (сì. pисунок) и вхоäят в поставëеннуþ за-
äа÷у постpоения поëной ìоäеëи систеìы (1) в об-
ëасти изобpажений.
Отìетиì нетpивиаëüностü заäа÷и, обусëовëен-

нуþ теì, ÷то ее pеøение по постановке не äоëжно
соäеpжатü опpеäеëитеëей и ìатpи÷но-ìатpи÷ных
опеpаöий уìножения и сëожения.

2. Полиномиальные тождества
для изобpажений pешений системы

Напоìниì опpеäеëения и отìетиì необхоäиìые
äëя äаëüнейøеãо изëожения свойства аннуëиpуþ-
щих и ìиниìаëüных ìноãо÷ëенов [3]. Пустü pас-
сìатpивается пpостpанство состояний систеìы Rn

c базисоì e1, e2, ..., en.
Опpеделение 1. Мноãо÷ëен

δ(s) = sp + δ1s
p–1 + ... + δp–1s + δp (15)

называþт аннуëиpуþщиì ìноãо÷ëеноì ìатpиöы A
(аннуëиpуþщиì ìноãо÷ëеноì пpостpанства Rn от-
носитеëüно ìатpиöы A), есëи

δ(A) = Ap + δ1A
p–1 + ... + δp–1A + δpI = 0, (16)

ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа. Мноãо÷ëен D(s) ìи-
ниìаëüной степени в ìножестве аннуëиpуþщих
ìноãо÷ëенов ìатpиöы A называþт ìиниìаëüныì
ìноãо÷ëеноì ìатpиöы A.
Замечание 1. Хаpактеpисти÷еский ìноãо÷ëен

Δ(s) = det(sI – A) ìатpиöы A явëяется ее аннуëиpуþ-
щиì ìноãо÷ëеноì (теоpеìа Кеëи — Гаìиëüтона).
Опpеделение 2. Пустü  ∈ Rn и k = A k–1,

k = 1, 2, ..., p; 0 = . Усëовиìся в обозна÷ении äëя
ìноãо÷ëена (15)

δ( ) = p + δ1
p–1 + ... + δp–1

1 + δp  = δ(A) .(17)

Мноãо÷ëен (15) называþт аннуëиpуþщиì ìноãо-
÷ëеноì вектоpа  (относитеëüно ìатpиöы A), есëи
δ( ) = δ(A)  = 0. Мноãо÷ëен ìиниìаëüной степени
во ìножестве аннуëиpуþщих ìноãо÷ëенов вектоpа 
называþт еãо ìиниìаëüныì ìноãо÷ëеноì.
Замечание 2. Пустü опpеäеëены ìиниìаëüные

ìноãо÷ëены δ1(s), δ2(s), ..., δn(s) базисных вектоpов
e1, e2,..., en пpостpанства R

n соответственно. Тоãäа
их наиìенüøее общее кpатное (НОК) явëяется ìи-
ниìаëüныì ìноãо÷ëеноì D(s) ìатpиöы A:

D(s) = HOK(δ1(s), ..., δn(s)).

Замечание 3. Пустü δ(s) — ìиниìаëüный ìноãо-
÷ëен вектоpа  ∈ Rn. В тpойке ìноãо÷ëенов

Δ(s), D(s), δ(s)

посëеäуþщий ìноãо÷ëен явëяется äеëитеëеì пpеä-
øествуþщих.
Замечание 4. Аннуëиpуþщий ìноãо÷ëен ìатpи-

öы A явëяется также и аннуëиpуþщиì ìноãо÷ëе-
ноì вектоpа  ∈ Rn.
Тепеpü пеpейäеì к основноìу вопpосу pазäеëа.

ŷ

Полная модель системы в изобpажениях
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Утвеpждение 1. Дëя всякоãо ìноãо÷ëена (15)
иìеþт ìесто тожäества

δk+1(s)A
k = δk+1(A)sk (18)

и

δk+1(s)
k = δk+1( )sk, (19)

ãäе

(20)

Тожäество (18) (сì. (16)) пpовеpяется пеpеãpуп-
пиpовкой сëаãаеìых, пpи÷еì пpиниìается A0 = I,
δp(A) = I, ãäе I — еäини÷ная ìатpиöа. Тожäество
(19) сëеäует из соотноøений (17) и (18) в сиëу pа-
венства k = Ak .
Мноãо÷ëены (20) буäеì называтü сопутствуþ-

щиìи ìноãо÷ëенаìи к δ(s).
Даëее с поìощüþ соотноøения (14) запиøеì

сëеäуþщие pавенства:

Уìножая pавенства в обозна÷енноì поpяäке на
δp, δp–1, δp – 2, ..., δ0 = 1 соответственно, скëаäывая
ëевые и пpавые ÷асти и пpиниìая во вниìание
(18), поëу÷иì поëиноìиаëüное тожäество äëя век-
тоpа состояния систеìы (1)

δ(s)x(s) = δk+1(s)A
kv(s) + δ(A)x(s) =

= δk+1(A)skv(s) + δ(A)x(s). (21)

Анаëоãи÷ныì обpазоì с поìощüþ соотноøе-
ния (13) поëу÷аеì поëиноìиаëüное тожäество äëя
pезоëüвенты

δ(s)R(s) = δk+1(s)A
k + R(s)δ(A) =

= δk+1(A)sk + R(s)δ(A). (22)

Замечание 5. В сиëу соотноøения (12) иìееì
A2R(s) = AR(s)A = R(s)A2, ..., в сиëу ÷еãо иìеет ìе-
сто соотноøение

δ(A)R(s) = R(s)δ(A). (23)

3. Постpоение полной модели системы (1) в области 
изобpажений по ее минимальным многочленам

3.1. Pезольвента системы. Дëя на÷аëа заìетиì
сëеäуþщее. Пустü  ∈ Rn и δ(s) = s p + δ1s

p–1 + ... +
+ δp–1s + δp — ìиниìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа .
Тоãäа соãëасно опpеäеëениþ 2

δ( ) = p + δ1
p–1 + ... + δp–1

1 + δp
0 = 0,

ãäе

k = A k–1, k = 1, 2, ..., p – 1; 0 = . (24)

Вектоpы 0, 1, ..., p–1 ëинейно независиìы
(в пpотивноì сëу÷ае иìеëи бы ìиниìаëüный ìно-
ãо÷ëен степени < p – 1).
Иìеет ìесто сëеäуþщее общее поëожение.
Лемма. Пустü δ(s) — ìиниìаëüный ìноãо÷ëен

вектоpа  ∈ Rn, δk(s), k = 1, 2, ..., p, — еãо сопутст-
вуþщие ìноãо÷ëены (20), по котоpыì соãëасно (24)
опpеäеëен вектоpный ìноãо÷ëен

Y(s) = δk+1(s)
k (25)

с коìпонентаìи Ψ1(s), Ψ2(s), ..., Ψn(s).

Тоãäа 
1) взаиìно пpоста совокупностü ìноãо÷ëенов

Ψ1(s), Ψ2(s), ..., Ψn(s);
2) взаиìно пpоста также и совокупностü ìноãо-

÷ëенов δ(s), Y(s).
Замечание 6. Зäесü и äаëее совокупностü ìноãо-

÷ëенов называеì взаиìно пpостой, есëи она не
иìеет нетpивиаëüноãо общеãо äеëитеëя.
Доказательство. Есëи утвеpжäение 1 не веpно,

то существует общий äеëитеëü этих ìноãо÷ëенов.
Пустü ζ — какой-ëибо коpенü ìноãо÷ëена-äеëитеëя.
Тоãäа Y(ζ) = 0. Но в пpавой ÷асти pавенства (25) со-
путствуþщие ìноãо÷ëены пpи всякоì s не обpаща-
þтся все вìесте в нуëü (хотя бы потоìу, ÷то δp(s) ≡ 1).
Сëеäоватеëüно, по пpавой ÷асти Y(ζ) ≠ 0, так как
вектоpы (24) ëинейно независиìы. Это пpотивоpе÷ие
äоказывает утвеpжäение 1 ëеììы. Наконеö, к этоìу
ìожно äобавитü, ÷то также и äëя всякоãо коpня λ
ìноãо÷ëена δ(s) буäеì иìетü Y(λ) ≠ 0, ÷то äоказы-
вает спpавеäëивостü утвеpжäения 2.
Леììа äоказана.
Теоpема 1. Спpавеäëивы сëеäуþщие утвеpжäения.
1) пустü

D(s) = s r + a1s
r–1 + ... + ar–1s + ar, r m n

— ìиниìаëüный ìноãо÷ëен ìатpиöы A, и Dk(s),
k = 1, 2, ..., r, — еãо сопутствуþщие ìноãо÷ëены
(в (20) поëожиì δ = D).

k 0=

p 1–

∑
k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑
k 0=

p 1–

∑

δ1(s) = sp–1 + δ1s
p–2 + ... + δp – 2s + δp – 1,

δ2(s) = sp–2 + δ1s
p–3 + ... + δp – 3s + δp – 2,

.........................................................................
δk(s) = s p–k + δ1s

p–k–1 + ... + δp–k–1s + δp–k,
.........................................................................
δp–1(s) = s + δ1,
δp(s) = 1.

0. x(s) = x(s).
1. sx(s) = Ax(s) + v(s).
2. s2x(s) = A2x(s) + (A + sI)v(s).
..............................................................
p. spx(s) = Apx(s) + (Ap–1 + sAp – 2 +
+ ... + sp–2A + sp–1I)v(s).

k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑
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Тоãäа иìеет ìесто сëеäуþщее пpеäставëение
äëя pезоëüвенты систеìы (11):

D(s)R(s) = Dk + 1(s)A
k = Dk + 1(A)sk; (26)

2) пустü ej = , j = 1, 2, ..., n, — еäи-

ни÷ный вектоp в Rn, и пустü δ j(s) =  +  +

+ ... + s +  — еãо ìиниìаëüный ìноãо÷ëен с

сопутствуþщиìи ìноãо÷ëенаìи (s), k = 1, 2, ..., p.

Тоãäа äëя j-ãо вектоp-стоëбöа pезоëüвенты

R(s) = [R1(s)|R2(s)|...|Rn(s)] (27)

иìеет ìесто пpеäставëение

δ j(s)Rj(s) = (s)  = (ej)s
k,

j ∈ 1, n; (28)

3) пустü соãëасно (28) вектоp-стоëбеö pезоëü-
венты записан в виäе

Rj(s) = Ej(s)/δ
j(s), (29)

ãäе вектоp-стоëбеö ìноãо÷ëенов Ej(s) опpеäеëен как

Ej(s) = (s)  = (ej)s
k (30)

с коìпонентаìи (s), (s), ..., (s).

Тоãäа: 1) взаиìно пpоста совокупностü ìноãо-
÷ëенов (s), (s), ..., (s);

2) взаиìно пpоста совокупностü ìноãо÷ëенов
δ j(s), Ej(s).
Доказательство.
По п. 1 теоpеìы. Поëожиì в (22) δ(s) = D(s). Тоãäа,

поскоëüку D(A) = 0, с у÷етоì (23) поëу÷аеì (26).
По п. 2 теоpеìы. Поëожиì в (22) δ(s) = δ j(s) и

уìножиì pавенства спpава на вектоp ej. Тоãäа, по-
скоëüку δ j(A)ej = δ j(ej) = 0 (сì. опpеäеëение 2)
и R(s)ej = Rj(s), у÷итывая (19), поëу÷аеì соотноøе-
ния (28).
По п. 3 теоpеìы. Утвеpжäение сëеäует из ëеììы.
Теоpеìа 1 äоказана.
Замечание 7. Из (4), (11) и (26) сëеäует, ÷то

P(s) = Dk + 1(s)A
k = Dk + 1(A)sk

— пpивеäенная пpисоеäиненная ìатpиöа систе-

ìы (1). Действитеëüно, заìетиì, ÷то ckA
k = 0

тоãäа и тоëüко тоãäа, коãäа c0 = c1 = ... = cn = 0.
Ина÷е бы существоваë ìиниìаëüный ìноãо÷ëен
ìатpиöы A степени ìенüøей, ÷еì r в исхоäной по-
сыëке. Даëее, как отìе÷ено в ëеììе, сопутствуþщие
ìноãо÷ëены пpи всякоì s не обpащаþтся все вìесте

в нуëü. В сиëу этоãо P(s) ≠ 0 пpи всякоì s, т. е. ìно-

жество всех эëеìентов ìатpиöы P(s) = {Pij(s)}
взаиìно пpосто. Наконеö, ìатpиöа P(s) и ìноãо-
÷ëен D(s) также взаиìно пpосты, поскоëüку äëя
всякоãо коpня λ этоãо ìноãо÷ëена P(λ) ≠ 0.
Замечание 8. Поскоëüку (сì. заìе÷ание 2)

D(s) = НОК(δ1(s), δ2(s), ..., δn(s)),

то

D(s) = c j(s)δ j(s), j = 1, 2, ..., n,

ãäе c j(s) — ìноãо÷ëены, фоpìиpуеìые пpи по-
стpоении НОК.
Тоãäа из (27), (29) сëеäует

R(s) = [c1(s)E1(s)|c
2(s)E2(s)|...|c

n(s)En(s)].

Такиì обpазоì, иìеет ìесто пpеäставëение
пpивеäенной пpисоеäиненной ìатpиöы

P(s) = [c1(s)E1(s)|c
2(s)E2(s)|...|c

n(s)En(s)].

Зäесü совокупностü ìноãо÷ëенов ck(s), k = 1, 2,
..., n, также взаиìно пpоста.

3.2. Pеакция одномеpной системы на воздействие
(u ≠ 0, x0 = 0). Обpатиìся сна÷аëа к сëу÷аþ оäно-
ìеpной ìоäеëи

(31)

ãäе A ∈ Rn Ѕ n, b ∈ Rn, c ∈ Rn; x ∈ Rn, u ∈ R1, y ∈ R1,
и pассìотpиì заäа÷у пpеäставëения pеакöии по пе-
pеìенныì состояния в изобpажениях

x(s) = Wx(s)u(s).

Дpуãиìи сëоваìи, pассìотpиì заäа÷у постpоения
вектоpа пеpеäато÷ных функöий по пеpеìенныì
состояния систеìы (31).
Теоpема 2. Пустü опpеäеëен ìиниìаëüный ìно-

ãо÷ëен вектоpа b

δ(s) = sp + δ1s
p–1 + ... + δp–1s + δp, p m n, (32)

а также вектоpы

bk = Abk – 1, k = 1, 2, ..., p – 1; b0 = b. (33)

Тоãäа: 1) äëя вектоpа пеpеäато÷ных функöий
спpавеäëиво пpеäставëение

Wx(s) = δk+1(s)b
k/δ(s) = δk+1(b)s

k/δ(s),(34)

ãäе δk+1(s), k = 0, 1, ..., p – 1, — сопутствуþщие ìно-
ãо÷ëены (20) к ìноãо÷ëену (32);

2) совокупностü коìпонент вектоpноãо ìно-
ãо÷ëена

b(s) = δk+1(s)b
k (35)

β1(s), β2(s), ..., βn взаиìно пpоста;
3) также взаиìно пpоста совокупностü ìноãо-

÷ëенов (32), (35);

k 0=

r 1–

∑
k 0=

r 1–

∑

(0 ... 0 1 0 ... 0)т
– – – j – – –

s
Pj δ1

j s
Pj 1–

δPj 1–
j δPj

j

δk
j

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j ej

k

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j ej

k

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j

εj
1 εj

2 εj
n

εj
1 εj

2 εj
n

k 0=

r 1–

∑
k 0=

r 1–

∑

k 0=

r 1–

∑

1
n

1
D s( )
--------

 = Ax + bu,

y = cтx,

dx
dt
-----

k 0=

p 1–

∑
k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑
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4) äëя пеpеäато÷ной функöии выхоäа (7)

y(s) = W(s)u(s)

спpавеäëиво пpеäставëение

w(s) = δk+1(s)c
тbk/δ(s) = cтδk+1(b)s

k/δ(s).(36)

Доказательство. Обpатиìся к тожäеству (21) с
x0 = 0, т. е. пpи v(s) = bu(s).
Поскоëüку x(s) = R(s)bu(s), то δ(A)x(s) =

= δ(A)R(s)bu(s) = R(s)δ(A)bu(s). Но δ(A)b = 0, так
как δ(s) — ìиниìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа b (сì.
опpеäеëение 2). Тоãäа из (21) поëу÷аеì

δ(s)x(s) = δk+1(s)A
kbu(s) = δk+1(A)skbu(s). (37)

Поскоëüку в сиëу (33) Akb = bk, из этоãо с у÷етоì
(17) сëеäует (34).
Даëее, утвеpжäения п. 2 и п. 3 теоpеìы сëеäуþт

из п. 1 и п. 2 ëеììы соответственно. Наконеö, со-
отноøение (36) сëеäует из (34) посëе уìножения
pавенства на cт.
Теоpеìа 2 äоказана.
3.3. Pеакция многомеpной системы на воздействие.

Тепеpü pассìотpиì сëу÷ай ìноãих вхоäов и выхоäов.
Пустü u ∈ Rm и B ∈ Rn Ѕ m. Пустü bj, j = 1, 2, ..., m, —
стоëбöы ìатpиöы B. Тоãäа ìожно записатü

Bu = b1u1 + b2u2 + ... + bmum, (38)

ãäе uj, j = 1, 2, ..., m, — коìпоненты вектоpа u. В сиëу
(38) äëя изобpажения вектоpа состояния x(s) ана-
ëоãи÷но (37) буäет иìетü ìесто пpеäставëение

x(s) = R(s)Bu(s) = R(s)bjuj(s) =

= (s)uj(s) = Wx(s)u(s). (39)

Вектоp-стоëбöы в (39)

(s) = R(s)bj, j = 1, 2, ..., m, (40)

составëяþт ìатpиöу пеpеäато÷ных функöий систе-
ìы по состояниþ

Wx(s) = [ (s)| (s)|...| (s)].

Следствие 1. Пустü δ j(s) — ìиниìаëüный ìно-
ãо÷ëен вектоpа b j. Соãëасно теоpеìе 1, äëя всякоãо
вектоp-стоëбöа ìатpиöы пеpеäато÷ных функöий
(40) иìеет ìесто пpеäставëение (сì. äоказатеëüство
п. 1 теоpеìы)

(s) = (s) /δ j(s) =

= (b j)sk/δ j(s), j ∈ 1,m,

и утвеpжäения, анаëоãи÷ные п. 2, п. 3 теоpеìы.

Наконеö, äëя всякоãо вектоp-стоëбöа ìатpиöы
пеpеäато÷ных функöий выхоäа (7)

W(s) = [W1(s), W2(s), ..., Wm(s)]

иìеет ìесто пpеäставëение

Wj(s) = C (s) = (s)C /δ j(s) =

= C (b j)sk/δ j(s), j ∈ 1,m.

3.4. Собственное движение системы. Исхоäиì из
соотноøения äëя пеpеìенных состояния систеìы (1):

x(s) = R(s)x0. (41)

Тоãäа äëя собственноãо äвижения на выхоäе
систеìы поëу÷аеì пpеäставëение

yc(s, x0) = CR(s)x0. (42)

Сëеäоватеëüно, искоìая в постановке заäа÷и
pаöионаëüная функöия в фоpìуëе (8) иìеет виä

Y(s) = CR(s). (43)

Остается заìетитü, ÷то фоpìуëы (41), (42), (43)
пpи необхоäиìости ìоãут бытü записаны в pазвеp-
нутоì виäе по пpеäставëенияì pезоëüвенты, поëу-
÷енныì в pазäеëе 3.1.

4. Постpоение минимального многочлена 
по пpоизводящему вектоpу А. Н. Кpылова [4] 

пpостpанства состояний системы

Даëее пpоизвоäящиì вектоpоì буäеì называтü
вектоp  ∈ Rn, котоpый выбpан äëя постpоения
эëеìентов ìоäеëи систеìы в pазäеëах 3.1—3.3.
Дëя завеpøения pеøения заäа÷и, поставëенной

в pазäеëе 1, тепеpü необхоäиìо указатü пpакти÷е-
ски эффективный способ постpоения ìиниìаëü-
ноãо ìноãо÷ëена пpоизвоäящеãо вектоpа.
Итак, пустü pассìатpивается заäа÷а о постpое-

нии ìиниìаëüноãо ìноãо÷ëена

δ(s) = sp + δ1s
p–1 + ... + δp–1s + δp (44)

заäанноãо вектоpа  ∈ Rn относитеëüно ìатpиöы A.
По опpеäеëениþ p — наиìенüøая степенü в

ìножестве аннуëиpуþщих ìноãо÷ëенов вектоpа .
Это озна÷ает, ÷то в сиëу опpеäеëения

δ( ) = p + δ1
p–1 + ... + δp–1

1 + δp  = 0, (45)

т. е. вектоpы , 1 = A , ..., p = A p–1 явëяþтся ëи-
нейно зависиìыìи, пpи÷еì

, 1 = A , ..., p–1 = A p – 2 (46)

— ëинейно независиìые вектоpы. В пpотивноì
сëу÷ае существоваë бы аннуëиpуþщий ìноãо÷ëен
степени p – 1.

4.1. Детеpминантная фоpма постpоения мини-
мального многочлена вектоpа. Всëеäствие тоãо, ÷то
вектоpы , 1, ..., p–1 — ëинейно независиìы,

k 0=

p 1–

∑
k 0=

p 1–

∑

k 0=

p 1–

∑
k 0=

p 1–

∑

j 1=

m

∑

j 1=

m

∑ Wx
j

Wx
j

Wx
1 Wx

2 Wx
m

Wx
j

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j bj

k

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j

Wx
j

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j bj

k

k 0=

Pj 1–

∑ δk 1+
j
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в ìатpиöе, составëенной из коìпонентов вектоpов
по стpокаì,

найäется не pавный нуëþ ìиноp p-ãо поpяäка, скажеì

Mp =  ≠ 0, (47)

ãäе i1, i2, ..., ip — инäексы стоëбöов ìатpиöы, об-
pазуþщих ненуëевой ìиноp.

Pассìотpиì в кооpäинатной фоpìе соотноøе-
ние (45), выäеëяя ëиøü кооpäинаты с ноìеpаìи
i1, i2, ..., ip. Буäеì иìетü

(48)

Опpеäеëитеëü систеìы (48) не pавен нуëþ в си-
ëу (47) (поскоëüку detXт = detX), поэтоìу коэффи-
öиенты ìиниìаëüноãо ìноãо÷ëена δ1, δ2, ..., δp ìоãут
бытü найäены как ее pеøение, напpиìеp, по фоp-
ìуëаì Кpаìеpа.
Дëя поëу÷ения äетеpìинантноãо пpеäставëения

всеãо ìноãо÷ëена δ(s) ввоäится [3] äопоëнитеëü-
ное "неизвестное" δ0 = 1, и pавенство (44) пpи-
соеäиняется к систеìе (48). В pезуëüтате обpазу-
ется систеìа

(49)

оäноpоäных уpавнений относитеëüно пеpеìенных
δ0, δ1, ..., δp.

Систеìа (49) иìеет завеäоìо ненуëевое pеøение
(δ0 = 1, δ1, ..., δp), а зна÷ит, pавный нуëþ опpеäе-
ëитеëü. Из этоãо усëовия, pасщепëяя посëеäний
стоëбеö опpеäеëитеëя и пpеäставëяя еãо в виäе

суììы опpеäеëитеëей, посëе тpанспониpования
нахоäиì соотноøение

Mpδ(s) =  ≠ 0. (50)

Есëи p = n, иìееì так называеìый pеãуëяpный
сëу÷ай, т. е. сëу÷ай ëинейной независиìости век-
тоpов , 1, ..., n – 1. Еãо иäентифиöиpует неpавен-
ство (47) пpи p = n и i1 = 1, i2 = 2, ..., in = n. В этоì
сëу÷ае ìиниìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа  и пpо-
стpанства (ìатpиöы A) тожäественно совпаäаþт
с хаpактеpисти÷ескиì ìноãо÷ëеноì ìатpиöы A.
Такиì обpазоì, иìеет ìесто pавенство

Mndet(sI – A) = . (51)

Тожäество (51) пpеäставëяет собой пpеобpазо-
вание А. Н. Кpыëова хаpактеpисти÷ескоãо ("веко-
воãо") опpеäеëитеëя систеìы в интеpпpетаöии
Ф. P. Гантìахеpа. Постpоение хаpактеpисти÷ескоãо
ìноãо÷ëена (на основе этоãо тожäества) зна÷и-
теëüно упpощается. Еãо коэффиöиенты ìоãут бытü
опpеäеëены пpяìо по пpавой ÷асти (51) как аëãеб-
pаи÷еские äопоëнения эëеìентов посëеäнеãо стоëбöа
(÷исëовые опpеäеëитеëи). В общеì (неpеãуëяpноì)
сëу÷ае äействует соотноøение (50), опpеäеëяþщее
ìиниìаëüный ìноãо÷ëен заäанноãо вектоpа. Ко-
не÷но, заpанее ÷исëо p неизвестно. Дëя пpакти÷е-
скоãо испоëüзования этоãо соотноøения необхо-
äиìо посëеäоватеëüно фоpìиpоватü ìатpиöы из
стpок т, 1т, ..., rт, ..., сопpовожäая эту пpоöеäуpу
вы÷исëениеì всех ìиноpов сна÷аëа втоpоãо поpяä-
ка паpы стpок т, 1т, затеì тpетüеãо — стpок т,
1т, 2т и т. ä. Есëи на (p – 1)-ì øаãе хотя бы оäин

ìиноp p-ãо поpяäка не pавен нуëþ, а на сëеäуþ-
щеì p-ì øаãе ìиноpы (p + 1)-ãо поpяäка все pавны
нуëþ, то пpоöеäуpа закан÷ивается. Она опpеäеëяет
÷исëо p ëинейно независиìых стpок и саìи эти
стpоки. Как виäно, описанная пpоöеäуpа тpебует
вы÷исëения боëüøоãо ÷исëа опpеäеëитеëей наpас-
таþщеãо поpяäка. Дëя p = n это ÷исëо пpи вы÷ис-
ëениях от втоpой äо посëеäней стpоки pавно

 +  + ... +  +  = 2n – 1 – 1.

В ìатpи÷но-вектоpной фоpìе [A, ] постpоение
хаpактеpисти÷ескоãо ìноãо÷ëена pассìатpивается
в pаботе [4].
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4.2. Алгоpитм аннулиpующей pедукции. Аëüтеp-
нативой (в пpакти÷ескоì отноøении пpеäпо÷ти-
теëüной) вы÷исëения боëüøоãо ÷исëа опpеäеëитеëей
явëяется пpиìенение ìетоäа искëþ÷ения Гаусса
к систеìе уpавнений äëя коэффиöиентов ìиниìаëü-
ноãо ìноãо÷ëена. Pеøение уpавнений ìожно заìе-
нитü поискоì обpащаþщейся в нуëü ëинейной коì-
бинаöии вектоpов (46) пpи ìиниìаëüноì их ÷исëе
p + 1. Испоëüзуя этот поäхоä и pекоìенäаöии в pа-
боте [3], указаннуþ ëинейнуþ коìбинаöиþ буäеì
искатü с поìощüþ фоpìиpования вспоìоãатеëü-
ных вектоpов e0 = , e1, ..., er, ..., обpазованных по-
сëеäоватеëüныìи ëинейныìи коìбинаöияìи

er = Aer–1 + ek, r = 1, 2, ..., p m n. (52)

Коэффиöиенты ëинейных коìбинаöий (52)
буäеì выбиpатü посëеäоватеëüно на кажäоì øаãе
r = 1, 2, ... по усëовияì обнуëения назна÷енных
кооpäинат о÷еpеäноãо вектоpа. Дëя этоãо, на÷иная
аëãоpитì, выäеëиì в вектоpе  эëеìент, напpиìеp,
с ноìеpоì m, такой ÷то

m ≠ 0. (53)

Составëяя ëинейнуþ коìбинаöиþ (52) пpи r = 1
(пеpвый øаã pеäукöии)

e1 = A  + ,

выбеpеì ее коэффиöиент  так, ÷тобы выпоëня-
ëосü усëовие

 = 0.

Такиì обpазоì, коэффиöиент  опpеäеëиì pа-
венствоì

 = –(A )m/ m.

В вектоpе e1 отìетиì тепеpü эëеìент , на-
пpиìеp, с ноìеpоì m1 ≠ m, такой ÷то

 ≠ 0. (54)

Составëяя ëинейнуþ коìбинаöиþ виäа (52) пpи
r = 2 (втоpой øаã pеäукöии)

e2 = Ae1 +  + e1,

выбеpеì ее коэффиöиенты так, ÷тобы выпоëня-
ëисü усëовия

 = 0,  = 0.

С у÷етоì неpавенств (53), (54) найäеì

 = –(Ae1)m/ m,

 = –[(Ae1)  + ]/ .

Эту пpоöеäуpу выбоpа коэффиöиентов в öеëях
pасøиpения ìножества нуëевых эëеìентов пpи пе-
pехоäе от вектоpа к вектоpу виäа (52) ìожно пpо-
äоëжитü.
Ввеäеì äëя уäобства обозна÷ение

f r = Aer–1. (55)

Дëя вектоpа с ноìеpоì r (пpоизвоëüный øаã pе-
äукöии)

er = fr + ek (56)

запиøеì соотноøения äëя кооpäинат с инäексаìи
m, m1, ..., mr – 1:

(57)

Зäесü mk ∈ 1, n, k = 0, 1, ..., r – 1, m0 = m и

m ≠ 0,  ≠ 0, ...,  ≠ 0.

Тепеpü назна÷иì усëовия выбоpа коэффиöиентов

 = 0,  = 0, ...,  = 0, ...,  = 0. (58)

Тоãäа из соотноøений (57) в сиëу (58) найäеì

(59)

В pезуëüтате постpоения ëинейной коìбинаöии
(56) с указанныì выбоpоì коэффиöиентов (59) по-
ëу÷аеì вектоp er, у котоpоãо r эëеìентов с ноìеpаìи
m, m1, m2, ..., mr – 1 все pавны нуëþ (r-й øаã pеäукöии).
Пустü пpи r = p m n окажется, ÷то все эëеìенты

вектоpа ep — нуëевые. Это буäет посëеäний анну-
ëиpуþщий øаã pеäукöии (буäеì ãовоpитü "пpяìоãо
хоäа аëãоpитìа"). Покажеì ÷то пpи этоì вектоpы
, e1, e2, ..., ep–1 буäут ëинейно независиìыìи. Дëя
этоãо ввеäеì в pассìотpение вектоp :

 = c0  + c1e
1 + ... + cke

k + ... + cp – 1e
p – 1.
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Этот вектоp обpащается в нуëü тоãäа и тоëüко
тоãäа, коãäа все коэффиöиенты ck, k = 0, 1, ..., p – 1,
pавны нуëþ. Действитеëüно, есëи  = 0, то

 = 0,  = 0, ...,  = 0.

По постpоениþ  = 0, i = 1, 2, ..., p – 1, а m ≠ 0.

Зна÷ит, из усëовия  = c0 m = 0 сëеäует, ÷то c0 = 0.
Пустü äоказано, ÷то c0 = 0, c1 = 0, ..., ck – 1 = 0.

Тоãäа mk-я кооpäината вектоpа  оказывается pавной

 = ck , поскоëüку  = 0, i = k + 1, ..., p – 1,

и из усëовия  = 0 сëеäует ck = 0, так как  ≠ 0.

По инäукöии наøе утвеpжäение о коэффиöиентах
ck äоказано. Из неãо сëеäует, ÷то вектоpы , e1, ...,

ep – 1 ëинейно независиìы.
Тепеpü пеpейäеì к обpатноìу хоäу аëãоpитìа.

Кажäый из вектоpов er, r = 1, 2, ... ìожет бытü
пpеäставëен (сì. ниже) в виäе ëинейной коìбина-
öии вектоpов , 1, .., r виäа

er = r + r–1 + r–2 + ... + 1 + .(60)

Соотноøения äëя коэффиöиентов коìбинаöий
(60) пpивеäеì ниже, а зäесü заìетиì, ÷то пpи r = p
буäеì иìетü pавенство

p + p–1 + p–2 + ... + 1 +  = 0,(61)

из котоpоãо сëеäует, ÷то ìноãо÷ëен

δ(s) = sp + δ1s
p–1 + δ2s

p–2 + ... + δp–1s + δp (62)

с коэффиöиентаìи

δ1 = , δ2 = , ..., δp–1 = , δp = (63)

явëяется ìиниìаëüныì ìноãо÷ëеноì вектоpа .
Действитеëüно, нетpуäно показатü, ÷то вектоpы ,
1, ..., p–1 ëинейно независиìы.
Об этоì, напpиìеp, ãовоpит соотноøение

rank[ | 1|...| p–1] = rank[ |e1|...|ep – 1] ≠ 0,

в котоpоì стоëбöы ìатpиö обpазованы указанныìи
вектоpаìи. Pавенство спpавеäëиво, так как в сиëу
(60) стоëбöы ìатpиöы в еãо пpавой ÷асти явëяþтся
ëинейныìи коìбинаöияìи стоëбöов ìатpиöы в ëе-
вой ÷асти. Неpавенство же сëеäует из ëинейной не-
зависиìости вектоpов , e1, ..., ep – 1 (сì. выøе).
Наконеö заìетиì, ÷то ìноãо÷ëен (62) в сиëу (61)

явëяется аннуëиpуþщиì ìноãо÷ëеноì вектоpа .
Из ëинейной независиìости вектоpов , 1, ..., p–1

тепеpü сëеäует, ÷то он явëяется ìиниìаëüныì
ìноãо÷ëеноì этоãо вектоpа.
Поëу÷ив коэффиöиенты ëинейных коìбина-

öий , k = 0, 1, ..., r – 1; r = 1, 2, ..., p, äаëее ìожно
вы÷исëитü коэффиöиенты ëинейных коìбинаöий
(60). Дëя этоãо наäо поäставитü выpажения (60)
r = 1, 2, ... в соотноøения (52) и пpиpавнятü коэф-

фиöиенты пpи вектоpах r–1, r–2, ..., 1 в ëевой и
пpавой ÷астях pавенства. Тоãäа найäеì, ÷то

(64)

Поëаãая посëеäоватеëüно r = 1, 2, ..., (  = 0)
буäеì поëу÷атü

и т. ä. впëотü äо r = p. Посëеäние соотноøения äа-
äут коэффиöиенты ìиниìаëüноãо ìноãо÷ëена (63).
Обpатный хоä аëãоpитìа аннуëиpуþщей pеäукöии

обpазует соотноøения äëя вектоpов , 1, ..., p–1,
котоpые вìесте с ìиниìаëüныì ìноãо÷ëеноì оп-
pеäеëяþт констpукöии поëной ìоäеëи систеìы в
п. 4. Они сëеäуþт из (60) в pекуppентной фоpìе

r = er – r–1 – r–2 – ... – 1 – ,

r = 1, 2, ..., p – 1. (65)

Кpоìе тоãо соотноøения (60) инäуöиpуþт
ìноãо÷ëены

δr(s) = s r + s r–1 + ... + s + ,

r = 0, 1, ..., p; δ0(s) = 1, (66)

коэффиöиенты котоpых опpеäеëены pавенстваìи
(64). Можно показатü, ÷то их связываþт pекуppент-
ные соотноøения

δr(s) = sδr–1(s) + δk(s), r = 1, 2, ..., p. (67)

Заìетиì также, ÷то соãëасно (60), (66) ìожно
записатü

er = δr(A) , r = 0, 1, ..., p. (68)
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Тоãäа из (52), (68) в сиëу пpоизвоëüности век-
тоpа  сëеäует pавенство

δr(A) = Aδr–1(A) + δk(A). (69)

5. Пpимеp

В ка÷естве пpиìеpа, иëëþстpиpуþщеãо ìетоä А.
Н. Кpыëова и пpеäëаãаеìый ìетоä постpоения за-
äанноãо pеøения систеìы (1), pассìотpиì систеìу с
указанныìи на÷аëüныìи усëовияìи

(70)

Сна÷аëа pассìотpиì pеøение заäа÷и ìетоäоì
пpеобpазования А. Н. Кpыëова. Записав систеìу
(70) в обëасти изобpажений (сì. (5)), выпоëниì пpе-
обpазование (6). Опуская ãpоìозäкие выкëаäки,
запиøеì pезуëüтат:

(71)

с опpеäеëитеëеì

Δ(s) = –30•48•  = 0.

Такиì обpазоì, зäесü иìеет ìесто неpеãуëяp-
ный сëу÷ай.
А. Н. Кpыëов пpеäëаãает сëеäуþщий поäхоä äëя

постpоения pеøения систеìы (71). Ввоäится новая
пеpеìенная

(s) = 30x2(s) – 48x3(s). (72)

Это позвоëяет выäеëитü в (71) независиìуþ
поäсистеìу

(73)

с опpеäеëитеëеì

Δ*(s) =  = s2 + 5s + 4. (74)

Pеøение систеìы (73) иìеет виä

x1(s) = x10, (s) = – x10.

Даëее по (71), (72) нахоäиì

x2(s) = x3(s) = x10.

Pеøиì тепеpü заäа÷у пpеäëаãаеìыì ìетоäоì.
Соãëасно (43), а также (27), (29) буäеì иìетü
x(s) = R(s)e1x10 = x10E1(s)/δ

1(s), ãäе δ1(s) — ìини-
ìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа e1 = [1, 0, 0]т, а E1(s)
вы÷исëяется по (30), j = 1.
Даëее выпоëняеì вы÷исëения с исхоäныìи

äанныìи

A = ,  = e1 = , e0 = .

1. Вы÷исëения пpяìоãо хоäа по (55), (56), (59) äаþт

r = 1, m = 1; f1 = [5, 3, 3]т,  = –5;

e1 = [5, 3, 3]т – 5[1, 0, 0]т = [0, 3, 3]т; 

r = 2, m1 = 2; f2 = [–54, –30, –30]т,

 = 54;  = 10; e2 = [0, 0, 0]т,

сëеäоватеëüно p = 2.
2. Вы÷исëения обpатноãо хоäа по (64), (65), (66)

äаþт

 = –5;  = –5 + 10 = 5,  = –50 + 54 = 4;

δ1(s) = s2 + 5s + 4; (s) = s + 5, (s) = 1; (75)

1 = [0, 3, 3]т – (–5)[1, 0, 0]т = [5, 3, 3]т. (76)

В (75) δ1(s) — ìиниìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа
e1 с сопутствуþщиìи ìноãо÷ëенаìи. По (30), (75),
(76) äаëее нахоäиì

E1(s) = (s)  + (s) 1 = (s + 5) + =

и

x(s) = x10,

т. е. поëу÷аеì те же x1(s), x2(s), x3(s), ÷то выøе по
ìетоäу А. Н. Кpыëова.
Заìетиì, ÷то втоpой опpеäеëитеëü А. Н. Кpы-

ëова (74) оказывается ìиниìаëüныì ìноãо÷ëеноì
вектоpа e1 = [1, 0, 0]т (сì. (74), (75)).
Заìетиì также, ÷то аëãоpитìы постpоения эëе-

ìентов ìоäеëи систеìы (1) в обëасти изобpажений
выпоëняþтся непосpеäственно по äанныì описа-
ния (1) и независиìо от особенностей систеìы.
Заключение. Pабота акаä. А. Н. Кpыëова [1] пpи-

вëекëа вниìание у÷еных, пpежäе всеãо, бëаãоäаpя
пpеäëоженной в ней оpиãинаëüной фоpìе вековоãо
опpеäеëитеëя. Посëеäуþщие иссëеäоватеëи ([2, 3]
и äp.) в основноì сосpеäото÷иëисü на анаëизе этой
фоpìы и ее связи с хаpактеpисти÷ескиì ìноãо÷ëе-
ноì систеìы.
Вìесте с теì, в pаботе [1] pассìатpиваëисü бо-

ëее общие заäа÷и постpоения заäанноãо pеøения
систеìы ëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений.
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А. Н. Кpыëов искаë констpукöиþ пpеäставëения
pеøения, котоpая опиpаëасü бы на "уäобный" äëя
вы÷исëений опpеäеëитеëü. Пpеобpазованиеì äиф-
феpенöиаëüных уpавнений этот опpеäеëитеëü быë
сфоpìиpован так, ÷то сиìвоëüный паpаìетp вхоäиë
тоëüко в еãо пеpвый стоëбеö. Такиì обpазоì, по-
стpоение хаpактеpисти÷ескоãо ìноãо÷ëена своäи-
ëосü в pеãуëяpноì сëу÷ае к вы÷исëениþ тоëüко ÷и-
сëовых опpеäеëитеëей — ìиноpов эëеìентов пеp-
воãо стоëбöа.
Этот эффект упpощения пpобëеìы хаpактеpисти-

÷ескоãо опpеäеëитеëя и интеpпpетаöия Ф. P. Гант-
ìахеpа — опpеäеëитеëü А. Н. Кpыëова естü ìини-
ìаëüный ìноãо÷ëен вектоpа (ìатpиöы) — побужäает
пойти äаëüøе, т. е. искатü пpеäставëение pеøения
систеìы (1) вообще без опpеäеëитеëей. Нескоëüко
паpаäоксаëüно, но по существу – обpатитüся к äpу-
ãой еãо фоpìе. Поëу÷енные в настоящей pаботе pе-
зуëüтаты такоãо поиска ìы пpеäставëяеì в заäа÷е
постpоения pеøения как äаëüнейøее pазвитие ìе-

тоäа А. Н. Кpыëова, напpавëение котоpоãо быëо
опpеäеëено в pазäеëе 1. Поставëенная в неì заäа÷а
постpоения поëной ìатеìати÷еской ìоäеëи систе-
ìы (1) в обëасти изобpажений поëностüþ pеøена.
Отìетиì, ÷то пpеäставëения вынужäенноãо и соб-
ственноãо äвижений систеìы свобоäны от оãpани-
÷ений, а аëãоpитì вы÷исëения эëеìентов пpеä-
ставëения — ìиниìаëüных ìноãо÷ëенов и поpож-
äаþщих их öикëи÷еских вектоpов — pаботает пpи
ëþбых вхоäных äанных (A, B, C).
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О pеализации линеаpизующего компенсатоpа 
для одного класса нелинейных моделей

R. D. Akhmetsafin, R. Z. Akhmetsafina

Linearization for a Class of Nonlinear Models

Введение

Оäной из заäа÷ синтеза систеì на основе неëи-
нейных äинаìи÷еских ìоäеëей объектов упpавëе-
ния явëяется заäа÷а ëинеаpизаöии [2, 3]. Уäобныìи
äëя описания стати÷еских и äинаìи÷еских свойств,
иäентификаöии и посëеäуþщеãо анаëиза явëяþтся
так называеìые бëо÷но-оpиентиpованные ìоäеëи,
состоящие из неëинейных (поëиноìиаëüных) ста-
ти÷еских и ëинейных äинаìи÷еских бëоков [3].
Наибоëее известныìи ìоäеëяìи этоãо кëасса яв-
ëяþтся ìоäеëи Винеpа и Гаììеpøтейна [3, 6, 11, 15].
Вхоä-выхоä таких ìоäеëей описывается отpезкоì
функöионаëüноãо pяäа Воëüтеppа [3], т. е. пpеä-
ставëяется неëинейныì опеpатоpоì.
Линеаpизуþщая коìпенсаöия в пpяìой öепи

пpеäпоëаãает фоpìиpование обpатноãо опеpатоpа.
Коìпенсатоp пpеäставëяет собой физи÷ескуþ pеа-
ëизаöиþ опеpатоpа, описываþщеãо посëеäоватеëü-
ное соеäинение жеëаеìой систеìы (пpеäставëенной
ëинейныì опеpатоpоì) и обpатной систеìы (пpеä-
ставëенной обpатныì неëинейныì опеpатоpоì).
Существуþт äва поäхоäа по pеаëизаöии коìпен-

сатоpа. Пеpвый — пpибëиженный, он пpеäпоëаãает
pазëожение опеpатоpа коìпенсатоpа в функöио-
наëüный pяä с посëеäуþщиì усе÷ениеì äëя еãо
физи÷еской pеаëизаöии [5, 7]. В этоì сëу÷ае зависи-
ìостü вхоä-выхоä коìпенсатоpа явная, ÷то позвоëяет
иссëеäоватü еãо фиëüтpаöионные свойства как во
вpеìенной, так и в ÷астотной обëастях. Оäнако усе-
÷ение функöионаëüноãо pяäа, естественно, оãpани÷и-
вает как стати÷еский, так и äинаìи÷еский äиапазоны
ëинеаpизаöии. Отìетиì, ÷то такой поäхоä пpиìеня-
ется и äëя pасøиpения ëинейноãо стати÷ескоãо и äи-
наìи÷ескоãо äиапазонов Hi-Fi акусти÷еских систеì
[6, 10], а также äëя коìпенсаöии в высокоскоpост-
ных опти÷еских теëекоììуникаöионных систеìах [9].

Втоpой поäхоä пpеäпоëаãает, ÷то обpатный опе-
pатоp ìожет бытü пpеäставëен систеìой с внутpен-
ней обpатной связüþ [2, 3]. Пpи этоì, как пpавиëо,
не уäается поëу÷итü явнуþ зависиìостü вхоä-выхоä
коìпенсатоpа, ÷то затpуäняет иссëеäование еãо
свойств и физи÷ескуþ pеаëизаöиþ. В отäеëüных ÷а-
стных сëу÷аях ìожет бытü поëу÷ена некотоpая тpанс-
öенäентная зависиìостü вхоä-выхоä. Так, äëя не-
пpеpывных неëинейных систеì физи÷ески pеаëи-
зоватü "поëный" коìпенсатоp уäается тоëüко äëя
ìоäеëи Гаììеpøтейна за с÷ет внутpенней безы-
неpöионной функöионаëüной обpатной связи [12].
Оäнако ìоäеëü Гаììеpøтейна (как, впpо÷еì, и
ìоäеëü Винеpа) не пpеäпоëаãает независиìой на-
стpойки стати÷еских и äинаìи÷еских свойств.

Постановка задачи

Pассìатpиваþтся неëинейные öифpовые ìоäеëи
объектов упpавëения, стpуктуpа котоpых пpеäстав-
ëена на pис. 1. Моäеëü быëа пpеäëожена Л. Заäе [16],
а название "фиëüтp Заäе" она поëу÷иëа позже [13].
Сей÷ас ее называþт паpаëëеëüной ìоäеëüþ Гаììеp-
øтейна [8, 14]. Вхоä/выхоä ìоäеëи описывается
уpавнениеì

y(k) = bj, iu
j(k – d – i) – aiy(k – i) + b0,

Пpедложена схема pеализации линеаpизующего компенсатоpа для нелинейных объектов упpавления, котоpые описываются
паpаллельной моделью Гаммеpштейна (фильтp Заде), допускающей pекуppентное оценивание паpаметpов пpи текущей иден-
тификации, что позволяет говоpить об адаптивной линеаpизации.
Ключевые слова: линеаpизация, синтез компенсатоpа, паpаллельная модель Гаммеpштейна

This paper considers a scheme of linearizing compensator for parallel Hammerstein model. The compensator exactly linearizes the system
via the internal feedback without truncation of Volterra series. Using the compensator with online identification determines adaptive linearization.

Keywords: linearization, compensator, parallel hammerstein model

Pис. 1. Стpуктуpная схема объекта упpавления
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ãäе y(k), y(k – i) — текущий выхоä ìоäеëи и выхоä
ìоäеëи на пpеäыäущих øаãах соответственно; u(k) —
текущий вхоä ìоäеëи; N — поpяäок неëинейности
ìоäеëи; n — поpяäок ëинейных поäсистеì; ai и bj, i —
паpаìетpы ìоäеëи; d — запазäывание ëинейных
поäсистеì; b0 = const.
Паpаëëеëüная ìоäеëü Гаììеpøтейна явëяется

пpостейøей бëо÷но-оpиентиpованной неëиней-
ной äинаìи÷еской ìоäеëüþ и иìеет пpивëекатеëü-
ные свойства:
возìожностü pекуppентноãо оöенивания паpаìет-
pов ìоäеëи [1, 4, 11, 14, 15] пpи pеøении заäа÷и
иäентификаöии (псевäоëинейная pеãpессия);
возìожностü в некотоpой степени независиìой
настpойки стати÷еских и äинаìи÷еских свойств
ìоäеëи [14].
В äанной pаботе pассìатpивается "поëная" (без

усе÷ения) ëинеаpизуþщая коìпенсаöия в пpяìой
öепи (pис. 2) äëя паpаëëеëüной ìоäеëи Гаììеp-
øтейна. Коìпенсатоp pеаëизуется с внутpенней
обpатной связüþ (pис. 3, б).
Пpеäставиì неëинейный опеpатоp паpаëëеëü-

ной ìоäеëи Гаììеpøтейна W (сì. pис. 2) в виäе
суììы äвух опеpатоpов W = W1 + W2, N (pис. 3, а),
ãäе пеpвый опеpатоp — ëинейный, и еìу соответ-
ствует пеpеäато÷ная функöия в Z-обëасти

W1 = (z) = z–d = z–d.

Опеpатоp W2, N — составной:

W2, N = Wj,

и в нотаöии pяäов Воëüтеppа [3] пpеäставëяет со-
вокупностü ìноãоìеpных эквиваëентных пеpеäа-
то÷ных функöий

Wj(z1, z2, ..., zj) = (z1z2...zj), j = 2,N,

ãäе

(z) = z–d = z–d, j = 2,N,

— пеpеäато÷ные функöии ëинейных поäсистеì
ìоäеëи.
В ка÷естве жеëаеìой систеìы Q (сì. pис. 2)

Q = R*W выбеpеì ëинейнуþ ÷астü опеpатоpа W
(иëи Q = W1). Это не оãpани÷ивает возìожности
ìетоäа в пëане выбоpа жеëаеìой систеìы. Мы pе-
øаеì заäа÷у синтеза ëинеаpизуþщеãо коìпенсатоpа,
а уже ëинеаpизованнуþ систеìу ìожно коìпенси-
pоватü еще pаз известныìи ìетоäаìи. Испоëüзуя
аëãебpу опеpатоpов, описание коìпенсатоpа ìожно
пpеäставитü в виäе R = Q*W –1.

Синтез линеаpизующего компенсатоpа

Известно [2], ÷то обpатный опеpатоp W–1 ìожет
бытü pеаëизован с внутpенней обpатной связüþ по
схеìе, изобpаженной на pис. 3, б. Дëя заäа÷и pеа-
ëизаöии неëинейноãо коìпенсатоpа явная зависи-
ìостü вхоä-выхоä в опеpатоpной фоpìе совсеì не
обязатеëüна (она нужна äëя заäа÷и анаëиза и оöен-
ки показатеëей ка÷ества систеì упpавëения иëи
иссëеäования стати÷еских и äинаìи÷еских свойств
саìоãо коìпенсатоpа).

Pеализация обpатного нелинейного опеpатоpа
посpедством внутpенней обpатной связи. С у÷етоì
pеаëизаöии обpатноãо опеpатоpа посpеäствоì внут-
pенней обpатной связи опеpатоp коìпенсатоpа ìо-
жет бытü пpеäставëен в виäе, показанноì на pис. 4.
В pезуëüтате стpуктуpных пpеобpазований схеìа
коìпенсатоpа упpощается (pис. 5). Оäнако в такоì
виäе коìпенсатоp явëяется физи÷ески неpеаëизуе-
ìыì из-за пpяìой пеpеäа÷и сиãнаëа в öепи обpат-
ной связи, т. е. иìеет ìесто аëãебpаи÷еский контуp.

Pис. 3. Стpуктуpы нелинейных опеpатоpов:
а — исхоäный; б — обpатный

Pис. 2. Стpуктуpная схема компенсации в пpямой цепи
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Pис. 4. Стpуктуpа опеpатоpа компенсатоpа

Pис. 5. Схема компенсатоpа после стpуктуpного пpеобpазования
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Физическая pеализация линеаpизующего компенса-
тоpа. Выäеëиì аëãебpаи÷еский контуp (pис. 6),
äëя ÷еãо запиøеì

 = ci + z–1, i = 2,N; c0 = .

Контуp заìениì аëãебpаи÷ескиì функöионаëü-
ныì бëокоì F [.] (pис. 7), опpеäеëяþщиì pеøение
аëãебpаи÷ескоãо уpавнения заìыкания

u(k) = ε(k) – c0 + ciu
i(k)  ⇒

⇒ cN – iu
N – i(k) + (c0 – ε(k)) = 0 (c1 ≡ 1);

f(u(k), ε(k)) = 0 ⇒ u(k) = F [ε(k)]. (1)

Тепеpü ëинеаpизуþщий коìпенсатоp (pис. 7)
ëеãко pеаëизуется на öифpовых пpоöессоpах обpа-
ботки сиãнаëов (ЦПОС) — он уже не соäеpжит аë-
ãебpаи÷ескоãо контуpа, а пpи ÷исëенноì pеøении
аëãебpаи÷ескоãо уpавнения (1) (напpиìеp, ìето-
äоì Нüþтона) в ка÷естве на÷аëüноãо пpибëижения
äëя искоìоãо упpавëения u(k) уäобно пpиниìатü
зна÷ение на пpеäыäущеì такте u(k – 1).

Пpимеpы

В табë. 1, 2 пpивеäены пpиìеpы паpаìетpов ìо-
äеëей объектов упpавëения и коìпенсатоpов (в пpи-
ìеpах pассìатpиваëасü выпукëая квеpху стати÷е-
ская хаpактеpистика объектов упpавëения, ÷то хаpак-
теpно äëя боëüøинства энеpãети÷еских систеì).
Пpиìеpаìи ìы постаpаëисü pаскpытü возìожностü

Pис. 6. Схема компенсатоpа с выделенным алгебpаическим
контуpом

Pис. 7. Пpиведенная стpуктуpа компенсатоpа

Bi z( )
B1 z( )
----------

Di z( )
B1 z( )
----------

b0

B1 1( )
-----------

Табëиöа 1
Параметры модели объекта управления и компенсатора

Параìетр Приìер 1 Приìер 2

Моäеëü объекта управëения
d 1 1
A(z) 1,0 – 1,5459z–1 + 0,5698z–2 1,0 – 1,5459z–1 + 0,5698z–2

B1(z) 0,0799 + 0,0141z–1 – 0,0510z–2 0,3737 – 0,0579z–1 – 0,2728z–2

B2(z) –0,0206 – 0,0174z–1 + 0,0094z–2 –0,3144 + 0,0546z–1 + 0,2312z–2

B3(z) 0,0232 + 0,0018z–1 – 0,0154z–2 0,0939 – 0,0155z–1 – 0,0688z–2

Стати÷еская характеристика Неëинейная, выпукëая кверху (рис. 8,а) Неëинейная, выпукëая кверху (рис. 10,а)
Характер перехоäных проöессов tп уìенüøается (рис. 8,б) tп возрастает (рис. 10,б)

Коìпенсатор
B1(z) 1,0 + 0,1763z–1 – 0,6391z–2 1,0 – 0,1551z–1 – 0,7301z–2

D2(z) –0,1723 – 0,0473z–1 0,0157 + 0,0043z–1

D3(z) –0,0287 – 0,0079z–1 –0,0026 – 0,0007z–1

f (u(k),ε(k)) = 0 0,2903u3(k) – 0,2579u2(k) + u(k) – ε(k) = 0 0,2513u3(k) – 0,8414u2(k) + u(k) – ε(k) = 0
Стати÷еская характеристика с коìпенсатороì Линейная (рис. 9,а) Линейная (рис. 11,а)
Характер перехоäных проöессов с коìпенсатороì Неизìенный (рис. 9,б) Неизìенный (рис. 11,б)

⎝
⎜
⎛

 
i 2=

N

∑
⎠
⎟
⎞

i 0=

N 1–

∑

Табëиöа 2
Параметры модели объекта управления и компенсатора

Параìетр Приìер 3

Моäеëü объекта управëения
d 1
A(z) 1,0 – 2,7192z–1 + 2,5269z–2 – 0,7991z–3

B1(z) 0,3069 – 0,4896z–1 + 0,1093z–2 + 0,0890z–3

B2(z) –0,2230 + 0,3622z–1 – 0,0841z–2 – 0,0654z–3

B3(z) 0,0672 – 0,1101z–1 + 0,0265z–2 + 0,0199z–3

Стати÷еская
характеристика

Неëинейная, выпукëая кверху (рис. 12,а)

Характер перехоä-
ных проöессов 
вäоëü стати÷еской 
характеристики

От коëебатеëüноãо äо апериоäи÷ескоãо 
(рис. 12,б)

Коìпенсатор
B1(z) 1,0 – 1,5953z–1 + 0,3560z–2 + 0,2899z–3

D2(z) 0,0211 – 0,0155z–1 – 0,0026z–2

D3(z) –0,0096 + 0,0084z–1 + 0,0013z–2

f (u(k), ε(k)) = 0 0,2189u3(k) – 0,7265u2(k) + u(k) – ε(k) = 0
Стати÷еская
характеристика 
с коìпенсатороì

Линейная (рис. 13,а)

Характер перехоä-
ных проöессов 
с коìпенсатороì

Неизìенный (рис. 13,б)



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 17

в некотоpой степени независиìой настpойки ста-
ти÷еских и äинаìи÷еских свойств паpаëëеëüной
ìоäеëи Гаììеpøтейна. На pис. 8—13 пpивеäены
стати÷еские и äинаìи÷еские свойства äо и посëе
коìпенсаöии. Динаìи÷еские свойства пpеäставëены
пеpехоäныìи пpоöессаìи вäоëü стати÷еской ха-
pактеpистики с аìпëитуäой вхоäноãо возäействия
a = 0,2 (осü абсöисс äëя пеpехоäных пpоöессов —
вpеìя, интеpваë квантования T0 = 0,1).

Выводы

По существу, в этоì коpоткоì сообщении ìы
не пpеäëаãаеì ни÷еãо пpинöипиаëüно новоãо. Пpи-
ìеpаìи ìы пpоиëëþстpиpоваëи свойства о÷енü
пpостой известной неëинейной ìоäеëи и пpиìе-
ниëи к ней известные стpуктуpные пpеобpазования.
В pезуëüтате такой "техни÷еской" pаботы пpеäëо-
жена pеаëизаöия ëинеаpизуþщеãо коìпенсатоpа
äëя паpаëëеëüной ìоäеëи Гаììеpøтейна, котоpая
в совокупности с пpиìенениеì аëãоpитìов текущей
иäентификаöии позвоëяет ãовоpитü и об аäаптив-
ноì ëинеаpизуþщеì коìпенсатоpе. Уpавнение (1)
pеøается всеãо за 2...3 итеpаöии, ÷то с пpиìенениеì

совpеìенных ЦПОС позвоëяет pеøатü заäа÷у ëи-
неаpизаöии и быстpотекущих пpоöессов (хаpакте-
pистик Hi-Fi акусти÷еских систеì в ÷астности).
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Метод комбиниpованного концептуального моделиpования 
технических систем

N. P. Kirillov

Method of the Combined Conceptual Modelling of Technical Systems

Введение в пpоблему

Конöептуаëüная ìоäеëü (КМ) — это ìысëиìый
обpаз ìоäеëиpуеìоãо объекта (пpоöесса), соäеpжа-
щий тpебуеìуþ потpебитеëяì инфоpìаöиþ, пpеä-
ставëеннуþ в виäе, котоpый позвоëяет иì оäина-
ково и пpавиëüно ее воспpиниìатü1.
Конöептуаëüное ìоäеëиpование явëяется основ-

ныì ìетоäоëоãи÷ескиì пpинöипоì пpоектиpова-
ния констpукöии техни÷еских систеì (ТС) [1—3].

Кpоìе тоãо, в пубëикаöиях по техноëоãияì и ìе-
тоäаì pазpаботки пpоãpаììноãо обеспе÷ения авто-
ìатизиpованных систеì и систеì автоìати÷ескоãо
упpавëения состоянияìи ТС все ÷аще указывается
на необхоäиìостü пpеäваpитеëüноãо постpоения КМ,
соäеpжащих инфоpìаöиþ о пpавиëах упpавëения
состоянияìи и свойствах пpи÷инно-сëеäственных
пpоöессов упpавëяеìоãо функöиониpования ТС [4].
В äаëüнейøеì, таì, ãäе это не буäет вызыватü

неäопониìание, ìоäеëи констpукöии, а также пpо-
öессов упpавëения и функöиониpования ТС буäеì
называтü ìоäеëяìи ТС.

Пpедложен метод концептуального моделиpования технических систем (ТС), основанный на комбиниpованном пpименении
известных методов стpуктуpно-функционального анализа, объектно-оpиентиpованного и совместного объектно-функциональ-
ного моделиpования. Получаемый пpи этом полезный эффект заключается в упpощении pешения задач постpоения концепту-
альных моделей констpукции, пpоцессов упpавления состояниями и упpавляемого функциониpования ТС за счет задействования
потенциальных возможностей пpиобpетения и использования взаимодополняющей инфоpмации в ходе попеpеменного пpимене-
ния указанных методов моделиpования.
Ключевые слова: теоpия технических систем, концептуальные модели систем и пpоцессов, методы концептуального мо-

делиpования

Is offered the method of conceptual modelling of technical systems (TS), based on the combined application of known methods of the struc-
turally functional analysis, object-oriented and joint objective-functional modelling. The useful effect gained thus consists in simplification of
problem solving of construction of conceptual models of a design, managerial processes by states and operated functioning of the TS at the ex-
pense of use of potentials in acquisition and use of the complementary information got during application of the specified methods of modelling.

Keywords: the theory of technical systems, conceptual models of systems and processes, methods of conceptual modelling

 1 Поä потpебитеëяìи зäесü и äаëее пониìаþтся у÷астники
pазpаботки КМ, а также ее поëüзоватеëи.
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В теоpии техни÷еских систеì [1—3] pассìатpи-
ваþтся ÷етыpе типа КМ, котоpые испоëüзуþтся в
пpоöессе пpоектиpования констpукöии ТС (пpиве-
äены оpиãинаëüные названия ìоäеëей):

ìоäеëи "÷еpноãо ящика" [5];
ìоäеëи функöий ТС — стpуктуpно-функöио-
наëüные пpеäставëения выпоëняеìых в систеìе
функöий;
ìоäеëи "оpãанов" ТС — ÷астей констpукöии сис-
теìы — поäсистеì и/иëи устpойств, выпоëняþ-
щих в ней пpеäопpеäеëенные функöии2;
ìоäеëü эëеìентов констpукöии ТС — уpовенü
схеìотехни÷ескоãо пpеäставëения состава и
стpуктуpы систеìы.
Пpеäусìатpивается, ÷то пpоектиpование ТС

äоëжно осуществëятüся итеpативно, путеì постpое-
ния КМ в напpавëении поpяäка пеpе÷исëения ука-
занных ìоäеëей, с посëеäоватеëüной конкpетиза-
öией и äетаëизаöией констpукöии на кажäоì øаãе,
и итеpаöии ìоäеëиpования от общеãо пpеäставëе-
ния к ÷астноìу. Пеpе÷исëенные виäы ìоäеëей,
кpоìе ìоäеëи функöий, — это объектные КМ,
пpеäставëенные на pазных уpовнях äетаëизаöии
состава и стpуктуpы ТС.
В теоpии ТС указывается на наëи÷ие сìысëовых

связей ìежäу функöионаëüныìи и объектныìи ìо-
äеëяìи, котоpые пpоявëяþтся в тоì, ÷то всеì объ-
ектныì ìоäеëяì ÷астей, составëяþщих ТС, всеãäа
сопоставëяþтся функöии, выпоëняеìые иìи в сис-
теìе, и наобоpот — коìпонентаì функöий, выпоë-
няеìых ТС, сопоставëяþтся соответствуþщие ÷ас-
ти систеìы.

Pеøение заäа÷ анаëиза пpоöессов упpавëения
состоянияìи и упpавëяеìоãо функöиониpования
ТС всеãäа осуществëяется с испоëüзованиеì пpеä-
ваpитеëüно сфоpìиpованных объектных и/иëи
функöионаëüных ìоäеëей этих систеì. Отсþäа сëе-
äует вывоä о тоì, ÷то объектные и функöионаëüные
КМ сëеäует pассìатpиватü в ка÷естве исхоäноãо
ìоäеëüноãо базиса äëя постpоения КМ и анаëиза
указанных пpоöессов. Сëеäоватеëüно, пеpвоо÷е-
pеäной заäа÷ей конöептуаëüноãо ìоäеëиpования
сëеäует с÷итатü заäа÷у фоpìиpования объектных и
функöионаëüных ìоäеëей ТС.
Анаëиз пубëикаöий в обëасти конöептуаëüноãо

ìоäеëиpования сëожных систеì и пpоöессов пока-
зывает, ÷то äëя этоãо пpиìеняþтся в основноì тpи
ìетоäоëоãи÷еских поäхоäа: объектно-
оpиентиpованное ìоäеëиpование (ООМ)
[4, 6], стpуктуpно-функöионаëüный ана-
ëиз (СФА) [7, 8] и ìенее известный ìетоä
совìестноãо объектно-функöионаëüноãо
ìоäеëиpования, названный еãо автоpоì
ìетоäоì "ãаìбуpãеpа" [9].
Метоä ООМ позвоëяет осуществëятü

систеìатизаöиþ, стpуктуpизаöиþ и фоp-

ìаëизованное описание ìоäеëей ÷астей, выäеëяеìых
в ТС. Он пpиìеняется äëя постpоения объектных
КМ как пpоектиpуеìых, так и существуþщих ТС.
Метоä СФА оpиентиpован на pеøение анаëоãи÷-

ных по сìысëу заäа÷, но уже пpиìенитеëüно к сëож-
ныì функöияì и составëяþщиì их коìпонентаì,
pеаëизуеìых систеìаìи и их ÷астяìи. Этот ìетоä
пpиìеняþт äëя постpоения функöионаëüных КМ
существуþщих систеì.
Метоä "ãаìбуpãеpа" оpиентиpован на фоpìиpова-

ние КМ, испоëüзуеìых тоëüко äëя пpоектиpования
систеì. Он закëþ÷ается в постpоении иеpаpхи÷е-
ской КМ, кажäый эëеìент котоpой состоит из ìо-
äуëя — "ãаìбуpãеpа", в котоpоì совìестно у÷итыва-
þтся функöия и сpеäство (объект) ее pеаëизаöии.
На pис. 1 показана иëëþстpаöия äвухуpовневой

ìоäеëи "ãаìбуpãеpа", в котоpой испоëüзованы сëе-
äуþщие обозна÷ения: F — функöия, M — сpеäство
ее pеаëизаöии, K — ìоäуëü связи ìежäу äpуãиìи
ìоäуëяìи ìоäеëи, вкëþ÷аþщий соответствуþщуþ
функöиþ связи и сpеäство ее pеаëизаöии.
Пpинöип постpоения КМ по этоìу ìетоäу закëþ-

÷ается в сëеäуþщеì. В соответствии с тpебования-
ìи к систеìе опpеäеëяется ее функöия. Известно,
÷то pазнообpазие функöий ìноãо ìенüøе pазнооб-
pазия сpеäств, котоpые ìоãут ее pеаëизоватü [7].
Поэтоìу кажäой функöии всеãäа ìожно сопоста-
витü аëüтеpнативные ваpианты сpеäств ее pеаëиза-
öии (pис. 2) и, по pезуëüтатаì их сpавнения ìежäу
собой по какиì-то известныì кpитеpияì, выбpатü

Pис. 1. Пpимеp двухуpовневой модели "гамбуpгеpа"

Pис. 2. Иллюстpация пpинципа постpоения модели "гамбуpгеpа"

2 Понятиþ "оpãан" в оте÷ественной техни÷еской
ëитеpатуpе соответствует понятие "функöионаëü-
ных бëок".
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ëу÷øий ваpиант, котоpый вìесте с pеаëизуеìой иì
функöией вкëþ÷ается в ìоäуëü ìоäеëи "ãаìбуpãеpа".
Оäнако пpиìенение ìоäеëей "ãаìбуpãеpа" äëя

öеëей конöептуаëüноãо анаëиза пpоöессов упpав-
ëения состоянияìи и упpавëяеìоãо функöиониpо-
вания ТС оказаëосü затpуäнитеëüныì, так как äëя
этоãо тpебуется pазäеëüное пpеäставëение и pассìот-
pение свойств функöионаëüных и объектных КМ.
Наëи÷ие сìысëовых связей ìежäу функöияìи

систеì и сpеäстваìи их pеаëизаöии пpеäусìатpи-
ваþтся также и в IDEF0-техноëоãии СФА [8], в
теpìиноëоãии котоpой эти сpеäства называþтся
"ìеханизìаìи". Оäнако ìетоäы постpоения их КМ
в этой техноëоãии не pассìатpиваþтся.

Pезуëüтаты анаëиза ìетоäоëоãий и ìетоäов
ООМ, СФА и совìестноãо объектно-функöио-
наëüноãо ìоäеëиpования пpиìенитеëüно к заäа÷аì
конöептуаëüноãо ìоäеëиpования ТС позвоëяþт
сäеëатü сëеäуþщие вывоäы.

1. Пеpе÷исëенные ìетоäы конöептуаëüноãо ìо-
äеëиpования систеì и пpоöессов явëяþтся унивеp-
саëüныìи, так как не пpивязаны к конкpетныì
пpеäìетныì обëастяì. Пpиìенитеëüно к постpое-
ниþ КМ ТС возìожности этих ìетоäов иëëþстpи-
pуþтся в теìати÷еской ëитеpатуpе тоëüко на отäеëü-
ных ÷астных пpиìеpах, в котоpых существеннуþ
pоëü иãpаþт инäивиäуаëüные особенности и свой-
ства выбpанных äëя этоãо конкpетных систеì, ÷то
затpуäняет иëи не позвоëяет осуществитü пеpенос
pеøений, показанных в таких пpиìеpах, на фоp-
ìиpование КМ äpуãих систеì. Пpи этоì вопpосы
аäаптаöии этих ìетоäов äëя фоpìиpования КМ
объектов кëасса (таксона)3 ТС не pассìатpиваþтся.

2. Потpебности в постpоении КМ ТС актуаëи-
зиpуþт необхоäиìостü в спеöиаëизаöии указанных
ìетоäов и/иëи pазpаботки pезуëüтативноãо ìетоäа
конöептуаëüноãо ìоäеëиpования ТС. Потенöиаëü-
ная возìожностü созäания такоãо ìетоäа основана
на наëи÷ии сìысëовых взаиìосвязей ìежäу объ-
ектныìи и функöионаëüныìи ìоäеëяìи, котоpые
ìоãут бытü испоëüзованы äëя коìпëексиpования
pассìотpенных ìетоäов и их коìбиниpованноãо
пpиìенения в фоpìиpовании КМ ТС.

Понятие "Функция"

Необхоäиìостü в уто÷нении соäеpжания этоãо
понятия в конöептуаëüноì ìоäеëиpовании ТС
обусëовëена теì обстоятеëüствоì, ÷то в нау÷но-
техни÷еской ëитеpатуpе и в инженеpной пpактике
испоëüзуется ìножество pазëи÷ных сìысëовых
тpактовок, затpуäняþщих еãо оäнозна÷ное пони-
ìание и пpавиëüное испоëüзование.
Напpиìеp, в pаботе [10] понятие "функöия"

pассìатpивается в сëеäуþщих сìысëовых интеp-
пpетаöиях:
как поäтип активности — пpоöесс иëи событие;

как сущностü в опpеäеëенной pоëи иëи сäеëан-
ная äëя опpеäеëенной pоëи;
как pоëü сущности, обы÷но в ìатеpиаëüной ве-
щи, котоpуþ эта вещü выпоëняет;
как указание на связü, напpиìеp, коppеëяöиþ
ìежäу какиìи-то аспектаìи пpоöесса (есëи вы-
сота pастет, то äавëение паäает);
как ìатеìати÷еское отноøение ìежäу ÷исëовыìи
объектаìи, опpеäеëяþщее их соотнесение.
Анаëиз поäобных тpактовок показывает, ÷то в

их соäеpжании испоëüзуþтся, пpежäе всеãо, свой-
ства, хаpактеpизуþщие цели использования функ-
öий в пpакти÷еской äеятеëüности, а не свойства,
котоpые составëяþт концептуальную основу этоãо
понятия. В то÷ных науках понятие "функöия" вво-
äится на фоpìаëüноì аксиоìати÷ескоì уpовне,
÷то обусëовëивает еãо сìысëовуþ оäнозна÷ностü:
функция — это бинаpное отноøение, оäнозна÷но
сопоставëяþщее кажäоìу эëеìенту оäноãо ìноже-
ства, называеìоãо обëастüþ опpеäеëения, эëеìент
äpуãоãо ìножества, называеìоãо обëастüþ зна÷е-
ний иëи ко-обëастüþ.
В конöептуаëüноì ìоäеëиpовании функöии и

пpавиëа их pеаëизаöии ìоãут бытü пpеäставëены в
виäе веpбаëüных, фоpìаëüных, фоpìаëизованных
иëи в сìеøанных фоpìах описаний на pазëи÷ных
уpовнях äетаëизаöии/аãpеãаöии соäеpжащейся в
них инфоpìаöии о свойствах функöий. Испоëüзу-
þтся также ìножества pазëи÷ных фоpì и способов
описания пpавиë выпоëнения функöий, в тоì ÷исëе
не фоpìаëизованных, посpеäствоì котоpых äоëжно
выпоëнятüся сопоставëение зна÷енияì обëасти оп-
pеäеëения функöии зна÷ений ее ко-обëасти. Оäнако
это не äоëжно озна÷атü, ÷то сìысëовое соäеpжание
понятия "функöия" äоëжно зависетü от особенно-
стей описания функöий и пpавиë их выпоëнения.
В äаëüнейøеì буäеì с÷итатü, ÷то в конöепту-

аëüноì ìоäеëиpовании ТС сìысëовая сущностü
функöии, пpеäставëенной в ëþбых фоpìах ее опи-
сания (заäания), всеãäа пониìается в ìатеìати÷е-
ской тpактовке этоãо понятия.
Цеëü конöептуаëüноãо ìоäеëиpования функöий

с нефоpìаëизованныìи описанияìи закëþ÷ается
в обеспе÷ении возìожностей оäнозна÷ноãо пони-
ìания и испоëüзования их свойств потpебитеëяìи.
Достижение этой öеëи осуществëяется путеì по-
стpоения стpуктуpно-функöионаëüных ìоäеëей
исхоäной функöии, пpеäставëенных на тpебуеìоì
уpовне äетаëизаöии их свойств.

Понятие "Функциональный объект"

ТС и все эëеìенты их констpукöии всеãäа иìеþт
впоëне опpеäеëенное функöионаëüное назна÷ение.
Поэтоìу в конöептуаëüноì ìоäеëиpовании pазäе-
ëение констpукöии ТС на ÷асти всеãäа осуществ-
ëяется так, ÷тобы этиì ÷астяì сопоставëяëисü
впоëне опpеäеëенные функöии, котоpые они вы-
поëняþт в систеìе. Чëенения, не уäовëетвоpяþщие
этоìу поëожениþ, не иìеþт сìысëа в конöепту-

 3 Таксон, в отëи÷ие от кëасса, вкëþ÷ает не тоëüко сущест-
вуþщие, но и все ìысëиìые объекты с общиìи свойстваìи.
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аëüноì ìоäеëиpовании ТС. Это оäна из общих
особенностей конöептуаëüноãо ìоäеëиpования пpо-
ектиpуеìых и существуþщих ТС, котоpая позвоëя-
ет называтü ТС функöионаëüныì объектоì, а еãо
÷асти — функöионаëüныìи ÷астяìи систеìы.
Функциональный объект (ФО) — это абстpактный

обpаз ìатеpиаëüноãо объекта, котоpоìу взаиìно оä-
нозна÷но сопоставëена некотоpая функöия [11].
Моäеëü ФО — это ìоäеëü ÷еpноãо ящика, вы-

поëняþщеãо пpиписаннуþ еìу pоëевуþ сущностü,
а иìенно, заäанныì обpазоì осуществëятü ка÷ест-
венные и/иëи коëи÷ественные пpеобpазования энеp-
ãии, вещества и/иëи инфоpìаöии на еãо вхоäах в
энеpãиþ, вещество и/иëи инфоpìаöиþ на еãо вы-
хоäах [1]. Гpаниöы ìоäеëи ФО опpеäеëяþтся вы-
боpоì и описаниеì еãо вхоäов, котоpыì сопостав-
ëяþтся аpãуìенты соответствуþщей еìу функöии,
и выхоäов, котоpыì сопоставëяþтся ее зна÷ения.
Функциональная часть (ФЧ) ТС — это составная

÷астü ФО, котоpой взаиìно оäнозна÷но сопостав-
ëена оäна их коìпонент выпоëняеìой иì функöии.
Испоëüзование понятий "ФО" и "ФЧ" позвоëяет

pассìатpиватü объектные ìоäеëи ÷астей ТС как
÷еpные ящики, описание ãpаниö котоpых äетаëи-
зиpовано на тpебуеìоì уpовне анаëиза выпоëняе-
ìых иìи функöий (функöионаëüноãо назна÷ения),
абстpаãиpуясü пpи этоì от спеöифики и pазнооб-
pазия ваpиантов их инäивиäуаëüной констpукöии.
Вìесте с теì, кажäой ФЧ в объектной КМ ТС ìожет
бытü сопоставëено ìножество pазëи÷ных способов
и ваpиантов ее ìатеpиаëüной pеаëизаöии, ÷то ис-
поëüзуется в пpоектиpовании систеì.
Пpиìеpы функöионаëüных объектов и

функöионаëüных ÷астей:
"объект упpавëения" и "субъект упpав-
ëения" — понятия, котоpые испоëüзу-
þтся в кибеpнетике и в теоpии систеì;
"функöионаëüный бëок" в бëок-схеìах
pазpабатываеìой иëи существуþщей
ТС — понятие, котоpое пpиìеняется в
инженеpной пpактике. Эëеìенты бëок-
схеìы функöионаëüноãо бëока pас-
сìатpиваþтся в ка÷естве еãо функöио-
наëüных ÷астей.

Комплексиpование методов 
концептуального моделиpования ТС

Из опpеäеëения понятия "функöио-
наëüный объект" сëеäует оäнозна÷ная оп-
pеäеëенностü понятия "сìысëовая связü",
существуþщая ìежäу ФО и пpиписанной
еìу функöией. Оно интеpпpетиpуется как
отноøение изоìоpфизìа ìежäу объект-
ныìи и функöионаëüныìи ìоäеëяìи [12].
Это обстоятеëüство позвоëяет обосноватü
ìетоä конöептуаëüноãо ìоäеëиpования ТС,
основанный на коìпëексиpовании ìетоäов
ООМ, СФА и "ãаìбуpãеpа" и испоëüзова-
нии возìожностей их коìбиниpованноãо
пpиìенения.

Сутü пpеäëаãаеìоãо ìетоäа иëëþстpиpует pис. 3.
В неì испоëüзованы сëеäуþщие обозна÷ения:

O и F — исхоäные ìоäеëи ФО (÷еpноãо ящика)
и выпоëняеìой иì функöии;
MF и MO — äетаëизиpованные пpеäставëения
ìоäеëей F и O;
F1, Fi, KF — коìпоненты ÷ëенения функöионаëü-
ной ìоäеëи MF, ãäе KF — ìоäеëü связей ìежäу
F1 и Fi;
O1, Oi, KO — ÷асти ÷ëенения объектной ìоäеëи
MO, ãäе KO — ìоäеëü связей ìежäу O1 и Oi;
m — ìоäеëü констpукöии оäноãо из потенöиаëü-
но возìожных иëи существуþщих сpеäств ìа-
теpиаëüной pеаëизаöии объекта O1;
n — потенöиаëüно возìожный иëи существуþ-
щий ваpиант заäания и пpавиë выпоëнения
функöии Fi;
A — ìножество ìоäеëей существуþщих и/иëи
возìожных аëüтеpнативных сpеäств ìатеpиаëü-
ной pеаëизаöии функöионаëüноãо объекта O1;
B — ìножество аëüтеpнативных пpавиë пpеä-
ставëения и выпоëнения функöии Fi;
äвунапpавëенные стpеëки — отноøения изо-
ìоpфизìа ìежäу объектныìи и функöионаëü-
ныìи ìоäеëяìи; оäнонапpавëенные стpеëки —
отноøения эпиìоpфизìа ìежäу соеäиняеìыìи
стpеëкой сущностяìи.
Пpеäëаãаеìый ìетоä закëþ÷ается в испоëüзова-

нии в конöептуаëüноì ìоäеëиpовании ТС возìож-
ностей попеpеìенноãо пpиìенения ìетоäов ООМ
и СФА факти÷ески в ëþбой посëеäоватеëüности,
в зависиìости от наëи÷ия и типа исхоäной инфоp-

Pис. 3. Иллюстpация пpинципов комбиниpованного объектно-функционального
метода концептуального моделиpования
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ìаöии о ìоäеëиpуеìых сущностях, а также от
уäобства ее пpеäставëения в виäе объектных,
функöионаëüных ìоäеëей и/иëи ìоäеëи "ãаìбуp-
ãеpа". Возìожные пеpехоäы в посëеäоватеëüностях
пpиìенения и возìожности коìбиниpованноãо
испоëüзования ìетоäов ООМ и СФА опpеäеëяþт-
ся отноøенияìи, показанныìи на pис. 3.
Есëи изна÷аëüно иìеется исхоäная инфоpìа-

öия о коìпонентноì составе функöий, выпоëняе-
ìых ТС, то существуþт äва на÷аëüных ваpианта в
постpоении функöионаëüных и объектных КМ:
воспоëüзоватüся техноëоãией СФА (IDEF0) в
öеëях äетаëизаöии состава и стpуктуpы коìпо-
нентов функöионаëüной КМ и пpеäставëения ее
в виäе стpуктуpно-функöионаëüной ìоäеëи;
испоëüзоватü свойства изоìоpфизìа функöио-
наëüных и объектных ìоäеëей äëя выявëения
состава функöионаëüных ÷астей и стpуктуpы
объектной КМ с ее посëеäуþщей äетаëизаöией
ìетоäаìи ООМ.
Есëи иìеется апpиоpная инфоpìаöия о составе

÷астей ТС, то сна÷аëа фоpìиpуется и äетаëизиpу-
ется объектная КМ, а затеì с испоëüзованиеì
свойств изоìоpфизìа объектных и функöионаëü-
ных ìоäеëей ìетоäаìи СФА фоpìиpуется стpук-
туpно-функöионаëüная ìоäеëü функöии систеìы.
Пpеäëоженный ìетоä не искëþ÷ает возìожно-

стей отäеëüноãо испоëüзования ìетоäов СФА и
ООМ. Наобоpот, на каких-то этапах конöептуаëü-
ноãо ìоäеëиpования ìожет оказатüся öеëесообpаз-
ной посëеäоватеëüная äетаëизаöия состава и свойств
исхоäной ìоäеëи ТС тоëüко оäниì из этих ìето-
äов. В pезуëüтате буäет сфоpìиpовано ìноãоуpов-

невое äеpево функöионаëüных иëи объектных КМ
с pазëи÷ной степенüþ äетаëизаöии выäеëяеìых в
них коìпонентов и ÷астей (pис. 4).
Возìожности установëения отноøения изоìоp-

физìа ìежäу функöионаëüныìи ÷астяìи ТС и вы-
поëняеìыìи иìи функöияìи — эëеìентаìи поëу-
÷енных указанныì выøе способоì ìноãоуpовне-
вых объектных и функöионаëüных ìоäеëей —
пpеäоставëяþт свобоäу в выбоpе ìетоäа конöепту-
аëüноãо ìоäеëиpования в зависиìости от типа
иìеþщейся исхоäной инфоpìаöии и/иëи уäобства
ее пpеäставëения в заäанноì виäе пpиìенитеëüно
к кажäой ФЧ, выäеëяеìой в исхоäной объектной
ìоäеëи ТС. Пpи этоì пpеäставëение КМ ТС в виäе
äеpевüев ìоäеëей позвоëяет испоëüзоватü потен-
öиаëüные возìожности pеøения заäа÷ pаöионаëü-
ноãо pаспpеäеëения заäаний и пëаниpования pабот
ìежäу pазëи÷ныìи испоëнитеëяìи и коëëективаìи
pазpабот÷иков ìоäеëей ÷астей и коìпонентов
функöий ТС.
Коìбиниpованное и совìестное испоëüзование

ìетоäов СФА, ООМ и "ãаìбуpãеpа" в пpеäëожен-
ноì ìетоäе позвоëяет поëу÷итü полезный синеpге-
тический эффект, котоpый закëþ÷ается в заäейст-
вовании потенöиаëüных возìожностей в упpощении
pеøения заäа÷ öеëенапpавëенноãо поиска, поëу÷е-
ния, систеìатизаöии и стpуктуpизаöии взаимодо-
полняющей инфоpìаöии о коìпонентах функöии
и/иëи о функöионаëüных ÷астях ТС на кажäоì øа-
ãе постpоения, äетаëизаöии и ÷ëенения ìоäеëüных
пpеäставëений систеìы.
Пpеäëоженный ìетоä ìожет испоëüзоватüся äëя

постpоения объектных и функöионаëüных КМ как
пpоектиpуеìых, так и существуþщих ТС.
Конöептуаëüное ìоäеëиpование пpо-

ектиpуеìой ТС осуществëяется путеì
совìестной äетаëизаöии исхоäных
пpеäставëений ее объектной и функ-
öионаëüной ìоäеëей äо уpовня, на ко-
тоpоì появëяþтся возìожности выбо-
pа пpавиë выпоëнения коìпонентов
функöий и ваpиантов сpеäств pеаëиза-
öии соответствуþщих иì ìоäеëей ФЧ
систеìы.
Дëя существуþщих ТС возìожны

äва пpотивопоëожных напpавëения в
фоpìиpовании КМ:
от общеãо описания объектных и
функöионаëüных ìоäеëей äо уpовня
их äетаëизаöии, äостато÷ноãо äëя
сопоставëения поëу÷енных ìоäеëей
ФЧ конкpетныì ÷астяì констpук-
öии систеìы;
от описания функöий, выпоëняе-
ìых ÷астяìи констpукöии систеìы,
к постpоениþ объектных и функ-
öионаëüных ìоäеëей, соäеpжащих
аãpеãиpованнуþ инфоpìаöиþ, не-
обхоäиìуþ äëя öеëей испоëüзова-
ния КМ ТС.Pис. 4. Сопоставление деpевьев функциональных и объектных моделей в ком-

биниpованном концептуальном моделиpовании ТС
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Заключение

Пpеäëоженный ìетоä коìбиниpованноãо ìоäе-
ëиpования пpеäставëяет собой описание иäеи и
пpинöипов коìпëексноãо испоëüзования известных
ìетоäов конöептуаëüноãо ìоäеëиpования. Основа-
ниеì еãо пpакти÷еской pеаëизуеìости явëяется
пpовеpяеìое пpактикой утвеpжäение о тоì, ÷то ÷ëе-
нение объектных ìоäеëей ТС и составëяþщих ее
÷астей осуществëяется не пpоизвоëüныì, а впоëне
опpеäеëенныì обpазоì, а иìенно, тоëüко на функ-
öионаëüные ÷асти, котоpыì взаиìно оäнозна÷но
сопоставëяþтся функöии, выпоëняеìые в систеìе.
Анаëоãи÷ное свойство — возìожностü ÷ëенения

на функöионаëüные ÷асти — пpисуще не тоëüко
техни÷ескиì, а также всеì функöионаëüныì сис-
теìаì pазëи÷ной ìатеpиаëüной пpиpоäы [11]. Сëе-
äоватеëüно, пpеäëоженный ìетоä ìожет испоëüзо-
ватüся в конöептуаëüноì ìоäеëиpовании функ-
öионаëüных систеì независиìо от их устpойства и
назна÷ения, ÷то существенно pасøиpяет сфеpу еãо
потенöиаëüно возìожных пpиìенений.
Даëüнейøее pазвитие пpеäëоженноãо ìетоäа обу-

сëовëено потpебностяìи в повыøении степени pе-
зуëüтативности еãо испоëüзования в пpактике кон-
öептуаëüноãо ìоäеëиpования ТС. Дëя этоãо, в пеp-
вуþ о÷еpеäü, необхоäиìо созäатü основанные на
неì инженеpные ìетоäики, оpиентиpованные на
фоpìиpование КМ (pепpезентативных ìоäеëей)
äëя pазëи÷ных кëассов (таксонов) ТС и öеëей по-
сëеäуþщеãо пpиìенения таких ìоäеëей, в ÷астно-
сти, äëя пpоектиpования констpукöии, äëя упpав-
ëения состоянияìи, äëя созäания систеìы кëасси-
фикаöии ТС [13].

Pабота выполнена пpи поддеpжке PФФИ, гpанты
11-08-00641-а и 11-08-01016-а.
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Исследование эффективности систем упpавления 
нелинейным динамическим объектом втоpого поpядка 

с экстpемальной статической хаpактеpистикой

Исследованы особенности тpех систем упpавления нелинейными динамическими объектами с экстpемальной статической
хаpактеpистикой, а именно, система упpавления, pеализующая оптимальное упpавление в виде кусочно-непpеpывной функции,
система упpавления, pеализующая квазиоптимальное упpавление в виде непpеpывной функции, и система упpавления, pеали-
зующая оптимально-адаптивное упpавление. Законы упpавления для пеpвых двух систем найдены на основе пpинципа макси-
мума Понтpягина пpименительно к нелинейным объектам. Тpетья система упpавления pеализована на ПИД pегулятоpе с на-
стpаиваемым коэффициентом. Выполнено сpавнение систем упpавления по минимуму pасхода pесуpсов в пеpеходном пpоцессе,
по вpемени пеpеходного пpоцесса, по асимптотической устойчивости в конечной точке и по пеpеpегулиpованию.
Ключевые слова: нелинейный динамический объект, экстpемальная статическая хаpактеpистика, пpинцип максимума
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Заäа÷а оптиìаëüноãо (и, в ÷астности, экстpеìаëü-
ноãо) упpавëения неëинейныìи äинаìи÷ескиìи
объектаìи, ìиниìизиpуþщеãо pесуpсы (упpавëе-
ния на ìиниìуì pесуpсов) пpеäставëяет сëожнуþ,
äо конöа не pеøеннуþ пpобëеìу, котоpая äо сих
поp о÷енü актуаëüна. Общей ìетоäики äëя pеøения
неëинейных оптиìаëüных заäа÷ не существует.
Существует боëüøой кëасс неëинейных äина-

ìи÷еских объектов с экстpеìаëüной стати÷еской
хаpактеpистикой, äëя котоpых иìеется аäекватное
ìатеìати÷еское описание [1—4]. Пpиìенение äëя
синтеза беспоисковых систеì оптиìаëüноãо и экс-
тpеìаëüноãо упpавëения ваpиаöионных и ãpаäи-
ентных ìетоäов [2, 5] сопpяжено со зна÷итеëüны-
ìи вы÷исëитеëüныìи тpуäностяìи и пpивоäит
к сëожной pеаëизаöии упpавëяþщеãо устpойства
[6, 7]. В öеëях уìенüøения вpеìенных и ìатеpи-
аëüных затpат и вы÷исëитеëüных тpуäностей пpеä-
ëаãается пеpейти от заäа÷и экстpеìаëüноãо упpав-
ëения к заäа÷е äинаìи÷еской оптиìизаöии на ìи-
ниìуì откëонений кооpäинат объекта.
В pаботах [8—10] pазвит ìетоä опpеäеëения осо-

боãо (в сìысëе пpинöипа ìаксиìуìа Понтpяãина)
упpавëения в явноì виäе с поìощüþ усëовий общ-
ности поëожения (УОП) äëя неëинейных стаöио-
наpных объектов. Даëüнейøее pазвитие этоãо ìе-
тоäа пpиìенитеëüно к нахожäениþ оптиìаëüноãо
на ìиниìуì pесуpсов упpавëения неëинейныìи äи-
наìи÷ескиìи объектаìи пpеäставëено в pаботе [11].

Ниже буäут pассìатpиватüся тpи поäхоäа к pеаëи-
заöии упpавëения: пеpвые äва основаны на испоëü-
зовании УОП и pеаëизуþт оптиìаëüное на ìини-
ìуì pесуpсов (откëонений кооpäинат) упpавëение,
тpетий поäхоä основан на испоëüзовании пpопоp-
öионаëüно-интеãpаëüноãо (ПИ) pеãуëятоpа.
В pаботе [12] пpеäставëено пpиìенение ìетоäа

УОП к äвухкооpäинатноìу äинаìи÷ескоìу объек-
ту с паpабоëи÷еской стати÷еской хаpактеpистикой,
а иìенно, к наãpеватеëüной каìеpе с повоpотной
засëонкой. Поëу÷аеìое оптиìаëüное упpавëение
пpеäставëяет собой кусо÷но-непpеpывнуþ функöиþ
кооpäинат и паpаìетpов объекта управëения (ОУ)
и состоит из у÷астков не особоãо и особоãо опти-
ìаëüноãо упpавëения. Неäостаткоì поëу÷енноãо в
pаботе [12] оптиìаëüноãо упpавëения явëяется не-
обхоäиìостü стабиëизаöии ОУ в конöе пеpехоäноãо
пpоöесса. Испоëüзуя ìатеìати÷еский аппаpат [11],
в pаботе [13] найäено квазиоптиìаëüное упpавëение,
явëяþщееся непpеpывной функöией и обеспе÷и-
ваþщее асиìптоти÷ескуþ устой÷ивостü ОУ в коне÷-
ной то÷ке пеpехоäноãо пpоöесса. Также ìожно pеа-
ëизоватü упpавëение указанныì объектоì с поìощüþ
аäаптивноãо ПИ pеãуëятоpа с пеpеìенныì коэф-
фиöиентоì усиëения äëя у÷ета неëинейности ОУ.
В äанной статüе пpеäëаãается пpовести анаëиз

интеãpаëüноãо кpитеpия в пеpехоäных пpоöессах
äëя pассìотpенных выøе систеì упpавëения на-
ãpеватеëüной каìеpой с повоpотной засëонкой.
Пpивоä упpавëения повоpотной засëонкой пpеä-
ставëен в виäе ëинейноãо апеpиоäи÷ескоãо звена,
наãpеватеëüная каìеpа — в виäе неëинейноãо звена
с экстpеìаëüной стати÷еской хаpактеpистикой
(pис. 1), вìесте они обpазуþт ОУ.
Стpуктуpа систеìы упpавëения в общеì виäе

пpеäставëена на pис. 2, ãäе WREG — синтезиpуеìый
pеãуëятоp; UTARGET — сиãнаë заäа-
ния (уставка); U — выхоäной сиãнаë
синтезиpуеìоãо pеãуëятоpа, непо-
сpеäственно упpавëяþщий пpиво-
äоì наãpеватеëüной каìеpы; x1 —
уãоë повоpота засëонки; x2 — теì-
пеpатуpа в наãpеватеëüной каìеpе;
kNE (x1) — неëинейностü ОУ; k1, k2,
T1, T2 — паpаìетpы ОУ.

The article investigates the features of the three control systems of nonlinear dynamic objects with extreme static characteristic, namely
control system, which realizing the optimal control in the form of a piecewise continuous function, the control system, realizing quasi-optimal
control in the form of a continuous function and the control system, realizing adaptive control. Control laws for the first two systems are
found on the basis of the Pontryagin maximum principle applied to nonlinear objects. The third control system is realizing on the PID con-
troller with variable gain. Control systems compared to the minimum resource consumption in the transition process, at the transient time,
on the asymptotic stability in the endpoint, and overshoot.

Keywords: nonlinear dynamic object, extreme static characteristic, Pontryagin maximum principle, special control, optimal adaptive
control, PID control, customizable controller gain

Pис. 1. Стpуктуpная схема объекта упpавления

Pис. 2. Стpуктуpа системы упpавления и объекта упpавления
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Постановка задачи

Дан объект упpавëения с экстpеìаëüной стати-
÷еской хаpактеpистикой (сì. pис. 1), äинаìика ко-
тоpоãо описывается сëеäуþщей систеìой äиффе-
pенöиаëüных уpавнений втоpоãо поpяäка:

(1)

ãäе x1 = [0, 1], x2 = [0, 1], U = [–1, 1], k1 > 0, k2 l 0,
k3 ∈ (–∞, –1) c (1, ∞), a = [0, 1], b = [0, 1], T1 > 0,
T2 > 0, то÷ка (a, b) — то÷ка экстpеìуìа стати÷еской
хаpактеpистики ОУ.
Тpебуется найти äопустиìое упpавëение U, ìи-

ниìизиpуþщее интеãpаëüный кpитеpий виäа

J = x1dt, (2)

ãäе T — вpеìя äвижения от на÷аëüной äо коне÷ной
то÷ки заpанее не заäано.
В ìоäеëи объекта (1) заäаäиì сëеäуþщие зна-

÷ения коэффиöиентов:

k1 = k2 = 1, k3 = –1, T1 = T2 = 1, a = 0,5, b = 0,25.

Тоãäа систеìа (1) пpиìет виä

(3)

Оптимальное упpавление
в виде кусочно-непpеpывной функции

По ìетоäу, описанноìу в pаботе [11], äëя сис-
теìы с ìатеìати÷ескиì описаниеì (2) нахоäится
особое в сìысëе пpинöипа ìаксиìуìа Понтpяãина
упpавëение

Uос = . (4)

Дëя систеìы (3) особое упpавëение пpиìет виä

Uос = 0,5. (5)

Сëу÷ай ìножества особых тpаектоpий и упpав-
ëений — отëи÷итеëüная особенностü заäа÷ на ìи-
ниìуì pесуpсов. Как показано в pаботе [12], сpеäи
ìножества тpаектоpий, pеаëизуеìых кусо÷но-непpе-
pывныì упpавëениеì {+1, Uос, –1}, существует еäин-
ственное оптиìаëüное на ìиниìуì кpитеpия (1)
упpавëение и соответствуþщая еìу оптиìаëüная
тpаектоpия. Данное оптиìаëüное упpавëение вкëþ-
÷ает в себя у÷астки особоãо упpавëения Uос (4) и
неособоãо U = ±1, с ìаксиìаëüно äопустиìыìи
аìпëитуäаìи на интеpваëах ìежäу пеpекëþ÷ения-
ìи (pис. 3, а). В пакете коìпüþтеpной ìатеìатики
Maple быëа созäана пpоãpаììа, котоpая äëя заäан-
ных на стати÷еской хаpактеpистике ОУ ãpани÷ных

усëовий ÷исëенно нахоäит оптиìаëüнуþ тpаекто-
pиþ и то÷ки сопpяжения ее у÷астков.
На pис. 3 испоëüзованы сëеäуþщие обозна÷ения:

(x10, x20) — на÷аëüная то÷ка äвижения ОУ, нахо-
äится на стати÷еской хаpактеpистике ОУ; (x11, x21)
и (x12, x22) — соответственно пеpвая и втоpая то÷ки
сопpяжения у÷астков тpаектоpий пpи особоì и не
особоì упpавëениях; (x1T, x2T) — коне÷ная то÷ка
äвижения ОУ, нахоäится на стати÷еской хаpактеpи-
стике ОУ;  — кооpäината, котоpой соответствует
оптиìаëüная тpаектоpия. На pис. 3, б показаны за-
висиìостü кpитеpия ìиниìуìа pесуpсов J (2) от
кооpäинаты пеpекëþ÷ения x11 ìежäу упpавëенияìи
U = +1 и Uос.
Такиì обpазоì, äëя стpуктуpы, пpеäставëенной

на pис. 2, UTARGET = x2T (äëя всех pассìатpиваеìых
в äанной статüе систеì упpавëения), а WREG pеа-
ëизует закон упpавëения U = {Uос, –1}.
В пакете Simulink систеìы MATLAB быëи pазpа-

ботаны ìатеìати÷еские ìоäеëи äанной и pассìат-
pиваеìых ниже систеì упpавëения объектоì (1),
котоpые позвоëяþт пpи поëу÷енноì упpавëении
äëя pазëи÷ных ãpани÷ных усëовий вы÷исëитü зна÷е-
ние интеãpаëüноãо кpитеpия J (2) и вpеìя пеpехоä-
ноãо пpоöесса T. Пеpехоäные пpоöессы äëя функ-
öии упpавëения и кооpäинат показаны на pис. 4.
В табë. 1 пpивеäены кpитеpий J и вpеìя пеpе-

хоäноãо пpоöесса T äëя pазëи÷ных паp на÷аëüных
и коне÷ных то÷ек пpи поëу÷енноì оптиìаëüноì
упpавëении.

 = (k1U – k2x1);

 = (k3(x1 – a)2 + b – x2),

x·1
1
T1
-----

x·2
1
T2
-----

 
0

T

∫

 = U – x1;

 = x1 –  – x2.

x·1

x·2 x1
2

x1 k2T2 T1–( ) T1a+

k1T2
----------------------------------------

Pис. 3. Тpаектоpии движения ОУ (а) и зависимость кpитеpия
качества и вpемени пеpеходного пpоцесса (б) от точки сопpя-
жения участков упpавлений

x11*
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Дëя пpиìеpа pассìотpиì тpаектоpиþ, на÷аëüная
то÷ка котоpой иìеет кооpäинаты (x10, x20) = (0, 0),
а коне÷ная то÷ка — (x1T, x2T) = (0,2, 0,16). Зна÷е-
ние интеãpаëüноãо кpитеpия J = 0,415, вpеìя пе-
pехоäноãо пpоöесса T = 1,67 с, пеpеpеãуëиpование
по кооpäинате x1 составëяет 93,5 %.

Квазиоптимальное упpавление
в виде непpеpывной функции

Особое упpавëение Uос (4) äоставëяет асиìпто-
ти÷ескуþ устой÷ивостü ОУ (1), а поëожениеì pав-
новесия ОУ пpи äанноì особоì упpавëении явëя-
ется то÷ка с кооpäинатаìи (a, b) — экстpеìуì ста-
ти÷еской хаpактеpистики ОУ. Так как тpебуется
устой÷ивостü поëожения pавновесия ОУ в то÷ке,
отëи÷ной от экстpеìуìа стати÷еской хаpактеpи-
стики, необхоäиìо ввоäитü äобавку упpавëяþщеãо
возäействия W:

W = (x1T – a). (6)

Такиì обpазоì, закон упpавëения äëя ОУ виäа
(1) буäет иìетü виä

U = Uос + W = ,(7)

а äëя ОУ виäа (3) буäет иìетü виä

U = Uос + W = x1T. (8)

Тpаектоpии äвижения ОУ показаны на pис. 5,
а пеpехоäные пpоöессы äëя функöии упpавëения и
кооpäинат — на pис. 6. Так, ОУ поä упpавëениеì
виäа (7) и еãо ÷астноãо сëу÷ая (8) äостиãает коне÷-
ной то÷ки за бесконе÷ное вpеìя, и öеëесообpазно
pасс÷итатü попаäание систеìы в некотоpуþ окpе-
стностü äанной коне÷ной то÷ки. В äанноì сëу÷ае
оöенивается текущая кооpäината, отëи÷аþщаяся
от коне÷ной на 5 % (÷то явëяется äопустиìой то÷-
ностüþ в техни÷еских пpиëожениях) и на 1 % (с по-
выøенной то÷ностüþ).

Pезуëüтаты ìоäеëиpования äанной систеìы äëя
äвух окpестностей и нахожäения интеãpаëüноãо

Pис. 4. Пеpеходные пpоцессы пpи кусочно-непpеpывной функции пpавлении

Табëиöа 1
Зависимость интегрального критерия J 
и времени переходного процесса T от 

граничных условий при кусочно-непрерывной 
функции управления

x10 x20 x1T x2T J T

0,1 0,09 0,2 0,16 0,128 1,14

0,1 0,09 0,3 0,21 0,457 2,05

0,1 0,09 0,4 0,24 0,949 3,47

0,1 0,09 0,5 0,25 2,032 9,49

0,2 0,16 0,3 0,21 0,198 1,41

0,2 0,16 0,4 0,24 0,756 2,88

0,2 0,16 0,5 0,25 1,844 16,06

0,3 0,21 0,4 0,24 0,314 2,03

0,3 0,21 0,5 0,25 1,536 10,40

0,4 0,24 0,5 0,25 0,715 17,40

Pис. 5. Тpаектоpии движения ОУ пpи непpе-
pывной функции закона управления

Pис. 6. Пеpеходные пpоцессы пpи непpеpывной функции закона упpавления

T1

T2
-----

k2T2 T1–( )x1 T1 k1 x1T a–( ) a+( )+

k1T2
----------------------------------------------------------------------



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 27

кpитеpия J (2) и вpеìени пеpехоäноãо пpоöесса T
показаны в табë. 2.
Также pассìотpиì тpаектоpиþ, на÷аëüная то÷ка

котоpой иìеет кооpäинаты (x10, x20) = (0, 0), а ко-
не÷ная то÷ка — (x1T, x2T) = (0,2, 0,16). Дëя кооp-
äинаты, отëи÷аþщейся от коне÷ной на 5 %, зна÷е-
ние интеãpаëüноãо кpитеpия составëяет J = 0,671,
вpеìя пеpехоäноãо пpоöесса T = 4,34 с, а äëя ко-
оpäинаты, отëи÷аþщейся от коне÷ной на 1 %, ин-
теãpаëüный кpитеpий J = 1,033, вpеìя пеpехоäноãо
пpоöесса T = 6,16 с. Пеpеpеãуëиpование по обеиì
кооpäинатаì отсутствует.

Оптимально-адаптивное упpавление 
с настpаиваемым коэффициентом 

pегулятоpа

В ка÷естве систеìы с оптиìаëüно-
аäаптивныì упpавëениеì быëа pас-
сìотpена систеìа с ПИ pеãуëятоpоì,
настpоенныì на техни÷еский оптиìуì.
Аäаптаöия ПИ закона упpавëения в
соответствии с неëинейной стати÷е-
ской хаpактеpистикой ОУ pеаëизуется
за с÷ет пеpеìенноãо (настpаиваеìоãо)
коэффиöиента усиëения pеãуëятоpа.
Дëя pас÷ета pеãуëятоpа неëиней-

ная стати÷еская хаpактеpистика ОУ
быëа ëинеаpизована пpяìой, танãенс
уãëа накëона котоpой pавен kNE(x1),
а уpавнение, описываþщее ëинеаpизо-
ваннуþ стати÷ескуþ хаpактеpистику,
иìеет виä x2 = kNE (x1)x1.
В соответствии с ìатеìати÷ескиì

описаниеì иссëеäуеìоãо ОУ, стати÷е-
ская хаpактеpистика котоpоãо описы-
вается функöией x2 = k3(x1 – a)2 + b äëя

систеìы (1) и x2 = x1 –  — äëя сис-

теìы (3), коэффиöиент kNE(x1) = .

Посëе äиффеpенöиpования поëу÷ается
kNE (x1) = 2k3(x1 – a) äëя систеìы (1)
и kNE (x1) = 1 – 2x1 — äëя систеìы (3).

Пеpеäато÷ная функöия pеãуëятоpа иìеет виä

WREG = , (9)

ãäе kОС = 1 — коэффиöиент обpатной связи (ОС) по
кооpäинате x2, kNE(x1) — пеpеìенный коэффиöиент
усиëения, явëяþщийся функöией кооpäинаты x1.
Стpуктуpа систеìы с оптиìаëüно-аäаптивныì

упpавëениеì пpеäставëена на pис. 7, пеpехоäные
пpоöессы функöии упpавëения и кооpäинат — на
pис. 8, фазовая тpаектоpия в кооpäинатах (x1, x2) —
на pис. 9.

Pезуëüтаты ìоäеëиpования äанной систеìы äëя
äвух окpестностей и нахожäения интеãpаëüноãо
кpитеpия J (2) и вpеìени пеpехоäноãо пpоöесса T
показаны в табë. 3. Также пpи ìоäеëиpовании у÷-
тены пpобëеìы интеãpаëüноãо насыщения pеãуëя-
тоpа [14] и искëþ÷ение pавенства нуëþ еãо коэф-
фиöиента усиëения в то÷ке экстpеìуìа стати÷е-
ской хаpактеpистики.
Моäеëиpование показывает, ÷то в систеìе с оп-

тиìаëüно-аäаптивныì упpавëениеì ìоãут возникатü
незатухаþщие коëебания pеãуëиpуеìых кооpäинат
(x1, x2) в окpестности коне÷ной то÷ки (x1T, x2T),
котоpые хаpактеpизуþтся незна÷итеëüной аìпëи-
туäой откëонения от то÷ки (x1T, x2T), поэтоìу, как
и в сëу÷ае систеìы, pеаëизуþщей квазиоптиìаëü-
ное упpавëение, оöенивается текущая кооpäината,
отëи÷аþщаяся от коне÷ной на 5 и на 1 %.

Табëиöа 2
Зависимость интегрального критерия J и времени
переходного процесса T от граничных условий

при непрерывной функции управлении

x10 x20 x1T x2T

ε = 0,05 ε = 0,01

J T J T

0,1 0,09 0,2 0,16 0,653 3,75 1,014 5,57
0,1 0,09 0,3 0,21 0,923 3,73 1,487 5,62
0,1 0,09 0,4 0,24 1,067 3,39 1,737 5,09
0,1 0,09 0,5 0,25 1,236 3,24 2,048 4,89
0,2 0,16 0,3 0,21 0,693 2,62 1,395 4,98
0,2 0,16 0,4 0,24 0,927 2,79 1,698 4,74
0,2 0,16 0,5 0,25 1,024 2,60 1,615 3,82
0,3 0,21 0,4 0,24 0,632 1,79 1,536 4,09
0,3 0,21 0,5 0,25 0,843 2,03 1,625 3,64
0,4 0,24 0,5 0,25 0,982 1,92 2,071 3,78

x1
2

x2∂
x1∂

------

T2p 1+( )

2
k1

k2
----kNE x1( )kОСT1p

----------------------------------------

Pис. 7. Стpуктуpа системы с оптимально-адаптивным упpавлением с настpаивае-
мым коэффициентом pегулятоpа и ОУ

Pис. 8. Пеpеходные пpоцессы пpи адаптивном упpавлении
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Также pассìотpиì тpаектоpиþ, на÷аëüная то÷ка
котоpой иìеет кооpäинаты (x10, x20) = (0, 0), а коне÷-
ная то÷ка (x1T, x2T) = (0,2, 0,16). Дëя кооpäинаты,
отëи÷аþщейся от коне÷ной на 5 %, интеãpаëüный
кpитеpий pавен J = 1,089, вpеìя пеpехоäноãо пpо-
öесса T = 6,54 с, а äëя кооpäинаты, отëи÷аþщейся
от коне÷ной на 1 %, интеãpаëüный кpитеpий pавен
J = 1,684, вpеìя пеpехоäноãо пpоöесса T = 9,45 с.
Пеpеpеãуëиpование по кооpäинате x1 составëяет
9,25 %, по кооpäинате x1 — 4,31 %.

Вывод

Систеìа, pеаëизуþщая оптиìаëüное упpавëение
в виäе кусо÷но-непpеpывной функöии, обеспе÷и-
вает не тоëüко наиìенüøее зна÷ение интеãpаëüноãо
кpитеpия J сpеäи pассìатpиваеìых в äанной статüе
систеì упpавëения, но и наибоëüøее быстpоäейст-
вие äëя ìноãих ãpани÷ных усëовий. К неäостаткаì
äанной систеìы упpавëения ìожно отнести необ-
хоäиìостü pеаëизаöии стабиëизаöии ОУ в коне÷-
ной то÷ке, ÷то усëожняет систеìу упpавëения. Пе-
pехоäной пpоöесс сопpовожäается зна÷итеëüныì
пеpеpеãуëиpованиеì по кооpäинате x1. Это обстоя-
теëüство необхоäиìо у÷итыватü пpи pазpаботке pе-
аëüных систеì упpавëения.
Систеìа, pеаëизуþщая квазиоптиìаëüное упpав-

ëение, показывает боëüøее, ÷еì äëя систеìы оп-
тиìаëüноãо упpавëения, зна÷ение интеãpаëüноãо
кpитеpия J на тpаектоpиях (äëя некотоpых ãpани÷-
ных усëовий он боëüøе в нескоëüко pаз, ÷еì äëя
систеìы оптиìаëüноãо упpавëения) и боëüøее вpеìя

пеpехоäноãо пpоöесса T. Оäнако äанная систеìа
упpавëения äоставëяет асиìптоти÷ескуþ устой÷и-
востü ОУ, отсутствует пеpеpеãуëиpование по кооp-
äинатаì, упpавëение явëяется непpеpывной функ-
öией и ëеãко pеаëизуеìо.
Систеìа с оптиìаëüно-аäаптивныì упpавëениеì

с настpаиваеìыì коэффиöиентоì pеãуëятоpа ста-
биëизиpует ОУ в коне÷ной то÷ке иëи в ìаëой ее
окpестности. К неäостаткаì äанной систеìы ìожно
отнести то, ÷то äëя боëüøинства ãpани÷ных усëовий
она показывает саìое боëüøое зна÷ение интеãpаëü-
ноãо кpитеpия J в пеpехоäноì пpоöессе и саìое боëü-
øое вpеìя пеpехоäноãо пpоöесса T äëя боëüøинства
ãpани÷ных усëовий. Также к неäостаткаì ìожно от-
нести небоëüøое пеpеpеãуëиpование по обеиì кооp-
äинатаì. Оäнако äëя некотоpых ãpани÷ных усëовий
÷исëовые зна÷ения интеãpаëüных кpитеpиев пpи
квазиоптиìаëüноì и оптиìаëüно-аäаптивноì упpав-
ëении с настpаиваеìыì коэффиöиентоì pеãуëято-
pа незна÷итеëüно отëи÷аþтся, ÷то позвоëяет сäеëатü
вывоä о пpиãоäности в ряäе сëу÷аев оптиìаëüно-
аäаптивноãо pеãуëятоpа с настpаиваеìыì коэффи-
öиентоì. Уìенüøение äëитеëüности пеpехоäноãо
пpоöесса возìожно за с÷ет увеëи÷ения коэффиöи-
ента усиëения pеãуëятоpа, оäнако пpи этоì буäет
pасти пеpеpеãуëиpование и коëебатеëüностü.
Анаëоãи÷ные вывоäы быëи поëу÷ены во всех

pезуëüтатах ìоäеëиpования äëя äpуãих зна÷ений
паpаìетpов систеìы (2).
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Табëиöа 3
Зависимость интегрального критерия J и времени
переходного процесса T от граничных условий
при оптимально-адаптивном управлении

x10 x20 x1T x2T
ε = 0,05 ε = 0,01

J T J T

0,1 0,09 0,2 0,16 0,602 3,64 1,582 8,42
0,1 0,09 0,3 0,21 1,565 5,97 2,450 8,86
0,1 0,09 0,4 0,24 2,670 7,30 3,383 9,04
0,1 0,09 0,5 0,25 1,351 4,22 2,191 5,93
0,2 0,16 0,3 0,21 0,791 3,07 2,061 7,22
0,2 0,16 0,4 0,24 2,301 6,29 3,118 8,28
0,2 0,16 0,5 0,25 1,257 3,62 2,049 5,25
0,3 0,21 0,4 0,24 0,845 2,44 2,782 7,22
0,3 0,21 0,5 0,25 1,306 3,34 2,012 4,79
0,4 0,24 0,5 0,25 1,357 3,08 11,605 23,91

Pис. 9. Фазовая тpаектоpия системы (3) пpи оптимально-адап-
тивном упpавлении с настpаиваемым коэффициентом pегулятоpа
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Введение

Совpеìенный авиаöионный äвиãатеëü — сëож-
ный техни÷еский объект, вопëотивøий в себе пе-
pеäовые техноëоãии науки и техники. Спектp заäа÷,
pеøаеìых совpеìенныì ãазотуpбинныì äвиãатеëеì
(ГТД), о÷енü pазнообpазен: от заäа÷, выпоëняеìых
на боpту ëетатеëüноãо аппаpата сиëовой установкой
ëетатеëüноãо аппаpата (СУЛА) äо функöий назеìных
энеpãоустановок. Своевpеìенный и ка÷ественный
пpоöесс äиаãностики и контpоëя паpаìетpов и сис-
теì авиаöионноãо äвиãатеëя позвоëяет осуществëятü
еãо эффективнуþ экспëуатаöиþ по состояниþ.
Несìотpя на боëüøое ìноãообpазие ìетоäов кон-
тpоëя и äиаãностики ìасëяных систеì ГТД [1—8],
сеãоäня нет унивеpсаëüных ìетоäов, способных поë-
ностüþ заìенитü остаëüные. Связано это и с высокой
сëожностüþ авиаöионноãо äвиãатеëя: ìноãопаpа-
ìетpи÷ностüþ, ìноãосвязностüþ, неëинейностüþ
пpотекаþщих в неì пpоöессов, ìноãоpежиìностüþ
еãо функöиониpования и т. ä. Все это пpеäпоëаãает
необхоäиìостü пpиìенения коìпëексных ìетоäов и
ìетоäик äëя pеøения заäа÷ контpоëя и äиаãностики
паpаìетpов авиаöионноãо äвиãатеëя и еãо систеì.

Математическая модель маслосистемы 
авиационного ГТД

Пpоöессы, пpотекаþщие в ìасëосистеìах авиа-
öионных ГТД (кавитаöия и ëаìинаpностü те÷ения,
пенистостü и т. ä.), сëожны äëя анаëити÷ескоãо
описания. Это заставëяет pазpабот÷иков ìатеìати-
÷еских ìоäеëей (ММ) авиаöионных äвиãатеëей
у÷итыватü сëеäуþщие оãpани÷ения [5, 10, 12]:

ìоäеëü äоëжна аäекватно отpажатü совокупностü
функöионаëüных связей ìежäу основныìи па-
pаìетpаìи эëеìентов ìасëосистеìы и позво-
ëятü оптиìизиpоватü систеìу и ее эëеìенты по
той иëи иной совокупности паpаìетpов;
в связи с существенной сëожностüþ состава паpа-
ìетpов и ìноãоìеpностüþ совокупности факто-
pов, опpеäеëяþщих pаботу систеìы и ее эëеìен-
тов, ìатеìати÷еская ìоäеëü äоëжна бытü пpеä-
ставëена ìоäуëяìи с оãpани÷ениеì äо ìини-
ìаëüно äопустиìоãо ÷исëа ìежìоäуëüных
паpаìетpи÷еских связей; пpи этоì пpи фоpìиpо-
вании связи "систеìа — поäсистеìа — эëеìент"
пpиìеняется иеpаpхи÷еский пpинöип, пpи ко-
тоpоì ìасëосистеìа опpеäеëяется боëее высо-
киì уpовнеì.
С у÷етоì этих оãрани÷ений ìатеìати÷еская ìо-

äеëü ìасëосистеìы пpеäставëена как совокупностü

Pассматpиваются нейpосетевые алгоpитмы для контpоля и диагностики технического состояния масляной системы авиа-
ционного газотуpбинного двигателя (ГТД). Фоpмализуется задача комплексной оценки теплового состояния pотоpных под-
шипников ГТД в нейpосетевом базисе. Пpедложена инженеpная методика, котоpая может быть пpименена на этапах стен-
довых и летных испытаний авиационных ГТД.
Ключевые слова: масляная система ГТД, контpоль и диагностика, алгоpитм обучения, нейpонные сети

The neural network algorithms of technical condition checking and diagnosis for aeroengine gas-turbine engines oil system are con-
sidered. The problem of complex evaluation of GTE rotor termal condition in the neural network basis is formalized. The engineering tech-
nique for applying at the stages of stand and on-board tests of aviation GTE is proposed.
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заìкнутых систеì уpавнений, кажäая из котоpых
описывает систеìу, поäсистеìу иëи эëеìент в зави-
сиìости от иеpаpхи÷ескоãо уpовня. В соответствии
с pанее пpовеäенныìи иссëеäованияìи в общей
ìатеìати÷еской ìоäеëи ìасëосистеìы авиаöион-
ноãо ГТД пpисутствуþт тpи основных ìоäуëя: те-
пëовой, ãиäpавëи÷еский и ìехани÷еский.
Дëя оöенки состояния ìасëяной систеìы ГТД

контpоëиpуется ìножество pазëи÷ных по своей фи-
зи÷еской пpиpоäе паpаìетpов. Опыт экспëуатаöии
ìасëяных систеì авиаöионных äвиãатеëей показы-
вает, ÷то оöенка их состояния тpебует коìпëекс-
ноãо пpиìенения ìетоäов и сpеäств äиаãностиpова-
ния, обобщения всей äиаãности÷еской инфоpìа-
öии äëя пpинятия пpавиëüноãо и своевpеìенноãо
pеøения. В общеì сëу÷ае пpинятие pеøения о тех-
ни÷ескоì состоянии ГТД и еãо систеì пpовоäится
в усëовиях äействия ìножества неопpеäеëенных
фактоpов, основныìи из котоpых явëяþтся:
нестаöионаpностü физи÷еских пpоöессов, пpо-
текаþщих в ГТД и еãо систеìах;
пpоöессы эpозии и износа ìехани÷еских узëов;
техноëоãи÷еский pазбpос паpаìетpов пpи пpо-
извоäстве ГТД и еãо систеì;
несовеpøенство ìетоäов и сpеäств изìеpения ãа-
зоäинаìи÷еских паpаìетpов ГТД, котоpые пpиво-
äят к наëи÷иþ äопоëнитеëüных оøибок контpоëя;
вëияние на хаpактеpистики äвиãатеëя и еãо сис-
теì особенностей констpукöии испытатеëüноãо
стенäа и т. ä.
К ÷исëу особенностей ГТД как объекта контpо-

ëя также относятся:
ìноãосвязностü (ìноãоìеpностü), обусëовëен-
ная взаиìоäействиеì нескоëüких оäновpеìенно
пpотекаþщих пpоöессов обìена и пpевpащения
энеpãии;
наëи÷ие боëüøоãо ÷исëа степеней свобоäы, оп-
pеäеëяеìых ÷исëоì pеãуëиpуþщих эëеìентов;
вëияние внеøних усëовий функöиониpования
на основные хаpактеpистики ГТД;
боëüøая инфоpìаöионная пpоизвоäитеëüностü,
опpеäеëяеìая ÷исëоì контpоëиpуеìых паpаìет-
pов и скоpостüþ их изìеpения.
То÷ностü назна÷ения äопусков на изìеpяеìые

паpаìетpы в этих усëовиях обы÷но невысока. У÷и-
тывая наëи÷ие указанных выøе фактоpов неопpе-
äеëенности, "кëасси÷еские" ìетоäы контpоëя и äи-
аãностики пpихоäится äоpабатыватü, так как в pас-
сìатpиваеìых усëовиях они пëохо спpавëяþтся с
поставëенныìи пеpеä ниìи заäа÷аìи. Интеãpаöия
"кëасси÷еских" и интеëëектуаëüных ìетоäов, пpеä-
назна÷енных äëя pеøения пëохо стpуктуpиpован-
ных заäа÷, существенно повыøает эффективностü
контpоëя и ка÷ество пpиниìаеìых pеøений.
В этих усëовиях пpиìенение аппаpата нейpонных

сетей (НС) оказывается весüìа пеpспективныì.
По pезуëüтатаì изìеpений вхоäных и выхоäных
паpаìетpов ìасëяной систеìы ГТД устанавëива-
þтся их пpи÷инные взаиìосвязи, а затеì выбиpа-
þтся иëи pасс÷итываþтся по опpеäеëенныì анаëи-

ти÷ескиì зависиìостяì пpизнаки äëя äиаãностики
состояния объекта. Дëя этоãо пpиìеняþтся спеöи-
аëüные ìетоäы оöенки паpаìетpов, набëþäения за
показатеëяìи состояния и соотноøениеì паpитетов.
Изìенения изìеpенных иëи pасс÷итанных пpизна-
ков сëужат сиìптоìаìи äëя установëения возìож-
ных оøибок в функöиониpовании испоëнитеëü-
ных оpãанов, äат÷иков иëи пpоöесса в öеëоì. Эти
сиìптоìы, äопоëненные набëþäенияìи обсëужи-
ваþщеãо пеpсонаëа и эвpисти÷ескиìи пpавиëаìи
экспеpтов, поäаþтся äаëее в систеìу äиаãностики
на базе НС, способнуþ обобщитü поëу÷еннуþ ин-
фоpìаöиþ и пpинятü пpавиëüное pеøение о со-
стоянии ìасëяной систеìы ГТД.
Дëя иäентификаöии ММ ìасëяной систеìы äви-

ãатеëя по pезуëüтатаì испытаний обы÷но пpос÷иты-
вается кажäый экспеpиìентаëüный pежиì, и зна-
÷ения всех изìеpенных паpаìетpов сpавниваþтся
с pас÷етныìи. В pезуëüтате поëу÷аþтся невязки,
уìенüøение котоpых и явëяется öеëüþ иäентифи-
каöии. Даëее выпоëняется статисти÷еский анаëиз
невязок, котоpый позвоëяет выявитü и искëþ÷итü
ãpубые оøибки пpи поäãотовке исхоäных äанных.
В pезуëüтате поëу÷ается иäентифиöиpованная ìо-
äеëü ìасëяной систеìы, котоpая уже боëее то÷но
описывает пpотекаþщие в äвиãатеëе пpоöессы и по-
звоëяет поëу÷итü о них боëее поëнуþ инфоpìаöиþ.
Иäентификаöия вкëþ÷ает в себя тpи основных

этапа:
выбоp стpуктуpы ìоäеëи из физи÷еских сообpа-
жений;
выбоp кpитеpия бëизости объекта и ìоäеëи с
у÷етоì спеöифики заäа÷и;
опpеäеëение паpаìетpов ìоäеëи ìасëяной сис-
теìы, оптиìаëüных с позиöий выбpанноãо кpи-
теpия бëизости.
Пpакти÷еское pеøение заäа÷и иäентификаöии

ìасëяной систеìы пpеäставëяет собой вы÷исëи-
теëüнуþ пpоöеäуpу оöенивания неизвестных паpа-
ìетpов ММ, в pезуëüтате котоpой устанавëиваþтся
законоìеpности функöиониpования ìасëяной сис-
теìы исхоäноãо äвиãатеëя. К настоящеìу вpеìени
в обëасти авиаöионных äвиãатеëей накопëен äоста-
то÷ный опыт pеøения заäа÷ иäентификаöии ГТД
[1, 3—6, 8—18]. Повыøенный интеpес как у иссëеäо-
ватеëей, так и у инженеpов к ìетоäаì иäентифика-
öии ìасëяной систеìы обусëовëен естественныì же-
ëаниеì эффективной оpãанизаöии функöиониpова-
ния ГТД и еãо экспëуатаöии. Сфоpìуëиpуеì в общеì
виäе заäа÷у иäентификаöии ìасëяной систеìы ГТД.

Идентификация математической модели 
масляной системы ГТД

Pассìотpиì постановку заäа÷и иäентификаöии
хаpактеpистик ìасëяной систеìы ГТД на устано-
вивøихся pежиìах pаботы. На этих pежиìах äви-
ãатеëü описывается уpавненияìи виäа

(1)
X = f1(A, U);
Y = f2(A, X ),
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ãäе X, Y, U и A — вектоpы пеpеìенных состояния,
выхоäов (изìеpяеìых теpìоãазоäинаìи÷еских па-
pаìетpов) ГТД, неизвестных паpаìетpов и упpав-
ëяþщих возäействий ìоäеëи, pазìеpности r, n, m и k
соответственно; f1 и f2 — некотоpые неëинейные
вектоp-функöии.
Заäа÷а иäентификаöии закëþ÷ается в нахожäе-

нии зависиìости

Y * = f *(A, U). (2)

котоpая уäовëетвоpяëа бы усëовиþ ||Y – Y *|| < ε на
заäанноì ìножестве зна÷ений X ∈ Γx, Y ∈ Γy, U ∈ Γu,
ãäе Γx, Γy, Γu опpеäеëяþтся pежиìаìи pаботы ГТД;
ε — äопустиìая поãpеøностü. Пpоöеäуpа иäенти-
фикаöии ГТД с поìощüþ НС показана на pис. 1.
Зäесü ε1, ..., εn — откëонения ìежäу изìеpенны-

ìи паpаìетpаìи äвиãатеëя и еãо ìасëяной систеìы

, , ...,  и паpаìетpаìи , , ..., , pас-

с÷итанныìи с испоëüзованиеì НС, пpи оäних и

тех же упpавëяþщих возäействиях , ..., ; E —

суììаpная кваäpати÷ная оøибка обу÷ения НС.
Pеøение заäа÷и иäентификаöии ìасëяной сис-

теìы ГТД своäится к обу÷ениþ нейpонной сети,
котоpое закëþ÷ается в настpойке ее весов исхоäя
из усëовия

E = (Yi – )2 → min. (3)

В теоpии авиаöионных äвиãатеëей пpинято опи-
сыватü ìножество установивøихся pежиìов pабо-
ты ГТД совокупностüþ функöионаëüных зависи-
ìостей относитеëüно зна÷ений пpивеäенных паpа-
ìетpов äвиãатеëя и еãо ìасëяной систеìы:

(4)

ãäе N1пp — пpивеäенная ÷астота вpащения pотоpа
туpбокоìпpессоpа низкоãо äавëения (%); N2пp — пpи-
веäенная ÷астота вpащения pотоpа туpбокоìпpессо-
pа сpеäнеãо äавëения (%); N3пp — пpивеäенная ÷ас-
тота вpащения pотоpа туpбокоìпpессоpа высокоãо
äавëения (%); Gв.пp — пpивеäенный pасхоä возäуха
÷еpез коìпpессоp (кã/с); P2пp — пpивеäенное äав-
ëение возäуха за коìпpессоpоì (Па);  — пpи-
веäенная теìпеpатуpа возäуха за коìпpессоpоì (К);

 — пpивеäенная теìпеpатуpа ãазов пеpеä туpби-
ной (К);  — пpивеäенная теìпеpатуpа ãазов за
туpбиной (К); Rпp — пpивеäенная тяãа (кН); Cуä.пp —
уäеëüный пpивеäенный pасхоä топëива (кã/н/÷);
Gт.пp — пpивеäенный pасхоä топëива (кã/с).
Пpоöесс пеpехоäа от физи÷еских паpаìетpов

äвиãатеëя к пpивеäенныì зна÷енияì (и обpатно),

осуществëяеìый с поìощüþ нейpосетевой ìоäеëи
ГТД, показан на pис. 2.
Зäесü пpеобpазование изìеpенных (физи÷еских)

паpаìетpов ГТД к пpивеäенныì (соответствуþщиì
станäаpтныì атìосфеpныì усëовияì  = 288,15 К;
Pн = 760 ìì pт. ст.) осуществëяется по фоpìуëаì
ãазоäинаìи÷ескоãо поäобия:

(5)

Вëияние усëовий поëета на паpаìетpы возäуха
на вхоäе в äвиãатеëü пpи этоì у÷итывается в виäе

(6)

ãäе Tн и Pн — соответственно теìпеpатуpа (К) и
äавëение (ìì pт. ст.) возäуха на высоте поëета H;

 и  — затоpìоженные зна÷ения этих паpа-
ìетpов на äанной высоте поëета; k — показатеëü
аäиабаты; Mп — ÷исëо Маха поëета; σв — коэффи-
öиент восстановëения поëноãо äавëения в возäу-
хозабоpнике.
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Pис. 1. Схема обучения нейpосетевого идентификатоpа

Pис. 2. Пеpеход от нейpосетевой модели ГТД в пpиведенных
паpаметpах к модели в физических паpаметpах
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Pассìотpиì пpиìеp pеøения заäа÷и иäентифи-
каöии паpаìетpов ГТД и еãо ìасëяной систеìы,
поëу÷енных в пpоöессе экспëуатаöии äвиãатеëя
АЛ 31СТ.
Анализ данных. В ка÷естве исхоäных äанных вос-

поëüзуеìся pезуëüтатаìи экспëуатаöии ìасëяной
систеìы ГТД АЛ 31СТ, испоëüзуеìой в ка÷естве на-
зеìной энеpãоустановки. Эти äанные записаны пpи-

ìенитеëüно к станäаpтныì атìосфеpныì
усëовияì. Поëная обу÷аþщая выбоpка со-
äеpжит 1095 стpок, соответствуþщих pаз-
ëи÷ныì pежиìаì экспëуатаöии ìасëяной
систеìы авиаöионноãо äвиãатеëя. Наpяäу с
пеpе÷исëенныìи выøе äанныìи в ìоäеëи
у÷итываþтся и собственные паpаìетpы ìас-
ëяной ìаãистpаëи: ΔT4 — пеpепаä теìпеpату-
pы за опоpой туpбины ãазоãенеpатоpа (К);
T606 — пpивеäенная теìпеpатуpа сëива из
опоpы туpбины (°C); T607 — пpивеäенная
теìпеpатуpа ìасëа на вхоäе в äвиãатеëü за
фиëüтpоì (°C); ΔT606 — поäоãpев ìасëа в
сëиве из опоpы туpбины (°C); T1002 — теì-
пеpатуpа сëива ìасëа из пеpеäней опоpы
сиëовой туpбины (°C); T1003 — теìпеpатуpа
сëива ìасëа из заäней опоpы сиëовой туp-
бины (°C); Tm и Pm — теìпеpатуpа (°C) и
äавëение (кãс/сì2) в ìасëяной систеìе ГТД.
Оäниì из основных вопpосов, pеøаеìых

на этапе анаëиза äанных, явëяется оöенка
pепpезентативности выбоpки, т. е. поëноты
ее пpеäставëения. Pеøение äанной заäа÷и
осуществëяется с поìощüþ ìетоäов кëа-
стеpноãо иëи äискpиìинантноãо анаëиза
[19—21].
Статисти÷еский и коppеëяöионный ана-

ëиз экспеpиìентаëüной выбоpки (табë. 1 и
pис. 3) показывает, ÷то наибоëее инфоpìа-
тивныìи ее паpаìетpаìи явëяþтся: пятü па-
pаìетpов пpото÷ной ÷асти ГТД (N1пp, N2пp,
N3пp, T4пp, P2пp) и восеìü паpаìетpов еãо ìас-
ëяной систеìы (ΔT4, T606, T607, ΔT606, T1002,
T1003, Tm, Pm) (по зна÷ениþ коэффиöиен-
тов коppеëяöии в коppеëяöионной ìатpиöе).

На основании изëоженноãо выøе äаëüнейøий
пpоöесс иäентификаöии ìатеìати÷еской ìоäеëи
ГТД и еãо ìасëяной систеìы буäеì пpовоäитü с
у÷етоì восüìи паpаìетpов ìасëяной ìаãистpаëи.
В пpоöессе кëастеpизаöии с поìощüþ пакета

Statistica 8.0 быëи выäеëены пятü хаpактеpных кëас-
сов (pис. 4). Посëе пpоöеäуpы pанäоìизаöии быëи
выäеëены собственно обу÷аþщая (контpоëüная) и

Pис. 4. Pезультаты кластеpизации исходной экспеpиментальной
выбоpки (I...V — классы) на пpимеpе частоты вpащения pотоpа
компpессоpа низкого давления (Q — число точек обучающей
выбоpки)
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Pис. 5. Pезультаты кластеpизации тестовой выбоpки на пpимеpе
частоты вpащения pотоpа компpессоpа низкого давления (Q —
число точек выбоpки)
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Pис. 3. Эллипс pассееивания экспеpиментальных точек пpоточной части
ГТД АЛ 31СТ и его масляной системы в довеpительном интеpвале (±3s)

Табëиöа 1
Фрагмент корреляционной матрицы параметров масляной системы 

и проточной части ГТД

N1пр N2пр N3пр T4пр P2пр ΔТ4 T606 T607 ΔT606 Т1002

N1пр 1
N2пр 0,831 1
N3пр 0,771 0,698 1
T4пр 0,781 0,709 0,717 1
P2пр 0,752 0,655 0,693 0,625 1
ΔТ4 0,096 0,019 0,045 0,076 0,001 1
T606 0,206 0,158 0,152 0,154 0,209 0,045 1
T607 0,069 0,012 0,132 0,101 0,085 0,085 0,332 1
ΔT606 0,215 0,179 0,093 0,141 0,198 0,024 0,824 0,045 1
Т1002 0,102 0,013 0,105 0,011 0,144 0,042 0,439 0,409 0,357 1
Т1003 0,074 0,063 0,014 0,041 0,075 0,125 0,367 0,373 0,299 0,572
Tm 0,089 0,024 0,003 0,004 0,112 0,099 0,335 0,189 0,299 0,398
Рm 0,087 0,128 0,139 0,131 0,101 0,081 0,061 0,183 0,008 0,052
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тестовая выбоpки (в соотноøении 2:1, т. е. 67 и 33 %).
Пpоöесс кëастеpизаöии обу÷аþщей и тестовой
(pис. 5) выбоpок показывает, ÷то они так же, как и
исхоäная выбоpка, соäеpжат по пятü хаpактеpных
кëассов. Pасстояния ìежäу кëастеpаìи пpакти÷е-
ски совпаäаþт в кажäой из pассìотpенных выбо-
pок, сëеäоватеëüно, обу÷аþщая и тестовая выбоp-
ки pепpезентативны.
Пpедобpаботка данных. Важныì вопpосоì, pе-

øаеìыì на этапе пpеäваpитеëüной обpаботки из-
ìеpенных äанных, явëяется оöенка оäноpоäности
обу÷аþщей и тестовой выбоpок. Дëя этоãо воспоëü-
зуеìся кpитеpиеì χ2 Фиøеpа — Пиpсона [19—21]
с r – k – 1 степеняìи свобоäы:

χ2 = , (7)

ãäе θ — оöенка наибоëüøеãо пpавäопоäобия, най-
äенная по ÷астотаì m1, ..., mr; n — ÷исëо эëеìентов
в выбоpке; pi(θ) — веpоятности эëеìентаpных ис-
хоäов с то÷ностüþ äо некотоpоãо неопpеäеëенноãо
k-ìеpноãо паpаìетpа θ.
Указанная статистика χ2 позвоëяет пpи заäанных

выøе пpеäпоëожениях пpовеpитü ãипотезу о пpеä-
ставиìости выбоpо÷ных äиспеpсий и коваpиаöий
фактоpов, соäеpжащихся в статисти÷еской ìоäеëи.
Обëастü пpинятия ãипотезы естü χ2 m χn – m; α, ãäе
α — уpовенü зна÷иìости кpитеpия.
Вы÷исëения по фоpìуëе (7) äаþт ìатpиöу веpо-

ятностей χ2.
Вы÷исëенные зна÷ения χ2 по поëу÷енныì пpи

набëþäениях ÷астотаì m1, ..., mr (путеì суììиpо-
вания постpо÷но веpоятности исхоäов кажäой из-
ìеpенной веëи÷ины) сpавниваеì с кpити÷ескиìи
зна÷енияìи pаспpеäеëения χ2 с ÷исëоì степеней
свобоäы r – k – 1. В наøеì сëу÷ае пpи ÷исëе сте-
пеней свобоäы 13 и α = 0,05 сëу÷айная веëи÷ина
χ2 = 3,644 не пpевысиëа кpити÷ескоãо зна÷ения
22,362. Это озна÷ает, ÷то ãипотеза о ноpìаëüноì
законе pаспpеäеëения ìожет бытü пpинята, и вы-
боpки оäноpоäны.
Завеpøаþщиì этапоì статисти÷еской обpабот-

ки äанных явëяется их ноpìиpование, котоpое ìо-
жет бытü выпоëнено по фоpìуëе

 = , (8)

ãäе  — безpазìеpная веëи÷ина, нахоäящаяся в
äиапазоне [0; 1];  и  — ìиниìаëüное и ìак-
сиìаëüное зна÷ение пеpеìенной yi.
Выбоp аpхитектуpы НС. Дëя pеøения заäа÷и

иäентификаöии ГТД в нейpосетевоì базисе в ка÷е-
стве основных аpхитектуp быëи выбpаны пеpсеп-
тpон, ìоäуëüная нейpонная сетü и сетü на pаäиаëü-
но-базисных функöиях (НС PБФ). Цеëесообpаз-
ностü пpиìенения этих аpхитектуp НС обоснована
ìноãо÷исëенныìи экспеpиìентаëüныìи иссëеäо-
ванияìи, пpовеäенныìи в пpоöессе pеøения заäа-
÷и иäентификаöии ìоäеëи ìасëяной систеìы ГТД.

Выбоp стpуктуpы НС. На äанноì этапе pеøения
заäа÷и иäентификаöии äоëжна бытü выбpана опти-
ìаëüная стpуктуpа нейpонной сети, т. е. ÷исëо вхоäов
и выхоäов НС, скpытых сëоев и ÷исëо нейpонов в
кажäоì сëое. На pис. 6 показан общий виä ìноãо-
сëойной НС пpяìоãо pаспpостpанения (пеpсептpон)
с оäниì скpытыì сëоеì, pеаëизуþщей стати÷е-
скуþ ìноãоpежиìнуþ ìоäеëü ГТД.
Моäеëü нейpонной сети типа пеpсептpон по-

стpоена с у÷етоì анаëиза статистики экспеpиìен-
таëüных äанных: на вхоä сети поступаþт пятü па-
pаìетpов изìеpений пpото÷ной ÷асти ГТД, а на
выхоäе — восеìü паpаìетpов ìасëяной систеìы.
В ка÷естве активаöионных функöий нейpонов

äëя пеpсептpона испоëüзоваëисü сиãìоиäные функ-
öии. Оптиìаëüной стpуктуpой НС явëяется: äëя
пеpсептpона — стpуктуpа 5 — 15 — 8, (т. е. 5 нейpо-
нов — во вхоäноì сëое; 15 нейpонов — в скpытоì
сëое и 8 нейpонов — в выхоäноì сëое НС); äëя НС
PБФ: 5 — 25 — 8, (т. е. 5 нейpонов во вхоäноì сëое;
25 нейpонов в pаäиаëüноì (скpытоì) сëое и 8 ней-
pонов — в выхоäноì сëое). Эти НС-ìоäеëи позво-
ëяþт вы÷исëитü паpаìетpы ìасëяной систеìы ГТД.
Выбоp алгоpитмов обучения. В ка÷естве аëãо-

pитìов обу÷ения НС испоëüзоваëисü:
аëãоpитì обpатноãо pаспpостpанения оøибки
(Back Propagation);
квазинüþтоновский аëãоpитì (Quasi Newton);
аëãоpитì сопpяженных ãpаäиентов (Conjugate
Gradients) и их коìбинаöии.
Анаëиз поëу÷енных pезуëüтатов показаë, ÷то наи-

боëее пpиеìëеìыì явëяется испоëüзование ква-
зинüþтоновскоãо аëãоpитìа, котоpый обеспе÷ива-
ет высокуþ скоpостü схоäиìости и то÷ностü пpо-
öесса обу÷ения.
Оценка эффективности pезультатов иденти-

фикации. В pезуëüтате сpавнитеëüноãо анаëиза то÷-
ности нейpосетевых (пеpсептpон, PБФ, ìоäуëüная

min
θ
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Pис. 6. Многослойный пеpсептpон
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нейpонная сетü) и кëасси÷еских ìетоäов (наиìенü-
øих кваäpатов (МНК) и ãpупповоãо у÷ета аpãуìен-
та (МГУА)) иäентификаöии ìасëяной систеìы
ГТД по восüìи паpаìетpаì ìасëа (табë. 2) быëо ус-
тановëено, ÷то ìаксиìаëüная поãpеøностü иäенти-
фикаöии пpи испоëüзовании НС пеpсептpон в
2,2 pаза (T1002) ìенüøе, ÷еì äëя поëиноìиаëüной
pеãpессионной ìоäеëи 12-ãо поpяäка, постpоенной
с поìощüþ МНК, и в 1,4 pаза ìенüøе, ÷еì МГУА,
а ìоäуëüной НС и äëя PБФ ìенüøе, соответствен-
но, в 1,2 и в 1,45 pаза. Пpи этоì пеpсептpон обес-
пе÷ивает поãpеøностü иäентификаöии, не пpевы-
øаþщуþ 0,6 %; ìоäуëüная НС — 0,75 %; НС PБФ
и МГУА — 0,8; МНК — 0,95 %.
В öеëях анаëиза устой÷ивости нейpонных сетей к

изìенениþ вхоäных äанных к ниì äобавëяëасü аääи-
тивная поìеха по отноøениþ к текущеìу зна÷ениþ
кажäоãо из паpаìетpов в виäе беëоãо øуìа с нуëевыì
ìатеìати÷ескиì ожиäаниеì и σi = 0,01 (табë. 3).

Pезуëüтаты анаëиза то÷ности иäентификаöии
äëя восüìи паpаìетpов ìасëа ГТД в усëовиях äей-
ствия øуìа показаëи сëеäуþщие pезуëüтаты: НС
пеpсептpон — 0,76 %; ìоäуëüная НС — 0,87 %; НС
PБФ — 1,32 %; МГУА — 0,93 %; МНК — 7,41 %.
Повеpхности откëика äëя паpаìетpа — пpиве-

äенная теìпеpатуpа сëива из опоpы туpбины T606,
постpоенная с испоëüзованиеì ìетоäа наиìенüøих
кваäpатов (поëиноì 12 поpяäка) и нейpосетевоãо
ìетоäов (НС пеpсептpон) в усëовиях аääитивной
поìехи (M = 0; σ = ±0,01), пpивеäены на pис. 7, 8.

Выводы

Поäвоäя итоãи сказанноìу выøе, ìожно сäеëатü
сëеäуþщие вывоäы:

1. В пpоöессе pеøения заäа÷и иäентификаöии
ММ ìасëяной систеìы ГТД на основе НС быëо ус-
тановëено, ÷то нейpонные сети pеøаþт заäа÷у иäен-
тификаöии то÷нее кëасси÷еских ìетоäов: поãpеø-
ностü иäентификаöии на выхоäе НС типа пеpсептpон
в 1,4 pаза ìенüøе, ÷еì у pеãpессионной ìоäеëи, по-
ëу÷енной с поìощüþ МНК äëя pассìотpенноãо äиа-
пазона изìенения pежиìов pаботы äвиãатеëя.

2. Поãpеøностü иäентификаöии ìасëяной сис-
теìы ìоäеëи ГТД с поìощüþ пеpсептpона не пpе-
высиëа 0,6 %; äëя ìоäуëüной НС — 0,75 %; äëя НС
PБФ и МГУА — 0,8 %, в то вpеìя как äëя кëасси-
÷ескоãо ìетоäа (МНК) она составëяет окоëо 0,95 %
в pассìотpенноì äиапазоне изìенения pежиìов
pаботы ГТД.

3. Нейpосетевые ìетоäы боëее pобастны к внеø-
ниì возìущенияì: äëя уpовня øуìа σ = 0,01 по-
ãpеøностü иäентификаöии ГТД пpи испоëüзова-
нии пеpсептpона возpосëа с 0,6 äо 0,769 %; äëя ìо-
äуëüной НС — с 0,75 äо 0,87 %; äëя НС PБФ —
с 0,8 äо 1 %, а äëя ìетоäа наиìенüøих кваäpатов —
с 0,95 äо 7,4 %.

4. Пpивеäенные пpиìеpы показываþт эффек-
тивностü (иëи, по кpайней ìеpе, пеpспективностü)
pеøения пеpе÷исëенных выøе заäа÷ с поìощüþ НС.

Pис. 8. Повеpхность отклика — пpиведенная темпеpатуpа слива
из опоpы туpбины T606 масляной системы ГТД, постpоенная с
использованием нейpонной сети пеpсептpон в условиях адди-
тивной помехи в зависимости от N1пp и N2пp

Pис. 7. Повеpхность отклика — пpиведенная темпеpатуpа слива из
опоpы туpбины T606 масляной системы ГТД, постpоенная с исполь-
зованием метода наименьших квадpатов (полином 12-го поpядка)
в условиях аддитивной помехи в зависимости от N1пp и N2пp

Табëиöа 2
Результаты идентификации параметров масляной системы ГТД

Метоäы 
вы÷исëений

Параìетры ìасëяной систеìы ГТД

ΔT4 T606 T607 ΔT606 T1002 T1003 Tm Pm

МНК 0,945 0,350 0,278 0,459 0,281 0,288 0,229 0,176
МГУА 0,832 0,235 0,316 0,391 0,182 0,199 0,223 0,144
НС РБФ 0,814 0,245 0,265 0,352 0,189 0,165 0,196 0,148
Моäуëüная 

НС
0,747 0,228 0,246 0,344 0,153 0,168 0,218 0,134

НС
персептрон

0,574 0,222 0,251 0,327 0,130 0,152 0,196 0,126

Табëиöа 3
Результаты идентификации параметров масляной системы ГТД 

в условиях помехи (М = 0; s = ±0,01)

Метоäы 
вы÷исëений

Параìетры ìасëяной систеìы ГТД

ΔT4 T606 T607 ΔT606 T1002 T1003 Tm Pm

МНК 7,413 2,248 2,621 3,573 2,188 1,833 1,894 1,675
МГУА 0,932 0,355 0,529 0,664 0,472 0,375 0,467 0,668
НС РБФ 1,037 1,142 1,157 1,126 1,221 1,321 1,236 1,212
Моäуëüная 

НС
0,872 0,343 0,362 0,395 0,210 0,210 0,263 0,358

НС
персептрон

0,755 0,285 0,315 0,352 0,189 0,175 0,227 0,262
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Сбоp данных с pеального объекта и оpганизация 
инфоpмационного обмена с интеллектуальной системой упpавления 

на основе искусственных иммунных систем

G. A. Samigulina, Z. I. Samigulina

Data Collection from Real Object and the Organization
of the Peering with the Intellectual Control System

on the Basis of Artificial Immune System

Введение

Оäной из наибоëее актуаëüных заäа÷ стpеìи-
теëüно pазвиваþщеãося совpеìенноãо инфоpìаöи-
онноãо общества явëяется упpавëение pеаëüныìи

сëожныìи систеìаìи на основе обpаботки и ана-
ëиза оãpоìных потоков äанных. Теpìин "сëожные
систеìы" появиëся в сеpеäине XX века. Поä сëожной
систеìой пониìается систеìа, в ìоäеëи котоpой
неäостато÷но инфоpìаöии äëя эффективноãо упpав-

На основе pазpаботанной интеллектуальной технологии иммунносетевого моделиpования упpавления сложными объектами
pешена задача сбоpа данных с pеального объекта пpомышленной автоматизации с использованием обоpудования и пpогpаммного
обеспечения Schneider Electric. Пpедложена пpоцедуpа обмена данными с интеллектуальной системой упpавления с использо-
ванием искусственных иммунных систем.
Ключевые слова: интеллектуальная технология, искусственные иммунные системы, обpаботка данных, автоматизация

технологического пpоцесса, пpогноз

For the developed intellectual technology immune-net modeling for control of difficult nonlinear objects the problem of data collection
from real object of industrial automation on the basis of Schneider Electric software and equipment is solved. Procedure of data exchange
with the intellectual control system on the basis of artificial immune networks is suggested.

Keywords: intellectual technology, artificial immune systems, data processing, automation of technological process, the forecast
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ëения. Неопpеäеëенностü и äинаìи÷еский хаpак-
теp фактоpов, äействуþщих в систеìе, затpуäняþт
пpоãнозиpование повеäения сëожных систеì. Воз-
никаþт ситуаöии, коãäа фактоpы, не иìеþщие
вëияния на повеäение систеìы, со вpеìенеì на÷и-
наþт иãpатü важнуþ pоëü. На сеãоäня существует
ìноãо тpаäиöионных поäхоäов к pеøениþ äанной
пpобëеìы, оäнако все они иìеþт оãpани÷еннуþ
обëастü пpиìенения. Пpежäе всеãо, это связано с
оãpани÷енныìи вpеìенныìи pесуpсаìи. Опеpатив-
ное упpавëение боëüøиìи систеìаìи затpуäнено в
pежиìе pеаëüноãо вpеìени.
Оäнако совpеìенное высокотехноëоãи÷ное пpо-

извоäство пpеäъявëяет боëüøие тpебования к сис-
теìаì пpоìыøëенной автоìатизаöии. В настоящее
вpеìя актуаëüной заäа÷ей явëяется испоëüзование
спеöиаëüных техноëоãий äëя пеpеäа÷и äанных в
систеìе автоìатизаöии техноëоãи÷еских пpоöессов
и пpоизвоäств. Вìесте с теì, актуаëüно испоëüзо-
вание новых нетpаäиöионных поäхоäов пpи постpое-
нии интеëëектуаëüных систеì упpавëения (ИСУ)
сëожныìи pеаëüныìи объектаìи с pазëи÷ныìи
виäаìи неопpеäеëенностей паpаìетpов [1, 2].
Известно, ÷то поä ИСУ пониìается систеìа,

котоpая äоëжна иìетü способностü воспpиниìатü
инфоpìаöиþ о пpоöессах, возìущениях и усëовиях
функöиониpования, пpоãнозиpоватü повеäение, вы-
воäитü закëþ÷ения и обу÷атüся [3]. Иныìи сëоваìи,
систеìа äоëжна сна÷аëа спpоãнозиpоватü ожиäае-
ìый pезуëüтат, а потоì пpинятü pеøение по опти-
ìаëüной pеаëизаöии упpавëения. В таких систеìах
пpи обpаботке оãpоìных потоков äанных испоëü-
зуþтся пpинöипы иìитаöионноãо ìоäеëиpования
естественных систеì. Наибоëее успеøное pазвитие
и пpиìенение в посëеäнее вpеìя поëу÷иëи нейpон-
ные систеìы, эвоëþöионные аëãоpитìы и нейpо-
не÷еткие ìетоäы. Pазpаботка пеpспективных поä-
хоäов иìитаöионноãо ìоäеëиpования вызывает
боëüøой интеpес в ìиpе.

Имитационное моделиpование на основе 
искусственных иммунных систем

В посëеäнее вpеìя особое вниìание уäеëяется
искусственныì иììунныì систеìаì [4, 5], осно-
ванныì на пpинöипах обpаботки инфоpìаöии ìо-
ëекуëаìи беëков и иììуноëоãи÷еской pеакöии оp-
ãанизìа пpи втоpжении ÷ужеpоäных антиãенов.
Достоинствоì искусственных иììунных систеì
(ИИС) явëяется pаспpеäеëенностü, саìообу÷ае-
ìостü, отсутствие öентpаëизованноãо контpоëя,
саìооpãанизаöия и эвоëþöия, ìаëые вы÷исëи-
теëüные pесуpсы, возìожностü паpаëëеëüной обpа-
ботки инфоpìаöии.
Существуþт нескоëüко напpавëений постpоения

ИИС [6]: на основе теоpии отpиöатеëüноãо отбоpа,
теоpии кëонаëüной сеëекöии, теоpии иììунной сети.
Боëüøинство совpеìенных pазpаботок с испоëüзо-
ваниеì ИИС основаны на кëонаëüной сеëекöии.
Беëки иãpаþт искëþ÷итеëüнуþ pоëü в жизни

ëþбоãо оpãанизìа. Pеакöия оpãанизìа на боëüøин-
ство внеøних возäействий своäится к пеpекоäиpо-

ваниþ внеøних сиãнаëов на язык беëковых взаи-
ìоäействий. На основе ìоäеëиpования этих пpо-
öессов pазpаботан pяä пpиëожений, напpиìеp, äëя
äистанöионноãо обу÷ения в сpеäе Internet [8], äëя
коìпüþтеpноãо ìоëекуëяpноãо äизайна ëекаpствен-
ных пpепаpатов [9], в систеìах безопасности, äëя
защиты коìпüþтеpов от вpеäоносноãо пpоãpаìì-
ноãо обеспе÷ения [10] и äp. [11].
Пеpспективныì с÷итается поäхоä, в котоpоì pас-

сìатpиваþтся ìеханизìы ìоëекуëяpноãо узнавания.
В этоì сëу÷ае базовыì эëеìентоì явëяется фоp-
ìаëüный пептиä (беëок) [7], котоpый пpеäставëяет
собой ìатеìати÷ескуþ абстpакöиþ пpинöипа за-
висиìости свобоäной энеpãии беëковой ìоëекуëы
от пpостpанственной фоpìы поëипептиäноãо ос-
това. Дëя описания фоpìаëüных пептиäов испоëü-
зуется аëãебpа кватеpнионов.
Фоpìаëüныì пептиäоì (ФП) называþт упоpя-

äо÷еннуþ пятеpку: P = <n, U, Q, V, v>, котоpая
вкëþ÷ает сëеäуþщие коìпоненты:

÷исëо звенüев n > 0;
ìножество тоpсионных уãëов U = {ϕk, ψk},
k = 1, ..., n,

ãäе –π m ϕk m π, –π m ψk m π;
ìножество еäини÷ных кватеpнионов Q = {Q0, Qk},
ãäе кватеpнионы Qk = Qk(ϕk, ψk) и pезуëüтиpуþ-
щий кватеpнион ФП Q0 опpеäеëяþтся как их
пpоизвеäение: Q0 = Q1Q2...Qn;
ìножество коэффиöиентов V = {vij}, i = 1, 2, 3, 4,
j l i;
функöиþ v, опpеäеëеннуþ на эëеìентах pезуëü-
тиpуþщеãо кватеpниона Q0 кваäpати÷ной фоp-

ìой v = – vijqiqj.

Ввоäится сëеäуþщее опpеäеëение: сетüþ связы-
вания называþт ëþбуþ посëеäоватеëüностü связы-
ваний äвух фоpìаëüных пептиäов. Дëя тоãо ÷тобы
пpоизоøëо ìоëекуëяpное узнавание (напpиìеp,
антитеëа и антиãена), необхоäиìо связывание
фоpìаëüных пептиäов, котоpое соответствует ìи-
ниìаëüной энеpãии связи ìежäу ниìи.
Моäеëиpование с испоëüзованиеì понятия сети

связывания называþт иììунносетевыì ìоäеëиpо-
ваниеì.
Основные заäа÷и, котоpые pеøаþтся пpи иì-

ìунносетевоì ìоäеëиpовании:
выбоp стpуктуpы иììунной сети;
уìенüøение вpеìени на обу÷ение иììунной сети;
выбоp оптиìаëüной стpуктуpы иììунной сети;
pеøение заäа÷и выäеëения инфоpìативных
пpизнаков;
уìенüøение оøибки обобщения иììунной сети;
повыøение äостовеpности пpоãноза;
pабота в pеаëüноì ìасøтабе вpеìени;
pаспаpаëëеëивание вы÷исëитеëüных аëãоpитìов;
pазpаботка автоìатизиpованной систеìы по-
стpоения техноëоãи÷еских öепо÷ек äëя pазëи÷-
ных кpитеpиев ка÷ества на основе фоpìаëüноãо
языка интеëëектуаëüной техноëоãии обpаботки
ìноãоìеpных äанных ИИС;

 
j   i
∑
l



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 37

pазpаботка опеpаöионных ìаpøpутов поëüзова-
теëя и созäание бибëиотек äëя иììунносетевоãо
ìоäеëиpования;
визуаëизаöия äанных.

Постpоение иммунносетевой модели 
для пpогнозиpования и упpавления сложным объектом

Технология иммунносетевого моделиpования.
В настоящее вpеìя актуаëüны иссëеäования в обëас-
ти ИИС äëя пpоãнозиpования повеäения и упpавëе-
ния сëожныìи äинаìи÷ескиìи объектаìи с pазëи÷-
ныìи неопpеäеëенностяìи в pеаëüноì вpеìени.
Так как в поäхоäе на основе ИИС поä сетüþ

связывания пониìается ëþбая посëеäоватеëüностü
связываний фоpìаëüных пептиäов, то äëя постpое-
ния иììунносетевой ìоäеëи необхоäиìо созäатü
фоpìаëüные пептиäы (вpеìенные pяäы), котоpые
буäут сëужитü этаëонаìи повеäения систеìы (pе-
жиìы функöиониpования "безопасный", "опас-
ный", "аваpийный"). Фоpìаëüные пептиäы состоят
из инфоpìативных пpизнаков, хаpактеpизуþщих
pассìатpиваеìый объект упpавëения в соответст-
вуþщих pежиìах (кëассах) функöиониpования.
Вpеìенные pяäы своpа÷иваþтся опpеäеëенныì об-
pазоì в ìатpиöы этаëонов A1, A2, A3 äëя тpех кëас-
сов. Посëе синãуëяpноãо pазëожения äанных ìатpиö
поëу÷аеì пpавые и ëевые синãуëяpные вектоpы
{x1, y1}, {x2, y2} и т. ä. этаëонных ìатpиö. Затеì фоp-
ìиpуется ìножество ìатpиö, pассìатpиваеìых как
обpазы: B1, B2, B3, B4, ..., m, ãäе m — ÷исëо обpазов.
Энеpãия связи ìежäу фоpìаëüныìи пептиäаìи

пpеäставëяется в виäе: W1 = – By1, W2 = – By2,
W3 = – By3, ãäе 

т — сиìвоë тpанспониpования.
С поìощüþ синãуëяpных pазëожений исхоäных
ìатpиö опpеäеëяþтся энеpãии связи. Pеøается за-
äа÷а pаспознавания обpазов. Миниìаëüное зна÷е-
ние энеpãии связи опpеäеëяет кëасс, к котоpоìу
пpинаäëежит äанный обpаз: k:Wk = min{W1, W2, W3}.
Техноëоãия иììунносетевоãо ìоäеëиpования

(pис. 1, сì. втоpуþ стоpону обëожки) pеаëизуется
с поìощüþ сëеäуþщеãо аëãоpитìа.

Алгоpитм 1
Шаг 1. Сбоp статисти÷еских äанных с pеаëüноãо

объекта упpавëения и оpãанизаöия обìена äанны-
ìи с ИИС.
Шаг 2. Pазpаботка баз äанных äëя ИИС на ос-

нове конöепöии фоpìаëüных пептиäов.
Шаг 3. Пpеäваpитеëüная обpаботка äанных, ко-

тоpая вкëþ÷ает в себя ноpìиpование, öентpиpова-
ние äанных, запоëнение пpопущенных äанных.
Шаг 4. Выäеëение инфоpìативных пpизнаков и

постpоение оптиìаëüной стpуктуpы иììунной се-
ти на основе pазëи÷ных поäхоäов:
фактоpноãо анаëиза äанных [12];
с поìощüþ нейpонных сетей;
с поìощüþ ãенети÷еских аëãоpитìов.
Шаг 5. Кëассификаöия pеøений и pазpаботка

фоpìаëüных пептиäов — этаëонов äëя кажäоãо кëасса.
Шаг 6. Pеøение заäа÷и pаспознавания обpазов

на основе нахожäения ìиниìаëüной энеpãии связи

ìежäу фоpìаëüныìи пептиäаìи с испоëüзованиеì
синãуëяpноãо pазëожения ìатpиö.
Шаг 7. Пpоãноз повеäения интеëëектуаëüной

систеìы на основе оöенки энеpãети÷еских по-
ãpеøностей по ãоìоëоãаì [13, 14] и вы÷исëение
коэффиöиентов pиска пpоãнозиpования. Pас÷ет
оøибки обобщения и выбоp поäхоäа (шаг 4), ко-
тоpый äает ìиниìаëüнуþ оøибку обобщения.
Шаг 8. Выpаботка pекоìенäаöий по пpинятиþ pе-

øений и опеpативное упpавëение сëожной систеìой.
Сбоp статистических данных с pеального объекта

упpавления и оpганизация обмена данными. Pазpа-
ботана пpоöеäуpа сбоpа äанных с pеаëüноãо объек-
та пpоìыøëенной автоìатизаöии и оpãанизаöии
инфоpìаöионноãо обìена äанныìи äëя интеëëек-
туаëüной систеìы упpавëения на основе ИИС.
Дëя pеøения поставëенной заäа÷и пpиìеняется

техноëоãия OPC (OLE for Process Control), котоpая
пpеäназна÷ена äëя обìена äанныìи с систеìой из-
ìеpения и упpавëения с испоëüзованиеì обоpуäова-
ния Schneider Electric. Данная техноëоãия пpеäстав-
ëяется äвуìя кëассаìи пpоãpаìì: ОPС-сеpвеp (OPC
server) и ОPС-кëиент (OPC client). Пеpвая пpоãpаììа
пpеäназна÷ена äëя взаиìоäействия с аппаpатуpой, а
втоpая поëу÷ает äанные от сеpвеpа äëя посëеäуþщей
обpаботки и пеpеäа÷и коìанä упpавëения на сеpвеp.
Механизì оpãанизаöии инфоpìаöионноãо об-

ìена с pеаëüныì объектоì пpеäставëяет собой сис-
теìу, котоpая состоит из объекта упpавëения (ОУ)
и устpойства упpавëения (УУ) (сì. pис. 1 на второй
стороне обëожки). УУ возäействует на ОУ ÷еpез
испоëнитеëüные ìеханизìы и состоит из сëеäуþ-
щих основных эëеìентов:

øкафа упpавëения, соäеpжащеãо в себе оäин иëи
боëее пpоãpаììиpуеìых ëоãи÷еских контpоëëеpов
(Modicon M340, Premium иëи Quantum поä упpав-
ëениеì пpоãpаììы Unity Pro). Их pоëü закëþ÷а-
ется в pеаëизаöии аëãоpитìов упpавëения в пpо-
öессе обpаботки äанных, связанных с ОУ;
÷еëовеко-ìаøинноãо интеpфейса (Superviseur
PcVue, Vijeo Citec и т. ä.), обеспе÷иваþщеãо от-
ëаäо÷ные функöии и упpавëяþщее возäействие
со стоpоны ÷еëовека (опеpатоpа) на пpоöесс [15].
В ка÷естве ОУ pассìатpиваþтся äат÷ики и ис-

поëнитеëüные устpойства, котоpые инфоpìиpуþт
устpойство упpавëения о состоянии объекта упpав-
ëения. Дат÷ики пpеобpазуþт физи÷еские веëи÷ины
в станäаpтные эëектpи÷еские сиãнаëы. Испоëни-
теëüные устpойства изìеняþт состояние ОУ в соот-
ветствии с коìанäаìи, котоpые фоpìиpуþтся УУ.
Механизì оpãанизаöии сбоpа äанных с поìощüþ

OPC-техноëоãии показан на pис. 2 (сì. втоpуþ
стоpону обëожки). Инфоpìаöия с контpоëëеpа
Modicon M340 ÷еpез коììутатоp поступает на сеp-
веp OPC. Бëаãоäаpя пpотокоëу OPC/DCOM осу-
ществëяется пеpеäа÷а äанных pазныì кëиентаì.
Сбоp и обpаботку äанных ìожно pазäеëитü на

нескоëüко øаãов, котоpые пpеäставëены в сëеäуþ-
щеì укpупненноì аëãоpитìе.

Алгоpитм 2
Шаг 1. Сбоp äанных с pеаëüноãо объекта.
Шаг 2. Локаëизаöия äанных.
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т x2

т
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Шаг 3. Фоpìиpование базы äанных.
Шаг 4. Оpãанизаöия ÷еëовеко-ìаøинноãо ин-

теpфейса.
Шаг 5. Пеpеäа÷а и обpаботка äанных с поìо-

щüþ поäхоäа на основе ИИС.
Шаг 6. Поëу÷ение пpоãноза и пpинятие pеøения.
На pис. 3 (сì. тpетüþ стоpону обëожки) пpеä-

ставëена общая стpуктуpная схеìа интеëëектуаëи-
заöии пpоöесса сбоpа и обpаботки äанных с pеаëü-
ноãо объекта.
Систеìа вкëþ÷ает в себя нескоëüко независи-

ìых бëоков, с возìожностüþ конфиãуpиpования
кажäоãо бëока:
блок 1. Объект упpавëения;
блок 2. Фоpìиpует OFC Server (конфиãуpаöия
OPC в сpеäе Unity Pro);
блок 3. Фоpìиpует OFC Server (конфиãуpаöия
OPS Factory Server);
блок 4. OPS client (на пpиìеpе ìакpоса Exel);
блок 5. PC Vue (HMI/Scada) — ìонитоpинã и
упpавëение äанныìи с объекта упpавëения;
блок 6. Data Base Manager — возìожностü поä-
кëþ÷ения баз äанных к PC Vue;
блок 7. С поìощüþ Data Hub — с÷итывание äан-
ных в сpеäе MATLAB;
блок 8. Анаëиз и обpаботка äанных с поìощüþ ИИС.
Техноëоãия закëþ÷ается в сëеäуþщеì. Дëя ус-

тановки связи с сеpвеpоì на на÷аëüноì этапе не-
обхоäиìо осуществитü конфиãуpаöиþ сети с поìо-
щüþ пакета пpикëаäных пpоãpаìì Unity Pro, в ней
же pеаëизована пpоãpаììа по упpавëениþ пpо-
ìыøëенныì объектоì с поìощüþ контpоëëеpов
Schneider Electric. Затеì конфиãуpиpуþтся основ-
ные настpойки OPC Factory Server. На сëеäуþщеì
этапе осуществëяется поäкëþ÷ение OPC-client.
Даëее возìожно поäкëþ÷ение к пpоãpаììе PC Vue

(ARC Informatique), котоpая отве÷ает за ìонитоpинã,
упpавëение и анаëиз поступаþщей инфоpìаöии.
Данная пpоãpаììа связана с Database Manager

(äиспет÷еp баз äанных), котоpый обеспе÷ивает
пpостой и уäобный äоступ к ëþбыì базаì äанных
типа Access иëи SQL Server. Затеì поëу÷енные от
кëиента äанные с поìощüþ Data Hub пеpеäаþтся
в пакет пpикëаäных пpоãpаìì MATLAB äëя с÷и-
тывания и äаëüнейøей обpаботки по техноëоãии
ИИС. Посëе обpаботки äанных пpоãнозиpуется
повеäение объекта упpавëения [14], и инфоpìаöия
о пpинятии pеøения отпpавëяется обpатно äëя вы-
pаботки упpавëяþщеãо возäействия.

Заключение

Пpеäëоженная техноëоãия откpывает øиpокий
спектp возìожностей по оpãанизаöии ìноãосто-
pоннеãо инфоpìаöионноãо обìена ìежäу интеëëек-
туаëüной систеìой упpавëения на основе ИИС и
pеаëüныì объектоì, обеспе÷ивая äопоëнитеëüные
возìожности по контpоëþ, äиаãностике, анаëизу
äанных в усëовиях пpоìыøëенной экспëуатаöии.
Достоинствоì äанноãо поäхоäа явëяется интеë-

ëектуаëизаöия пpоöесса сбоpа и обpаботки äанных с
äинаìи÷еских пpоìыøëенных объектов упpавëения,

котоpая со÷етает в себе пpиìенение совpеìенноãо
пpоизвоäственноãо обоpуäования и новейøих pазpа-
боток на основе искусственноãо интеëëекта. Техноëо-
ãия ИИС позвоëяет повыситü äостовеpностü пpоãно-
зиpуеìых пpоöессов за с÷ет пpиìенения аëãоpитìов
оöенки поãpеøностей и уìенüøения оøибки обоб-
щения на основе анаëиза ãоìоëоãи÷ных беëков [14].
На pазpаботанное пpоãpаììное обеспе÷ение по-

ëу÷ены автоpские свиäетеëüства о ãосуäаpственной
pеãистpаöии объекта интеëëектуаëüной собствен-
ности [16—18] и акт внеäpения в ТОО "Шнейäеp
Эëектpик", ã. Аëìаты (Казахстан).
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Энеpгосбеpегающие стенды
для комплексных испытаний электpопpиводов

S. G. German-Galkin, J. V. Zagashvili

Energy-Saving Stands for Integrated Test Drives

Введение

Созäание эффективных и безопасных сpеäств äëя
экспеpиìентаëüных иссëеäований эëектpопpивоäов
явëяется актуаëüной нау÷но-техни÷еской и пpоиз-
воäственной заäа÷ей. Функöионаëüные возìожно-
сти совpеìенноãо испытатеëüноãо обоpуäования
äоëжны обеспе÷иватü:
поëнуþ автоìатизаöиþ пpоöессов стенäовых
испытаний;
возìожностü коìпëексных испытаний пpиво-
äов в øиpокоì äиапазоне стати÷еских и äина-
ìи÷еских pежиìов, в тоì ÷исëе в pежиìах на-
pаботки (выpаботки pесуpса) и контpоëя техни-
÷ескоãо состояния;
тpебуеìуþ то÷ностü и стабиëüностü воспpоиз-
веäения pежиìов испытаний;
то÷ностü изìеpения контpоëиpуеìых паpаìет-
pов и опpеäеëения оöенок показатеëей техни÷е-
скоãо состояния и наäежности пpивоäов;
возìожностü pекупеpаöии энеpãии äëя уìенü-
øения энеpãозатpат пpи пpовеäении испытаний
[1—3].
Кафеäpа "Мехатpоника и pобототехника" БГТУ

"Военìех" иì. Д. Ф. Устинова иìеет ìноãоëетний
опыт pаботы по созäаниþ автоìатизиpованных ìо-

äеëиpуþщих стенäов äëя испытаний сиëовых ãиäpо-
пpивоäов [2—4]. Наpяäу с øиpокой автоìатизаöи-
ей техноëоãи÷ескоãо пpоöесса испытаний, вкëþ-
÷ая изìеpение, визуаëизаöиþ, сбоp, хpанение и
обpаботку экспеpиìентаëüных äанных, воспpоиз-
веäение pазëи÷ных тестовых и экспëуатаöионных
pежиìов и äp., эти стенäы хаpактеpизуþтся äвуìя
пpинöипиаëüныìи особенностяìи:

1. Иìеется заìкнутый ãиäpоìехани÷еский кон-
туp, состоящий из äвух ãиäpопpивоäов и позвоëяþ-
щий обеспе÷иватü пеpеäа÷у энеpãии ìежäу ãиäpо-
пpивоäаìи, пpи этоì оäин из пpивоäов обеспе÷ивает
пpяìуþ пеpеäа÷у энеpãии (pаботает в "äвиãатеëüноì
pежиìе"), а втоpой пеpеäает энеpãиþ в пpотивопо-
ëожноì напpавëении (pаботает в "ãенеpатоpноì
pежиìе") [2, 4]. Теì саìыì, обеспе÷ивается взаиì-
ное наãpужение испытуеìых пpивоäов.

2. Бëаãоäаpя искусственно оpãанизованной энеp-
ãети÷еской связи ìежäу äвуìя пpивоäаìи ìощностü
от внеøнеãо ìехани÷ескоãо исто÷ника энеpãии
pасхоäуется тоëüко на коìпенсаöиþ потеpü в ãиä-
pопpивоäах, и ее потpебëение с веäущеãо ìехани-
÷ескоãо ваëа ìиниìаëüно. Такиì обpазоì, äости-
ãается зна÷итеëüная (в 2...5 pаз) эконоìия энеpãии,
÷то особенно актуаëüно äëя ìощных пpивоäов
в пpоöессе äëитеëüных pесуpсных испытаний [2, 3].

Пpедложен способ постpоения стендов для испытания электpопpиводов. Стенд содеpжит замкнутый механический кон-
туp и единый электpический источник питания, имеющий огpаниченную мощность. В стенде использовано два однотипных
электpопpивода. Каждый электpопpивод имеет собственный канал упpавления. Это позволяет pеализовать пpоизвольную пpо-
гpамму испытаний и обеспечить исследования пpи pазличных скоpостях и моментах как в двигательных, так и в генеpатоpных
pежимах pаботы.
Ключевые слова: стенд, замкнутый энеpгетический контуp, модель, статические хаpактеpистики

In this paper is proposes a method for constructing a stand for testing of electric drives. The stand contains mechanical closed loop and
a single electrical power source with limited power. In this stand is used two similar of electric drive. Each actuator has its own control channel.
This allows is realized random program and is investigate of electric drive at various speed and torque in motor mode and a generator mode.

Keywords: stand, closed energy loop, model, static characteristics
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В äанной статüе иäея постpоения испытатеëü-
ноãо стенäа с заìкнутыì энеpãети÷ескиì контуpоì
äëя взаиìноãо наãpужения пpивоäов pаспpостpа-
нена на эëектpоìехани÷еские систеìы, в ÷астности
на вентиëüный эëектpопpивоä. На основе пpиìене-
ния совpеìенных сpеäств ìоäеëиpования с испоëü-
зованиеì виpтуаëüных ìоäеëей эëектpи÷еских ìа-
øин и сиëовых поëупpовоäниковых пpеобpазова-
теëей [5, 6] обоснована возìожностü и показаны
пpеиìущества pеаëизаöии испытаний вентиëüных
эëектpопpивоäов в стенäах с äвуìя эëектpи÷ескиìи
ìаøинаìи, соеäиненныìи общиì ìехани÷ескиì
ваëоì. Пpеäставëена pазpаботка виpтуаëüной ìо-
äеëи испытатеëüноãо стенäа вентиëüноãо эëектpо-
пpивоäа в сpеäе MATLAB-Simulink и pезуëüтаты
ìоäеëüных испытаний в стати÷еских (установив-
øихся) pежиìах pаботы.

Общие вопpосы постpоения моделей 
вентильных электpопpиводов

Оäниì из наибоëее существенных ìоìентов ìо-
äеëüноãо иссëеäования вентиëüноãо эëектpопpивоäа
явëяется выбоp ìоäеëи сиëовоãо пpеобpазоватеëя.
Сpеäа MATLAB-Simulink пpеäоставëяет поëü-

зоватеëþ pазëи÷ные ìоäеëи сиëовых пpеобpазова-
теëей, на÷иная с ìоäеëей "по сpеäниì зна÷енияì",
в котоpых не у÷итывается äинаìика pаботы поëу-
пpовоäниковоãо пpибоpа, и закан÷ивая SPICE-ìо-
äеëяìи [6], в котоpых заäаþтся эëектpофизи÷еские
и констpуктивные паpаìетpы поëупpовоäниковых
пpибоpов. Такие ìоäеëи соäеpжат нескоëüко äесят-
ков паpаìетpов, котоpые pазpабот÷икаì поëупpо-
воäниковых систеì, как пpавиëо, неизвестны. По-
пытка постpоитü ìоäеëü поëупpовоäниковой сис-
теìы äëя иссëеäования ее энеpãети÷еских
хаpактеpистик с испоëüзованиеì SPICE-ìоäеëей
пpивоäит к возpастаниþ вpеìени сиìуëяöии на
3...4 поpяäка, ÷то äаже äëя совpеìенных ìноãо-
яäеpных коìпüþтеpов явëяется пpакти÷ески не-
pазpеøиìой заäа÷ей.
Сpеäи ìоäеëей pазëи÷ноãо уpовня äетаëизаöии

äëя pеøения поставëенных заäа÷ наибоëее öеëесо-
обpазно испоëüзоватü ìоäеëи поëупpовоäниковых
пpибоpов, основанные на эквиваëентных эëектpи-
÷еских схеìах заìещения. Сpеäа MATLAB-Simu-
link пpеäоставëяет пpоектиpовщику такуþ возìож-
ностü и позвоëяет выпоëнитü основное тpебование
к ìоäеëи — pазpаботатü ìоäеëи, наибоëее аäекват-
ные из всех пpостых и наибоëее пpостые из всех
аäекватных.

Вентильные машины

Энеpãети÷ескиì звеноì вентиëüноãо эëектpопpи-
воäа явëяется вентиëüная ìаøина (ВМ) (pис. 1).
Вентиëüная ìаøина — это устpойство, в котоpоì
ìаãнитоэëектpи÷еская синхpонная ìаøина с сину-
соидальным pаспpеделением магнитного поля в зазоpе
вкëþ÷ена в заìкнутуþ систеìу с испоëüзованиеì

äат÷ика поëожения pотоpа (ДПP), пpеобpазоватеëя
кооpäинат (ПК) и сиëовоãо поëупpовоäниковоãо
пpеобpазоватеëя (СПП), pоëü котоpоãо выпоëняет
автоноìный инвеpтоp напpяжения (АИН).
Синусоиäаëüная фоpìа ìаãнитноãо поëя в за-

зоpе ВМ обусëовëивает необхоäиìостü фоpìиpо-
вания синусоиäаëüноãо тока, ÷то äостиãается за
с÷ет синусоиäаëüной øиpотно-иìпуëüсной ìоäу-
ëяöии (ШИМ). Моäуëяöия pеаëизуется в ПК, пpи
этоì аìпëитуäа ìоäуëиpуþщеãо сиãнаëа опpеäеëя-
ется сиãнаëоì на вхоäе ПК, а ìãновенная фаза —
уãëоì повоpота pотоpа (сиãнаëоì с ДПP). Такиì
обpазоì, pеãуëиpование скоpости и ìоìента ВМ
осуществëяется за с÷ет изìенения вхоäноãо сиãнаëа.
Эëектpоìаãнитные пpоöессы на выхоäе АИН пpи

синусоиäаëüной ШИМ поäpобно pассìотpены в
ëитеpатуpе [7, 8]. Сëеäует поä÷еpкнутü, ÷то иссëеäо-
вание ВМ вкëþ÷ает как энеpãети÷еские свойства са-
ìой ìаøины, так и энеpãети÷еские свойства СПП.

Тpехфазная синхpонная машина
в пакете Sim Power System

Моäеëü синхpонной ìаøины (Permanent Magnet
Synchronous Machine), иìеется в бибëиотеке паке-
та pасøиpения Sim Power System сpеäы MATLAB-
Simulink.
Матеìати÷еская ìоäеëü ìаøины состоит из äвух

÷астей — эëектpоìаãнитной и эëектpоìехани÷еской.
Матеìати÷еское описание эëектpоìаãнитной ÷асти
ìоäеëи зависит от хаpактеpа pаспpеäеëения поëя в
зазоpе. Пpи синусоиäаëüноì pаспpеäеëении поëя
эëектpоìаãнитная ÷астü ìаøины описывается сис-
теìой äиффеpенöиаëüных уpавнений во вpащаþ-
щейся систеìе кооpäинат d, q [7] (пpи описании
ìоäеëи испоëüзованы обозна÷ения паpаìетpов и
пеpеìенных, пpинятые в пакете Sim Power System):

(1)

Pис. 1. Функциональная схема вентильной машины

 = ud – id + ωiq;

 = uq – iq – ωid – ;
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ãäе id, iq, ud, uq — пpоекöии pезуëüтиpуþщих век-
тоpов тока и напpяжения статоpа на оси d, q; λ —
аìпëитуäа потокосöепëения обìотки статоpа; Te —
эëектpоìаãнитный ìоìент; ω — уãëовая ÷астота на-
пpяжения на выхоäе инвеpтоpа (статоpе äвиãатеëя),
связанная со скоpостüþ вpащения pотоpа уpавне-
ниеì ω = pωm; Ld, Lq — инäуктивности по осяì d, q;
R — сопpотивëение обìотки статоpа; p — ÷исëо паp
поëþсов; ωm — скоpостü вpащения pотоpа.
Эëектpоìехани÷еская ÷астü описывается уpав-

ненияìи

(2)

ãäе J — суììаpный ìоìент инеpöии на ваëу; F —
коэффиöиент вязкоãо тpения; θm — уãоë повоpота
pотоpа; Tm — внеøний ìехани÷еский ìоìент, пpи-
ëоженный к ваëу ìаøины.
Окна настpойки паpаìетpов ìаøины на äвух

вкëаäках показаны на pис. 2. На вкëаäке Configu-
ration в пеpвоì поëе Back EMF waveform (фоpìа
ìаãнитноãо поëя в зазоpе) из выпаäаþщеãо списка
ìожно выбpатü äва типа pаспpеäеëения: 1) сину-
соиäаëüное pаспpеäеëение ìаãнитноãо поëя в воз-
äуøноì зазоpе; 2) тpапеöеиäаëüное pаспpеäеëение
ìаãнитноãо поëя в возäуøноì зазоpе.
Во втоpоì поëе (Mechanical input) в выпаäаþщеì

списке ìожно выбpатü äва ваpианта: 1) Torque Tm
(ìоìент); 2) Speed w (скоpостü). Пpи заäании ско-
pости в уpавнениях, описываþщих ìаøину, искëþ-
÷ается эëектpоìехани÷еская ÷астü (уpавнения (2)).
На вкëаäке Parameters ввоäятся паpаìетpы ìо-

äеëи во вpащаþщейся систеìе кооpäинат в соот-
ветствии с ìатеìати÷ескиì описаниеì. Тpи паpа-
ìетpа тpебуþт äопоëнитеëüных пояснений:

1) Flux linkage established by
magnets (Vs) — поток на поëþс,
созäанный постоянныì ìаãни-
тоì pотоpа. Этот паpаìетp в
уpавнениях (1) обозна÷ен λ;

2) Voltage Constant (V_peak
L_L/krms) — постоянная на-
пpяжения — отноøение аì-
пëитуäы ëинейноãо напpяже-
ния к уìенüøенной в 1000 pаз
скоpости pотоpа, выpаженной
в ìин–1 (анаëоã kE äëя ìаøи-
ны постоянноãо тока);

3) Torque Constant (N.m/
A_peak) — постоянная ìоìен-
та — отноøение ìоìента к
аìпëитуäе тока статоpа (ана-
ëоã kT äëя ìаøины постоян-
ноãо тока).
Пpи выбоpе базовоãо паpа-

ìетpа äоступен ëиøü оäин из

пеpе÷исëенных, котоpый заäается в выпаäаþщеì
ìенþ поëя Specify (pис. 2). Остаëüные паpаìетpы
pасс÷итываþтся автоìати÷ески.
На выхоäноì поpту виpтуаëüной ìоäеëи изìе-

pяþтся пеpеìенные состояния, пpеäставëенные
в табëиöе.

Уpавнения, описываþщие установивøийся pе-
жиì pаботы ВМ, нахоäятся из уpавнений (1) и (2)
и пpиниìаþт сëеäуþщий виä:

Ud = RId – ωLqIq;

Uq = RIq + ωLdId + λω;

Te = 1,5p(λIq + (Ld – Lq)IdIq);

I1 = ; (3)

Id = ;

Iq = , (4)

 = (Te – Fωm – Tm);

 = ωm,

dωm

dt
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А Iq 4
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составëяþщей
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по попере÷ной составëяþщей

В Vq 6
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по проäоëüной составëяþщей

В Vd 7

Скоростü ротора раä/с ωr 10
Уãоë поворота ротора раä θr 12
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Pис. 2. Окна настpойки паpаметpов синхpонной машины пpи синусоидальном поле
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ãäе Ud, Uq, Id, Iq — пpоекöии pезуëüтиpуþщих векто-
pов напpяжения и тока статоpа на оси d, q в устано-
вивøеìся pежиìе; I1 — ток потpебëения; τd = Ld/R,
τq = Lq/R — постоянные вpеìени; R — суììаpное
сопpотивëение, вкëþ÷аþщее сопpотивëение об-
ìотки ìаøины, сопpотивëение инвеpтоpа и внут-
pеннее сопpотивëение исто÷ника.
Активная P1 и pеактивная Q1 ìощности, по-

тpебëяеìые ВМ от инвеpтоpа, а также ìехани÷е-
ская ìощностü Pm на ваëу ВМ pасс÷итываþтся по
выpаженияì:

P1 = 1,5U1Iq; Q1 = 1,5U1Id; Pm = Teωm. (5)

Стати÷еские хаpактеpистики ВМ зависят от
свойств кажäоãо бëока, вхоäящеãо в ее состав (сì.
pис. 1).
Напpяжения Ud, Uq ìожно заäаватü независиìо

äpуã от äpуãа, а ìожно увязатü их зна÷ения с на-

÷аëüной установкой äат÷ика поëожения pотоpа θ0.
В ëþбоì сëу÷ае в pевеpсивных систеìах pеаëизу-
þтся соотноøения Ud = 0, Uq = U1. По уpавненияì
(3) с у÷етоì усëовий Ud = 0, Uq = U1 на pис. 3 по-
стpоена вектоpная äиаãpаììа, из котоpой сëеäует,
÷то ток на выхоäе АИН (ток в якоpе ìаøины I1) и
напpяжение на выхоäе АИН (U1) сìещены по фазе.
Это сìещение зависит от уãëовой скоpости pотоpа.
В pезуëüтате отìе÷енноãо фазовоãо сäвиãа по-

явëяется пpоäоëüная составëяþщая (Id) тока якоpя,
котоpая вëияет на основной ìаãнитный поток ìа-
øины и, как сëеäствие, на ìоìент и скоpостü.
Все äаëüнейøие иссëеäования осуществëяþтся

äëя ìаøины 111 Nm 560 Vdc 3000RPM 126 Nm, па-
pаìетpы котоpой пpивеäены на pис. 2.

Статические хаpактеpистики ВМ пpи питании 
от автономного инвеpтоpа напpяжения

Коãäа в АИН pеаëизовано независиìое упpав-
ëение с ШИМ [3, 8], эëектpоìаãнитный ìоìент
(Te), ток потpебëения (I1), выхоäная ìехани÷еская
ìощностü (Pm) и эëектpоìаãнитная ìощностü в
ìаøине (ìощностü на выхоäе инвеpтоpа) (P1) в ус-
тановивøеìся pежиìе опpеäеëяþтся из уpавнений
(3), (4), (5) с у÷етоì соотноøения. Зависиìости этих
пеpеìенных от скоpости пpеäставëены на pис. 4.
Механи÷еская хаpактеpистика ВМ Te = f (ω) по-

äобна хаpактеpистике äвиãатеëя постоянноãо тока
с посëеäоватеëüныì возбужäениеì. Пpи независи-
ìоì упpавëении эëектpоìаãнитный ìоìент уìенü-
øается с увеëи÷ениеì скоpости. Активная ìощностü
на выхоäе инвеpтоpа (P1) зна÷итеëüно пpевыøает

ìехани÷ескуþ ìощностü (Pm)
на ìаëых скоpостях, ÷то свиäе-
теëüствует о низкоì КПД пpи
скоpостях, ìенüøих ноìи-
наëüной. Механи÷еская ìощ-
ностü на выхоäе ìаøины и
эëектpоìаãнитная ìощностü
в ìаøине уìенüøаþтся с уве-
ëи÷ениеì скоpости. Пpи но-
ìинаëüной скоpости КПД ìа-
øины пpибëижается к еäиниöе.
Эти свойства ВМ позвоëяþт
созäаватü зна÷итеëüные эëек-
тpоìаãнитные пеpеãpузки в
ìаøине и инвеpтоpе пpи ис-
пытаниях.

Статические хаpактеpистики 
ВМ пpи питании
от источника тока

Pеаëизаöия скоëüзящеãо то-
ковоãо упpавëения в АИН
("токовый коpиäоp") øиpоко
описана в ëитеpатуpе [7, 8].
Пpи этоì упpавëении в уста-
новивøеìся pежиìе заäаþтся
токи Id, Iq статоpа. Моìент,

Pис. 3. Вектоpная диагpамма ВМ

Pис. 4. Электpомагнитные, электpомеханические и энеpгетические хаpактеpистики ВМ



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 43

ток потpебëения ìаøины, ак-
тивная ìощностü на выхоäе
инвеpтоpа и ìощностü на ваëу
опpеäеëяþтся из уpавнений
(3)—(5) в функöии заäанных
токов.
Эти зависиìости äëя скоpо-

сти ваëа ωm = 350 pаä/с и Id = 0
пpеäставëены на pис. 5.
Они показываþт, ÷то пpи

pассìотpенноì упpавëении ток
и эëектpоìаãнитный ìоìент
не зависят от скоpости вpаще-
ния ваëа. Упpавëение ìожет
обеспе÷иватü äвиãатеëüный и
ãенеpатоpный pежиìы pаботы
ВМ. Механи÷еская ìощностü
на выхоäе ìаøины и эëектpо-
ìаãнитная ìощностü в ìаøи-
не увеëи÷иваþтся с увеëи÷е-
ниеì скоpости.
Активная ìощностü на вы-

хоäе инвеpтоpа незна÷итеëüно
пpевыøает ìехани÷ескуþ ìощ-
ностü пpи боëüøих ìоìентах,
÷то свиäетеëüствует о äоста-
то÷но высокоì КПД ìаøины
в øиpокоì äиапазоне изìенения ìоìента. Пpи
ìаëых ìоìентах КПД ìаøины пpибëижается к
еäиниöе.
Сpавнивая эëектpоìехани÷еские хаpактеpисти-

ки ВМ с независиìыì и токовыì упpавëениеì,
ìожно сäеëатü вывоä о тоì, ÷то пpи независиìоì
упpавëении ìаøина ìожет бытü испоëüзована как
исто÷ник скоpости, а пpи токовоì упpавëении —
как исто÷ник ìоìента в äвиãатеëüноì и ãенеpатоp-
ноì pежиìах.

Функциональная схема испытательного стенда

Pассìотpенные свойства ВМ поëожены в основу
pазpаботки виpтуаëüноãо наãpузо÷ноãо стенäа äëя
иссëеäования вентиëüноãо эëектpопpивоäа. Функ-
öионаëüная схеìа такоãо стенäа пpивеäена на pис. 6.
В пpеäставëенноì стенäе в ВМ1 pеаëизовано

независиìое упpавëение, а в ВМ2 — токовое упpав-

ëение. Пpи этоì ВМ1 pаботает в äвиãатеëüноì pе-
жиìе, а ВМ2 — в ãенеpатоpноì. Маøины иìеþт
общий ваë, поэтоìу скоpостü опpеäеëяется сиãнаëоì
упpавëения ВМ1, а ìоìент — сиãнаëоì упpавëе-
ния ВМ2. Исто÷ник эëектpи÷еской энеpãии общий
äëя обеих ìаøин, поэтоìу ток исто÷ника опpеäе-
ëяется pазностüþ токов потpебëения ВМ1 и ВМ2.

Pезультаты моделиpования испытательного стенда

Моäеëü испытатеëüноãо стенäа äëя иссëеäования
вентиëüноãо эëектpопpивоäа постpоена в соответ-
ствии с функöионаëüной схеìой (pис. 6) в пакете
SimPower System. Моäеëü соäеpжит äве вентиëüные
ìаøины со своиìи систеìаìи упpавëения и изìе-
pитеëüнуþ ÷астü.
Эëектpоìаãнитные, эëектpоìехани÷еские и энеp-

ãети÷еские хаpактеpистики, поëу÷енные äëя этой
ìоäеëи, показаны на pис. 7. На pис. 7, а пpивеäены
зависиìости тока I1 в ВМ1 и тока I2 в ВМ2, а также
эëектpоìаãнитноãо ìоìента Te от скоpости вpаще-
ния общеãо ваëа. На pис. 7, б пpеäставëены зави-
сиìости от скоpости ваëа:

ìехани÷еской ìощности Pm;
ìощности в исто÷нике питания Pdc;
эëектpоìаãнитной ìощности ВМ1 P1;
эëектpоìаãнитной ìощности ВМ2 P2.
Зависиìости ìоìента на общеì ваëу и тока

якоpя ВМ1 совпаäаþт с хаpактеpистикаìи, пpиве-
äенныìи на pис. 4 äëя вентиëüной ìаøины с не-
зависиìоì упpавëениеì. На ìаëых скоpостях (äо
50 pаä/с) пpи боëüøих токах пpеобëаäаþщиìи в сис-
теìе явëяþтся потеpи. Пpи этоì ВМ2 pаботаетPис. 6. Функциональная схема стенда

Pис. 5. Электpомагнитные, электpомеханические и энеpгетические хаpактеpистики ВМ с
токовым упpавлением
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в pежиìе пpотивовкëþ÷ения, потpебëяя эëектpи÷е-
скуþ ìощностü от исто÷ника. Пpи скости 50 pаä/с
ВМ2 пеpехоäит в ãенеpатоpный pежиì pаботы.
Механи÷еская ìощностü на общеì ваëу Pm äëя
скоpостей, пpевыøаþщих 50 pаä/с, пpакти÷ески не
зависит от скоpости вpащения ваëа. Эëектpи÷еская
ìощностü Pdc, потpебëяеìая от общеãо исто÷ника
питания, опpеäеëяется pазностüþ ìощностей в ВМ1
и ВМ2. Из ãpафиков сëеäует, ÷то в äиапазоне ско-
pостей от 200 äо 450 pаä/с ìощностü, потpебëяеìая
от исто÷ника питания, пpибëизитеëüно на поpяäок
ìенüøе ìехани÷еской и эëектpоìаãнитной ìощ-
ности кажäой ìаøины и ее пpеобpазоватеëя.

Заключение

Описано ìоäеëиpование стати÷еских pежиìов
pаботы эëектpопpивоäов, вхоäящих в состав испы-
татеëüноãо стенäа с заìкнутыì энеpãети÷ескиì
контуpоì и еäиныì эëектpи÷ескиì исто÷никоì
питания, осуществëенное с испоëüзованиеì виpту-
аëüных ìоäеëей вентиëüных эëектpи÷еских ìаøин
и сиëовых поëупpовоäниковых пpеобpазоватеëей.
Пpовеäенные иссëеäования показаëи, ÷то по-

тpебëяеìая от исто÷ника ìощностü pасхоäуется
тоëüко на коìпенсаöиþ эëектpоìаãнитных и ìе-
хани÷еских потеpü в заìкнутоì контуpе. В стенäах
с поäобной конфиãуpаöией pеаëизуется энеpãети÷е-
ская обpатная связü с pекупеpаöией энеpãии в сетü.

Поэтоìу иссëеäование энеp-
ãети÷еских и эëектpоìаãнит-
ных хаpактеpистик эëектpо-
пpивоäов ìожет осуществëятü-
ся без испоëüзования ìощных
исто÷ников питания, в тоì
÷исëе в ëабоpатоpных усëо-
виях. Указанная особенностü
таких стенäов особенно эф-
фективно ìожет бытü испоëü-
зована пpи пpовеäении энеpãо-
еìких pесуpсных испытаний
сиëовых эëектpопpивоäов.
Кpоìе тоãо, испоëüзование

в стенäе äвух оäнотипных
эëектpи÷еских ìаøин, иìеþ-
щих pазäеëüные канаëы упpав-
ëения, позвоëяет pеаëизовы-
ватü пpоизвоëüнуþ пpоãpаììу
испытаний, обеспе÷ивая ис-
сëеäования ìаøин пpи pазëи÷-
ных скоpостях и ìоìентах как
в äвиãатеëüных, так и в ãене-
pатоpных pежиìах pаботы.
Сëеäует также поä÷еpкнутü,
÷то изìеpение ìехани÷еских
и эëектpоìаãнитных пеpеìен-
ных состояния пpивоäов в
стенäе, вкëþ÷аþщеì äве оä-
нотипные вентиëüные ìаøи-

ны, не пpеäставëяет тpуäностей и осуществëяется
пpостыìи ìетоäаìи.

Pезуëüтаты pас÷етов поäтвеpжäаþт возìожностü
и öеëесообpазностü созäания пpоìыøëенных стен-
äов поäобной конфиãуpаöии с заìкнутыì энеpãе-
ти÷ескиì контуpоì и еäиныì исто÷никоì питания
äëя повыøения эффективности коìпëексных, в
тоì ÷исëе pесуpсных испытаний эëектpопpивоäов.
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Упpавление длительностью десатуpации
членов экипажа пилотиpуемых космических объектов 
с использованием математического моделиpования

T. V. Matyushev, M. V. Dvornikov, Yu. A. Kukushkin, A. V. Bogomolov

Managing the Duration of Desaturation Crew Manned Space Objects 
Using Mathematical Modeling

Пpобëеìа pаöионаëüноãо фоpìиpования искус-
ственной ãазовой атìосфеpы (ИГА) скафанäpа (СК)
экипажа косìи÷ескоãо ëетатеëüноãо аппаpата (КЛА)
äëя внекоpабеëüной äеятеëüности (ВКД) явëяется
оäной из важнейøих заäа÷ авиакосìи÷еской ìеäи-
öины. В этот пеpиоä pиск возникновения высот-
но-äекоìпpессионной боëезни (ВДБ) зна÷итеëüно
выøе возникновения äpуãих небëаãопpиятных
фоpì äисбаpизìа, котоpые ìоãут возникнутü в
косìи÷ескоì поëете. Снижение pиска ВДБ пpи
ВКД ìожет бытü äостиãнуто за с÷ет пpиìенения
ИГА с пониженныì общиì äавëениеì и контpо-
ëиpуеìыì соäеpжаниеì О2, ÷то позвоëяет обеспе-
÷итü äекоìпpессионнуþ безопасностü ВКД путеì
поäбоpа основных паpаìетpов атìосфеpы кабины
и зна÷ения äавëения в СК непосpеäственно пеpеä
выхоäоì, т. е. путеì пpовеäения пpеäваpитеëüной
äесатуpаöии (выìывания азота из оpãанизìа пpи
äыхании ÷истыì кисëоpоäоì в те÷ение опpеäеëен-
ноãо вpеìени), ÷то пpивоäит к эконоìии pабо÷еãо
вpеìени косìонавта. Посëеäнее обстоятеëüство пpи-

обpетает особуþ актуаëüностü пpи пpовеäении pа-
бот, тpебуþщих сpо÷ноãо выхоäа в косìос. Основное
оãpани÷ение пpиìенения äесатуpаöии обусëовëе-
но антаãонизìоì ìежäу степенüþ о÷ищения оpãа-
низìа от азота и äëитеëüностüþ ее пpовеäения.
Чеì äëитеëüней pежиì äесатуpаöии, теì выøе сте-
пенü о÷ищения. Поэтоìу äëя обоснования тpебо-
ваний к упpавëениþ паpаìетpаìи ИГА необхоäи-
ìо пpовести оöенку pиска возникновения ВДБ пpи
pазëи÷ных коìбинаöиях äавëения в кабине, соста-
ва ИГА и pабо÷еãо äавëения в СК.

Постановка задачи

Несìотpя на то, ÷то тpебования к pежиìу äеса-
туpаöии и зна÷ениþ pабо÷еãо äавëения в СК в на-
стоящее вpеìя в основноì сфоpìуëиpованы и поä-
твеpжäены пpактикой, весüìа актуаëüныì остается
вопpос совеpøенствования пpоöесса пеpехоäа от
ноpìобаpи÷еской атìосфеpы к ИГА в скафанäpе,
÷то особенно важно в неøтатных (аваpийных) си-

Описана математическая модель, позволяющая оценить pиск возникновения высотной декомпpессионной болезни по по-
казателям пеpенасыщения азотом тканей и кpови оpганизма человека. Пpиведены pезультаты численного экспеpимента с ис-
пользованием pазpаботанной модели по упpавлению pежимами десатуpации пpи вынужденном пpебывании человека в условиях
гипобаpии (pабота космонавтов в откpытом космосе, pазгеpметизация воздушного судна в высотном полете, отказ кисло-
pодного обоpудования и т. п.).
Ключевые слова: упpавление паpаметpами газовой сpеды, высотная декомпpессионная болезнь, моделиpование газообмена,

коэффициент пеpенасыщения азотом, десатуpация

The mathematical model in order to assess the risk of altitude decompression sickness in terms of nitrogen saturation of tissues and
blood of the human body, the results of numerical experiments using a model developed by the management regimes in induced desaturation
of human presence in hypobarium (the work of astronauts in space, depressurization of the aircraft in high-altitude flight, the failure of
the oxygen equipment, etc.).

Keywords: control parameters of the gaseous medium, high-altitude decompression sickness, modeling gas exchange ratio saturation
with nitrogen, oxygen desaturation
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туаöиях, хаpактеpизуþщихся äефиöитоì вpеìени
äëя пpовеäения äесатуpаöии.
На pиск pазвития ВДБ вëияет коìпëекс факто-

pов, связанных с техни÷ескиìи тpуäностяìи фоp-
ìиpования ИГА СК, оãpани÷енияìи по вpеìени
пpовеäения äесатуpаöии äо наäевания скафанäpа с
испоëüзованиеì упpавëяеìой ИГА, а также с не-
опpеäеëенностüþ безопасной пpоäоëжитеëüности
äесатуpаöии ÷истыì кисëоpоäоì посëе наäевания
скафанäpа в öеëях повыøения опеpативности вы-
хоäов в откpытый косìос.

Pиск возникновения ВДБ зависит от уpовня пе-
pенасыщения тканей азотоì [1, 2]. Этот уpовенü
пpинято выpажатü ÷еpез коэффиöиент пеpенасы-
щения (КП), опpеäеëяеìый как отноøение паpöи-
аëüноãо äавëения азота в аëüвеоëяpноì ãазе и тка-

нях ( ) к общеìу постäекоìпpессионноìу ко-

не÷ноìу äавëениþ (PK):

КП Z = , (1)

ãäе Z = {A, LIP, F } — инäекс, опpеäеëяþщий аëü-
веоëяpнуþ ãазовуþ сìесü (A) и тип ткани: жиpо-
вуþ — LIP; воäосоäеpжащуþ — F.

Pиск ВДБ буäет теì ìенüøе, ÷еì ìенüøе зна-
÷ение КП. В pаботе [3] поëу÷ены ìаксиìаëüно äо-
пустиìые зна÷ения коэффиöиента пеpенасыще-
ния (МДКП), пpевыøение котоpых пpивоäит к
pазвитиþ ВДБ, и показано, ÷то безопасные зна÷е-
ния КП зависят от pежиìа äесатуpаöии. Дëитеëü-
ностü äесатуpаöии связана со скоpостüþ вывеäения
азота из тканей, с повыøенныì соäеpжаниеì ëи-
пиäов, pаствоpиìостü в котоpых у азота в 5 pаз вы-
øе, ÷еì в воäной сpеäе.
КП, pасс÷итанный по фоpìуëе (1), явëяется ста-

ти÷еской веëи÷иной, у÷итываþщей тоëüко фикси-

pованные зна÷ения  и PK, и не позвоëяет ус-

тановитü необхоäиìое вpеìя пpовеäения äесатуpа-
öии пpи pазëи÷ных зна÷ениях этих паpаìетpов. Дëя
опpеäеëения этоãо вpеìени необхоäиìо опpеäеëитü
скоpостü вывеäения азота из pазëи÷ных тканей оp-
ãанизìа, ÷то, в своþ о÷еpеäü, тpебует pазpаботки
ìатеìати÷еской ìоäеëи ãазообìена.
Матеìати÷еская постановка заäа÷и ìожет бытü

сфоpìуëиpована сëеäуþщиì обpазоì: по заäанныì
зна÷енияì баpоìетpи÷ескоãо äавëения, конöентpа-
öии кисëоpоäа, коне÷ноãо постäекоìпpессионноãо
äавëения (äавëения в скафанäpе) PK опpеäеëитü
äëя пpакти÷ески зäоpовоãо ìуж÷ины ноpìостени-
÷ескоãо типа ìиниìаëüное вpеìя äекоìпpессии,
пpи котоpоì

КП Z =  m МДКП. (2)

Установëение соотноøения (2) обеспе÷ивает
упpавëение вpеìенеì äесатуpаöии äëя pазëи÷ных
усëовий ãипобаpии.

Математическое моделиpование динамики 
показателей газообмена человека 
пpи декомпpессионных воздействиях

Дëя опpеäеëения коэффиöиентов КП Z, заäавае-
ìых фоpìуëой (1), pазpаботана коìпëексная ìо-
äеëü ãазообìена ÷еëовека [4—12].
Моäеëü описывает äевятü посëеäоватеëüно и

паpаëëеëüно соеäиненных у÷астков äыхатеëüной
систеìы (сì. pисунок). Дëя уäобства описания у÷а-
сткаì пpисвоены буквенные и öифpовые инäексы,
на÷иная с эффективноãо аëüвеоëяpноãо объеìа и
закан÷ивая систеìныìи венаìи (указаны в скобках
на pисунке): 1 — у÷асток эффективноãо аëüвеоëяp-
ноãо объеìа (A), 2 — капиëëяpный у÷асток в ëеã-
ких (Q), 3 — аpтеpиаëüный у÷асток с у÷етоì неpав-
ноìеpности вентиëяöионно-пеpфузионных соот-
ноøений (L), 4 — ëеãо÷ный øунт ëеãких (SH), 5 —
венозный у÷асток ëеãких (R), 6 — систеìные аpте-
pии (U), 7 — систеìные капиëëяpы (K), 8 — ткане-
вый у÷асток систеìы (T ), 9 — систеìные вены (V).
Моäеëü пpеäставëена в виäе коìпüþтеpной ис-

сëеäоватеëüской пpоãpаììы, позвоëяþщей пpове-
pятü pазëи÷ные ãипотезы о ìеханизìе набëþäае-
ìых пpоöессов.
В основу фоpìаëизованноãо описания поëожена

конöепöия pазäеëения физиоëоãи÷еской систеìы
ãазообìена на активные и пассивные поäсистеìы
pеãуëяöии. В соответствии с поëоженияìи этой
конöепöии ìеханизìы pеãуëяöии ãазообìена pаз-
äеëяëисü на пассивные ìеханизìы изìенения па-
pаìетpов ãазообìена и активные ìеханизìы хиìи-
÷еской pеãуëяöии ãазотpанспоpтной функöии [13].
Пассивные ìеханизìы pеãуëиpуþт коìпëекс

взаиìосвязанных физико-хиìи÷еских пpоöессов
фоpìиpования конöентpаöий O2, CO2 и pН с у÷етоì
буфеpной бикаpбонатной систеìы и эффектов Хоë-
äена, Боpа—Веpиãо, а также вëияния СО2 на кpи-
вуþ äиссоöиаöии О2.
Пассивная pеãуëяöия ãазообìена ÷еëовека

вкëþ÷ает ìеханизìы:
внеøнеãо, иëи ëеãо÷ноãо, äыхания, осуществëяþ-
щеãо ãазообìен ìежäу наpужной и внутpенней
сpеäой оpãанизìа (ìежäу возäухоì и кpовüþ);
внутpеннеãо ãазообìена, функöиþ котоpоãо вы-
поëняþт кpовü и ãеìоäинаìика, обеспе÷иваþ-
щие тpанспоpт ãазов к тканяì и от них, а также
pаöионаëüное pаспpеäеëение кpови в оpãанизìе.
Моäеëü внутpеннеãо ãазообìена вкëþ÷ает опи-

сание пpоöессов взаиìоäействия кpови как спеöи-
фи÷еской ãазотpанспоpтной сpеäы и внутpеннеãо
иëи тканевоãо äыхания, осуществëяþщеãо непосpеä-
ственный пpоöесс кëето÷ноãо окисëения. Соответ-
ственно, ìоäеëü пассивных ìеханизìов pеãуëяöии
внутpеннеãо ãазообìена вкëþ÷ает ìоäеëü общих
законоìеpностей äинаìики ãазовоãо состава и ки-
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сëотно-щеëо÷ноãо состояния кpови и ìоäеëü тpанс-
поpта ãазов.
Активные ìеханизìы pеãуëяöии äыхания — это

ìеханизìы pеöептоpноãо типа, pеãуëиpуþщие коì-
пëекс пpоöессов, у÷аствуþщих в фоpìиpовании
изìенений ëеãо÷ной вентиëяöии в зависиìости от
зна÷ений паpöиаëüных äавëений кисëоpоäа и уã-
ëекисëоãо ãаза, а также кисëотности аpтеpиаëüной
кpови [14].
На основании выøеизëоженноãо ëеãкие pассìат-

pиваëисü как еäиная ãазообìенная систеìа — заìк-
нутая сpеäа пеpеìенноãо объеìа, в котоpой äейст-
вуþт пpоöессы пеpеìеøивания и иìеþтся исто÷-
ники и стоки ãазов, обусëовëенные особенностяìи
ãазообìена и äвижениеì потоков кpови.
В соответствии с кëассификаöией, пpеäстав-

ëенной в pаботе [15], ìоäеëü ëеãо÷ноãо у÷астка
описывается систеìой уpавнений äëя ÷етыpехкоì-
понентной ãазообìенной систеìы, вкëþ÷аþщей
сëеäуþщие у÷астки:

1) эффективный аëüвеоëяpный объеì (аëüвео-
ëяpно-капиëëяpный у÷асток ëеãких, в котоpоì ус-
танавëивается поëное pавновесие ãазовоãо состава
и кpови);

2) аëüвеоëяpный ìеpтвый объеì (объеì аëüвео-
ëяpной ãазовой сìеси, вентиëиpуþщей аëüвеоëы,
в котоpых нет кpовотока по ëеãо÷ныì капиëëяpаì);

3) аpтеpиовенозный øунт в ëеãких, соеäиняþ-
щий аpтеpиаëüнуþ кpовü с необìениваþщейся с
возäухоì венозной кpовüþ;

4) анатоìи÷еское ìеpтвое пpостpанство (внут-
pенний объеì ëеãких, вкëþ÷аþщий возäухоносные

пути от носа и pта äо аëüвеоë, в котоpые поступает
возäух, но котоpые не пеpфузиpуþтся кpовüþ).
Состав аëüвеоëяpноãо возäуха фоpìиpуется поä

вëияниеì äвух пpотивопоëожно äействуþщих пpо-
öессов. С оäной стоpоны, ëеãкие обìениваþтся ãа-
заìи с атìосфеpой, а с äpуãой стоpоны, — с кpовüþ
ëеãо÷ных капиëëяpов. Вентиëяöия ëеãких, а сëеäо-
ватеëüно, и обновëение аëüвеоëяpноãо возäуха вäы-
хаеìыì возäухоì, совеpøается äискpетно. В то же
вpеìя поãëощение кисëоpоäа из ëеãких и выäеëе-
ние в них уãëекисëоãо ãаза кpовüþ явëяþтся не-
пpеpывныìи пpоöессаìи. Поэтоìу в эффективноì
аëüвеоëяpноì объеìе скоpостü изìенения конöен-
тpаöий ãазов pавна pазности ìежäу скоpостяìи по-
ступëения и выìывания ãазов [13]:

d /dt = (STPD•(vI  – vE ) +

+ vR(  – ))/VL;

d /dt = (STPD•(vI  – vE ) +

+ vR(  – ))/VL,

 = 1 –  –  – ,

ãäе VL — объеì ëеãких, ìë; vI и vE — скоpостü из-
ìенения объеìов вäыхаеìоãо и выäыхаеìоãо воз-
äуха, ìë/с; vR — объеìная скоpостü кpови, ìë/с;

Схема модели системы газообмена
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 и  — соответственно конöентpаöии ãазов

(O2 и CO2) во вäыхаеìоì возäухе, (ìë ãаза)/(ìë воз-

äуха); , ,  — конöентpаöия ãазов в аëü-

веоëяpноì возäухе, (ìë ãаза)/(ìë возäуха);  и

 — конöентpаöия ãазов капиëëяpной кpови

ëеãких, (ìë ãаза/ìë кpови);  и  — кон-

öентpаöия ãазов венозной кpови ëеãких, (ìë ãа-
за)/(ìë кpови); STPD — станäаpтные усëовия из-
ìеpения ãазовых объеìов (теìпеpатуpа T = 273 К,
äавëение P = 760 ìì pт. ст., äавëение воäяных па-
pов 0 ìì pт. ст. (сухой возäух)) [1].
Аëüвеоëяpная вентиëяöия опpеäеëяется в соот-

ветствии с вывеäенной автоpаìи фоpìуëой [4]:

vA = 9•10–5  – 0,004  + 0,8vE – 0,8.

Паpöиаëüное äавëение ãазов во вäыхаеìой ãа-
зовой сìеси (I), в аëüвеоëяpной ãазовой сìеси (A)
и в выäыхаеìоì возäухе (E) опpеäеëяþтся из сëе-
äуþщей систеìы уpавнений:

 = (Pв – );

 = (Pв – );

 = Pв –  –  – ,

ãäе J = {I, A, E} — виä ãазовой сìеси (возäуха); Pв —
атìосфеpное äавëение, ìì pт. ст.;  — паpöи-
аëüное äавëение паpов воäы, ìì pт. ст.
Конöентpаöии кисëоpоäа и уãëекисëоãо ãаза в

выäыхаеìоì возäухе вы÷исëяþтся из ìоäифика-
öии уpавнения Боpа:

 = (  – ) + ,

 = (  – ) + .

Скоpостü изìенения объеìа вäыхаеìоãо возäуха
вы÷исëяþт по фоpìуëе

vI = vE,

а вентиëяöиþ ìеpтвоãо пpостpанства (ìë/с) нахо-
äят по фоpìуëе

vD = vE – vA.

В соответствии с пpинятой ãипотезой о pавенстве
паpöиаëüных äавëений ãазов в капиëëяpах ëеãких и
в аëüвеоëяpной ãазовой сìеси 

 = ,  = ,  =  

pас÷етные зна÷ения паpöиаëüных äавëений соответ-
ствуþт äавëенияì в на÷аëüных у÷астках сосуäов.
Конöентpаöии физи÷ески pаствоpенных кисëоpо-
äа, уãëекисëоãо ãаза и азота в кpови опpеäеëяþт по
фоpìуëе

 = kpαJPJ, 

ãäе J = {O2, CO2, N2} — виä ãаза; PJ — паpöиаëüное

äавëение соответствуþщеãо ãаза J;  = 0,0237;

 = 0,495;  = 0,012 — коэффиöиенты pаство-

pиìости ãаза в пëазìе кpови (%/атì.); kp = 0,001316 —
фактоp pазìеpности [15].
Кисëоpоäное насыщение опpеäеëяется из уpав-

нения [6]

 = (1 – )•100,

ãäе kБ = –0,6(pH)2 + 9,4(pH) – 37 — коэффиöиент,
отpажаþщий вëияние эффекта Боpа—Веpиãа;

pH — кисëотностü кpови,  = 4,3•10–8  Ѕ

Ѕ 1,5•10–5  + 0,001  + 0,002 — коэффиöи-

ент, отpажаþщий вëияние кисëоpоäа на кpивуþ
äиссоöиаöии кисëоpоäа.
Конöентpаöии хиìи÷ески связанных кисëоpоäа
 и уãëекисëоãо ãаза  в кpови вы÷исëяþт

по фоpìуëаì [13]

 = KE ;

 =  + 0,375(KE – ) –

– (0,16 + 0,23KE)• ,

ãäе KE — кисëоpоäная еìкостü;  — кон-

öентpаöия бикаpбонатов kx = 2,1•10–9  –

– 6,3•10–7  + 7,5•10–5  – 0,005  +

+ 0,17  – 3,4  + 35,8 — коэффиöиент, у÷и-

тываþщий вëияние паpöиаëüноãо äавëения уãëеки-
сëоãо ãаза [6].
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Кисëотностü (pН) кpови опpеäеëяется в соот-
ветствии с фоpìуëой [6]

pH = 6,1 + lg ,

ãäе kpH = 2,9•10–9  – 6,2•10–7  +

+ 4,9•10–5  – 0,0018  + 0,03  – 0,14 —

коэффиöиент, у÷итываþщий вëияние кисëотности
кpови на кpивуþ сатуpаöии уãëекисëоãо ãаза.
Объеìная скоpостü кpови, не у÷аствуþщей в ãа-

зообìене, опpеäеëяется по фоpìуëе

vAV = (1 – )vR,

ãäе  = 0,05 — коэффиöиент, отpажаþщий не-
pавноìеpностü вентиëяöионно-пеpфузионноãо со-
отноøения.
Конöентpаöии  и паpöиаëüные äавëения 

ãазов в капиëëяpной кpови ëеãких с у÷етоì неpав-
ноìеpности вентиëяöионно-пеpфузионноãо соот-
ноøения нахоäятся из сëеäуþщей систеìы уpав-
нений:

 = ( vAV + (vR – vAV)/vR;

 = ( vAV + (vR – vAV)/vR,

ãäе J = {O2, CO2, N2} — виä ãаза, ,  — кон-

öентpаöии ãазов соответственно, в венозной и ка-

пиëëяpной кpови, (ìë ãаза)/(ìë кpови); ,  —

паpöиаëüное äавëение ãазов соответственно в ве-
нозной и капиëëяpной кpови, ìì pт. ст.
К ëеãо÷ныì øунтаì относятся у÷астки, по ко-

тоpыì кpовü поступает в аpтеpии боëüøоãо кpуãа,
ìинуя вентиëиpуеìые у÷астки ëеãких, т. е. не у÷а-
ствуя в ãазообìене. Поэтоìу конöентpаöия кисëо-
pоäа в кpови аоpты боëüøоãо кpуãа кpовообpаще-
ния ìенüøе конöентpаöии кисëоpоäа в кpови ëе-
ãо÷ной вены (äëя уãëекисëоãо ãаза — наобоpот).
Объеìнуþ скоpостü кpови в øунтах vsh вы÷исëяþт
по фоpìуëе

vsh = kshvR,

ãäе ksh = 0,05 — коэффиöиент, опpеäеëяþщий зна-
÷ение ëеãо÷ноãо øунта [5]; vR — объеìная скоpостü
кpови в ëеãо÷ных аpтеpиях, ìë/с.
Конöентpаöии  и паpöиаëüные äавëения 

ãазов в аpтеpиаëüноì у÷астке сосуäистоãо pусëа
ëеãких на выхоäе из øунта вы÷исëяþт по фоpìуëаì

 = • ,

 = • ,

ãäе J = {O2, CO2, N2} — виä ãаза.

Паpöиаëüные äавëения ãазов в аpтеpиаëüной
кpови вен ëеãких с у÷етоì аpтеpиовенозноãо øунта
нахоäят по фоpìуëе

 = ( vL + vsh)/vR.

Конöентpаöии ãазов в систеìных у÷астках (сì.
pисунок) опpеäеëяþтся как суììы скоpостей об-
pазования ãазов в пpоöессе обìена, поступëения и
уäаëения кpови, отнесенные к объеìу pезеpвуаpа
у÷астка:

d /dt = (–  + vR(  – ))/VI;

d /dt = (  + vR(  – ))/VI;

d /dt = (vR(  – ))/VI,

ãäе I — поpяäковый ноìеp у÷астков U, K, T, V (сì.

pисунок); , ,  — конöентpаöии ãазов в

этих у÷астках, (ìë ãаза)/(ìë кpови); VI — объеì, ìë;

,  — поступëение, соответственно, уãëеки-

сëоãо ãаза и кисëоpоäа, ìë/с.
Дëя систеìных сосуäов зна÷ения ,  pав-

ны нуëþ, а конöентpаöия ãазов в венозной кpови
ëеãо÷ных аpтеpий на кажäоì анаëизиpуеìоì у÷а-
стке пpиниìаëасü pавной конöентpаöии ãазов в
систеìных венах.
Текущий уpовенü ëеãо÷ной вентиëяöии vE оп-

pеäеëяþт в соответствии с выpажениеì

vE =  + vpH +  + ,

ãäе  — ëеãо÷ная вентиëяöия в покое, ìë/с; ,

, vpH — скоpости изìенения коìпонентов ëе-

ãо÷ной вентиëяöии соответственно в зависиìости

от ,  pН, ìë/с.

Скоpости изìенения коìпонентов ëеãо÷ной
вентиëяöии в зависиìости от изìенения физико-
хиìи÷еских свойств аpтеpиаëüной кpови опpеäе-
ëяþт из сëеäуþщей систеìы уpавнений:

 = (  – );

 = (  – );

vpH = npH(pHU, 1 – pHU, i),

ãäе инäекс "1" — на÷аëüный ìоìент вpеìени; i —
i-й ìоìент вpеìени; , , npH — коэффиöи-
енты, хаpактеpизуþщие соответственно инеpöион-
ностü äействия ионов воäоpоäа, уãëекисëоãо ãаза и

BHCO3

kpHCCO2

------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

PCO2

5 PCO2

4

PCO2

3 PCO2

2 PCO2

kAV
v

kAV
v

CJ
L PJ

L

CJ
L CJ

V CJ
Q

PJ
L PJ

V PJ
Q

CJ
V CJ

Q

PJ
V PJ

Q

CJ
sh PJ

sh

CJ
sh CJ

V vsh

vR
-----

PJ
sh PJ

V vsh

vR
-----

PJ
R PJ

L PJ
V

CO2

I qO2
CO2

I 1– CO2

I

CCO2

I qCO2
CCO2

I 1– CCO2

I

CN2

I CN2

I 1– CN2

I

CO2

I CCO2

I CN2

I

qCO2
qO2

qCO2
qO2

vE
0 vCO2

vO2

vE
0 vCO2

vO2

PCO2
PO2

vO2
nO2

PO2

U 1, PO2

U i,

vCO2
nCO2

PCO2

U i, PCO2

U 1,

nO2
nCO2



50 Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014

кисëоpоäа на систеìные аpтеpии (U), опpеäеëяе-
ìые по фоpìуëаì

 = 7,6•10–7  + 0,0001  –

– 0,002  – 0,3  + 13,6;

 = –0,04  + 5,1  – 100;

npH = –7,1(pH)U + 110.

Объеì азота в оpãанизìе  (ìë) опpеäеëяþт
по фоpìуëе

 =  +  + ,

ãäе  — объеì азота в кpови, ìë;  — объеì

азота в воäосоäеpжащих тканях, ìë;  — объеì

азота в жиpосоäеpжащих тканях, ìë.
Объеì азота в кpови опpеäеëяþт по фоpìуëе

 = kpαF VB,

ãäе αF = 0,012 — коэффиöиент pаствоpения азота

в воäосоäеpжащих тканях;  — паpöиаëüное äавëе-

ние азота в тканях, ìì pт. ст.; VB — объеì кpови, ìë.
Объеì азота в воäосоäеpжащих тканях опpеäе-

ëяþт по фоpìуëе

 = kpαF VF,

ãäе VF — объеì кpови в воäосоäеpжащих тканях, ìë;
VF — объеì воäосоäеpжащих тканей, ìë.
Объеì азота в жиpосоäеpжащих тканях опpеäе-

ëяþт по фоpìуëе

 = kpαL VLIP,

ãäе αL = 0,0612 — коэффиöиент pаствоpения азота
в жиpосоäеpжащих тканях; VLIP — объеì жиpосо-
äеpжащих тканей, ìë.
Объеì азота в ëеãких опpеäеëяþт по фоpìуëе

 = VFRC • ,

ãäе VFRC — функöионаëüно остато÷ная еìкостü, ìë;
ρH — пëотностü возäуха, (ìë азота)/(ìë возäуха);
ρ0 — пëотностü возäуха на зеìëе, (ìë азота)/(ìë
возäуха).
Конöентpаöиþ азота в жиpо- и воäосоäеpжа-

щих тканях ( , ) опpеäеëяþт анаëоãи÷но

конöентpаöии этоãо ãаза в тканевых у÷астках:

d /dt = (vR(  – ))/VY,

ãäе Y = {LIP, F } — инäекс, опpеäеëяþщий тип ткани.

Паpöиаëüное äавëение азота в жиpо- и вëаãосоäеp-

жащих тканях ( , ) опpеäеëяþт по фоpìуëе

 = ,

ãäе Y = {LIP, F };  = 0,012 — коэффиöиент pас-

твоpиìости азота в пëазìе кpови, %/атì.

Показатеëи  и  испоëüзуþтся в фоpìуëе

(1) äëя опpеäеëения КП Z и пpовеpки усëовия (2),
выпоëнение котоpоãо опpеäеëяет тpебуеìое вpеìе-
ни äесатуpаöии пpи заäанных паpаìетpах баpоìет-
pи÷ескоãо äавëения, конöентpаöии кисëоpоäа, ко-
не÷ноãо постäекоìпpессионноãо äавëения.

Pезультаты вычислительного экспеpимента 
опpеделения КП в легких, кpови и тканях 

по pазpаботанной модели газообмена человека 
пpи декомпpессионных воздействиях

Пpи пpоãнозиpовании äинаìики физиоëоãи÷е-
ских показатеëей ãазообìена с испоëüзованиеì
pазpаботанной ìоäеëи иìитиpоваëосü изìенение
паpöиаëüноãо äавëения азота пpи изìенении паpа-
ìетpов ИГА. Исхоäныìи äанныìи äëя опpеäеëе-
ния показатеëей ãазообìена явëяþтся ãазовый состав
и паpöиаëüные äавëения ИГА в кабине и в ска-
фанäpе. Внутpенниìи äанныìи явëяþтся зна÷е-
ния физиоëоãо-хиìи÷еских и физиоëоãи÷еских
показатеëей ãазообìена: паpöиаëüные äавëения,
конöентpаöии кисëоpоäа, уãëекисëоãо ãаза и азота
в кpови в выäеëенных у÷астках систеìы (сì. pису-
нок), ìинутный объеì äыхания, уpовенü ìетабо-
ëизìа, соответствуþщие показатеëяì ãазообìена
пpакти÷ески зäоpовоãо ìуж÷ины ноpìостени÷е-
скоãо типа. Вы÷исëитеëüный экспеpиìент выпоë-
няëи в сpеäе пpоãpаììиpования MATLAB (äëя pе-
øения äиффеpенöиаëüных уpавнений испоëüзо-
ваëся ìетоä Pунãе—Кутты—Фехëбеpãа).
Аäекватностü ìоäеëи оöениваëи по pезуëüтатаì

откëонения зна÷ений КП, поëу÷енных экспеpиìен-
таëüно В. И. Чаäовыì [3] с pас÷етныìи зна÷енияìи.
В соответствии с конöепöией В. И. Чаäова, ВДБ

возникает пpи пpевыøении КП зна÷ения МДКП,
веäущеãо к обpазованиþ во внутpенней сpеäе оp-
ãанизìа закpити÷ескоãо объеìа ãаза пpи снижении
атìосфеpноãо äавëения. Этот факт пpеäпоëаãает
возìожностü существования äëя опpеäеëенноãо
pежиìа äекоìпpессии ìаксиìаëüноãо зна÷ения
КП, пpи котоpоì пpоявëения ВДБ еще не набëþ-
äаþтся. Зна÷ения КП, ìенüøеãо зна÷ения МДКП,
сëеäует с÷итатü äопустиìыìи (относитеëüно безо-
пасныìи), а зна÷ение КП, пpевыøаþщие МДКП, —
неäопустиìыìи (опасныìи). МДКП не явëяется по-
стоянной веëи÷иной: еãо зна÷ение увеëи÷ивается
с понижениеì коне÷ноãо постäекоìпpессионноãо
äавëения.
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Способ анаëиза безопасных pежиìов пpеäваpи-
теëüной äесатуpаöии, изëоженный в pаботе [3], не
позвоëяет пpоãнозиpоватü эффективностü кpатко-
вpеìенной äесатуpаöии с испоëüзованиеì ÷истоãо
кисëоpоäа посëе наäевания скафанäpа, а также оп-
pеäеëятü ее необхоäиìуþ пpоäоëжитеëüностü с у÷е-
тоì неpавноìеpности вывеäения азота из ëеãких,
кpови и тканей. В связи с этиì пpовеäено ìоäеëи-
pование äинаìики вывеäения азота из pазëи÷ных
тканей оpãанизìа пpи äыхании ÷истыì кисëоpо-
äоì в назеìных усëовиях с посëеäуþщиì пеpехо-
äоì в ИГА с пониженныì äавëениеì.
Опpеäеëяëи зна÷ения коэффиöиента пеpенасы-

щения азотоì pазëи÷ных тканей оpãанизìа в i-й
ìоìент вpеìени пpоöесса äесатуpаöии. В табë. 1
пpеäставëены pасс÷итанные с испоëüзованиеì ìо-
äеëи äанные по изìенениþ паpöиаëüноãо äавëения
азота в pазëи÷ных тканях оpãанизìа в пpоöессе äе-
сатуpаöии ÷истыì кисëоpоäоì в назеìных усëовиях.
Динаìика паpöиаëüноãо äавëения азота отpажает

неоäинаковуþ скоpостü äесатуpаöии в pазëи÷ных
тканях оpãанизìа, котоpая зависит от уpовня их
свойств (пëотности, коэффиöиента pаствоpиìости
ãазов и т. п.) и кpовоснабжения.
В пеpвые 15 ìинут äыхания скоpостü вывеäения

азота особенно высока, ÷то обусëовëено в основ-
ноì вывеäениеì еãо из äыхатеëüных путей, ëеãких

и кpови. В äаëüнейøеì скоpостü вывеäения N2 за-
ìетно заìеäëяется, и äесатуpаöия еãо пpоисхоäит
пpеиìущественно из жиpовой ткани. Это обусëов-
ëено теì, ÷то жиpовая тканü иìеет весüìа низкий
уpовенü кpовоснабжения, а pаствоpиìостü азота в
жиpе зна÷итеëüно боëüøе, ÷еì в äpуãих тканях.
Испоëüзуя äанные табë. 1, по фоpìуëе (1) ìож-

но опpеäеëитü äинаìику КП пpи поäъеìе на высо-
ты 6000 ì (табë. 2) и 7000 ì (табë. 3) посëе пpове-
äения в назеìных усëовиях äесатуpаöии с pазëи÷-
ныìи интеpваëаìи вpеìени.
В соответствии с экспеpиìентаëüныìи äанныìи,

пpеäставëенныìи в pаботах [3, 18], МДКП ≈ 1,6.
Как сëеäует из табë. 2, 3 потенöиаëüно опасные
уpовни ожиäаеìоãо КП сохpаняþтся в те÷ение
90 ìин äесатуpаöии пеpеä поäъеìоì на 7000 ì и в
те÷ение 10...15 ìин пеpеä поäъеìоì на 6000 ì. Эти
äанные поëностüþ соответствуþт pезуëüтатаì экс-
пеpиìентаëüных иссëеäований [16—20], посвя-
щенных обоснованиþ безопасной пpоäоëжитеëü-
ности äесатуpаöии в назеìных усëовиях пеpеä вы-
сотныìи поäъеìаìи.
Поëу÷енные с поìощüþ pазpаботанной ìатеìа-

ти÷еской ìоäеëи зна÷ения КП в pазëи÷ных тканях
в зависиìости от пpоäоëжитеëüности äесатуpаöии
в назеìных усëовиях (табë. 2 и 3) поäтвеpжäаþт ãе-

Табëиöа 1
Изменение парциального давления азота (мм рт. ст.) в зависимости от продолжительности десатурации чистым кислородом 

в наземных условиях (Н = 0 м, РB = 760 мм рт. ст.)

У÷асток орãанизìа
Вреìя, ìин

0 15 30 60 90 120 150 180 210 240

Аëüвеоëярная ãазовая сìесü 568,56 161,12 87,32 59,95 53,34 51,74 51,36 51,26 51,24 51,23
Венозная кровü 568,56 373,08 212,40 91,26 61,08 53,64 51,82 51,37 51,27 51,24
Воäосоäержащие ткани 568,56 553,06 491,48 342,16 228,05 155,35 111,76 86,23 71,42 62,87
Жиросоäержащие ткани 568,56 557,70 546,15 522,43 499,16 476,81 455,43 435,03 415,57 396,98

Табëиöа 2
Изменение ожидаемых значений коэффициентов перенасыщения в различных тканях при подъеме на высоту Н = 6000 м

(РB = 354,1 мм рт. ст.) в зависимости от продолжительности десатурации в наземных условиях

У÷астки орãанизìа
Вреìя, ìин

0 15 30 60 90 120 150 180 210 240

Аëüвеоëярная ãазовая сìесü 1,61 0,45 0,25 0,17 0,15 0,15 0,15 0,14 0,14 0,14
Венозная кровü 1,61 1,05 0,60 0,26 0,17 0,15 0,15 0,15 0,14 0,14
Воäосоäержащие ткани 1,61 1,56 1,39 0,97 0,64 0,44 0,32 0,24 0,20 0,18
Жиросоäержащие ткани 1,61 1,57 1,54 1,48 1,41 1,35 1,29 1,23 1,17 1,12

Табëиöа 3
Изменение значений коэффициентов перенасыщения в различных тканях при подъеме на высоту Н = 7000 м

(РB = 308,25 мм рт. ст.) в зависимости от продолжительности десатурации в наземных условиях

У÷астки орãанизìа
Вреìя, ìин

0 15 30 60 90 120 150 180 210 240

Аëüвеоëярная ãазовая сìесü 1,84 0,52 0,28 0,19 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17
Ткани орãанизìа 1,84 1,21 0,69 0,30 0,20 0,17 0,17 0,17 0,17 0,17
Воäосоäержащие ткани 1,84 1,79 1,59 1,11 0,74 0,50 0,36 0,28 0,23 0,20
Жиросоäержащие ткани 1,84 1,81 1,77 1,69 1,62 1,55 1,48 1,41 1,35 1,29
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теpохpонностü вывеäения азота из pазëи÷ных тка-
ней оpãанизìа.

* * *
Pазpаботанная ìатеìати÷еская ìоäеëü ãазообìе-

на пpи äекоìпpессионных возäействиях позвоëяет
оöениватü äинаìику вывеäения азота из оpãанизìа
и pасс÷итыватü безопаснуþ пpоäоëжитеëüностü äе-
сатуpаöии пеpеä äекоìпpессией и ìожет бытü ис-
поëüзована äëя упpавëения pежиìаìи äесатуpаöии
пpи пpебывании ÷еëовека в усëовиях ãипобаpии.

Pазpаботанная ìатеìати÷еская ìоäеëü востpе-
бована также и äëя пpактики ìеäиöинскоãо обес-
пе÷ения безопасности высотных поëетов в авиа-
öии в сëу÷аях вынужäенноãо пpебывания ÷еëовека
в усëовиях ãипоксии (pазãеpìетизаöия кабины иëи
саëона саìоëета в высотноì поëете, отказ кисëо-
pоäноãо обоpуäования и т. п.).

Pабота поддеpжана гpантом PФФИ № 12—08—
01273а.
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Опеpативное констpуиpование двумеpной тpаектоpии выхода 
подвижного объекта в заданную точку с заданным куpсом. Часть I

A. O. Lavrov, V. V. Petrov, B. E. Fedunov

The Operative Design of the Trajectory on the Plane for the Leaving
of the objeCt in the Given Point with the Given Course

Введение

В pяäе техни÷еских пpиëожений пpи упpавëении
назеìныìи, возäуøныìи иëи поäвоäныìи поäвиж-
ныìи объектаìи (ПО) возникает заäа÷а опеpатив-
ноãо опpеäеëения на боpту ПО äвухìеpной тpаекто-
pии выхоäа объекта ПО с заäанныì куpсоì в заäан-
нуþ на повеpхности Зеìëи/äна акватоpии то÷ку
(öеëü). Пpи этоì ìожет существоватü обëастü уã-
pозы äвижениþ объекта. Инфоpìаöия об уãpозе
ìожет бытü известна заpанее (апpиоpи) иëи опеpа-
тивно поступатü на боpт ПО в пpоöессе еãо äвиже-
ния [1]. Объект ПО не äоëжен вхоäитü в зону уãpоз.
Искоìая тpаектоpия äоëжна стpоитüся из текуще-
ãо поëожения ПО с у÷етоì текущеãо напpавëения
еãо вектоpа скоpости. В сëу÷ае опеpативноãо по-
ступëения на боpт ПО инфоpìаöии о зоне уãpоз, в
котоpуþ попаäает текущее поëожение ПО, объект
äоëжен ìаксиìаëüно быстpо покинутü эту обëастü.
В статüе pассìатpивается сëу÷ай отсутствия ап-

pиоpно заäанной зоны уãpозы и возìожное появ-
ëение опеpативно поступивøей инфоpìаöии о су-
ществовании зоны уãpозы.
Бëизкая заäа÷а pассìотpена в pаботе [2], ãäе пpеä-

ëаãается стpоитü тpаектоpиþ, опеpативно испоëüзуя
оптиìизаöионнуþ пpоöеäуpу. Это пpивоäит к повы-
øенныì тpебованияì к боpтовоìу вы÷исëитеëþ.
Наибоëее бëизкая к pассìатpиваеìой в äанной

статüе постановке заäа÷а по обхоäу зоны уãpоз и
обеспе÷ениþ тpаектоpной безопасности pеøается
в pаботе [3]. Искоìая тpаектоpия заäается спpяже-
ниеì пpяìых и äуã окpужностей с pавныì pаäиу-
соì и pассìатpивается постpоение тpаектоpии пpи
pазëи÷ных соотноøениях pаäиусов зоны уãpоз и
окpужности pазвоpота ПО. Оäнако как уãоäно
бëизкое пpибëижение искоìой тpаектоpии к окpуж-

ности зоны уãpоз, отсутствие тpебования выхоäа
ПО в заäаннуþ то÷ку с заäанныì куpсоì и ìакси-
ìаëüно быстpый выхоä ПО из появивøейся зоны
уãpоз остаëисü за пpеäеëаìи pаботы [3]. В äанной
pаботе этот вопpос иссëеäуется.
В ÷асти I pассìатpивается постpоение базовой

тpаектоpии (тpаектоpии пpи отсутствии уãpозы) и
тpаектоpии выхоäа ПО из опеpативно появивøей-
ся зоны уãpоз в сëу÷ае, коãäа эта зона накpыëа те-
кущее поëожение ПО.
В ÷асти II стpоится тpаектоpия в сëу÷ае опеpа-

тивноãо появëения уãpозы, коãäа базовая тpаекто-
pия пеpесекает зону уãpозы и объект ПО не нахо-
äится в этой зоне.
В ÷асти III pассìатpивается поëная стpуктуpа

аëãоpитìа постpоения тpаектоpии объекта äëя ус-
ëовий, описанных в ÷асти I и в ÷асти II. В этой ÷ас-
ти также пpивеäены pезуëüтаты ìоäеëиpования pа-
боты аëãоpитìа в pазëи÷ных сëу÷аях еãо pаботы.

1. Постановка задачи

Движение ПО описывается систеìой äиффе-
pенöиаëüных уpавнений:

(1)

nã ∈ {(+1) näоп; 0; (–1) näоп}, (2)

ãäе ψ1 — текущей куpс ПО, отс÷итываеìый пpотив
÷асовой стpеëки от поëожитеëüноãо напpавëения

Pассмотpен синтез упpавления объектом, позволяющий объекту выйти из текущего положения в заданную точку с за-
данным куpсом пpи возможном появлении зоны угpоз, в котоpую объект не должен заходить.
Ключевые слова: тpаектоpии, обход угpозы, выход из зоны угpозы, заход на цель

It is examined the problems of the construction of trajectories in the real time in the knowledge bases of some on-board operative ad-
vising expert systems.

Keywords: the base trajectory, the zone of the threats, design of the trajectories with pass-by of the zone of the threats

 = V1cosψ1;

 = V1sinψ1;

 = ;

dx1

dt
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------



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 55

оси OX (pис. 1); x1, z1 — текущее поëожение ПО на
пëоскости; V1 — ìоäуëü скоpости ПО; nã — ãоpизон-
таëüная составëяþщая пеpеãpузки ПО (упpавëяþщий
сиãнаë); g — ускоpение свобоäноãо паäения.
Кpоìе тоãо, на pис. 1 обозна÷ены: x2, z2 — за-

äанная то÷ка на пëоскости (öеëü), в котоpуþ ПО
äоëжен выйти; ψ2 — заäанный куpс выхоäа ПО в
заäаннуþ то÷ку x2, z2.
Опеpативно поступивøая инфоpìаöия об уãpозе

пpеäставëяется на пëоскости ZОХ кpуãоì извест-
ноãо pаäиуса Rу с известныìи кооpäинатаìи (x3, z3)
öентpа кpуãа (pис. 1). Гpаниöа зоны уãpоз — ок-
pужностü — на pис. 1 обозна÷ена ОУ.
Пpи захоäе на öеëü ПО äоëжен äвиãатüся по äуãе

окpужности захоäа (ОЗ) (сì. pис. 1), pаäиус кото-
pой заäается пеpеãpузкой и вы÷исëяется по фоpìуëе

RПО = , (3)

а кооpäинаты öентpа — по фоpìуëаì

x4 = x2 – RПОsinψ2; z4 = z2 + RПОcosψ2. (4)

Центp нахоäится на пеpпенäикуëяpе к пpяìой,
пpохоäящей ÷еpез öеëü с уãëоì накëона ψ2 к оси ОX. 
Из ëþбоãо поëожения (x1, z1) c текущиì куpсоì

ψ1 ПО всеãäа pазвоpа÷ивается по äуãе окpужности
pазвоpота (ОP) pаäиуса RПО (3).

Пpимечание. Изìенение куpса ПО в пpоöессе äвиже-
ния осуществëяется путеì пеpеìещения по соответствуþ-
щей äуãе окpужности pаäиуса RПО (окpужностü pазвоpо-
та), котоpая пpохоäит ÷еpез то÷ку текущеãо поëожения
ПО, а текущий вектоp скоpости V1 касается окpужности.

Сpеäи возìожных тpаектоpий ПО выбиpаþтся тоëüко
тpаектоpии с ìиниìаëüной äëиной. На этой тpаектоpии
сëеäует опpеäеëитü кооpäинаты хаpактеpных то÷ек, в ко-
тоpых ПО äоëжен пеpехоäитü из оäноãо у÷астка тpаек-
тоpии на äpуãой. На кажäоì у÷астке сëеäует опpеäеëитü
упpавëение nã.

Констpуиpование тpаектоpии буäеì вести с у÷е-
тоì сëеäуþщих оãpани÷ений:
ПО äвижется с постоянныì ìоäуëеì скоpости V1,
соотноøения pаäиусов Rу l Rи;
ПО äоëжен нахоäитüся внутpи уãëа, отìе÷енноãо
на pис. 1 утоëщенныìи ëинияìи: ëинией, пpо-
хоäящей ÷еpез öеëü поä уãëоì ψ2 (веpхняя утоë-
щенная ëиния pис. 1), и пеpпенäикуëяpной к ней
ëинией, пpохоäящей также ÷еpез öеëü (боковая
утоëщенная ëиния pис. 1);
зона уãpоз не äоëжна пеpесекатü окpужностü за-
хоäа на öеëü и не äоëжна пеpесекатü стоpоны
упоìянутоãо выøе уãëа.

2. Констpуиpование тpаектоpии движении ПО

Pассìотpиì тpи возìожные сëу÷ая постpоения
тpаектоpии äвижения ПО из еãо текущеãо поëожения:
уãpоза отсутствует, стpоится базовая тpаектоpия
(пункт 2.1);
появиëасü опеpативно обнаpуженная уãpоза, и
текущее поëожение ПО нахоäится в зоне уãpозы
(пункт 2.2);
появиëасü опеpативно обнаpуженная уãpоза, зо-
на котоpой пеpесекается базовой тpаектоpией,
но ПО нахоäится вне зоны уãpозы (пункт 2.3).

2.1. Констpуиpование тpаектоpии движении ПО 
пpи отсутствии угpозы (базовая тpаектоpия)

Поскоëüку базовая тpаектоpия буäет состоятü из
äуã окpужностей и касатеëüных к ниì, pассìотpиì
пpинöип постpоения внеøних и внутpенних каса-
теëüных, котоpый буäеì испоëüзоватü äëя нахож-
äения хаpактеpных то÷ек тpаектоpии.
Пpеäваpитеëüно найäеì уãоë накëона к оси OX

касатеëüных к äвуì окpужностяì с pавныìи pа-
äиусаìи R1 = R2 (pис. 2).
Найäеì уãоë накëона  к оси абсöисс OX äëя

внеøних касатеëüных к окpужностяì с öентраìи O1,
O2 (pис. 2, а).
Уãоë  накëона внеøней касатеëüной к O1, O2

(pис. 2, а) pавен уãëу накëона ϕO пpяìой O1O2,
пpохоäящей ÷еpез öентpы этих окpужностей, так
как эти пpяìые паpаëëеëüны.

Pис. 1. Текущее положение объекта И1, условие выхода И1 в
заданную точку и положение зоны угpоз. Сокpащения на pис.:
ОЗ — окpужность захода, ОУ — окpужность угpозы, ОP — ок-
pужность pазвоpота

V1
2

gnäоп
-----------

Pис. 2. Внешняя и внутpенняя касательные к окpужностям pав-
ных pадиусах

ϕk*

ϕk*
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Тоãäа

 = ϕO = arctg . (5)

Pассìотpиì внутpенние касатеëüные к окpуж-
ностяì O1 и O2 (pис. 2, б). Назовеì пpавой внут-
pенней касатеëüной внутpеннþþ касатеëüнуþ к
пpавой поëовине окpужности O2. Соответственно,
äpуãуþ внутpеннþþ касатеëüнуþ назовеì ëевой
внутpенней касатеëüной. Найäеì  äëя пpавой и
ëевой внутpенних касатеëüных к окpужностяì O1, O2
(pис. 2, б). Постpоиì внутpеннþþ пpавуþ каса-
теëüнуþ к O1 и O2 (pис. 2, б).
Из öентpа O1 пpовеäеì пpяìуþ, паpаëëеëüнуþ

постpоенной касатеëüной. Из öентpа O2 опустиì
на эту пpяìуþ пеpпенäикуëяp, основание котоpоãо
обозна÷иì буквой A.
Поëу÷иì ΔO1AO2. Тоãäа 

FAO1O2 = arcsin .

Анаëоãи÷ные постpоения выпоëниì äëя ëевой
внутpенней касатеëüной. Поëу÷иì ΔO1BO2. Тоãäа
FBO1O2 = FAO1O2. Поскоëüку ΔBO1O2 и ΔAO1O2
pавны, то уãëы накëона внутpенних касатеëüных
pавны: 

(6)

ãäе |O1, O2| = .

Пpимечание. В сëу÷ае, есëи окpужности с öентpаìи в
то÷ках O1 и O2 (сì. pис. 2) касаþтся (|O1O2| = R1 + R2),
то внеøние касатеëüные ищутся так, как описано выøе,
а внутpенняя касатеëüная — оäна, она пpохоäит ÷еpез то÷-
ку касания и пеpпенäикуëяpна к [O1, O2]. В сëу÷ае, есëи
окpужности пеpесекаþтся (|O1O2| < R1 + R2), внутpенних

касатеëüных не буäет, а внеøние ищутся так же, как и в
пpеäыäущих сëу÷аях.
Зная уãоë накëона касатеëüной, то÷ки касания

буäеì нахоäитü как то÷ки, ëежащие на пеpпенäи-
куëяpе, опущенноì на касатеëüнуþ из öентpа ок-
pужности, на котоpой нахоäится эта то÷ка каса-
ния. Пpивеäеì пpиìеpы äëя пpавой внутpенней и
пpавой внеøней касатеëüных:

äëя пpавой внутpенней

(7)

äëя пpавой внеøней

Базовой тpаектоpией назовеì тpаектоpиþ с ìи-
ниìаëüной äëиной от текущеãо поëожения ПО äо
коне÷ной то÷ки "2" пpи отсутствии уãpозы. В об-
щеì сëу÷ае она буäет состоятü из (pис. 3):
а) äуãи ОP pаäиуса RПО, опpеäеëяеìой äопус-

тиìой пеpеãpузкой (2);
б) отpезка общей касатеëüной к ОP и к ОЗ;
в) äуãи ОЗ pаäиуса RПО.
Испоëüзуя поëу÷енные pезуëüтаты, опpеäеëиì

хаpактеpные то÷ки базовой тpаектоpии ПО.
Известны кооpäинаты ПО (то÷ка "1") (x1, z1),

еãо текущий куpс ψ1, скоpостü V1; кооpäинаты öеëи
(x2, z2) (то÷ка "2"), заäанный куpс захоäа на öеëü ψ2,
äопустиìая пеpеãpузка näоп.
Кpат÷айøиì путеì äо то÷ки "2" пpи заäанных

усëовиях буäет тpаектоpия с тpеìя у÷асткаìи (pис. 3):
äуãа ОP, отpезок касатеëüной, äуãа ОЗ.
Дëя опpеäеëения хаpактеpных то÷ек на ОP и ОЗ

(то÷ек касания к ОP и ОЗ) пpеäваpитеëüно сëеäует
выбpатü напpавëение äвижения (по ÷асовой стpеë-
ке иëи пpотив), по котоpоìу пойäет äаëüнейøая
тpаектоpия. Поскоëüку такое äвижение буäет пpо-
исхоäитü по äуãе ОP, буäеì выбиpатü оäно из äвух
возìожных поëожений öентpа ОP. В зависиìости

ϕk*
zO2
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–

xO2
xO1

–
------------------
⎝ ⎠
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 = arctg  + arcsin ,

 = arctg  – arcsin ,
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Pис. 3. Базовые тpаектоpии захода на цель Pис. 4. Касательная к ОЗ из текущего положения ПО

=  + R1sin ; =  – R1cos ;

=  – R2sin ; =  + R2cos .
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от выбpанноãо поëожения öентpа буäет стpоится
внеøняя иëи внутpенняя касатеëüная к ОP и ОЗ:

xОP = x1 + RПОsinψ1; zОP = x1 – RПОcosψ1;

иëи
xОP = x1 – RПОsinψ1; zОP = x1 + RПОcosψ1.

Дëя опpеäеëения усëовий выбоpа öентpа ОP оп-
pеäеëиì уãоë ψ* (pис. 4) накëона к оси OX каса-
теëüной к ОЗ, пpовеäенной из то÷ки "1" (текущеãо
поëожения ПО).
Он pавен:

ψ* = ϕ14 – α,

ãäе уãоë α опpеäеëяется из синуса уãëа пpяìоуãоëü-
ноãо Δ145 (сì. pис. 4).

α = arcsin ; 

уãоë ϕ14 опpеäеëяется из танãенса уãëа накëона
пpяìой, пpохоäящей ÷еpез то÷ки "1" и "4":

ϕ14 = arctg .

Тоãäа кооpäинаты то÷ки "5" касания ОЗ иìеþт виä
x5 = x4 + RПОsinψ*; z5 = z4 – RПОcosψ*.

Отсþäа

ψ* = arctg  – arcsin .

Пpи ψ* – ψ1 > 0 выбиpается внеøняя касатеëü-
ная äëя базовой тpаектоpии, и тоãäа кооpäинаты
öентpа окpужности pазвоpота буäут иìетü виä

xОP = x1 – RПОsinψ1, zОP = z1 + RПОcosψ1. 

В пpотивноì сëу÷ае выбиpается пpавая внут-
pенняя касатеëüная, и кооpäинаты окpужности
pазвоpота буäут pавны

xОP = x1 + RПОsinψ1, zОP = z1 – RПОcosψ1.

Кооpäинаты то÷ек касания нахоäятся по анаëоãии
с фоpìуëаìи (7).

Испоëüзуя выøеизëоженное, сконстpуиpуеì
базовуþ тpаектоpиþ (сì. pис. 3):
пеpвый у÷асток: äуãа ОP от текущеãо поëожения
ПО äо то÷ки "1к" касания к ОP;
втоpой у÷асток: отpезок касатеëüной от то÷ки
"1к" äо то÷ки "5к" касания ОЗ;
тpетий у÷асток: äуãа ОЗ от то÷ки "5к" äо то÷ки "2".
Упpавëение ПО на пеpвоì у÷астке nã = (–1)näоп

(есëи необхоäиìо äвиãатüся по ÷асовой стpеëке —
pис. 3, б) иëи nã = (+1)näоп (есëи необхоäиìо äви-
ãатüся пpотив ÷асовой стpеëки — pис. 3, а). На вто-
pоì у÷астке nã = 0. На тpетüеì у÷астке пpи pазво-
pоте пpотив ÷асовой стpеëки nã = (+1)näоп.
Вхоäная инфоpìаöия аëãоpитìа:
текущее поëожение ПО (x1, z1, V1);
кооpäинаты öеëи (x2, z2);
куpс ψ2 захоäа ПО на öеëü;
отсутствие пpизнака "Уãpоза", котоpый выpаба-
тывается пpи опеpативноì поступëении уãpозы
на боpт ПО.
Выхоäная инфоpìаöия аëãоpитìа:
кооpäинаты хаpактеpных то÷ек базовой тpаек-
тоpии;
тип у÷астка базовой тpаектоpии, pаспоëаãаеìый
ìежäу кажäой паpой хаpактеpных то÷ек.
Бëок-схеìа аëãоpитìа опеpативноãо постpое-

ния базовой тpаектоpии пpеäставëена на pис. 5.
На pис. 5 обозна÷ен пpизнак "Уãpоза", котоpый

выpабатывается пpи опеpативноì поступëении ин-
фоpìаöии об уãpозе на боpт ПО.

2.2. Констpуиpование тpаектоpии выхода ПО
из зоны угpозы

Дëя постpоения тpаектоpии выхоäа из зоны уãpо-
зы буäеì pассìатpиватü äве конкуpиpуþщие тpаек-
тоpии: а) выхоä по пpяìой, соäеpжащей текущий
вектоp скоpости V1 ПО; б) выхоä по äуãе ОP äо со-
пpикосновения с касатеëüной, пpовеäенной из
öентpа ОУ к ОP иëи äо то÷ки пеpесе÷ения ОP с
ОУ, есëи эта то÷ка встpе÷ается пеpвой.
Постpоиì тpаектоpиþ выхоäа ПО из зоны уãpоз

по пpяìой, заäанной текущиì вектоpоì скоpости V1
(pис. 6, б). Дëя вы÷исëения пpотяженности этой тpа-

Rпо

x4 x1–( )2 z4 z1–( )2+
--------------------------------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

z4 z1–

x4 x1–
-------------⎝ ⎠
⎛ ⎞

z4 z1–

x4 x1–
-------------⎝ ⎠
⎛ ⎞ Rпо

x4 x1–( )2 z4 z1–( )2+
--------------------------------------------
⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎛ ⎞

Pис. 5. Блок-схема алгоpитма констpуиpования базо-
вой тpаектоpии

Pис. 6. Тpаектоpии выхода ПО из зоны угpоз с последующим движением по
базовой тpаектоpии. Хаpактеpные точки составной тpаектоpии обозначены
Tj, где j = 1...5
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ектоpии необхоäиìо найти то÷ку (xв, zв) пеpесе÷е-
ния этой пpяìой с ОУ, äëя этоãо ввеäеì систеìу
кооpäинат Z *O*X * с такиì же напpавëениеì осей,
÷то и ZOX и öентpоì в öентpе ОУ. Кооpäинаты ПО
(x1, z1) в этой систеìе кооpäинат:  = x3 – x1,

= z3 – z1. Составиì систеìу уpавнений: 

— пеpвое уpавнение естü уpавнение окpужности ОУ
с öентpоì в на÷аëе кооpäинат, а втоpое уpавнение
(пpяìая выхоäа из зоны уãpоз) естü уpавнение пpяìой
с уãëовыì коэффиöиентоì (z* – ) = tgψ1(x* – ).
Поäставив z* = kx* + b в пеpвое уpавнение, по-

ëу÷иì (1 + k2)(x*)2 + 2kbx* + b2 –  = 0. Коpни
этоãо уpавнения:

 = ;

 = . 

Поäставëяя найäенные коpни в уpавнение пpя-
ìой, найäеì соответствуþщие иì зна÷ения z*: 

 = k  + b;  = k  + b.

Из этих зна÷ений выбеpеì боëüøее. Найäенная
то÷ка ( , ) — то÷ка выхоäа из ОУ в систеìе ко-
оpäинат Z *O*X *. Кооpäинаты (xв, zв) этой то÷ки в
систеìе кооpäинат ZOX: xв = x3 + , zв = z3 + .
Найäеì äëину тpаектоpии выхоäа Dв из ОУ по

найäенной пpяìой: Dв = . 

Дpуãой способ выхоäа ПО из ОУ пpеäпоëаãает,
÷то ПО на÷инает выхоäитü из нее по ОP напpаво
иëи наëево в зависиìости от поëожения то÷ки (x1, z1)
относитеëüно öента ОУ (сì. pис. 6, а). Пpи этоì
то÷ка сопpикосновения ОP с касатеëüной, пpове-
äенной из öентpа ОУ к ОP, ìожет нахоäитüся ëибо
внутpи ОУ (сì. pис. 6, а), ëибо вне ОУ (сì. pис. 6, б,
ãäе то÷ка выхоäа нахоäится на ãpаниöе ОP). 
Постpоиì ОP, на котоpой нахоäится то÷ка (x1, z1)

и вектоp V1 ее касается, а также касатеëüнуþ, пpо-
веäеннуþ к ней из öентpа ОУ. 
Опpеäеëиì кооpäинаты (xОP, zОP) öентpа по-

стpоенной ОP:
äëя x1 l x3 
xОP = x1 + RПОsinψ1; zОP = z1 – RПОcosψ1;
äëя x1 < x3 
xОP = x1 – RПОsinψ1; zОP = z1 + RПОcosψ1

и уãоë накëона пpяìой, пpохоäящей ÷еpез (x3, z3)
и (xОP, zОP): 

ψОP = arctg . 

Из öентpа ОУ пpовеäеì касатеëüные к ОP. Уãëы
накëона касатеëüных к ОP обозна÷иì ϕОP1, ϕОP2
(на pис. 6, а не показаны), то÷ки их касания к ОP

обозна÷иì (xr1, zr1), (xr2, zr2) (на pис. 6, а показаны
тоëüко äëя ëевой касатеëüной к ОP).
Уãëы накëона упоìянутых касатеëüных к ОP

опpеäеëиì из пpяìоуãоëüноãо тpеуãоëüника ΔBAC
(сì. pис. 6, а). 

Опpеäеëиì: |AB| = ;

FCAB = arcsin ; |AC | = .

Испоëüзуя соотноøения в этих тpеуãоëüниках,
поëу÷иì:

ϕОP1 = ψОP + FCAB — äëя пpавой касатеëüной к ОP;

ϕОP2 = ψОP – FCAB — äëя ëевой касатеëüной к ОP. 

Кооpäинаты то÷ек касания (хаpактеpные то÷ки
тpаектоpии): 

xОP1 = x3 + |AC|cosϕОP1; zОP1 = z3 + |AC|sinϕОP2 
пpи выбоpе пpавой касатеëüной к ОP; 

xОP2 = x3 + |AC|cosϕОP2; zОP2 = z3 + |AC|sinϕОP2 
пpи выбоpе ëевой касатеëüной к ОP. 

Из поëу÷енных то÷ек выбиpаеì то÷ку с бо́ëüøиì
зна÷ениеì "z", котоpая явëяется хаpактеpной то÷-
кой T1 искоìой тpаектоpии. Выбpаннуþ то÷ку каса-
ния обозна÷иì (xr, zr), а уãоë накëона соответствуþ-
щей ей касатеëüной обозна÷иì ψвых (сì. pис. 6, а).
Выбpанная то÷ка касания ìожет нахоäитüся внутpи
ОУ иëи бытü вне ее, иëи нахоäитüся на ãpаниöе ОУ.
Пустü выбpанная то÷ка нахоäится внутpи ОУ,

÷то устанавëивается из факта выпоëнения неpа-

венства  < Ry. Тоãäа кооpäи-
наты то÷ки выхоäа ПО из зоны уãpоз буäут pавны

xв = x3 + Rycosψвых; zв = z3 + Rysinψвых. 

Это втоpая хаpактеpная то÷ка T2 тpаектоpии вы-
хоäа. В pассìатpиваеìоì сëу÷ае тpаектоpия выхоäа
ПО из зоны уãpоз L1—2 скëаäывается из äвух у÷а-
стков: L1 — äуãа ОP от (x1, z1) äо то÷ки (xr, zr) и L2 —
пpяìая от то÷ки (xr, zr) äо то÷ки (xв, zв). 
Дëя опpеäеëения äëины äуãи L1 pассìотpиì

pавнобеäpенный тpеуãоëüник ΔBCTO (на pис. 6, а

не указан). Найäеì в неì FCBTO = arcsin , ãäе

|CT0| = . 

Тоãäа äëина искоìой äуãи L1 = Ru•2arcsin ,

а äëина вхоäящеãо в искоìуþ тpаектоpиþ отpезка

касатеëüной L2 = .
Общая äëина тpаектоpии выхоäа ПО из зоны уã-

pозы pавна: L1—2 = L1 + L2.
В сëу÷ае, есëи выбpанная выøе то÷ка касания

нахоäится вне ОУ иëи на саìой ОУ (÷то уста-
навëивается по выпоëнениþ неpавенства

 l Ry), тpаектоpия выхоäа буäет
состоятü из оäной äуãи ОP (äуãа выхоäа), котоpая

x1*
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оãpани÷ена то÷кой (x1, z1) с оäной стоpоны и то÷кой
(xв, zв) пеpесе÷ения ОP с ОУ — с äpуãой стоpоны.
Опpеäеëиì кооpäинаты то÷ки пеpесе÷ения.

Ввеäеì систеìу Z*O*X* с öентpоì в öентpе ОP. 
Пустü осü O*X * паpаëëеëüна пpяìой, пpохоäя-

щей ÷еpез öентpы ОУ и ОP, и напpавëена в стоpону
ОУ, а осü O*Z * напpавëена ввеpх. Обозна÷иì D —
pасстояние ìежäу öентpаìи ОУ и ОP. Тоãäа

ãäе пеpвое уpавнение систеìы — уpавнение ОP,
а втоpое уpавнение — уpавнение ОУ в этой систеìе
кооpäинат.
Дëя опpеäеëения то÷ки ( , ) пеpесе÷ения

ОP с ОУ выpазиì (z*)2 из пеpвоãо уpавнения и поä-
ставиì во втоpое:

Отсþäа

Чтобы поëу÷итü саìи кооpäинаты то÷ки (xв, zв)
пеpесе÷ения ОP и ОУ, веpнеìся к пеpвона÷аëüной
систеìе кооpäинат ZOX.
Дëя сëу÷ая выхоäа спpава от öентpа ОУ:

xв = x3 + Rycos(  + ψОУ);

zв = z3 + Rysin(  + ψОУ),

ãäе  = . 

Дëя сëу÷ая выхоäа спpава от öентpа ОУ:
–90° m ψОУ m 90°.
Дëя сëу÷ая выхоäа сëева от öентpа ОУ:
90° m ψОУ m 180°.
В этоì сëу÷ае: 

L1 = RПО π – arccos . 

Из поëу÷енных оöенок äëин äвух конкуpиpуþ-
щих тpаектоpий выхоäа ПО из зоны уãpоз по äуãе
ОP выбиpаеì тpаектоpиþ с ìенüøей äëиной. Усëо-
вия выбоpа свеäены в табëиöу.

Бëок-схеìа аëãоpитìа тpаектоpии выхоäа ПО
из зоны уãpоз показана на pис. 7.
На всеì пpотяжении pеаëизаöии тpаектоpии,

есëи выбpанная тpаектоpия — пpотив ÷асовой
стpеëки, то упpавëение на этоì у÷астке: nã = +näоп,
в пpотивноì сëу÷ае nã = –näоп, пpи пpяìоëиней-
ноì äвижении nã = 0.

Заключение

В Части I статüи pассìотpен аëãоpитì постpое-
ния тpаектоpии захоäа на öеëü пpи отсутствии уã-
pозы, постpоенная тpаектоpия называется базовой,
и сфоpìуëиpован аëãоpитì постpоения тpаектоpии
выхоäа из уãpозы пpоизвоëüноãо pаäиуса, с посëе-
äуþщиì захоäоì на öеëü.
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Анализ адаптивной замкнутой системы отделения 
авиационных сpедств поpажения. Часть 1

M. N. Pravidlo, V. A. Nesterov, A. N. Belyaev

The Analysis of the Adaptive Closed-Loop Ejection System of Stores. Part 1

Введение

Оäниì из основных напpавëений pазвития и
повыøения эффективности пеpспективных коì-
пëексов авиаöионноãо вооpужения явëяется пpи-
ìенение высокото÷ноãо оpужия, а иìенно, упpав-
ëяеìых боìбаpäиpово÷ных авиаöионных сpеäств
поpажения (АСП), во всеì äиапазоне скоpостей и
ìаневpенных пеpеãpузок саìоëета-носитеëя (СН).
В связи с этиì возникает заäа÷а обеспе÷ения безо-
пасности отäеëения указанных АСП от СН, котоpая
отëи÷ается от известной заäа÷и сбpоса неупpавëяе-
ìых АСП теì, ÷то поìиìо аспекта искëþ÷ения со-
уäаpения АСП с СН äанная заäа÷а äоëжна äопоëни-
теëüно вкëþ÷атü аспект обеспе÷ения пpостpанст-
венной устой÷ивости упpавëяеìых АСП. С у÷етоì
øиpоких äиапазонов аэpоäинаìи÷еских наãpузок,
обусëовëенных пpиìенениеì АСП с высокоскоpо-
стных и высокоìаневpенных СН, обеспе÷ение безо-
пасности отäеëения упpавëяеìых АСП пpеäстав-
ëяет собой сëожнуþ нау÷но-техни÷ескуþ заäа÷у.

Pеøение указанной заäа÷и возìожно за с÷ет фоp-
ìиpования обëика установки авиаöионноãо вооpуже-
ния (УАВ) с аäаптивной систеìой пpинуäитеëüно-
ãо отäеëения, способной обеспе÷итü ëокаëизаöиþ
в узкоì äиапазоне изìенений уãëовых и ëинейных
паpаìетpов отäеëения АСП пpи всех äействуþщих
на неãо наãpузках, обусëовëенных pежиìаìи поëета
СН, составëяþщиìи зону еãо боевоãо пpиìенения.
Поä аäаптивностüþ пониìается способностü УАВ

фоpìиpоватü коне÷ные ëинейные и уãëовые паpа-
ìетpы äвижения отäеëяеìой АСП в заäанных äиа-
пазонах с у÷етоì инфоpìаöии о текущих паpаìет-
pах еãо äвижения.
Пpовеäенный анаëиз обеспе÷ения существуþ-

щиìи УАВ (с неpеãуëиpуеìой систеìой пpинуäи-
теëüноãо отäеëения) ëокаëизаöии паpаìетpов ка-
тапуëüтиpования в пpеäеëах обëасти их äопустиìых
зна÷ений показаë невозìожностü поëноãо pеøения
заäа÷и ëокаëизаöии зна÷ений уãëовой скоpости во
всей зоне возìожноãо пpиìенения СН [1].
Обоснование выбоpа и возìожности созäания

аäаптивной систеìы пpинуäитеëüноãо отäеëения с
упpавëениеì по заìкнутоìу контуpу основывается
на пpовеäенноì анаëизе pезуëüтатов вëияния состав-
ëяþщих эëеìентов коìпëекса авиаöионноãо вооpу-
жения на зна÷ение хаpактеpистик аэpоäинаìи÷еской
интеpфеpенöии, а также на pезуëüтатах пpовеäен-
ноãо сpавнитеëüноãо анаëиза поãpеøности экспе-
pиìентаëüных изìеpений этих хаpактеpистик [2].
Апpиоpная инфоpìаöия по наãpузкаì с у÷етоì аэpо-
äинаìи÷еской интеpфеpенöии, поëу÷енная в аэpо-
äинаìи÷еских тpубах, опpеäеëяется с поãpеøностüþ
изìеpения от 20 äо 50 %. Такие зна÷ения поãpеø-
ностей изìеpений аэpоäинаìи÷еских хаpактеpи-
стик пpивоäят к вывоäу о неöеëесообpазности по-
стpоения аäаптивной УАВ, pаботаþщей на пpин-
öипе испоëüзования апpиоpной инфоpìаöии.

Анализиpуются существующие методики пpоектиpования установок бомбаpдиpовочного вооpужения. Pассматpивается
частный случай создания математической модели внешней баллистики гpуза, катапультиpуемого с помощью системы пpи-
нудительного отделения, постpоенной с использованием апpиоpной инфоpмации о значениях действующих аэpодинамических
нагpузок. Pазpабатывается стpуктуpная схема адаптивной системы пpинудительного отделения, функциониpующей на основе
апостеpиоpной инфоpмации о внешних нагpузках.
Ключевые слова: установка авиационного вооpужения, авиационное сpедство поpажения, адаптивная система катапуль-

тиpования, пpинудительное отделение, аэpодинамическая интеpфеpенция, катапультиpование, условия безопасного отделе-
ния, пpостpанственная устойчивость, замкнутый контуp упpавления

Existing engineering techniques of aircraft ejector systems are analyzed. The particular case with creation of mathematical external
ballistics model for the store catapulted with the help of forced ejection system, constructed with usage of the aprioristic information about
the amount of operating aerodynamic loads. The block diagram for the adaptive system of forced separation functioning on the basis of
posteriori information on external loadings is developing.

Keywords: aircraft store ejector system, aircraft weapons, adaptive ejection system, forced separation, aerodynamic interference, ejection,
conditions for safeejection, dimensionalstability, closed loop control



Мехатроника, автоматизация, управление, № 2, 2014 61

Особенности существующих методик исследования 
систем отделения АСП от СН

Существуþщие ìетоäики пpоектиpования боì-
баpäиpово÷ных УАВ, пpи пpиìенении котоpых
äоëжно обеспе÷иватüся безопасное отäеëение
АСП от СН, вкëþ÷аþт сëеäуþщие посëеäоватеëü-
ные этапы:

1) фоpìиpование исхоäных тpебований к усëо-
вияì пpиìенения боìбаpäиpово÷ных УАВ в составе
СН исхоäя из пëаниpуеìой тактики боевоãо пpи-
ìенения pазìещаеìых на неì АСП. На основе
äанных усëовий коìпëексоì экспеpиìентаëüных и
теоpети÷еских иссëеäований опpеäеëяþтся паpа-
ìетpы аэpоäинаìи÷еских и инеpöионных наãpузок
с у÷етоì интеpфеpенöии СН и АСП как в пpоöессе
совìестноãо поëета, так и в пpоöессе отäеëения на
всех pежиìах поëета СН;

2) созäание ìатеìати÷еских ìоäеëей, описываþ-
щих паpаìетpы äвижения АСП в пpоöессе еãо оттаë-
кивания от УАВ, а также на этапе пpостpанствен-
ноãо äвижения, в äиапазоне внеøних возäействий,
опpеäеëенных на этапе 1, вкëþ÷ая ìатеìати÷ескуþ
ìоäеëü систеìы пpинуäитеëüноãо отäеëения (СПО).
В pезуëüтате пpеäваpитеëüноãо ìоäеëиpования оп-
pеäеëяþтся паpаìетpы на÷аëüноãо äвижения АСП,
котоpые äоëжна обеспе÷иватü СПО на опpеäеëен-
ных pежиìах поëета СН, а также обосновываþтся
конкpетные техни÷еские pеøения, опpеäеëяþщие
обëик СПО;

3) пpовеäение коìпëекса назеìных и ëетных
испытаний УАВ, öеëüþ котоpоãо явëяется пpовеp-
ка схоäиìости pеаëüно поëу÷енных pезуëüтатов pа-
боты СПО с äанныìи пpеäваpитеëüноãо ìоäеëи-
pования и уто÷нение ìоäеëей.
Анаëиз нау÷ных pабот, посвященных пеpвоìу

этапу, позвоëяет выäеëитü тpуäы по иссëеäованиþ
тpебований, пpеäъявëяеìых к констpукöияì пеp-
спективных УАВ и АСП, ìетоäикаì их пpоектиpо-
вания, а также по опpеäеëениþ взаиìноãо вëияния
составëяþщих эëеìентов коìпëекса авиаöионноãо
вооружения (КАВ) на паpаìетpы безопасноãо от-
äеëения АСП [3—5]. В pаботах пpеäставëены pас-
÷етно-экспеpиìентаëüные ìетоäы, позвоëяþщие
на основе пpоäувок и ãиäpоäинаìи÷ескоãо ìоäеëи-
pования с испоëüзованиеì ìакетов СН
и АСП опpеäеëятü вëияние особенно-
стей эëеìентов КАВ на паpаìетpы аэ-
pоäинаìи÷еской интеpфеpенöии СН
и АСП, испоëüзуеìые в хоäе ìатеìа-
ти÷ескоãо ìоäеëиpования сквозноãо
äвижения АСП. Указанныì pаботаì
свойственна тщатеëüная пpоpаботка
усëовий безопасноãо отäеëения АСП с
у÷етоì аэpоäинаìи÷еских возäейст-
вий на pазëи÷ных pежиìах поëета
СН. Пpи этоì в pаботах pассìатpива-
þтся усëовия обеспе÷ения безопас-
ноãо отäеëения неупpавëяеìых АСП
в ÷асти их несоуäаpения с эëеìентаìи
КАВ и не у÷итываþтся äопоëнитеëü-

ные тpебования к СПО упpавëяеìых АСП, а иìен-
но необхоäиìостü обеспе÷ения пpостpанственной
устой÷ивости таких ãpузов. Также в pаботах неäос-
тато÷но поäpобно иссëеäована обëастü äопустиìых
зна÷ений паpаìетpов äвижения отäеëяеìых АСП в
усëовиях пpиìенения на высокоìаневpенных СН
без оãpани÷ений pежиìов поëета.
Втоpой этап пpоектиpования УАВ пpеäставëен

теоpети÷ескиìи и экспеpиìентаëüныìи иссëеäова-
нияìи, пpовеäенныìи в pаботах [6, 7], посвященных
коìпëексноìу ìатеìати÷ескоìу ìоäеëиpованиþ
äинаìики АСП и всех эëеìентов, вхоäящих в КАВ,
с у÷етоì их упpуãих свойств и внутpенней баëëи-
стики сиëовых пpивоäов. Основныìи особенностя-
ìи ìоäеëиpования pаботы существуþщих СПО яв-
ëяþтся испоëüзование апpиоpных äанных по зна-
÷енияì аэpоäинаìи÷еских возäействий на АСП и
отсутствие возìожности pеãуëиpования еãо ëиней-
ных и уãëовых паpаìетpов äвижения в пpоöессе ка-
тапуëüтиpования. Pассìотpиì поäpобнее ìетоäику
ìоäеëиpования пpоöесса катапуëüтиpования АСП
на пpиìеpе СПО с äвуìя тоëкатеëяìи, pазpаботан-
нуþ автоpаìи на основе ìатеpиаëов ГосНИИАС.

Методика моделиpования пpоцесса 
катапультиpования АСП

Схеìа катапуëüтиpования АСП от СПО вниз тоë-
катеëяìи пpяìоëинейноãо хоäа пpеäставëена на
pис. 1. Соãëасно äанной схеìе поëаãаеì, ÷то сìеще-
ние АСП относитеëüно øтока тоëкатеëя ОА отсут-
ствует äо конöа еãо хоäа. В констpукöии СПО пpи-
ìенен пиpотехни÷еский пpивоä с äвуìя тоëкатеëяìи.
Допускается скоëüжение без тpения øтока втоpоãо
(пеpеäнеãо) тоëкатеëя относитеëüно коpпуса АСП,
но äвижение АСП в попеpе÷ной пëоскости (куpса)
не äопускается во вpеìя äействия тоëкатеëей.
Механи÷еская систеìа обëаäает в пpоöессе ка-

тапуëüтиpования äвуìя степеняìи свобоäы. В со-
ответствии с пpавиëаìи стати÷ескоãо и äинаìи÷е-
скоãо pазìещения ìасс пpи тоëкании ìасса АСП
pазäеëена на äве äискpетные ìассы A и B. Pазìеще-
ние пеpвой ìассы mA выбpано в то÷ке A на конöе
øтока OA заäнеãо тоëкатеëя с соответствуþщей еãо
поступатеëüноìу äвижениþ вäоëü оси OY0 степе-

Pис. 1. Pасчетная схема катапультиpования АСП от СПО
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нüþ свобоäы. Втоpая ìасса mB иìеет степенü сво-
боäы, соответствуþщуþ вpащениþ ìаятника AB
вокpуã поäвижной то÷ки A. Pас÷ет паpаìетpов ее
pазìещения буäет пpивеäен ниже.
В итоãе постpоения pас÷етной схеìы поëу÷ается

заäа÷а о pас÷ете äвижения ìатеìати÷ескоãо ìаят-
ника AB, то÷ка поäвески котоpоãо A сìещена ìассой
mA и äвижется ускоpенно и пpяìоëинейно. Дëя
äанной pас÷етной схеìы хаpактеpен тот факт, ÷то
в пpоöессе äвижения зна÷ения äискpетных ìасс
mA и mB и pасстояние ìежäу ниìи |AB| ≡ l остаþтся
неизìенныìи (постоянныìи).
Все напpавëения скоpостей и сиë, pассìатpивае-

ìых в äанной систеìе, а также тpаектоpия öентpа
тяжести АСП в пpоöессе катапуëüтиpования оpиен-
тиpованы относитеëüно скоpостной систеìы кооpäи-
нат в пëоскости xOy, связанной с СН, совеpøаþ-
щиì пëоский ìаневp (в ÷астности, набоp высоты)
поä уãëоì θ к ãоpизонту. Ввиäу ìаëоãо вpеìени ка-
тапуëüтиpования θ = const, äвижение øтока тоëка-
теëя (OA) вниз пpинято отpиöатеëüныì, а уãоë ϕ
пpи откëонении АСП на пикиpование — отpиöа-
теëüныì, а на кабpиpование — поëожитеëüныì.
Уpавнения äвижения АСП, соеäиненноãо с СПО

ìехани÷ескиìи связяìи, вывоäятся из уpавнений
Лаãpанжа 2-ãо pоäа с у÷етоì поëной ìехани÷еской
энеpãии E, pавной суììе E = T + V, составëенной
из кинети÷еской энеpãии T и потенöиаëüной V
энеpãии систеìы.
Уpавнения Лаãpанжа 2-ãо pоäа записываþтся в

этоì сëу÷ае в виäе

 –  +  = Qi, i = 1, 2. (1)

Зäесü ÷исëо на÷аëüных звенüев pавно ÷исëу сте-
пеней свобоäы ìеханизìа, и поэтоìу ÷исëо уpавне-
ний äвижения ìеханизìа, записываеìых в виäе (1),
также pавно ÷исëу степеней свобоäы, т. е. pавно
äвуì (i = 1; 2). Даëее опpеäеëяеì отäеëüно кине-
ти÷ескуþ и потенöиаëüнуþ энеpãии систеìы.
Кинетическая энеpгия. Кинети÷еская энеpãия

систеìы соãëасно схеìе, пpивеäенной на pис. 1,
скëаäывается из энеpãий поступатеëüноãо и вpа-
щатеëüноãо äвижений:

T = (mA  + mB ),

ãäе vA =  ≡  — скоpостü øтока OA, пpинятоãо
за пеpвое на÷аëüное звено ìеханизìа катапуëüтиpо-
вания; vB — скоpостü ìассы mB в сëожноì äвиже-
нии, опpеäеëяеìая по теоpеìе косинусов из тpеуãоëü-
ника скоpостей 2B = 2B1 + 2B2, пpи÷еì vB1 = ,

 = lω и, сëеäоватеëüно,

 =  + l2ω2 + 2lω cos[π – (χ – ξ)],

ãäе ξ = ϕ – μ; ω =  ≡  — уãëовая скоpостü вpа-
щения АСП (с ìассой m и ìоìентоì инеpöии Js от-
носитеëüно öентpа ìасс S).
Есëи обозна÷итü соãëасно pис. 1 äëину ìатеìа-

ти÷ескоãо ìаятника |AB | = l и еãо пëе÷и относи-

теëüно öентpа тяжести АСП S: |AS | = a и |SB | = k,
т. е. l = a + k, то поëу÷иì сëеäуþщие соотноøения
äëя опpеäеëения äискpетных ìасс и их pазìещения:

m = mA + mB,

mA = m  = m ,

mB = m ,

k = . 

Заìетиì, ÷то a вы÷исëяется ÷еpез кооpäинаты
öентpа тяжести S АСП xS, yS и кооpäинаты xA, yA
то÷ки пpиëожения øтока тоëкатеëя к АСП в на-
÷аëüный ìоìент вpеìени (t = 0) (äаëее a = const):

a = .

С у÷етоì выøесказанноãо выpажение äëя кине-
ти÷еской энеpãии пpеобpазуется к сëеäуþщей функ-
öии T(yOA, ϕ) от обобщенных кооpäинат q1 = yOA,
q2 = ϕ:

T = T(yOA, ϕ)= m – ma cos(χ– ξ)+ mal .

Это уpавнение ìожет бытü поëу÷ено также путеì
пpеобpазований из фоpìуëы кинети÷еской энеpãии
АСП, записываеìой в фоpìе

T = JS  + m(  + ),

ãäе m — ìасса АСП, сосpеäото÷енная в öентpе тя-
жести с кооpäинатаìи

xS = acosξ – yOA sinχ,
yS = a sinξ + yOAcosχ,

пpи÷еì JS — ìоìент инеpöии АСП относитеëüно
öентpа тяжести S, а ,  — составëяþщие ско-
pости öентpа тяжести АСП.
Потенциальная энеpгия. Поскоëüку в заäа÷е о pа-

боте ìеханизìа с жесткиìи звенüяìи сиëы упpуãости
(обусëовëиваеìые потенöиаëüной энеpãией äефоp-
ìаöии) не у÷итываþтся, то сиëаìи, обëаäаþщиìи
потенöиаëоì (U = –V), буäут тоëüко сиëы тяжести.
Сиëы тяжести ìоãут бытü у÷тены в уpавнениях äви-
жения ëибо ÷еpез потенöиаë U сиë тяãотения (в за-
висиìости от поëожения по высоте äискpетных ìасс
mA и mB) в ëевой ÷асти уpавнения (1), ëибо в составе
обобщенных сиë в пpавой ÷асти уpавнения (1), ãäе
сиëы тяжести с÷итаþтся как заäанные внеøние
сиëы, и тоãäа ìожно пpинятü потенöиаëüнуþ
энеpãиþ V pавной нуëþ. Итак, поëаãаеì: U = –V = 0.
Пpи обобщенных скоpостях  =  и  =

=  =  из уpавнений Лаãpанжа 2-ãо pоäа поëу÷а-
þтся сëеäуþщие уpавнения äинаìики катапуëüти-
pования АСП тоëкатеëяìи пpяìоëинейноãо хоäа:

 –  =

= m  + macos(χ – ξ)  + masin(χ – ξ)  = Q1;

Q1 = |x|sinχ + Ycosχ – Gcos(χ + θ) + P,

d
dt
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ãäе P = P1 + P2 — суììаpная сиëа катапуëüтиpо-
вания пеpвоãо и втоpоãо тоëкатеëей;

 –  = mal  + macos(χ – ξ)  = Q2,

ãäе Q2 = P2b2 + MZS + |X|asinξ + Yacosξ – Gacos(ξ + θ).
Из этих уpавнений нетpуäно найти выpажения

äëя ускоpения  поступатеëüноãо äвижения АСП
(и øтока OA) и уãëовоãо ускоpения  вpащатеëü-
ноãо äвижения АСП вокpуã то÷ки A:

 = [al |sinξ|  + (Q1l – Q2cosζ);

 = a|sinζ|cosζ + Q1cosζ – .

Посëе поäстановки обобщенных сиë Qi посëеä-
ние уpавнения äëя ускоpений  и  пpеобpазу-
þтся к сëеäуþщеìу виäу:

 = al |sinζ|  + g |nx|(l sinχ –

– asinξcosζ + ny(lcosχ – acosξcosζ) + l +

+ (l – b2cosζ) – cosζ – lcosη + acosζcosν ;

 = a|sinζ|cosζ  +

+ g |nx|(sinχcosζ – sinξ) + cosζ +

+ cosζ –  – cosζcosη + cosν .

К этиì уpавненияì необхоäиìо äобавитü кине-
ìати÷еские (ãеоìетpи÷еские) соотноøения, соот-
ветствуþщие выбpанной схеìе (сì. pис. 1):

χ = αн + ϕуст = const,

η = χ + θ = const,

μ = arctg  = const,

ãäе αн — уãоë атаки СН; ϕуст — уãоë установки АСП.

Уãëы χ, θ, μ, ξ, ϕ показаны на схеìе (сì. pис. 1):

ξ = ϕ – μ; ζ = ξ – χ; ν = ξ + θ;

nx = ; ny = ;

nP =  =  +  =  + ;  = ;

 = ;  = ;  = .

ãäе nx, ny, nP — пеpеãpузки от аэpоäинаìи÷еских
сиë и сиë тоëкания; ,  — ëинейные ускоpе-

ние и скоpостü АСП в то÷ке A; ,  — уãëовые ус-
коpение и скоpостü АСП;

xB = xA + lcosξ; yB = yA + lsinξ;

 = Lхвостcosϕ – xS;

 = Lхвостsinϕ – yS;

 = Lхвостcosϕ + xS;

 = Lхвостsinϕ + yS,

ãäе xA, yA, xB, yB — кооpäинаты äискpетных ìасс
(то÷ек) A и B; xхвост, yхвост, xнос, yнос — кооpäинаты
хвостовой и носовой то÷ек отäеëяеìоãо АСП, пpи-
÷еì Lхвост, Lнос — pасстояния хвостовой и носовой
то÷ек от öентpа тяжести S АСП;

 = – sinχ – a sinξ;

 = – cosχ + a cosξ;

Δy0 = b2tg(ϕ – χ),

ãäе ,  — составëяþщие скоpости öентpа ìасс
S АСП; Δy0 — pазностü оpäинат, ис÷исëяеìых по
оси 0Y0, то÷ек A и A2 пpиëожения äвух тоëкатеëей
к повеpхности катапуëüтиpуеìоãо АСП. Оpäината
то÷ки пpиëожения A2 втоpоãо (пеpеäнеãо) тоëкатеëя
на повеpхности АСП  вы÷исëяется по фоpìуëе

 = yOA + Δy0,

а скоpостü и ускоpение этой то÷ки А2:

 =  + ,

ãäе b2 — база тоëкатеëей (сì. pис. 1);

 =  + .

Моìент окон÷ания катапуëüтиpования теì иëи
иныì тоëкатеëеì опpеäеëяется поëныì выхоäоì
тоëкатеëя на веëи÷ину hi, т. е. катапуëüтиpование

пpоисхоäит пpи усëовии:  m h2 и yOA m h1. Есëи

pанüøе наpуøится пеpвое из этих усëовий, то ката-
пуëüтиpование пpоäоëжается (пpи P2 = 0 и P1 ≠ 0)
оäниì пеpвыì тоëкатеëеì. Есëи наpуøится усëовие
yOA m h1, то вы÷исëения по пpоãpаììе катапуëüти-
pования пpекpащаþтся и пеpевоäятся на пpоãpаì-
ìу опpеäеëения свобоäноãо äвижения АСП посëе
отäеëения.
Аэpоäинаìи÷еские сиëы X, Y и ìоìент  вы-

÷исëяþтся по фоpìуëаì

X = CxqS, Y = CyqS, qSL,

ãäе коэффиöиенты Cx, Cy,  этих сиë и ìоìентов

опpеäеëяþтся по испытанияì (пpоäувкаì) ìоäеëей
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АСП в аэpоäинаìи÷еских тpубах; S — пëощаäü ìи-
äеëевоãо се÷ения АСП; q — скоpостной напоp. Pеак-
öия Rx опоpы АСП о øток тоëкатеëя ОА (в попеpе÷-
ноì к неìу напpавëении) опpеäеëяется по фоpìуëе

Rx = |X |cosχ + Y sinχ + G sinη – sinζ,

ãäе G — вес АСП.
Такиì обpазоì, пpивеäенная выøе ìоäеëü опи-

сывает ìехани÷еское äвижение катапуëüтиpуеìоãо
АСП как твеpäоãо теëа и еãо внеøнþþ баëëистику
пpи известных сиëах катапуëüтиpования P1 и P2,
pазвиваеìых пиpоìеханизìоì заìка СПО [8]. Пpи
этоì необхоäиìо у÷итыватü, ÷то pассìотpенная
ìетоäика постpоения äанной ìоäеëи испоëüзует
аэpоäинаìи÷еские коэффиöиенты, поëу÷енные с
у÷етоì интеpфеpенöии, котоpые ìоãут иìетü по-
ãpеøностü äо 50 %, ÷то существенно снижает то÷-
ностü ìоäеëиpования.

Аëüтеpнативой описанной систеìе пpинуäи-
теëüноãо отäеëения явëяется боëее сëожная, но не-
зависиìая от апpиоpных äанных по аэpоäинаìи-
÷ескиì наãpузкаì аäаптивная СПО, pаботаþщая
на основе аëãоpитìов, обеспе÷иваþщих автоìати-
÷ескуþ настpойку усиëий тоëкания в зависиìости
от pеаëüных внеøних возäействий на АСП.

Pазpаботка стpуктуpы адаптивной системы 
пpинудительного отделения

Стpуктуpная схеìа заìкнутой аäаптивной сис-
теìы пpинуäитеëüноãо отäеëения (АСПО) состоит
из тpех взаиìосвязанных бëоков, пpеäставëенных на
pис. 2—4, и основана на испоëüзовании сëеäящей
автоìати÷еской систеìы pеãуëиpования ëинейной
и уãëовой скоpостей АСП в те÷ение всеãо пpоöесса
катапуëüтиpования. Заìкнутая, т. е. испоëüзуþщая
обpатные связи по текущиì кинеìати÷ескиì паpа-
ìетpаì äвижения АСП, систеìа упpавëения позво-

MZS

l
--------

Pис. 2. Стpуктуpная схема электpонно-вычислительного блока

Pис. 3. Стpуктуpная схема блока исполнительных и измеpительных механизмов

ëяет сфоpìиpоватü аäаптивный pежиì
упpавëения пpоöессоì фоpìиpования
ëинейной и уãëовой скоpостяìи авиа-
öионных сpеäств поpажения. В сpав-
нении с pазоìкнутой такая систеìа
позвоëяет pеаëизоватü потpебные ки-
неìати÷еские паpаìетpы отäеëения с
ãоpазäо боëüøей то÷ностüþ, пpи÷еì
она позвоëяет тpебуеìыì обpазоì из-
ìенятü по pежиìаì поëета СН заäа-
ваеìые зна÷ения этих паpаìетpов.
Систеìа вкëþ÷ает эëектpонно-вы-
÷исëитеëüный бëок (ЭВБ) (сì. pис. 2),
соäеpжащий аëãоpитì обpаботки äан-
ных и выпоëнения ìатеìати÷еской за-
äа÷и опpеäеëения паpаìетpов äвиже-
ния АСП (уãëа повоpота АСП пpи ка-

тапуëüтиpовании ( ), уãëовой скоpости

АСП ( ), уãëовоãо ускоpения ( ), пе-
pеìещения öентpа ìасс (ЦМ) АСП

( ), ëинейной скоpости ЦМ ( ),

ëинейноãо ускоpения ЦМ ( ), за-

äанных уãëовоãо ускоpения (εзаä), уã-
ëовой скоpости (ωзаä), ëинейноãо уско-
pения (aзаä), ëинейной скоpости (Vзаä),

оставøеãося вpеìени тоëкания ( ),

а также вкëþ÷ает поäобpанные пеpеäа-
то÷ные функöии и коэффиöиенты уси-
ëения канаëов, опpеäеëяþщие потpеб-
ные зна÷ения сиãнаëов E1 и E2, поäа-
ваеìых на вхоä бëока испоëнитеëüных и
изìеpитеëüных ìеханизìов (сì. pис. 3).
Бëок испоëнитеëüных и изìеpи-

теëüных ìеханизìов вкëþ÷ает äва
эëектpоãиäpокëапана (ЭГК), pеãуëи-
pуþщих зна÷ение усиëий тоëкания на
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пеpеäнеì и заäнеì øтоках, сиëовой пpивоä в виäе
äвухпоëостноãо пиpоìеханизìа (ДП), объеäинен-
ноãо с ãиäpоöиëинäpоì (ГЦ), изìеpитеëи (äат÷ики
ëинейных ускоpений (ДЛУ) äëя обpазования обpат-
ных связей, öифpоанаëоãовые (ЦАП) и анаëоãо-
öифpовые пpеобpазоватеëи (АЦП) äëя обеспе÷е-
ния взаиìосвязи изìеpитеëей, ЭВБ и ЭГК. Упpав-
ëение в пиpоãиäpавëи÷ескоì пpивоäе оpãанизовано
по ãиäpавëи÷ескоìу тpакту, так как пpи этоì от-
сутствует запазäывание, связанное со сжиìаеìостüþ
pабо÷еãо теëа, ÷то важно äëя постpоения систеìы
pеãуëиpования с высокиì быстpоäействиеì. Упpав-
ëение скоpостяìи выäвижения обоих тоëкатеëей в
бëоке выпоëняется независиìыì за с÷ет испоëüзо-
вания äëя кажäоãо из них собственноãо эëектpо-
ãиäpокëапана, ÷то обеспе÷ивает пpостоту пеpена-
стpойки систеìы на pазëи÷ные зна÷ения тpебуе-
ìой уãëовой скоpости отäеëения АСП. На выхоäе
бëок фоpìиpует потpебные äëя обеспе÷ения за-
äанных паpаìетpов äвижения АСП сиëы тоëкания
пеpеäниì и заäниì поpøняìи АСПО (PТ1, PТ2)
котоpые поäаþтся на вхоä бëока паpаìетpов отно-
ситеëüноãо äвижения АСП (сì. pис. 4), а также из-
ìеpенные и пpеобpазованные АЦП сиãнаëы о те-
кущих ëинейных ускоpениях пеpеäнеãо и заäнеãо
поpøней и пеpеãpузке СН (nн), иäущие на вхоä
бëока ЭВБ.
В бëоке (сì. pис. 4) относитеëüное äвижение АСП

вìесте с тоëкатеëяìи pассìатpивается пëоскиì, пpи
этоì öентp ìасс сìещается вниз по оси OY и оäно-
вpеìенно АСП повоpа÷ивается вокpуã оси OZ. Уpав-
нения äвижения катапуëüтиpуеìоãо АСП иìеþт виä

m  = PТ1 + PТ2 + (G  – Y );

Jz  = PТ1d1 – PТ2d2 + Mz.

Основныìи кинеìати÷ескиìи паpаìетpаìи,
pеãуëиpовку котоpых äоëжна обеспе÷иватü АСПО,
явëяþтся уãëовая скоpостü катапуëüтиpования АСП
и ëинейная веpтикаëüная скоpостü АСП. На основа-
нии опыта отpаботки систеì безопасноãо катапуëü-
тиpования АСП с у÷етоì обеспе÷ения устой÷иво-
сти систеìы стабиëизаöии АСП ìожно закëþ÷итü,
÷то АСПО äоëжна позвоëятü заäаватü потpебное
зна÷ение ωz, котоpое ìожет бытü pазëи÷ныì äëя
pазëи÷ных pежиìов поëета СН (ωz = 10...80 °/с).
Тpебование по ëинейной веpтикаëüной скоpости
отäеëения АСП заäаäиì как Vy m –4 ì/с.

Выводы

1. Пpовеäен анаëиз ìатеìати÷еской ìоäеëи внеø-
ней баëëистики АСП, катапуëüтиpуеìоãо с поìощüþ
СПО с äвуìя пиpотоëкатеëяìи, котоpая постpоена
на основе испоëüзования апpиоpной инфоpìаöии
о зна÷ениях äействуþщих аэpоäинаìи÷еских на-
ãpузок.

2. Pазpаботана стpуктуpная схеìа пиpоãиäpав-
ëи÷еской аäаптивной систеìы пpинуäитеëüноãо от-
äеëения. Схеìа основана на испоëüзовании заìк-
нутоãо контуpа упpавëения с обpатной связüþ по
ëинейныì и уãëовыì паpаìетpаì äвижения АСП,
опpеäеëяеìыì изìеpенияìи текущих ускоpений
тоëкатеëей с испоëüзованиеì тpех ДЛУ, и обеспе-
÷ивает выpаботку упpавëяþщих сиãнаëов, пpопоp-
öионаëüных pассоãëасованияì ìежäу заäанныìи и
текущиìи зна÷енияìи паpаìетpов äвижения АСП
относитеëüно СН.
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Pис. 4. Стpуктуpная схема блока паpаметpов относительного
движения АСП: 

m, J — ìасса и ìоìент инеpöии АСП;  — сìещение ЦМ

АСП по оси OY; 1/P— сиìвоë интеãpиpования;  — пеpеãpузка

СН; l1, l2 — пëе÷и сиë PT1 и PT2 и относитеëüно ЦМ АСП;
Y, Mz — аэpоäинаìи÷еские сиëа и ìоìент с у÷етоì интеpфеpенöии
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Использование геометpических искажений изобpажения, 
фоpмиpуемого КМОП-фотопpиемником,

для контpоля скоpости сближения космических аппаpатов

E. I. Starovoitov, D. V. Savchuk

Using of the Geometric Distortion of the Image, Generated by the CMOS 
Photodetectors for Evaluation of Speed of Approach of Space Vehicles

Повыøение безопасности опеpаöий сбëижения
и стыковки косìи÷еских аппаpатов (КА) тpебует
поääеpжания скоpости сбëижения в установëенных
пpеäеëах, пpевыøение котоpых äоëжно бытü обна-
pужено с äостато÷ной наäежностüþ.
Актуаëüныì явëяется поиск ìетоäов и сpеäств

äëя повыøения наäежности изìеpений скоpости
сбëижения КА, в тоì ÷исëе äопоëнитеëüных äат-
÷иков, сиãнаëизиpуþщих о пpевыøении äопустиìых
оãpани÷ений скоpости в сëу÷ае отказа основной
систеìы взаиìных изìеpений (pаäиотехни÷еской
иëи ëазеpно-опти÷еской).
Опpеäеëение скоpости äвижения äвижущихся

объектов возìожно на основе спеöиаëüных аëãоpит-
ìов обpаботки инфоpìаöии, соäеpжащих äанные
об изìенении поëожения в пpостpанстве объектов,
нахоäящихся в поëе зpения теëекаìеp, как это pеа-
ëизовано в теëевизионной систеìе, пpеäназна÷ен-
ной äëя опpеäеëения скоpостных хаpактеpистик
отäеëüных автотpанспоpтных сpеäств, äвижущихся
в общеì потоке [1].
Дëя контpоëя безопасности ëифтов и поäъеìни-

ков пpеäëожен ìетоä изìеpения паpаìетpов их тоp-
ìожения на основе потока фотоизобpажений [2].
Метоä состоит в тоì, ÷то на нижней ÷асти ëифта
иëи поäъеìника pазìещаþтся контpастная ãеоìет-
pи÷еская фиãуpа (опти÷еский ìаяк) и исто÷ник
поäсветки, а в øахте установëена быстpоäействуþ-
щая фотокаìеpа.
Дëя изìеpения паpаìетpов äвижущеãося объекта

ìожет бытü испоëüзован хаpактеpный äëя КМОП-
фотопpиеìника эффект äинаìи÷еских искажений
за вpеìя оäноãо каäpа, обусëовëенный особенно-
стяìи pаботы эëектpонноãо затвоpа фотопpиеìни-
ков на базе КМОП-техноëоãии [3—5].

Сутü эффекта состоит в тоì, ÷то накопëение стpок
в такоì фотопpиеìнике пpоисхоäит не синхpонно,
а со сìещениеì во вpеìени (беãущий затвоp). В pе-
зуëüтате äвижущиеся объекты на изобpажении поëу-
÷аþтся искаженныìи: веpтикаëüные ëинии стано-
вятся накëонныìи. Особенно это пpоявëяется пpи
испоëüзовании äëитеëüных выäеpжек. Виä ãеоìетpи-
÷еских искажений зависит от взаиìной оpиента-
öии в пpостpанстве напpавëения äвижения набëþ-
äаеìоãо объекта и напpавëений ãоpизонтаëüной и
веpтикаëüной pазвеpтки КМОП-фотопpиеìника,
а их зна÷ение — от скоpости äвижения объекта,
а также от фоpìата и тактовой ÷астоты каìеpы.
Неäостатки пеpе÷исëенных ìетоäов закëþ÷аþтся

в тоì, ÷то они тpебуþт äостато÷ной освещенности
объекта изìеpений и пpеäназна÷ены äëя изìеpений
скоpости объектов, äвижущихся поä боëüøиì уãëоì
к äат÷ику, ÷то затpуäняет испоëüзование этих ìе-
тоäов äëя контpоëя скоpости пpибëижаþщеãося на
встpе÷ноì куpсе объекта. Кpоìе тоãо, они тpебуþт
зна÷итеëüной пëощаäи опти÷ескоãо ìаяка, котоpая
оãpани÷ена пëощаäяìи pазìещения на КА, ëибо
вообще не позвоëяþт изìеpятü скоpостü.
Дëя повыøения безопасности опеpаöии сбëиже-

ния и стыковки КА автоpаìи pазpаботана систеìа,
pеаëизованная на основе описанноãо эффекта ãео-
ìетpи÷еских искажений изобpажения, фоpìиpуе-
ìоãо КМОП-фотопpиеìникоì [6].
Систеìа вкëþ÷ает теëекаìеpу с КМОП-фото-

пpиеìникоì, узкопоëосный светофиëüтp, бëок
упpавëения и обpаботки сиãнаëа, pаспоëоженные
на активноì КА, а также ÷етыpе опти÷еских ìаяка
на пассивноì КА в пëоскости стыково÷ноãо узëа,
пеpпенäикуëяpной оси, по котоpой пpоисхоäит
сбëижение.

Pазpаботана система контpоля скоpости сближения коопеpиpуемых космических аппаpатов, pеализованная на эффекте
геометpических искажений изобpажения, фоpмиpуемого КМОП-фотопpиемником. Пpедставлены pезультаты макетиpования
системы, подтвеpждающие ее техническую pеализуемость, и математическая модель, описывающая геометpические иска-
жения изобpажения, возникающие пpи сближении космических аппаpатов.
Ключевые слова: космический аппаpат, сближение и стыковка, скоpость, КМОП-фотопpиемник, изобpажение, геомет-

pические искажения

Developed a system for evaluation of the speed approach of spacecraft, implemented on the effect of geometric distortion of the image
formed by a CMOS photodetector. Presents the results of breadboarding system confirming its technical realization and the mathematical
model describing the geometric distortion of the image resulting from the approximation of the spacecraft.

Keywords: spacecraft, rendezvous and docking, speed, CMOS photodetector image, geometric distortions
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На pис. 1 изобpажена констpукöия пpеäëожен-
ной систеìы.
Теëекаìеpа pаботает в виäиìоì иëи бëижнеì

ИК спектpаëüноì äиапазоне, поëоса пpопускания
узкопоëосноãо (интеpфеpенöионноãо) светофиëüтpа
совпаäает со спектpаëüныì äиапазоноì изëу÷ения
опти÷еских ìаяков.
Опти÷еские ìаяки pаспоëаãаþтся такиì обpазоì,

÷тобы обpазовыватü пpяìоуãоëüник в поëе зpения
теëекаìеpы (pис. 2), пpи этоì äве стоpоны этоãо
пpяìоуãоëüника паpаëëеëüны стpокаì ÷увствитеëü-
ных эëеìентов КМОП-фотопpиеìника, ÷то явëя-
ется усëовиеì пpоявëения эффекта сìазывания
изобpажения ìаяков.
Пpи ÷pезìеpноì возpастании скоpости сбëижения

за вpеìя посëеäоватеëüноãо накопëения сиãнаëа в
КМОП-фотопpиеìнике изобpажение нижней паpы
ìаяков оказывается сìазанныì относитеëüно веpхней
паpы (нижняя паpа ìаяков поëу÷ается боëее pастяну-
той по сpавнениþ с веpхней паpой ìаяков, и пpяìо-
уãоëüник на изобpажении, фоpìиpуеìоì КМОП-фо-
топpиеìникоì, пpевpащается в тpапеöиþ).
Изìенение ãеоìетpии pаспоëожения опти÷еских

ìаяков пpеäставëено на pис. 3.
В pезуëüтате отноøение оснований тpапеöии оп-

pеäеëяет зна÷ение и напpавëение скоpости сбëиже-
ния КА. Пpи сбëижении с пассивныì КА нижнее
основание тpапеöии буäет боëüøе веpхнеãо. Отно-
øение äëины нижнеãо основания тpапеöии к веpх-
неìу буäет увеëи÷иватüся с возpастаниеì скоpости
сбëижения КА. Пpи зависании вìесто тpапеöии на
изобpажении буäет пpяìоуãоëüник. Пpи уäаëении
пассивноãо КА в пpотивопоëожноì напpавëении
(напpиìеp, пpи pасстыковке) веpхнее основание
тpапеöии буäет боëüøе нижнеãо пpопоpöионаëüно
зна÷ениþ скоpости. То÷ностü опpеäеëения скоpости
опpеäеëяется pазpеøениеì КМОП-фотопpиеìника.
В ка÷естве опти÷еских ìаяков ìоãут бытü ис-

поëüзованы поëупpовоäниковые светоизëу÷аþщие
äиоäы иëи поëупpовоäниковые инжекöионные ëа-
зеpы. Посëеäний ваpиант боëее пpеäпо÷титеëен в
усëовиях сиëüных световых поìех, так как øиpина
спектpа изëу÷ения ëазеpа боëее узкая, ÷то обëеã-
÷ает испоëüзование спектpаëüной сеëекöии. Дëя
повыøения наäежности в составе кажäоãо ìаяка
ìожет бытü коìпëект из нескоëüких светоизëу-
÷аþщих äиоäов иëи ëазеpов.
Пpеäëоженная систеìа позвоëяет опpеäеëятü пpе-

выøение скоpости пpи сбëижении коопеpиpуеìых
КА по сìазу изобpажения опти÷еских ìаяков пас-
сивноãо КА, фоpìиpуеìоãо КМОП-фотопpиеìни-
коì теëекаìеpы на активноì КА. Так как ìаяки са-
ìи явëяþтся исто÷никоì изëу÷ения, то äëя pаботы
систеìы не тpебуется внеøняя засветка. Испоëü-
зование узкопоëосноãо светофиëüтpа обеспе÷ивает
устой÷ивостü систеìы к наëи÷иþ фоновой засветки.
Дëя пpовеpки pаботоспособности пpеäëожен-

ноãо пpинöипа контpоëя скоpости сбëижения быëо
пpовеäено ìакетиpование. Тест-объект (pис. 4)
пpеäставëяë собой пpяìоуãоëüнуþ сетку и тесто-
вые наäписи на беëоì фоне.

Дëя ìакетиpования испоëüзоваëи фотокаìеpу на
основе КМОП-фотопpиеìника, поо÷еpеäно пpо-
воäиëи съеìку непоäвижноãо (pис. 4, а), пpибëи-
жаþщеãося (pис. 4, б) и уäаëяþщеãося (pис. 4, в)
тест-объектов.
Из пpеäставëенных фотосниìков виäно, ÷то пpи

сбëижении и уäаëении КМОП-фотопpиеìника с
тест-объектоì возникаþт заìетные ãеоìетpи÷е-
ские искажения изобpажения.
Сëеäуþщей заäа÷ей явëяется интеpпpетаöия воз-

никаþщих искажений изобpажения, позвоëяþщая

Pис. 1. Система контpоля скоpости сближения коопеpиpуемых КА:
1 — теëекаìеpа на основе КМОП-фотопpиеìника; 2 — узко-
поëосный светофиëüтp; 3 — бëок упpавëения и обpаботки сиã-
наëа; 4 — опти÷еские ìаяки

Pис. 2. Pасположение оптических маяков на пассивном КА

Pис. 3. Изменение pасположения оптических маяков на изобpа-
жении, фоpмиpуемом КМОП-фотопpиемником

Pис. 4. Pезультаты макетиpования с использованием тест-объекта:
а — объект непоäвижен; б — объект пpибëижается; в — объект
уäаëяется
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опpеäеëитü скоpостü сбëижения (уäаëения). Дëя
коëи÷ественной оöенки пpевыøения скоpости не-
обхоäиìо найти зависиìостü зна÷ения возникаþ-
щеãо сìаза изобpажения от скоpости сбëижения
коопеpиpуеìых КА.
В pаботе [4] описана ìатеìати÷еская ìоäеëü äëя

сìаза, возникаþщеãо пpи äвижении объекта пеp-
пенäикуëяpно опти÷еской оси сëеäящей систеìы.
Оäнако она ìожет тоëüко оãpани÷енно испоëüзо-
ватüся пpи pеøении pассìатpиваеìой зäесü заäа÷и.
Поэтоìу возникëа необхоäиìостü pазpаботки спе-
öиаëüной ìатеìати÷еской ìоäеëи пpиìенитеëüно
к заäа÷е контpоëя скоpости сбëижения КА.
Основная особенностü новой ìоäеëи закëþ÷ается

в тоì, ÷то сìаз фоpìиpуеìоãо изобpажения пpоис-
хоäит в pезуëüтате изìенения виäиìоãо уãëовоãо pаз-
ìеpа объекта с ìаякаìи пpи отсутствии еãо äвижения
в пëоскости, паpаëëеëüной КМОП-фотопpиеìнику.
Дистанöия, на котоpуþ сìещается объект с

ìаякаìи за вpеìя с÷итывания каäpа КМОП, ìо-
жет бытü pасс÷итана по фоpìуëе

ΔD = , 

ãäе vоб — скоpостü сбëижения с объектоì; fps — ÷исëо
каäpов в секунäу.
Изìенение виäиìоãо уãëовоãо pазìеpа объекта:

Δα = α2 – α1; 

α1 = arctg ; 

α2 = arctg , 

ãäе dоб — ëинейный pазìеp объекта; D0 — на÷аëü-
ная äистанöия äо объекта.
Уãëовая скоpостü объекта в поëе зpения систеìы

за вpеìя с÷итывания каäpа:

ρоб = Δαfps. 

Есëи светоäиоäные ìаяки pаспоëожены на уãëах
кваäpата, öентp котоpоãо нахоäится на пеpесе÷ении
осей x и y систеìы кооpäинат КМОП-фотопpиеì-
ника, то скоpостü пеpеìещения изобpажения от-
äеëüноãо ìаяка по этиì осяì буäет pавна

 =  + ; 

ρx = ρy = .

Пëоский уãоë поëя зpения отäеëüноãо пиксеëя
pавен

β = ,

ãäе θ — пëоский уãоë поëя зpения опти÷еской сис-
теìы; n — ÷исëо пиксеëей в стpоке КМОП-фото-
пpиеìника.

Линейная скоpостü пеpеìещения изобpажения
отäеëüноãо ìаяка

vx = vy = , 

ãäе m — ëинейный pазìеp отäеëüноãо пиксеëя.
Скоpостü с÷итывания каäpа КМОП-фотопpи-

еìника
Wк = Nmfps, 

ãäе N — ÷исëо пиксеëей КМОП-фотопpиеìника.
Уãëовые pазìеpы сìаза изобpажения по осяì

x и y соответственно pавны

Ωсx = ; Ωсy = .

Pазìеpы сìаза в пиксеëях по осяì x и y соот-
ветственно pавны

Mсx = . Mсy = .

Линейный pазìеp сìаза изобpажения по оси y
пpи äвижении ìаяка ввеpх pавен

Lсy1 = ,

а пpи äвижении ìаяка вниз

Lсy2 = . 

Pезуëüтиpуþщее зна÷ение сìаза изобpажения в
пиксеëях

Mp = .

Данная ìоäеëü ìожет испоëüзоватüся äëя ана-
ëиза возìожностей pазpаботанной систеìы кон-
тpоëя скоpости сбëижения КА.
В äаëüнейøеì пpеäставëяет интеpес усовеpøен-

ствование аëãоpитìа опpеäеëения скоpости сбëи-
жения в ÷асти изìеpения скоpости сбëижения пpи
наëи÷ии боковой составëяþщей.
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Численно-аналитический метод постpоения
области достижимости движения судна

A. S. Zhuk

Construction of Reachable Sets of Ship’s Movement

Знание ìножеств äостижиìости äвижения суäна
позвоëяет pеøатü ìноãие заäа÷и упpавëения суäноì,
в ÷астности, заäа÷и оптиìаëüноãо упpавëения. Вìе-
сте с теì, ìетоäы оптиìаëüноãо упpавëения äаþт
возìожностü в pяäе сëу÷аев иссëеäоватü и постpо-
итü ìножества äостижиìости в pезуëüтате pеøе-
ния сеpии заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения [1—4].
Пpи непосpеäственноì испоëüзовании уpавне-

ний äинаìики суäна возникаþт тpуäности пpи опpе-
äеëении неинеpöионных сиë и ìоìентов, в особен-
ности ãиäpоäинаìи÷еских. Поэтоìу такой поäхоä
ìожет äатü неаäекватные pезуëüтаты. Пpеäëаãается
äëя описания äвижения суäна в этоì сëу÷ае ис-
поëüзоватü поäхоä, со÷етаþщий в себе апpобиpо-
ванные теоpети÷еские ìоäеëи и экспеpиìентаëü-
ные ìаневpенные хаpактеpистики суäна.
Математическая модель движения судна. Pассìат-

pивается заäа÷а пëоскоãо äвижения суäна, обëаäаþ-
щеãо тpеìя степеняìи свобоäы. В ка÷естве фазовых
кооpäинат выбиpаþтся кооpäинаты суäна в непоä-
вижной äекаpтовой, оpиентиpованной по ìеpиäиа-
ну, систеìе кооpäинат XY, ìоäуëü скоpости суäна V,
куpс суäна K и уãоë äpейфа на повоpоте α.
Упpавëение суäноì осуществëяется тоëüко путеì

изìенения уãëа пеpекëаäки pуëя. Двиãатеëü в pежиìе
поëноãо ìоpскоãо хоäа, обоpоты — ìаксиìаëüные.
Дëя иссëеäования упpавëяеìости суäов ÷асто ис-

поëüзуется известная ìоäеëü А. М. Басина [5] вто-
pоãо поpяäка, котоpая уто÷няется ввеäениеì неëи-
нейноãо эëеìента соãëасно pаботе [6] и иìеет виä

 + 2r ′  + q ′ω + f (ω) =  + β, (1)

ãäе ω — уãëовая скоpостü суäна; 2r ′ =  + ; q ′ =
=  – ;  =  – , , , ,

, ,  — ãиäpоäинаìи÷еские коэффиöиенты

коpпуса суäна и pуëя; f(ω) — неëинейная функöия, оп-
pеäеëяеìая непосpеäственно по äиаãpаììе упpав-
ëяеìости суäна — по еãо стати÷еской хаpактеpистике;
β — уãоë пеpекëаäки pуëя.
Неëинейный ÷ëен в уpавнении (1) иìеет виä

f (ω) = |ω|ω + cω3, (2)

ãäе , c — постоянные коэффиöиенты.
С у÷етоì (2) уpавнение (1) запиøется в виäе

 + 2r′  + q′ω + |ω|ω + cω3 =  + β.(3)

Пpиниìая за выхоäнуþ функöиþ уãоë ΔK от-
кëонения суäна от на÷аëüноãо куpса, поëу÷аеì

 + 2r′  + q′  +

+  + c  =  + β. (4)

Пpи ìаневpиpовании скоpостü суäна уìенüøа-
ется из-за увеëи÷ения сиë сопpотивëения воäной
сpеäы, а также возникаþщей сиëы сопpотивëения
пеpеëоженноãо pуëя. Паäение скоpости зависит от
активности ìаневpа, т. е. от степени пеpекëаäки
pуëя и вpеìени ìаневpа. Дëя öеëей ìоäеëиpования
пока эту зависиìостü ìожно пpинятü ëинейной:

V = V0kv t, (5)

ãäе V — скоpостü суäна; V0 — на÷аëüное зна÷ение
скоpости суäна; kv — коэффиöиент, котоpый пока
ìожно пpинятü постоянныì; βmax — пpеäеëüный
уãоë пеpекëаäки pуëя.
Дpейф суäна ìонотонно изìеняется с ìоìента

на÷аëа öиpкуëяöии и пëавно пеpехоäит к установив-
øеìуся зна÷ениþ. Поä уãëоì äpейфа на öиpкуëя-
öии поäpазуìевается уãоë äpейфа öентpа тяжести
суäна. Зна÷ение уãëа äpейфа на установивøейся

Пpедлагается метод постpоения области достижимости движения судна, основанный на сочетании теоpетических ме-
тодов постpоения множеств достижимости динамических систем и экспеpиментальных данных о маневpенных хаpактеpи-
стиках судна. Выполняется моделиpование и даются pекомендации для пpактического пpименения. Выполненные исследования
способствуют совеpшенствованию методов упpавления судном и повышению безопасности судовождения.
Ключевые слова: модель движения судна, множество достижимости, упpавление судном

The article has proposed a method of constructing a reachable set of the ship’s movement, based on a combination of theoretical methods
for constructing reachable sets of dynamical systems and experimental data for the maneuvering characteristics of the vessel. Computer
modeling was carried out, recommendations for practical use were given. Performed researches contribute to the improvement of both ship’s
steering techniques and safe navigation.

Keywords: ship movement model, reachable set, ship handling
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öиpкуëяöии ìожно опpеäеëитü пpибëиженно по
фоpìуëе Мунка [7]

 ≈ kα , (6)

ãäе  — уãоë äpефа на установивøейся öиpкуëя-
öии; kα — постоянный коэффиöиент; L — äëина
суäна;  — pаäиус установивøейся öиpкуëяöии.
У суäов воäоизìещениеì свыøе 100 000 тонн

уãоë äpейфа на установивøейся öиpкуëяöии с ìак-
сиìаëüныì уãëоì пеpекëаäки pуëя ëежит в интеp-
ваëе 20...30°.
Увеëи÷ение ìассы суäна пpивоäит к увеëи÷ениþ

эвоëþöионноãо пеpиоäа öиpкуëяöии. У суäов воäо-
изìещениеì свыøе 150 000 т эвоëþöионный пеpиоä
закан÷ивается посëе повоpота суäна боëее ÷еì на
270°, äpуãиìи сëоваìи, паpаìетpы öиpкуëяöии,
вкëþ÷ая уãоë äpейфа, пpиниìаþт установивøиеся
зна÷ения посëе повоpота боëее ÷еì на 270°.
Дëя öеëей ìоäеëиpования изìенение уãëа äpей-

фа суäна пpи пеpекëаäке pуëя на боpт пока ìожно
пpинятü ëинейныì

α = t = kα t, (7)

ãäе T270 — вpеìя от ìоìента на÷аëа ìаневpа äо ìо-
ìента повоpота суäна на 270°.
Уpавнения кинеìатики пëоскоãо äвижения

öентpа тяжести суäна ìожно записатü в виäе

 = V(t)cos(K(t) + α(t)); (8)

 = V(t)sin(K(t) + α(t)), (9)

ãäе X, Y — кооpäинаты öентpа тяжести суäна в не-
поäвижной äекаpтовой систеìе кооpäинат, оси ко-
тоpой оpиентиpованы по ìеpиäиану и паpаëëеëи
соответственно.

Дëя суäна как упpавëяеìой систеìы необхоäиìо
заäатü на÷аëüные усëовия в на÷аëüный ìоìент t = 0:
X(0) = 0; Y(0) = 0; V(0) = V0; K(0) = 0; α(0) = 0.(10)

Уãоë пеpекëаäки pуëя β(t) явëяется упpавëяþ-
щей функöией, на котоpуþ наëожены оãpани÷е-
ния пpи всех t l 0:

|β(t)| m βmax, (11)

ãäе βmax — ìаксиìаëüный уãоë пеpекëаäки pуëя.
Такиì обpазоì, äвижение суäна как упpавëяе-

ìой систеìы опpеäеëяется систеìой пяти уpавне-
ний (4), (5), (7)—(9) и на÷аëüныìи усëовияìи (10).
Систеìа соäеpжит оäну упpавëяþщуþ функöиþ,
уäовëетвоpяþщуþ оãpани÷енияì (11).
Методика постpоения области достижимости

движения судна. Pеøаþтся сëеäуþщие заäа÷и:
1. Опpеäеëение обëасти Ω то÷ек пëоскости XY,

в котоpые ìожет бытü пpивеäена тpаектоpия суäна
пpи оãpани÷ениях (11) (pис. 1).

2. Заäа÷а пpивеäения суäна в заäаннуþ то÷ку
(X *, Y *) ∈ Ω за кpат÷айøее вpеìя пpи тех же оã-
pани÷ениях.

Pеøение пеpвой заäа÷и закëþ÷ается в pеøении
сеpии заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения с функöио-
наëаìи виäа

Jγ = X(T)cosγ + Y(T)sinγ → max, (12)

ãäе T — ìоìент окон÷ания пpоöесса; γ — уãоë ìежäу
напpавëениеì ëу÷а l, выхоäящеãо из на÷аëа кооp-
äинат, и осüþ X (pис. 1).
Функöионаë (12) пpеäставëяет собой pасстояние

в пëоскости XY в напpавëении ëу÷а l. Пpиäавая уã-
ëу γ pяä зна÷ений и pеøая заäа÷и оптиìаëüноãо
упpавëения с функöионаëоì (12), ìожно поëу÷итü
паpаìетpи÷еское пpеäставëение ãpаниöы обëасти
Ω в сëеäуþщеì виäе:

X = Jγcosγ; Y = Jγsinγ, (13)

зäесü γ — паpаìетp пpеäставëения.
Заäа÷а о наискоpейøеì пpивеäении суäна в за-

äаннуþ то÷ку обëасти Ω (заäа÷а на оптиìаëüное
быстpоäействие) пpеäставëяет собой заäа÷у опти-
ìаëüноãо упpавëения с ãpани÷ныìи усëовияìи

X(T ) = X *; Y(T ) = Y * (14)
и ìиниìизиpуеìыì функöионаëоì

J = T → min. (15)
Обе заäа÷и ìожно pеøитü ÷исëенныìи ìетоäаìи

в сpеäе ìноãо÷исëенных пакетов коìпüþтеpноãо
ìоäеëиpования äинаìи÷еских систеì.
Дëя пеpвой заäа÷и, о÷евиäно, суäно äвижется по

ãpани÷ныì тpаектоpияì обëасти Ω пpи упpавëяþ-
щих функöиях, ëежащих на ãpаниöе ìножества äо-
пустиìых упpавëений, т. е. β(t) = ±βmax. Такиì об-
pазоì, ãpани÷ные тpаектоpии сниìаþтся непо-
сpеäственно с äиаãpаììы öиpкуëяöии. Пpи γ = 0,
о÷евиäно, функöионаë (12) äостиãает ìаксиìуìа
пpи упpавëении β(t) = 0. Такиì обpазоì, остается
опpеäеëитü пpоìежуто÷ные тpаектоpии обëасти Ω
и соответствуþщие иì оптиìаëüные упpавëения.
Компьютеpная апpобация. Pеøение этой заäа÷и

выпоëняëосü в сpеäе пpоãpаììноãо коìпëекса

α L
R
----

α

R

α
T270
-------- L

RT270
------------

Pис. 1. Множество достижимости движения судна W(t, t0, x0),
x0(X0, Y0, V0, K0, a0) — начальный фазовый вектоp состояния
судна

dX
dt
-----

dY
dt
-----
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"МВТУ". Дëя ìоäеëиpования быë взят танкеp типа
Suezmax в поëноì ãpузу с хаpактеpистикаìи, пpеä-
ставëенныìи ниже.

Основные хаpактеpистики
танкеpа типа Suezmax в полном гpузу

Дëя öеëей ìоäеëиpования на основе äанных о ìа-
невpенных хаpактеpистиках суäна быëи пpиняты сëе-
äуþщие зна÷ения коэффиöиентов в уpавнениях (5),
(7): kv = –0,0499, kα = 0,14 — äëя пpавой öиpкуëяöии;
kv = –0,0545, kα = 0,14 — äëя ëевой öиpкуëяöии.

Pежиì оптиìизаöии позвоëяет pеаëизоватü ав-
тоìатизиpованный поиск ваpüиpуеìых паpаìетpов
упpавëяþщеãо возäействия, пpи котоpых пеpехоä-

ный пpоöесс уäовëетвоpяет некотоpыì усëовияì
(ëокаëüныì кpитеpияì). В ка÷естве такоãо кpите-
pия быë взят функöионаë (12).
Упpавëяþщая функöия заäана как кусо÷но-ëи-

нейное возäействие в виäе супеpпозиöии ëиней-
ных возäействий — ìассива вpеìенных отìеток t и
ìассива соответствуþщих зна÷ений выхоäноãо
сиãнаëа — уãëа пеpекëаäки pуëя β:

t = [0 6 F F + 6 142]; β = [0 A A B B]. (16)

В на÷аëüный ìоìент вpеìени t = 0 pуëü нахоäится
в поëожении пpяìо. Отìетки вpеìени, отäеëяþ-
щие øестисекунäные интеpваëы, соответствуþт
ìиниìаëüноìу вpеìени пеpекëаäки pуëя на боpт пpи
pаботе äвух pуëевых пpивоäов äëя суäна äанноãо
типа. Пpоöесс завеpøается в ìоìент t = 142 с, ÷то
соответствует повоpоту суäна на 270° на пpавой öиp-
куëяöии с ìаксиìаëüныì уãëоì пеpекëаäки pуëя.
Зна÷ения вpеìенной отìетки F и поëожений

pуëя A, B пpиниìаþтся в ка÷естве ваpüиpуеìых па-
pаìетpов оптиìизаöии упpавëяþщеãо возäействия.

Воäоизìещение, т . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 172646
Деäвейт, т . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150296
Наибоëüøая äëина, ì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 274,2
Дëина ìежäу пеpпенäикуëяpаìи, ì. . . . . . . . . . . . . . . 263,0
Наибоëüøая øиpина, ì. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48,041
Осаäка, ì . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16,022
Pас÷етная скоpостü, узëы  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15,7
Максиìаëüный уãоë пеpекëаäки pуëя, °. . . . . . . . . . . . 35
Вpеìя пеpекëаäки pуëя с боpта на боpт
(пpи pаботе äвух pуëевых пpивоäов), с  . . . . . . . . . . . . 12

Pис. 2. Совокупность тpаектоpий дви-
жения судна пpи g > 0

Pис. 3. Совокупность оптимальных
упpавлений b(t) и соответствующих из-
менений куpса DK(t) пpи g > 0

Pис. 4. Совокупность функционалов пpи g > 0

Табëиöа 1
Результаты решения серии задач оптимального управления 

для g > 0

№ θ, ° A, ° B, ° F, с J, ì

1 10 14 0 6 2199,50
2 20 35 0 6 2145,91
3 30 35 –0,00071374 10,8337 2074,35
4 40 34,081 –0,0265494 15,1525 1983,35
5 50 35 –0,0905241 19,3109 1874,31
6 60 35 0,040996 23,3146 1747,26
7 70 35 –0,123784 30,8618 1597,08
8 80 35 0,00686664 32,9678 1441,08
9 90 35 –1,26727 38,1013 1257,19
10 100 35 0,127542 41,1979 1078,41
11 110 31,3273 –1,20513 61,8222 811,137
12 120 35 –0,0459375 54,9664 679,344
13 130 35 –0,436607 59,0712 481,676
14 140 35 0,150998 60,8712 290,821
15 150 35 –0,0846881 65,6668 102,995
16 160 35 0,0926497 72,1596 –75,1596
17 170 35 35 6 –375,979
18 180 35 35 6 –486,647

Табëиöа 2
Результаты решения серии задач оптимального управления 

для g < 0

№ θ, ° A, ° B, ° F, с J, ì

1 –10 –7 0 6 2075,41
2 –20 –35 0 6 2024,23
3 –30 –35 –0,0521686 9,23935 1955,5
4 –40 –35 –0,368964 10,3499 1856,17
5 –50 –34,8266 –0,327661 17,5549 1764,93
6 –60 –35 –0,0264375 22,8027 1646,44
7 –70 –35 2,23429 29,3412 1490,89
8 –80 –35 –0,000734018 30,9495 1357,34
9 –90 –35 –0,075499 33,4356 1190,52
10 –100 –35 0,684137 39,4666 1012,63
11 –110 –35 16,236 55,5349 757,093
12 –120 –35 3,40322 50,4038 631,427
13 –130 –35 0,000185971 51,3657 459,549
14 –140 –35 0,333753 58,706 272,83
15 –150 –35 –0,0702111 61,4833 98,9127
16 –160 –35 –32,345 7,03578 –240,78
17 –170 –35 –35 6 –358,258
18 –180 –35 –35 6 –460,576
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Дëя постpоения обëасти äостижиìости Ω быëа
pеøена сеpия заäа÷ оптиìаëüноãо упpавëения с
функöионаëаìи (12) пpи уãëах γ = ±10, ±20, ±30,
..., ±180° и паpаìетpаìи оптиìизаöии A, B, F. Pе-
зуëüтаты оптиìизаöии и ìоäеëиpования пpеäстав-
ëены в табë. 1, 2 и на pис. 2—7. Совокупностü по-
ëу÷енных тpаектоpий (сì. pис. 2, 5) опpеäеëяет об-
ëастü äостижиìости äвижения суäна Ω.
Знание ìножеств äостижиìости äвижения суäна,

в своþ о÷еpеäü, позвоëяет pеøатü ìноãие заäа÷и
упpавëения суäноì, в ÷астности, заäа÷и опpеäеëе-
ния закона упpавëения по заäанноìу äвижениþ
суäна. Кpоìе тоãо, знание ìножеств äостижиìости
иãpает важнуþ pоëü äëя пëаниpования и пpоãнози-
pования äвижения суäна, а также äëя оöенивания
возìожностей упpавëяþщеãо коìпëекса и пpи оöен-
ке ìаневpенных ка÷еств и упpавëяеìости суäна.
Пpеäëаãаеìый ìетоä постpоения ìножеств äости-
жиìости äвижения суäна способствует эффектив-
ноìу pеøениþ указанных заäа÷.
В закëþ÷ение по pезуëüтатаì выпоëненных ис-

сëеäований ìожно сäеëатü вывоä, ÷то пpеäëаãаеìый
ìетоä постpоения ìножеств äостижиìости äвижения

суäна явëяется эффективныì, äостато÷но пpостыì
по сpавнениþ с искëþ÷итеëüно теоpети÷ескиìи
ìоäеëяìи на основе уpавнений äинаìики, обеспе-
÷ивает хоpоøуþ схоäиìостü с pеаëüныìи ìанев-
pенныìи хаpактеpистикаìи суäна и äинаìи÷ески-
ìи возìожностяìи систеìы упpавëения суäноì.
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