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Pобастное упpавление объектом с pаспpеделенным запаздыванием 
по состоянию и упpавлению

Введение

Оäной из основных пpобëеì теоpии автоìати÷е-
скоãо упpавëения äинаìи÷ескиìи объектаìи явëя-
ется пpоектиpование аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷ения
pеãуëиpуþщих устpойств в усëовиях апpиоpно не-
опpеäеëенности паpаìетpов ìатеìати÷еских ìоäе-
ëей объектов и пpи наëи÷ии внеøних неизìеpяе-
ìых возìущений. В таких усëовиях пpоектиpуеìая
систеìа упpавëения äоëжна обеспе÷иватü выпоë-
нение основной öеëи упpавëения, напpиìеp, сëе-
жение за этаëонныì сиãнаëоì с тpебуеìой то÷но-
стüþ, ÷то возìожно осуществитü, есëи скоìпенси-
pоватü паpаìетpи÷еские и внеøние возìущения.
Оäниì из основных поäхоäов к pеøениþ этой за-
äа÷и явëяется испоëüзование pобастных систеì
упpавëения. Буpное pазвитие теоpии pобастных
систеì упpавëения на÷аëосü с пубëикаöии [1], в ко-
тоpой быëи äоказаны необхоäиìые и äостато÷ные
усëовия устой÷ивости интеpваëüных поëиноìов.
Pазpаботаны pазëи÷ные поäхоäы и ìетоäы постpое-
ния pобастных систеì упpавëения и иссëеäована
их устой÷ивостü. Метоä инваpиантных эëëипсои-
äов pассìотpен в pаботах [2, 3], ìетоä ìатpи÷ных
неpавенств обсужäается в pаботе [4]. Эти ìетоäы
наибоëее ÷асто испоëüзуþтся äëя пpоектиpования
аëãоpитìи÷ескоãо обеспе÷ения pобастных систеì
упpавëения. В pаботе [5] ìетоä инваpиантных эëëип-
соиäов испоëüзован äëя пpоектиpования pобастноãо
äинаìи÷ескоãо pеãуëятоpа, а в pаботе [6] ìетоä
ìатpи÷ных неpавенств быë пpиìенен äëя синтеза
субоптиìаëüноãо pеãуëятоpа по выхоäу äëя ãаøе-
ния оãpани÷енных возìущений.
Заäа÷а упpавëения неëинейныì объектоì с за-

пазäываниеì и с оãpани÷ениеì на упpавëяþщее
возäействие иссëеäована в pаботе [7]. В статüе [8]
pеøается заäа÷а аäаптивноãо упpавëения неопpе-
äеëенныì стохасти÷ескиì объектоì с запазäыва-

ниеì. Систеìа стабиëизаöии нейтpаëüноãо объекта
иссëеäуется в pаботе [9], а заäа÷а pобастноãо упpав-
ëения нейтpаëüныì объектоì и неëинейныì объек-
тоì — в статüях [10, 11] соответственно. Заäа÷и
упpавëения объектоì с pаспpеäеëенныì запазäы-
ваниеì pеøаþтся в pаботах [12—14].
В äанной статüе констpуиpуется систеìа сëеже-

ния за этаëонныì сиãнаëоì äëя объекта с pаспpе-
äеëенныì запазäываниеì по состояниþ и упpав-
ëениþ в усëовиях неопpеäеëенности паpаìетpов
ìатеìати÷еской ìоäеëи. 

Постановка задачи

Pассìотpиì объект упpавëения, ìатеìати÷еская
ìоäеëü котоpоãо описывается сëеäуþщиìи уpав-
ненияìи:

(t) = Ax(t) + D x(t + θ)dθ +

+ B u(t + θ)dθ + Γf (t), (1)

y(t) = Cx(t), u(θ) = 0, x(θ) = ϕ(θ), θ ∈ [–h, 0],

ãäе x ∈ n; u(t), y(t) — скаëяpные упpавëяþщее воз-
äействие и pеãуëиpуеìая пеpеìенная; f (t) — скаëяp-
ное внеøнее возìущение; ϕ(θ) — непpеpывная на-
÷аëüная функöия; h — вpеìя запазäывания; A, D, В, Γ,
С — ÷исëовые ìатpиöы соответствуþщих поpяäков.
Тpебуется поëу÷итü аëãоpитì упpавëения, обес-

пе÷иваþщий выпоëнение öеëевоãо усëовия

|y(t) – ym(t)| < δ пpи t l T0, (2)

ãäе ym(t) — сиãнаë, котоpый äоëжен отсëеживатüся
выхоäоì объекта упpавëения; веëи÷ина δ > 0 ха-
pактеpизует то÷ностü сëежения; T0 — вpеìя, по ис-
те÷ении котоpоãо с на÷аëа функöиониpования сис-
теìы выпоëняется öеëевое неpавенство. Иныìи

Pешена задача pобастного упpавления для динамических объектов с pаспpеделенным запаздыванием по состоянию и упpав-
лению. Пpедполагается, что паpаметpы математической модели неизвестны, а измеpению доступны только выходные пеpе-
менные. В качестве целевых условий пpинята точность отслеживания эталонного сигнала. Получены алгоpитмы упpавления,
позволяющие скомпенсиpовать апpиоpную неопpеделенность и существенно уменьшить влияние неизмеpяемых внешних огpа-
ниченных возмущений на выходные пеpеменные. Пpиведен численный пpимеp и pезультаты моделиpования, котоpые пpодемон-
стpиpовали эффективность полученного алгоpитма слежения.
Ключевые слова: pаспpеделенное запаздывание, pобастное упpавление, функционал, эталонный сигнал
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сëоваìи, усëовие (2) озна÷ает, ÷то öеëевое неpа-
венство äоëжно выпоëнятüся за коне÷ное вpеìя,
котоpое зависит от ìноãих фактоpов — на÷аëüных
усëовий объекта, возìущений и этаëонноãо сиãнаëа. 
Буäеì pеøатü сфоpìуëиpованнуþ заäа÷у пpи

сëеäуþщих оãpани÷ениях.

Пpедположения 
1. Паpа (A, B) — упpавляема, а (A, C) — наблю-

даема.
2. Известны диапазоны возможных значений эле-

ментов матpиц A, D, B, Γ, C. 
3. Уpавнение (1) является минимально-фазовым,

т. е. квазиполином CAdjΛ(s)B является гуpвицевым,
где s — комплексная пеpеменная в пpеобpазовании
Лапласа; Λ(s) = (In s – А – Dσ(s)); In — единичная
матpица поpядка n Ѕ n; AdjΛ(s) — пpисоединенная
матpица (тpанспониpованная матpица алгебpаиче-
ских дополнений матpицы Λ(s));

σ(s) = esθdθ = . (3)

4. Внешнее возмущение f (t) и эталонный сигнал
ym(t) являются гладкими и огpаниченными функциями.

5. Пpоизводные pегулиpуемой пеpеменной и упpав-
ляющего воздействия не измеpяются.

Метод pешения 

Сфоpìиpуеì упpавëяþщее возäействие в соот-
ветствии с фоpìуëой

u(t) = u(t – h) + αϑ(t), (4)

ãäе α > 0, ϑ(t) — новое упpавëение. 
Вы÷исëиì пpеобpазование Лапëаса äëя инте-

ãpаëов в уpавнениях (1), у÷итывая pавенство (3) и
на÷аëüные усëовия. Интеãpиpуя по ÷астяì, поëу÷иì

e–stdt x(t + θ)dθ =

= ϕ(θ)dθ + e–st(x(t) – x(t – h))dt =

= ϕ(θ)dθ + x(s) = ϕ(θ)dθ + σ(s)x(s),

u(t + θ)dθ = u(θ)dθ +

+ e–st(u(t) – u(t – h))dt = u(s) = σ(s)u(s).

Тоãäа уpавнения (1) в изобpажениях Лапëаса
пpиìут виä

sx(s) = Ax(s) + Dσ(s)x(s) + Bσ(s)u(s) +

+ Γf (s) + x(0) + ϕ(θ)dθ, y(s) = Cx(s). (5)

Без потеpи общности и с öеëüþ упpоститü пpе-
обpазования буäеì с÷итатü, ÷то ìатpиöа D иìеет
виä D = [d 0n Ѕ (n – 1)], ãäе d — n-ìеpный вектоp,
0n Ѕ (n – 1) — нуëевая ìатpиöа поpяäка n Ѕ (n – 1).
Пpеобpазуеì уpавнения (5) в фоpìу вхоä—вы-

хоä, у÷итывая соотноøение (4):

sQn(s)y(s) + Qn – 1(s)(1 – e–hs)y(s) =
= Rm(s)αϑ(s) + sSr (s)f (s) + sK(s), (6)

ãäе K(s) — изобpажение на÷аëüных усëовий, 

K(s) = CAdjΛ(s) ; 

Qn(s) + Qn – 1(s)σ(s) = detΛ(s);
Rm(s) = CAdjΛ(s)B; Sr(s) = СAdjΛ(s)Γ,

инäексы у ìноãо÷ëенов зäесü и в äаëüнейøеì со-
ответствуþт их поpяäкаì, r m n – 1.
Пpиìениì аëãоpитì äеëения Евкëиäа к поëи-

ноìу sQn(s) + Qn – 1(s):

sQn(s) + Qn – 1(s) = (s)Rm(s) + Nm – 1(s),

γ = n + 1 – m.

Пpеäставиì ìноãо÷ëен (s) в виäе суììы äвух
поëиноìов:

(s) = Qγ(s) + .

Зäесü Qγ(s) — ãуpвиöев поëиноì. Тоãäа поëу÷иì

(s)Rm(s) + Nm – 1(s) = (Qγ(s) + (s))Rm(s) +

+ Nm – 1(s). Поäставив это выpажение в уpавнение
(6) и, pазäеëив поëу÷енное уpавнение сëева и спpава

на ноpìиpованный поëиноì (s) = Rm(s),

поëу÷иì 

Qγ(s)y(s) = rm0αϑ(s) + ψ1(s), (7)

rm0 — коэффиöиент пpи стаpøеì ÷ëене у поëиноìа
Rm(s),

ψ1(s) = (Qn – 1(s)e
–hsy(s) – (s)y(s) +

+ sSr(s)f (s) + sK(s)).

Составиì уpавнение äëя сиãнаëа pассоãëасова-
ния e(s) = y(s) – ym(s):

Qγ(s)e(s) = ϑ(s) + ψ(s), (8)

ãäе ym(s) — изобpажение Лапëаса этаëонноãо сиã-
наëа ym(t),

ψ(s) = ψ1(s) + (rm0α – 1)ϑ(s) + Qγ(s)ym(s).

Функöия ψ(t), котоpая явëяется оpиãинаëоì
изобpажения ψ(s), несет всþ инфоpìаöиþ о неоп-
pеäеëенности паpаìетpов ìатеìати÷еской ìоäеëи
и возìущениях.
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Воспоëüзуеìся ìетоäоì внутpенней ìоäеëи, äис-
кpетный ваpиант котоpой изëожен в pаботе [15].
В соответствии с этиì ìетоäоì закон упpавëения
äоëжен иìетü виä

ϑ(s) = e(s),(9)

ãäе Fì(s), Bì(s) — ìноãо÷ëены ìиниìаëüноãо по-
pяäка, котоpые явëяþтся pеøениеì поëиноìиаëü-
ноãо уpавнения

Fì(s)Qγ(s) + Bì(s) = Φ(s).

Зäесü Φ(s) — тpебуеìый хаpактеpисти÷еский по-
ëиноì заìкнутой систеìы по оøибке сëежения пpи
отсутствии функöии ψ(s); Ap(s) — пpоизвоëüный
поëиноì; Cγ(s) — ãуpвиöев ìноãо÷ëен.
В äанноì сëу÷ае поëиноì Qγ(s) явëяется ãуpви-

öевыì и выбиpается пpоектиpовщикоì, а сфоpìу-
ëиpованная заäа÷а состоит в обеспе÷ении öеëевоãо
усëовия (2), ÷то тpебует уìенüøения вëияния функ-
öии ψ(s) на оøибку сëежения. Поэтоìу возüìеì
Bì(s) = 0, Fì(s) = Ap(s) = 1. Тоãäа закон упpавëе-
ния (9) ìожно записатü в виäе

ϑ(s) = – . (10)

Покажеì, ÷то пpи выбоpе ìноãо÷ëена Cγ(s) в виäе
Cγ(s) = (μs + 1)γ аëãоpитì упpавëения (10) обеспе-
÷ит выпоëнение öеëевоãо усëовия (2), ãäе μ > 0 —
äостато÷но ìаëое ÷исëо.
Пpиìениì обpатное пpеобpазование Лапëаса

к уpавненияì (8), (10) и запиøеì их в вектоpной
фоpìе, пpиниìая во вниìание pавенство
Qγ(t )e(t ) – ϑ(t ) = ψ(t ):

(t) = Amε(t) + b(ϑ(t) + ψ(t)), e(t) = Lε(t),

μ (t) = F0z(t) – bψ(t), ϑ(t) = Lz(t). (11)

Зäесü ε ∈ γ, z ∈ γ, L = [1 0 ... 0],

Am= , F0= , b= ,

qi — коэффиöиенты поëиноìа Qγ(s). Поëу÷иëи
синãуëяpно-возìущеннуþ систеìу уpавнений, так
как втоpое уpавнение в (11) описывает быстpые со-
ставëяþщие, есëи μ — ìаëое ÷исëо.
Утвеpждение. Пусть выполнены условия пpедпо-

ложений, многочлен Cγ(s) = (μs + 1)γ. Тогда сущест-
вует число μ0 > 0 такое, что пpи μ m μ0 алгоpитм
упpавления (10) обеспечит выполнение целевого усло-
вия (2). Доказатеëüство пpивеäено в пpиëожении.
Дëя иëëþстpаöии pаботы поëу÷енноãо аëãоpитìа

сëежения pассìотpиì ÷исëовой пpиìеp.

Пpимеp

Pассìотpиì объект, äинаìи÷еские пpоöессы в
котоpоì описываþтся сëеäуþщиìи уpавненияìи:

(t) = x(t) + x(t + θ)dθ +

+ u(t + θ)dθ + f (t), y(t) = [1 0 0]x(t),

xт(θ) = [6 2 2], uт(θ) = 0, θ ∈ [–2; 0].

Кëасс неопpеäеëенности заäан неpавенстваìи: 

–3 m ai m 2, –2 m di m 1, 2 m bi m 4,
i = 1, 2, 3; –2 m kj m 4, | f (t)| m 3.

Пеpеäато÷ные функöии по упpавëениþ и воз-
ìущениþ иìеþт виä

Wu(s) = ;

Wf (s) = .

В соответствии с соотноøениеì (3)

u(t) = u(t – h) + αϑ(t).

Тоãäа уpавнение (6) запиøется сëеäуþщиì об-
pазоì:

(s4 – a1s
3 – a2s

2 – a3s – (d1s
2 + d2s + d3))y(s) +

+ (d1s
2 + d2s + d3)e

–2s)y(s) = (b1s
2 + b2s + b3)αϑ(s) +

+ (k1s
2 + k2s)f (s) + sK(s).

Даëее, выпоëнив пpеобpазования, котоpые осу-
ществëяëисü äëя поëу÷ения фоpìуëы (8), выбеpеì
ìноãо÷ëены Qγ(s) = s2 + 5s + 6, Cγ(s) = (μs + 1)2. Аë-
ãоpитì упpавëения (10) в пpеобpазованиях Лапëаса
буäет иìетü виä

ϑ(s) = – .

На pисунке пpеäставëены пеpехоäные пpоöессы
по выхоäу и по оøибке сëежения пpи сëеäуþщих
исхоäных äанных:

ym(t) = 5sint + 5sin1,7t; f (t) = sin2t + sin2,4t,
a1 = di = 1, b1 = b2 = 3, b3 = 4, k1 = k2 = 2.

Пpи этих исхоäных äанных оøибка сëежения e(t)
посëе 8 с не пpевыøает зна÷ения 0,04. Есëи μ = 0,05,
то |e(t)| < 0,02; есëи μ = 0,01, то |e(t)| < 0,003.
С уìенüøениеì веëи÷ины μ вспëеск пеpехоäноãо
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пpоöесса по оøибке в отpиöатеëüнуþ стоpону
уìенüøается и сãëаживается.
Во всех сëу÷аях на упpавëяþщее возäействие

накëаäываëосü оãpани÷ение |u(t)| m 50.

Заключение

Pеøена заäа÷а пpоектиpования pобастноãо аë-
ãоpитìа сëежения за этаëонныì сиãнаëоì с поìо-
щüþ ìетоäа внутpенней ìоäеëи, котоpый пpеäëо-
жен в pаботе [5] äëя äискpетных систеì. В äанноì
сëу÷ае обоснована еãо пpиìениìостü äëя объекта,
ìатеìати÷еской ìоäеëüþ котоpоãо явëяþтся уpав-
нения с pаспpеäеëенныì запазäываниеì по со-
стояниþ и упpавëениþ.
Сëеäует отìетитü, ÷то пpи äpуãой стpуктуpе ìат-

pиöы D, т. е. коãäа она иìеет все ненуëевые эëе-
ìенты, аëãоpитì сëежения иìеет то÷но такой же
виä. В этоì сëу÷ае äоказатеëüство pаботоспособ-
ности о÷енü ãpоìозäко. Поëу÷енные аëãоpитìы
позвоëяþт поëу÷итü хоpоøуþ то÷ностü сëежения и
существенно поäавитü внеøние возìущения.

ПPИЛОЖЕНИЕ

Доказатеëüство состоит из äвух ÷астей. Вна÷аëе
äокажеì pаботоспособностü аëãоpитìа äëя pеäу-
öиpованной ìоäеëи. Затеì обоснуеì бëизостü пе-
pехоäных пpоöессов в исхоäной систеìе и в pеäу-
öиpованной ìоäеëи.
Пустü в систеìе уpавнений (11) ÷исëо μ = 0, то-

ãäа поëу÷иì pеäуöиpованнуþ ìоäеëü

(t) = Am (t) + b( (t) + (t)); (t) = L (t);(П.1)

0 = F0 (t) – b (t); (t) = L (t), 

ãäе (t) = (rm0α – 1) (t) + (t) + Qγ(P)ym(t);

(t) = (t) – ym(t);

(t) = (Qn – 1(P) (t – h) – (P) (t) +

+ PSr(P)f (t)) + χ(t);

P = d/dt — опеpатоp äиффеpенöиpования; χ(t) —
оpиãинаë изобpажения, связанноãо с на÷аëüныìи
усëовияìи, котоpый ìажоpиpуется затухаþщей
экспонентой.

Из втоpоãо уpавнения (П.1) иìе-
еì (t) = L b (t) = – (t). Поä-
ставив это зна÷ение в пеpвое уpав-
нение (П.1), поëу÷иì

(t) = Am (t), (t) = L (t),

(t) = – (t). (П.2)

Так как ìатpиöа Am явëяется ãуp-
виöевой, то спpавеäëивы усëовия:

(t) = 0, P j (t) = 0,

j = 1...γ. (П.3)

Сëеäоватеëüно, пеpеìенные P j (t) оãpани÷ены.
Pазpеøиì уpавнение (t) = –((rm0α – 1) (t) +

+ (t) + Qγ(P)ym(t)) относитеëüно (t):

(t) = – (Qγ(P)ym(t) + (t)).

Поäставиì (t) в äаннуþ фоpìуëу, в pезуëü-
тате ÷еãо поëу÷иì

Rm(P)α (t) = –Rm(P)Qγ(P)ym(t) –
– (Qn – 1(P)y(t – h) + PSr(P)f (t)) + χ(t).

У÷итывая ãуpвиöевостü квазипоëиноìа Rm(P),
поpяäок поëиноìа Qn – 1(P), оãpани÷енностü пе-
pеìенных P j (t), ãëаäкостü функöий ym(t) и f (t),
поëу÷аеì, ÷то упpавëение (t) явëяется оãpани÷ен-
ныì. Сëеäоватеëüно, функöия (t) и ее пpоизвоä-
ная тоже оãpани÷ены.
Такиì обpазоì, pеäуöиpованная систеìа (П.1)

асиìптоти÷ески устой÷ива по пеpеìенныì ε(t) с оã-
pани÷енныì упpавëениеì (t). Тоãäа äëя заäанноãо
÷исëа δ1 > 0 существует ìоìент вpеìени T1 такой,
÷то пpи t > T1 буäет выпоëнено неpавенство

| (t) – ym(t)| < δ1. (П.4)

Покажеì, ÷то пеpехоäные пpоöессы в систеìах
(11) и (П. 1) пpи соответствуþщеì выбоpе ÷исëа μ
ìоãут бытü бëизки. Ввеäеì вектоpы pассоãëасования
ξ(t) = ε(t) – (t), η(t) = z(t) – (t) = z(t) – b (t).
Тоãäа поëу÷иì сëеäуþщуþ систеìу уpавнений:

(t) = Amξ(t) + b(ϑ(t) – (t) + ψ(t) – (t));
ζ(t) = Lξ(t); (П.5)

(t) = F0η(t) – b (t); ϑ(t) – (t) = Lη(t).

Пpи оäинаковых на÷аëüных усëовиях и оäина-
ковых вхоäных сиãнаëах, у÷итывая pавенство
y(t) – (t) = e(t) – (t) = ζ(t), поëу÷иì

ϑ(t) – (t) + ψ(t) – (t) =

= ϑ(t) – (t) + (rm0α – 1)ϑ(t) + Qγ(P)ym(t) +

+ (Qn – 1(P)y(t – h) – (P)y(t) +

+ PSr(P)f (t) + PK(P)) – (rm0α – 1) (t) –

– Qγ(P)ym(t) – (Qn – 1(P) (t – h) –

ε
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– (P) (t) + PSr(P)f (t) + PK(P)) =

=rm0αLη(t)+ (Qn – 1(P)ζ(t–h)– (P)ζ(t)).

Выäеëиì öеëуþ ÷астü в поëиноìе Qn – 1(P):

 = Gγ – 2(P) + .

Есëи γ – 1 < m, то пpиниìая во вниìание стpук-
туpу ìатpиöы Am, систеìу уpавнений (П.5) ìожно
пpеобpазоватü к виäу

(t) = Amξ(t) + b(rm0αLη(t) + ξ(t – h) +

+ ω1(t) + ω2(t)); (П.6)

(t) = F0η(t) – b (t); ϑ(t) – (t) = Lη(t);

(t) = Ωω1(t) + bLξ(t – h);

(t) = Ωω2(t) + bLξ(t),

ãäе ω1 ∈ m, ω2 ∈ m; Ω — ãуpвиöевая ìатpиöа,
хаpактеpисти÷ескиì поëиноìоì котоpой явëяется

ìноãо÷ëен (s);  = [g10 ... g1(γ – 2) 0 ... 0],  =

= [g20 ... g2(m – 1) 0 0],  = [g30 ... g3(γ – 1) 0 ... 0] —

коэффиöиенты поëиноìов Gγ – 2(s), ΔGm – 1(s),

(s) соответственно, записанные в обpатноì

поpяäке.
Ввеäеì бëо÷ные вектоp φт(t) = [ξт(t) (t) (t)]

и ìатpиöы

A0 = , B1 = , B2 = ,

ìатpиöа A0 явëяется ãуpвиöевой. 

Тоãäа систеìа уpавнений (П.6) запиøется в виäе

(t) = A0φ(t) + B1φ(t – h) + B2η(t); (П.7)

(t) = F0η(t) – b (t). 

Возüìеì функöионаë Ляпунова—Кpасовскоãо

V(t) = φт(t)Hφ(t) + ηт(t)H1η(t) + φт(θ)Rφ(θ)dθ, (П.8)

ãäе поëожитеëüно-опpеäеëенные ìатpиöы H, H1
явëяþтся pеøенияìи ìатpи÷ных уpавнений

HA0 + H + HB1R
–1 H = –R – ρI;

H1F0 + H1 = –βI. (П.9)

Зäесü ρ > 0, β > 0, R — пpоизвоëüная поëожи-
теëüно-опpеäеëенная ìатpиöа, котоpая поäбиpает-
ся в пpоöессе pеøения.
Вы÷исëиì пpоизвоäнуþ от функöионаëа (П.8)

на тpаектоpиях систеìы (П.7):

(t) = φт(t)(HA0 + H)φ(t) + 2φт(t)HB1φ(t – h) +

+ 2φт(t)HB1η(t) + φт(t)Rφ(t) – φт(t – h)Rφ(t – h) +

+ ηт(t)(H1F0 + H1)η(t) – 2ηт(t)H1 b (t).

Воспоëüзуеìся тожäествоì

2φт(t)HB1φ(t – h) – φт(t – h)Rφ(t – h) =

= φт(t)HB1R
–1 Hφ(t) – (R–1 Hφ(t) –

– φ(t – h))тR(R–1 Hφ(t) – φ(t – h))

и оöенкаìи

2φт(t)HB1η(t) m μ|HB1|
2|φ(t)|2 + |η(t)|2;

–2ηт(t)H1 b (t) m |η(t)|2 + μ|H1 b|2| (t)|2.

Тоãäа, пpиниìая во вниìание (П.9), поëу÷иì
сëеäуþщее неpавенство:

(t) m –(ρ – μ|HB1|
2|φ(t)|2 – |η(t)|2 + μδγ,

ãäе

δγ = |H1 b|2| (t)|2.

sup(•) существует, так как быëа äоказана оãpани-
÷енностü веëи÷ины (t). Есëи выбpатü ÷исëа ρ и β
из усëовий ρ – μ|НВ1|

2 = ρ1, ρ1 > 0, β = 3, то поëу÷иì

(t) m –ρ1|φ(t)|
2 – |η(t)|2 + μδγ,

откуäа сëеäует, ÷то обëастü пpитяжений систеìы
(П.7) заäана неpавенствоì

ρ1|φ(t)|
2 + |η(t)|2 m μδγ.

Из этоãо неpавенства сëеäует сëеäуþщая öепо÷ка
неpавенств:

|ζ(t)|2 m |ξ(t)|2 m |φ(t)|2 m .

Пpиниìая во вниìание соотноøение (П.4), по-
ëу÷иì

|e(t)| = | (t) + ζ(t)| m δ1 + . (П.10)

Есëи ÷исëа δ1 и μ выбpатü из усëовия

δ1 +  < δ,

то из неpавенства (П. 10) поëу÷иì öеëевое усëовие (2).

Qγ 1–
~ y

1
Rm P( )
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~

Qn 1– P( )
Rm P( )
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ΔGm 1–

Rm P( )
--------------
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The article is devoted to studying of the object, the mathematical model of which is the vector equation with a distributed
delay on a state vector and input signal. It is assumed that the parameters of the mathematical model are unknown, and the
limited disturbance influencing the object is unmeasured. The problem of tracing of a reference signal is formulated. In order
to ensure qualitative tracking of the reference signal, it is necessary to compensate for the influence of the unmeasured dis-
turbance on the output variable. For solving of this problem the method of the internal model is used. This method proved itself
in designing of the robust controls for the discrete systems. In this paper it is used for the continuous systems. The problem of
the robust control of the objects with the distributed delay on the state vector and input is being solved. It is assumed that the
parameters of the mathematical model of an object are unknown, and only the output variables are available for measurement.
As the target conditions the accuracy of tracking of the reference signal is accepted. The control algorithm was obtained al-
lowing to compensate for the aprioristic uncertainty and to reduce essentially the influence of the unmeasured bounded external
limited disturbance. The equations of the closed system are a singular system of equations. It was proved, that the received
control algorithm ensured implementation of the target conditions. The numerical examples and the results of the computer
simulation, which have demonstrated the efficiency of the received algorithm of tracking, are presented.
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Вычислительные алгоpитмы исследования устойчивости 
динамических систем в задачах схемотехнического анализа

Введение

Пpиìенение обpатных связей øиpоко испоëü-
зуется в анаëоãовых и pаäиотехни÷еских схеìах и
уëу÷øает их хаpактеpистики, обеспе÷ивая сниже-
ние ÷увствитеëüности к pазбpосу паpаìетpов, pас-
øиpение поëосы ÷астот, соãëасование иìпеäансов,
снижение искажений выхоäноãо сиãнаëа. Уìенü-
øение pазìеpов коìпонентов интеãpаëüных схеì
÷асто пpивоäит к äопоëнитеëüныì паpазитныì об-
pатныì связяì, существенно вëияþщиì на хаpак-
теpистики схеì в обëасти высоких ÷астот [2, 7, 9].
Пеpехоäная хаpактеpистика схеìы с заìкнутой

петëей обpатной связи поëностüþ опpеäеëяется ее
поëþсаìи. Хаpактеp pаспоëожения поëþсов пеpе-
äато÷ной функöии äает возìожностü pазpабот÷ику
оöенитü pяä важных хаpактеpистик ëинеаpизован-
ной ìоäеëи: устой÷ивостü, хаpактеp пеpехоäных
пpоöессов, быстpоäействие, степенü устой÷ивости
и äp. Дëя pазpабот÷ика схеì также поëезно знатü
тpаектоpиþ äвижения поëþсов на коìпëексной
пëоскости пpи боëüøоì откëонении паpаìетpов
коìпонентов эëектpи÷еской öепи, позвоëяþщуþ
оöенитü указанные выøе хаpактеpистики пpи не-
котоpых пpеäеëüных зна÷ениях паpаìетpов ìоäе-
ëей коìпонентов.
Пpобëеìа сохpанения устой÷ивости в схеìах с

обpатныìи связяìи явëяется важной пpакти÷еской
заäа÷ей пpоектиpования.

Саìовозбужäение ìожет возникатü за с÷ет появ-
ëения паpазитных обpатных связей в таких схеìах,
как ìощные усиëитеëи, ìаëоøуìящие усиëитеëи,
пpиеìники и т. ä. Оöенки устой÷ивости/неустой-
÷ивости и запаса устой÷ивости важны äëя указан-
ных кëассов схеì. Такая инфоpìаöия тpебуется
pазpабот÷икаì на pанних стаäиях пpоектиpования.
В статüе выпоëнен анаëиз ìетоäов иссëеäова-

ния устой÷ивости на основе аëãебpаи÷еских кpи-
теpиев.
Сpеäи аëãебpаи÷еских кpитеpиев наибоëее пpи-

ìеняеìыì явëяется оöенка устой÷ивости ëинеаpи-
зованной ìоäеëи по pаспоëожениþ поëþсов пеpе-
äато÷ной функöии на коìпëексной пëоскости.
Действитеëüные ÷асти всех поëþсов пеpеäато÷ной
функöии устой÷ивой схеìы äоëжны бытü отpиöа-
теëüныìи (сì. напpиìеp, pаботу [12]).
Ниже обсужäается вы÷исëитеëüный аëãоpитì,

базиpуþщийся на отыскании äоìиниpуþщих по-
ëþсов пеpеäато÷ной функöии. В основу аëãоpитìа
поëожен поäхоä, описанный в pаботе [11].
Пpеäëоженный аëãоpитì обëаäает высокой вы-

÷исëитеëüной эффективностüþ пpи иссëеäовании
устой÷ивости ëинеаpизованной ìоäеëи äинаìи÷е-
ской систеìы.
Пpи анаëизе устой÷ивости неäостато÷но уста-

новитü факт саìовозбужäения. Важно установитü
пpи÷ину этоãо явëения, обнаpужитü неäостатки

Пpиведены эффективные вычислительные алгоpитмы цикла исследования устойчивости динамических систем. Алгоpитмы
используют пpинцип модальной аппpоксимации. Для оценки устойчивости пpедложен вычислительный алгоpитм опpеделения
полюсов пеpедаточной функции, лежащих в пpавой полуплоскости комплексной плоскости. Обсуждается алгоpитм вычисления
полюсов схемной функции, обладающих наибольшей чувствительностью к паpаметpам электpической цепи. Пpиведены экс-
пеpиментальные pезультаты пpовеpки пpедложенных алгоpитмов.
Ключевые слова: устойчивость, паpаметpическая чувствительность, динамическая система, пеpедаточная функция, соб-

ственные значения, модальная аппpоксимация, доминиpующие полюсы, вычеты



802 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 12, 2015

схеìотехни÷ескоãо иëи констpуктоpскоãо pеøе-
ний и опpеäеëитü пути их испpавëения.
Аппаpат ÷увствитеëüности иãpает боëüøуþ pоëü

в выявëении пpи÷ин саìовозбужäения. Напpиìеp,
äëя схеìы с поëожитеëüныì поëþсоì важно выбpатü
наибоëее ÷увствитеëüные паpаìетpы öепи, изìе-
нение котоpых сäвиãает поëþсы пеpеäато÷ной
функöии в отpиöатеëüнуþ s-поëупëоскостü.
В отëи÷ие от известных аëãоpитìов (напpиìеp,

описанных в pаботе [8]) pассìатpиваеìый ниже
вы÷исëитеëüный аëãоpитì позвоëяет автоìати÷ески
выбpатü поëþс, наибоëее ÷увствитеëüный к выбpан-
ноìу паpаìетpу. Наëи÷ие функöий ÷увствитеëüно-
сти äает возìожностü опpеäеëитü кpити÷еское зна-
÷ение ваpüиpуеìоãо паpаìетpа äинаìи÷еской сис-
теìы, пpи котоpоì пpоисхоäит пеpехоä поëþса из
поëожитеëüной s-поëупëоскости в отpиöатеëüнуþ.
Пpи боëüøих ваpиаöиях паpаìетpов äинаìи÷е-
ской систеìы стpоится коpневой ãоäоãpаф на за-
äанноì отpезке изìенения паpаìетpа и обеспе÷и-
вается возìожностü оöенки ìаксиìаëüноãо запаса
по изìеняеìоìу паpаìетpу.

Постановка задачи

Матеìати÷еская ìоäеëü ëинейной äинаìи÷е-
ской систеìы пpеäставëяется в сëеäуþщеì виäе:

(1)

Зäесü z ∈ Rn — вектоp внутpенних пеpеìенных
систеìы; r ∈ Rp — выхоäной вектоp; b ∈ Rn Ѕ Rm;
d ∈ Rn Ѕ Rp — ìатpиöа связи ìежäу выхоäныìи пе-
pеìенныìи и внутpенниìи пеpеìенныìи систеìы;
A ∈ Rn Ѕ Rn — ìатpиöа пpовоäиìостей; E ∈ Rn Ѕ Rn —
ìатpиöа еìкостей и инäуктивностей; u ∈ Rm —
вектоp вхоäных возäействий.
Пеpеäато÷ная функöия äинаìи÷еской систеìы

в ëапëасовской обëасти иìеет сëеäуþщий виä:

H(s) = d т(sE – A)–1b. (2)

Собственные зна÷ения λi ∈ C ìатpи÷ноãо пу÷ка
(A, E) явëяþтся поëþсаìи пеpеäато÷ной функ-
öии (2). Дëя безäефектноãо ìатpи÷ноãо пу÷ка пpа-
вый и ëевый собственные вектоpы (xi и yi) äëя ко-
не÷ных собственных зна÷ений λi ìоãут бытü ìас-
øтабиpованы: yiExi =1. Также пpеäпоëаãаеì, ÷то
эти вектоpы E-оpтоãонаëüны, т. е. Exj = 0 äëя
всех i ≠ j.
Пеpеäато÷ная функöия ìожет бытü также пpеä-

ставëена как суììа отноøений вы÷етов к коне÷-
ныì поëþсаì пеpвоãо поpяäка [1]:

H(s) = , (3)

ãäе Ri = (d тxi)( b) и  m n.

Пpи постpоении пеpеäато÷ной функöии (3)
с то÷ки зpения вы÷исëитеëüной эффективности
öеëесообpазно вы÷исëятü äоìиниpуþщие поëþсы.
В ка÷естве äоìиниpуþщих поëþсов буäут пpини-
ìатüся тоëüко те, котоpые уäовëетвоpяþт сëеäуþ-
щиì тpебованияì:

(4)

äëя всех i ≠ j. То иëи иное усëовие выбиpается из со-
отноøения äействитеëüной и ìниìой ÷астей поëþса.
В посëеäуþщих pазäеëах пpеäставëены: оpиãи-

наëüный аëãоpитì отыскания пpавоãо кpайнеãо по-
ëþса пеpеäато÷ной функöии (3); вы÷исëитеëüный
аëãоpитì pас÷ета коэффиöиентов ÷увствитеëüно-
сти поëþсов пеpеäато÷ной функöии к паpаìетpаì
коìпонентов äинаìи÷еской систеìы. С у÷етоì ко-
эффиöиентов ÷увствитеëüности выпоëняþтся оöен-
ки важных äëя pазpабот÷ика хаpактеpистик, в тоì
÷исëе кpити÷ескоãо зна÷ения паpаìетpа пpи
Re(λi) ≈ 0 и ìаксиìаëüноãо паpаìетpи÷ескоãо за-
паса устой÷ивости.

Вычислительный алгоpитм анализа устойчивости 
с использованием алгебpаического кpитеpия

Оöенку устой÷ивости ëинеаpизованной ìоäеëи
в то÷ке стати÷ескоãо pежиìа äинаìи÷еской систеìы
öеëесообpазно пpовоäитü, у÷итывая pаспоëожение
поëþсов пеpеäато÷ной функöии на s-пëоскости
(собственные зна÷ения ìатpи÷ноãо пу÷ка (A, E)).
Наëи÷ие поëþсов с поëожитеëüной вещественной
÷астüþ свиäетеëüствует о неустой÷ивости äинаìи-
÷еской систеìы. 
Известные ìетоäы, напpиìеp, QR, QZ [8], вы-

÷исëяþт все поëþсы пеpеäато÷ной функöии. По-
этоìу они иìеþт высокие вы÷исëитеëüные затpа-
ты и пpиìениìы äëя систеì невысокоãо поpяäка.
В äанноì pазäеëе описан поäхоä, способный оöе-
ниватü ëиøü пpавые кpайние поëþсы пеpеäато÷-
ной функöии. Пpеäëаãаеìый поäхоä явëяется, по
существу, ìетоäоì итеpиpования отноøения Pэëея
пpи оöенке собственноãо зна÷ения. В отëи÷ие от
кpитеpия (4) пpи выбоpе äоìиниpуþщеãо поëþса
испоëüзуется кpитеpий затухания (äеìпфиpова-
ния) [6]. Кpитеpий затухания пpеäставëяется как

ς = – , (5)

ãäе λ = α + iβ.
Пpи анаëизе устой÷ивости сëеäует pассìатpи-

ватü äве заäа÷и. Пеpвая пpеäпоëаãает нахожäение
поëþса с поëожитеëüной äействитеëüной ÷астüþ

E (t) = Az(t) + bu(t);

r(t) = d тz(t).
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(есëи таковой иìеется). Втоpая заäа÷а — выявëе-
ние поëþсов с боëüøой ìниìой составëяþщей,
ëежащих в отpиöатеëüной s-поëупëоскости, но
бëизких к ìниìой оси. Во втоpоì сëу÷ае äëя по-
ëу÷ения установивøеãося pежиìа тpебуþтся высо-
кие вы÷исëитеëüные затpаты. Также в этоì сëу÷ае
возìожен пеpехоä поëþса в поëожитеëüнуþ поëу-
пëоскостü пpи ìаëоì изìенении паpаìетpов äина-
ìи÷еской систеìы.

Вычислительный алгоpитм опpеделения 
доминиpующих полюсов динамической системы

Пpеäваpитеëüно кpатко опиøеì аëãоpитì вы÷ис-
ëения äоìиниpуþщих поëþсов äëя пу÷ка ìатpиö.
Поäpобно этот поäхоä описан в pаботах [3, 4, 11].
Этот поäхоä явëяется базовыì äëя аëãоpитìа вы-
÷исëения пpавоãо кpайнеãо поëþса. 
Алгоpитм 1.
1. Ввод: ìатpиöы A и E, ÷исëо тpебуеìых поëþ-

сов, вхоäной и выхоäной вектоpы b и c, кpитеpий
окон÷ания пpоöесса ε.

2. Выход: зна÷ения найäенных поëþсов и соот-
ветствуþщих иì пpавых и ëевых собственных век-
тоpов.

3. for k = 1, 2, ... until convergence do
4. Вы÷исëитü новые вектоpы vk и wk:

vk = ( E – A)–1b; wk = (( E – A)–1)тc.

5. Pасøиpитü поäпpостpанства V и W äобавëе-
ниеì vk и wk.

6. Пpоектиpование: Ek = WEV и Ak = WAV.
7. Вы÷исëитü собственные зна÷ения и собствен-

ные вектоpы äвух ìатpи÷ных пу÷ков низкоãо по-

pяäка Ek  = Ak ;  = Ak и в соответ-

ствии с усëовиеì (4) выпоëнитü pанжиpование
собственных вектоpов в ìатpиöах V и W.

8. Пpовеpитü усëовие схоäиìости и выпоëнитü
äефëяöиþ найäенноãо поëþса, есëи усëовие схо-
äиìости выпоëнено. 

9. endfor
Сëеäует отìетитü, ÷то пpи вы÷исëении поëþсов

пеpеäато÷ной функöии пpиìеняется ìетоä обpат-
ной итеpаöии [3]. Сäвиã спектpа на кажäой посëе-
äуþщей итеpаöии соответствует зна÷ениþ поëþса,
поëу÷енноãо на пpеäыäущей итеpаöии. Это обес-
пе÷ивает äостато÷но быстpуþ схоäиìостü к тpебуе-
ìоìу коpнþ. Скоpостü схоäиìости пpи оöенке по-
пpавки отноøениеì Pэëея бëизка к куби÷еской.

Вычислительный алгоpитм опpеделения 
пpавого кpайнего полюса динамической системы

Иäея пpеäëаãаеìоãо аëãоpитìа закëþ÷ается в
тоì, ÷тобы коэффиöиент затухания (5) äëя най-
äенноãо поëþса пpибëижаëся к заäанной веëи-
÷ине |ς0| < 1. Это озна÷ает, ÷то на k-й итеpаöии
соpтиpуþтся k аппpоксиìиpованных поëþсов

 =  + i  в поpяäке возpастания pасстояния

от ςi = –  äо заäанной веëи÷ины ς0. Стpо-

ится сëеäуþщая посëеäоватеëüностü: 

|ς1( , ) – ς0| < |ς2( ,  – ς0) < ...

... < |ςk( , ) – ς0|. (6)

Наиìенüøей pазностüþ в посëеäоватеëüности (6)
явëяется пеpвый ÷ëен, так как еãо зна÷ение наиìенü-
øее по сpавнениþ с äpуãиìи ÷ëенаìи. В ка÷естве
на÷аëüноãо пpибëижения äëя выпоëнения сëеäуþ-

щей итеpаöии выбиpаеì  =  + i . Усëовие,

опpеäеëяþщее вы÷исëение поëþса с заäанной то÷-

ностüþ, иìеет сëеäуþщий виä: || Ex – Ax|| m ε,

ãäе ε — заäанная то÷ностü, x — пpавый собствен-
ный вектоp.
Пpи вы÷исëении кpайнеãо пpавоãо поëþса не-

обхоäиìо внести некотоpые коppективы в 1-й, 4-й
и 7-й øаãи аëãоpитìа 1. На øаãе 1 нужно вести
зна÷ение ς0 = –1. В этоì сëу÷ае буäет пpосканиpо-
вана поëожитеëüная поëупëоскостü. Такиì обpазоì,
буäут найäены все поëþсы с поëожитеëüной äейст-
витеëüной ÷астüþ. На øаãе 4 вы÷исëяþтся зна÷е-

ния vk = ( E – A)–1vk – 1; wk = ( E – A)–тwk – 1.

Пpи этоì на÷аëüные зна÷ения вектоpов v0 и w0
пеpвона÷аëüно pавны 1. На øаãе 7 также вы÷исëя-
þтся собственные зна÷ения и собственные векто-
pы заäа÷и äëя äвух ìатpи÷ных пу÷ков низкоãо по-
pяäка, но pанжиpование выпоëняется в соответст-
вии с неравенстваìи (6).
Ниже буäут пpеäставëены pезуëüтаты pас÷ета

кpайних пpавых поëþсов äëя некотоpых схеì с по-
ìощüþ пpивеäенноãо вы÷исëитеëüноãо аëãоpитìа.

Вычислительный алгоpитм pасчета 
паpаметpической чувствительности 
полюсов пеpедаточной функции

Как отìе÷аëосü выøе, аппаpат ÷увствитеëüно-
сти ìожет бытü поëезен пpи выбоpе паpаìетpов
ìоäеëи äинаìи÷еской систеìы, вëияþщих на от-
äеëüные ее хаpактеpистики. В этоì сìысëе ìожно
выäеëитü паpаìетpы, оказываþщие вëияние на
сìещение поëþсов пеpеäато÷ной функöии. Упpав-
ëяя такиì паpаìетpоì, ìожно äобитüся обеспе÷е-
ния устой÷ивости систеìы иëи äобитüся снижения
коëебатеëüности.
Наибоëее известный поäхоä äëя вы÷исëения

паpаìетpи÷еской ÷увствитеëüности базиpуется на
äиффеpенöиpовании заäа÷и на собственные зна÷е-
ния по паpаìетpу ìоäеëи χ:

λE(χ)x = A(χ)x.

λk
~ λk

~

λk
~ xk~ xk~ yk

т~ λk
~ yk

т~

λi
~ αi~ βi

~

αi

αi
2 βi

2
+

-----------------
~

~ ~

α1~ β1
~ α2~ β2

~

αk~ βk
~

λ1
~ α1~ β1

~

λk 1+
~

λk
~ λk

~



804 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 12, 2015

Опуская пpоìежуто÷ные выкëаäки, паpаìетpи-
÷еский коэффиöиент ÷увствитеëüности ìожно за-
писатü в виäе

 = – xk

пpи усëовии Е-оpтоãонаëüности.
Такая фоpìа пpеäставëения паpаìетpи÷еской

÷увствитеëüности пеpвоãо поpяäка описана во ìно-
ãих pаботах (напpиìеp, в pаботе [8]).
Пpакти÷ески во всех известных pаботах äëя за-

äанноãо паpаìетpа (паpаìетpов) необхоäиìо вы÷ис-
ëятü ÷увствитеëüностü äëя указанноãо ÷исëа поëþ-
сов. Пpи этоì ÷исëо поëþсов ìожет оказатüся äос-
тато÷но боëüøиì. Такой поäхоä тpебует высоких
вы÷исëитеëüных затpат.
Пpеäëаãаеìый вы÷исëитеëüный аëãоpитì авто-

ìати÷ески äает возìожностü найти поëþс с наи-
боëüøей ÷увствитеëüностüþ к заäанноìу паpаìетpу.
Аëãоpитì 1 явëяется базовыì пpи созäании но-

воãо аëãоpитìа. Особенностüþ новоãо аëãоpитìа
явëяется äопоëнитеëüное фоpìиpование пpавой
÷асти пpи pеøении систеì уpавнений äëя исхоä-
ной и тpанспониpованной заäа÷. Допоëнитеëüно
указывается инфоpìаöия о зна÷ении пpоизвоäной
от ìатpиö А иëи Е по заäанноìу паpаìетpу и ìо-
äифиöиpуется п. 4 аëãоpитìа 1:

b = v; b = b/||b||2; c = w; c = c/||c||2.

В остаëüноì пpеäëаãаеìый аëãоpитì pаботает
так же, как и аëãоpитì 1. В ка÷естве äоìиниpуþ-
щеãо поëþса вы÷исëяется поëþс с наибоëüøей
÷увствитеëüностüþ к выбpанноìу паpаìетpу.
Пpеäëоженный аëãоpитì äает инфоpìаöиþ о

вëиянии выбpанноãо паpаìетpа пpи еãо ìаëоì от-
кëонении. Эта инфоpìаöия поëезна в сëу÷ае ис-
хоäно неустой÷ивой äинаìи÷еской систеìы, так как
она äает возìожностü опpеäеëитü, в какоì напpав-
ëении необхоäиìо ìенятü выбpанный паpаìетp,
÷тобы обеспе÷итü устой÷ивостü систеìы.
Пpи боëüøоì откëонении паpаìетpа äëя опpе-

äеëения паpаìетpи÷ескоãо запаса устой÷ивости не-
обхоäиìы аëãоpитìы постpоения тpаектоpий коp-
невых ãоäоãpафов. Возìожны pазëи÷ные ваpианты
вы÷исëения собственных зна÷ений и собственных
вектоpов на заäанной сетке паpаìетpов. Аëãоpитì 1
ìожет бытü испоëüзован äëя этих öеëей. Этот аë-
ãоpитì pаботает äостато÷но быстpо, так как äëя ка-
жäой посëеäуþщей итеpаöии испоëüзуется инфоp-
ìаöия, поëу÷енная на пpеäыäущей итеpаöии.

Экспеpиментальная пpовеpка 
пpедставленных вычислительных алгоpитмов

В этоì pазäеëе пpеäставëены pезуëüтаты pас÷е-
тов с пpиìенениеì описанных выøе вы÷исëитеëü-
ных аëãоpитìов. Пpеäставëено также сpавнение с

некотоpыìи pезуëüтатаìи, поëу÷енныìи с поìо-
щüþ аëãоpитìа Spectre [10].
Экспеpиìенты выпоëнены äëя äвух схеì:
схеìы опеpаöионноãо усиëитеëя μa741 с внут-
pенней коppектиpуþщей еìкостüþ. Пpи опpе-
äеëенных зна÷ениях этой еìкости возìожно по-
явëение автокоëебаний;
схеìы автоãенеpатоpа, пpеäставëенноãо в pа-
боте [8]. 
Дëя этих схеì выпоëнены нескоëüко pазëи÷ных

ваpиантов вы÷исëений с испоëüзованиеì аëãеб-
pаи÷ескоãо и ÷астотноãо кpитеpиев. 

Алгебpаический кpитеpий

Моäеëиpование схеìы опеpаöионноãо усиëите-
ëя μa741 с коppектиpуþщей еìкостüþ, pавной
0,0015 пФ. Поëþсы, поëу÷енные pазныìи аëãоpит-
ìаìи, пpивеäены на pис. 1, 2 и пpакти÷ески сов-
паäаþт. Аëãоpитì Spectre RF вы÷исëяет все поëþсы,
но в табëиöе пpивеäена ëиøü их ÷астü, ÷тобы быëа
возìожностü сpавнитü их с pезуëüтатаìи, поëу÷ен-
ныìи с поìощüþ пpеäëоженноãо аëãоpитìа. Оба
аëãоpитìа обнаpужиëи поëþс с поëожитеëüной ве-
щественной ÷астüþ, ÷то свиäетеëüствует о неус-
той÷ивости схеìы. Частота ãенеpаöии соответству-
ет ìниìой ÷асти поëþса и составëяет 3,8210 МГö.

Постpоение тpаектоpии коpневого годогpафа

В pезуëüтате pаботы вы÷исëитеëüноãо аëãоpитìа
pас÷ета паpаìетpи÷еской ÷увствитеëüности появи-
ëасü возìожностü оöенитü зна÷ение коppектиpуþ-
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Pис. 2. Полюсы, полученные пpедложенным вычислительным
алгоpитмом

Pис. 1. Полюсы, полученные алгоpитмом Spectre
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щей еìкости, пpи котоpой поëþс нахоäится на
ãpаниöе поëожитеëüной и отpиöатеëüной s-поëу-
пëоскостей. Это зна÷ение паpаìетpа буäеì назы-
ватü кpити÷ескиì. Оöенивается cкp из сëеäуþщих
сообpажений. Оãpани÷иì pяä Тейëоpа ÷ëенаìи пеp-

воãо поpяäка: λ(χ0 + Δχ) ≈ λ(χ0) + Δχ. В пpеäпо-

ëожении Re(λ(χ0 + Δχ)) = 0 поëу÷иì выpажение

äëя оöенки cкp: Δχ = . Пpи заäанных паpа-

ìетpах схеìы cкр = 0,11 пФ. То÷ное зна÷ение cкp
pавно 0,12025 пФ. Поãpеøностü оöенки составëяет
ìенее 10 %. Пpи постpоении тpаектоpии коpневоãо
ãоäоãpафа опpеäеëяется то÷ное зна÷ение кpити÷е-
скоãо паpаìетpа. На pис. 3 пpивеäен фpаãìент коp-
невоãо ãоäоãpафа вбëизи ìниìой оси. Pис. 3 äает
возìожностü оöенитü кpити÷еское зна÷ение паpа-
ìетpа (пpи c = 0,12015 пФ Reλ = –6,423 и

Imλ = ±3,7198•106).
Pезуëüтаты ìоäеëиpования автоãенеpатоpной

схеìы пpивеäены на pис. 4. Pезуëüтаты pаботы аë-

ãоpитìа Spectre RF и описанноãо аëãоpитìа пpак-
ти÷ески совпаäаþт. Тpетий поëþс (pис. 4) иìеет
поëожитеëüнуþ äействитеëüнуþ ÷астü, ÷то соот-
ветствует усëовиþ ãенеpаöии в иссëеäуеìой схеìе.
Частота ãенеpаöии составëяет 945,518 МГö.

Заключение

Метоäы ìоäаëüной pеäукöии явëяþтся пеp-
спективныì напpавëениеì äëя созäания наäежных
и вы÷исëитеëüно эффективных аëãоpитìов поë-
ноãо öикëа иссëеäования устой÷ивости äинаìи÷е-
ских систеì.
Пpивеäенные в статüе вы÷исëитеëüные аëãоpит-

ìы позвоëяþт на этапе пpоектиpования выявитü
исто÷ники неустой÷ивости, у÷естü возìожные pаз-
бpосы схеìных паpаìетpов и вëияние внеøних
возäействий.
Ввеäено понятие "кpити÷ескоãо зна÷ения" па-

pаìетpа, опpеäеëяþщеãо ãpаниöу ìежäу устой÷и-
выì и неустой÷ивыì состояниеì.
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The article presents efficient computational algorithms for analysis of the stability of the dynamical systems. The algorithms are
based on the principle of modal approximation. A numerical algorithm for computing of the poles of the transfer function is
proposed, which ensures determination of the poles located in the right half-plane. In order to detect the pole with the positive real

part the suggested algorithm exploits the property of the damping factor ςi = –  for the obtained poles  =  + i .

This factor is negative for the poles with positive real parts. The following sequence of the form |ς1( , ) – ς0| <

< |ς2( ,  – ς0)| < ... < |ςk( , ) – ς0| is constructed for the computed poles. The sequence is converged to the pole with

the positive real part under |ς0| < 1. The paper presents an algorithm for computation of the poles of the transfer function with the
maximal sensitivity with respect to the circuit parameters. The suggested algorithm allows us to detect the parameters with the max-
imal impact on the shift of the poles and to determine the critical parameter values corresponding to the boundary of instability.
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Исследование устойчивости и стабилизация нелинейных 
пеpеключаемых механических систем на основе декомпозиции1

Введение

В посëеäние äва äесятиëетия активно изу÷аþтся
ãибpиäные систеìы, описываеìые äиффеpенöи-
аëüныìи уpавненияìи с пеpекëþ÷енияìи пpавых
÷астей в хоäе пpоöесса упpавëения [1—3]. Такие
систеìы встpе÷аþтся в заäа÷ах упpавëения ìеха-
ни÷ескиìи объектаìи со стpуктуpной pеконфиãу-
pаöией, отказаìи и восстановëенияìи äат÷иков
иëи испоëнитеëüных оpãанов [3, 4].
Наëи÷ие пеpекëþ÷ений существенно затpуäняет

pеøение заäа÷ синтеза стабиëизиpуþщих упpавëе-
ний, поэтоìу актуаëüной пpобëеìой явëяется pаз-
витие теоpии упpавëения äëя такоãо pоäа ãибpиä-
ных ìехани÷еских систеì [3, 4]. Основныì, а ÷асто
и еäинственныì, стpоãиì ìетоäоì иссëеäования
äинаìики ãибpиäных систеì обы÷но выступает
ìетоä функöий Ляпунова (сì., напpиìеp, pаботы
[1—6]).
Цеëü äанной статüи — pазвитие ìетоäов иссëеäо-

вания устой÷ивости и постpоения стабиëизиpуþщих
упpавëений äëя неëинейных ìехани÷еских систеì
с пеpекëþ÷енияìи. Анаëиз асиìптоти÷еской ус-
той÷ивости пpовоäится на основе pазpабатываеìоãо
автоpаìи поäхоäа [7—9] в pаìках ìетоäа äекоìпо-
зиöии. Метоä äекоìпозиöии, закëþ÷аþщийся в
pазäеëении сëожной систеìы на нескоëüко боëее
пpостых поäсистеì, изу÷ении их по отäеëüности и
обоснованноì пеpенесении поëу÷енных pезуëüта-
тов на исхоäнуþ систеìу, øиpоко и эффективно
пpиìеняется в теоpии устой÷ивости и упpавëения
[10—12]. Основная иäея испоëüзуеìоãо в äанной

статüе ваpианта ìетоäа äекоìпозиöии состоит в за-
ìене иссëеäования устой÷ивости оäной систеìы
äиффеpенöиаëüных уpавнений втоpоãо поpяäка ис-
сëеäованиеì äвух изоëиpованных систеì пеpвоãо
поpяäка. Эта иäея быëа пеpвона÷аëüно pазpабота-
на äëя обоснования пpеöессионной теоpии ãиpо-
скопов [13, 14].
С поìощüþ äекоìпозиöионноãо поäхоäа пpеä-

ëожены стабиëизиpуþщие законы обpатной связи
äëя äвух кëассов упpавëяеìых ìехани÷еских сис-
теì с пеpекëþ÷енияìи.

Анализ устойчивости нелинейной 
механической системы с пеpеключаемыми 

позиционными силами на основе декомпозиции

Пустü заäано сеìейство неëинейных ìехани÷е-
ских систеì

A  + || ||νB  + G  + Qs(q) = 0,
s ∈ M = {1, ..., m}. (1)

Зäесü q,  ∈ Rn — соответственно обобщенные
кооpäинаты и скоpости, n — ÷етное ÷исëо; посто-
янные ìатpиöы A и B — сиììетpи÷еские поëожи-
теëüно опpеäеëенные; постоянная ìатpиöа G —
кососиììетpи÷еская невыpожäенная; ν > 0, ||•|| —
евкëиäова ноpìа вектоpа; вектоpные функöии
Q1(q), ..., Qm(q) непpеpывно äиффеpенöиpуеìы пpи
q ∈ Rn и явëяþтся оäноpоäныìи поpяäка μ > 1.
Такиì обpазоì, систеìы из pассìатpиваеìоãо се-
ìейства нахоäятся поä возäействиеì ëинейных ãи-
pоскопи÷еских сиë, а также неëинейных оäноpоä-
ных äиссипативных и позиöионных сиë.
Сëеäует заìетитü, ÷то ìехани÷еские систеìы с

неëинейныìи оäноpоäныìи äействуþщиìи сиëа-
ìи изу÷аëисü во ìноãих pаботах (сì., напpиìеp,
[15—19]).

Изучаются нелинейные механические системы с одноpодными пеpеключаемыми позиционными силами, линейными гиpоско-
пическими силами и одноpодными диссипативными силами. Пpедложен подход к исследованию устойчивости пpи пpоизвольном
законе пеpеключений, основанный на декомпозиции исходной системы, состоящей из п диффеpенциальных уpавнений втоpого
поpядка, на две изолиpованные подсистемы пеpвого поpядка той же самой pазмеpности. Pассматpивается задача стабили-
зации положения pавновесия системы за счет малых сил pадиальной коppекции пpи пpоизвольном pежиме пеpеключений, мас-
штабиpующих потенциал. Для модели магнитного подвеса pотоpа с нелинейными пеpеключаемыми циpкуляpными силами пpед-
ложен стабилизиpующий закон обpатной связи, использующий линейные гиpоскопические и нелинейные диссипативные силы.
Ключевые слова: гибpидные механические системы, асимптотическая устойчивость, упpавление, функции Ляпунова, ста-

билизация, декомпозиция, закон пеpеключения

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке PФФИ (пpоекты
№ 13-08-00948 и № 15-08-06680) и Санкт-Петеpбуpãскоãо
ãосуäаpственноãо унивеpситета (НИP № 9.38.674.2013 и
№ 9.37.157.2014).
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Допустиìыì законоì пеpекëþ÷ения буäеì назы-
ватü кусо÷но-постояннуþ пpавостоpонне непpеpыв-
нуþ функöиþ вpеìени σ(t), σ(t): [0, +∞) → {1, ..., m},
иìеþщуþ на кажäоì оãpани÷енноì пpоìежутке
тоëüко коне÷ное ÷исëо то÷ек pазpыва.

Pассìотpиì поpожäаеìуþ сеìействоì (1) ãиб-
pиäнуþ ìехани÷ескуþ систеìу с пpоизвоëüныì
äопустиìыì законоì пеpекëþ÷ения позиöионных
сиë, описываеìуþ уpавненияìи

A  + || ||νB  + G  + Qσ(t)(q) = 0. (2)

Систеìа (2) иìеет поëожение pавновесия q =  = 0.
Опpеäеëиì усëовия, выпоëнение котоpых ãаpанти-
pует, ÷то это поëожение pавновесия буäет асиìпто-
ти÷ески устой÷иво пpи ëþбоì äопустиìоì законе
пеpекëþ÷ения. Поäобная заäа÷а естественныì об-
pазоì возникает в сëу÷аях, коãäа закон пеpекëþ-
÷ения иëи неизвестен, иëи сëиøкоì сëожен äëя тоãо,
÷тобы еãо ìожно быëо у÷итыватü пpи анаëизе ус-
той÷ивости [1, 3].
Дëя ãибpиäных систеì с пpоизвоëüныì pежи-

ìоì пеpекëþ÷ения основныì ìетоäоì иссëеäова-
ния устой÷ивости явëяется испоëüзование общих
функöий Ляпунова, ìонотонно изìеняþщихся вäоëü
pеøений [1—6]. Оäнако пpобëеìа существования
общей функöии Ляпунова не pеøена в поëноì
объеìе äаже äëя сеìейства ëинейных автоноìных
поäсистеì [1, 3]. Дëя ìехани÷еских систеì она
тpебует отäеëüноãо и уãëубëенноãо иссëеäования,
поскоëüку ìехани÷еские систеìы обëаäаþт спеöи-
аëüной стpуктуpой, ÷то затpуäняет пpиìенение к
ниì известных pезуëüтатов [9].
В статüях [9, 20, 21] быë pазpаботан поäхоä к

пpобëеìе постpоения общей функöии Ляпунова
äëя сеìейства ìехани÷еских систеì с ëинейныìи
äиссипативныìи сиëаìи, основанный на ìетоäе
äекоìпозиöии. В настоящей pаботе покажеì, ÷то
этот поäхоä ìожет успеøно пpиìенятüся и в сëу÷ае,
коãäа äиссипативные сиëы существенно неëинейны.
Стpоиì вспоìоãатеëüное сеìейство поäсистеì

G  = –Qs(y), s = 1, ..., m. (3)

Теоpема 1. Пусть μ > ν + 1. Если нулевые pешения
всех подсистем семейства (3) асимптотически устой-
чивы, и для этого семейства существует непpеpывно
диффеpенциpуемая пpи y ∈ Rn одноpодная поpядка γ > 1
общая функция Ляпунова V(y), удовлетвоpяющая тpе-
бованиям теоpемы Ляпунова об асимптотической ус-
тойчивости, то положение pавновесия q =  = 0
системы (2) асимптотически устойчиво пpи любом
допустимом законе пеpеключения. 
Доказательство. Ввеäеì новые пеpеìенные.

Пустü

z = , Gy = A  + Gq – ψ( ),

ãäе ψ( ) = || ||νBG –1A . Тоãäа сеìейство (1) пpи-
ниìает виä 

(4)

Постpоиì äëя сеìейства (4) общуþ функöиþ
Ляпунова. Поëожиì

(y, z) = (y) + (zтAz) , (5)

ãäе ξ > μ, ς > ν + l, a V(y) — указанная в фоpìуëи-
pовке теоpеìы функöия. Функöия (5) поëожитеëü-
но опpеäеëена. Диффеpенöиpуя ее в сиëу пpоиз-
воëüной систеìы из сеìейства (4), поëу÷аеì, ÷то
пpи äостато÷но ìаëых зна÷ениях ||y || и ||z || спpавеä-
ëива оöенка

 m –a1(||y ||ξ + ||z ||ς) + a2(||y ||μ||z ||ς – ν – 1 +

+ ||y ||ξ – 1||z || + ||y ||ξ – μ(||z ||μ + ||z ||2ν + 1)).

Зäесü a1 и a2 — поëожитеëüные постоянные, не
зависящие от выбpанной систеìы сеìейства.
Нетpуäно показатü [22], ÷то есëи

max  <  < , 

то найäется ÷исëо δ > 0 такое, ÷то пpи ||y || + ||z || < δ
выпоëнено неpавенство

 m – (||y ||ξ + ||z ||ς).

Такиì обpазоì, функöия (5) явëяется общей
функöией Ляпунова äëя сеìейства (4). Зна÷ит, нуëе-
вое pеøение соответствуþщей ãибpиäной систеìы
асиìптоти÷ески устой÷иво пpи ëþбоì äопустиìоì
законе пеpекëþ÷ения, а тоãäа теì же саìыì свой-
ствоì обëаäает и поëожение pавновесия q =  = 0
систеìы (2).
Замечание 1. Теоpеìа 1 позвоëяет своäитü заäа÷у

нахожäения общей функöии Ляпунова äëя сеìей-
ства систеì pазìеpности 2n со спеöиаëüной стpук-
туpой к анаëоãи÷ной заäа÷е äëя вспоìоãатеëüноãо
сеìейства поäсистеì (3), иìеþщих вäвое ìенüøуþ
pазìеpностü и не обëаäаþщих, вообще ãовоpя,
спеöиаëüной стpуктуpой. Дëя pеøения новой заäа÷и
ìожно испоëüзоватü известные усëовия существо-
вания общей функöии Ляпунова äëя сеìейства оä-
ноpоäных поäсистеì [5, 23].
Замечание 2. Теоpеìа 1 äопускает pаспpостpа-

нение на ãибpиäные ìехани÷еские систеìы с äис-
сипативныìи сиëаìи боëее общеãо виäа, ÷еì в
фоpìуëе (2).

Действитеëüно, pассìотpиì систеìу A  + B( )  + G  + Qσ(t)(q) = 0. (6)
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Зäесü эëеìенты ìатpиöы B( ) непpеpывны пpи
 ∈ Rn и явëяþтся оäноpоäныìи функöияìи по-

pяäка ν > 0, пpи÷еì функöия B( )  поëожи-
теëüно опpеäеëена, а остаëüные обозна÷ения те же,
÷то и в фоpìуëе (2).
Можно показатü, ÷то теоpеìа 1 спpавеäëива и

äëя систеìы (6). Тpебуется тоëüко, ÷тобы быëо вы-
поëнено сëеäуþщее äопоëнитеëüное усëовие: сис-
теìа уpавнений в ÷астных пpоизвоäных

A–1Gz = B(z)z (7)

иìеет pеøение в виäе непpеpывно äиффеpенöи-
pуеìой пpи z ∈ Rn оäноpоäной поpяäка ν + 1 век-
тоpной функöии ψ(z).
Замечание 3. Кpитеpий существования оäноpоä-

ноãо pеøения систеìы (7) установëен в pаботе [24].

Стабилизация неустойчивого положения pавновесия 
малыми силами pадиальной коppекции

Pассìотpиì упpавëяеìуþ ìехани÷ескуþ систе-
ìу с пеpекëþ÷енияìи, описываеìуþ неëинейны-
ìи äиффеpенöиаëüныìи уpавненияìи

A  + || ||νB  + G  + kσ(t)  = U. (8)

Зäесü q,  ∈ Rn — соответственно обобщенные
кооpäинаты и скоpости, n — ÷етное ÷исëо; постоян-
ные ìатpиöы A и B — сиììетpи÷еские поëожитеëüно
опpеäеëенные; постоянная ìатpиöа G — кососиì-
ìетpи÷еская невыpожäенная; ν > 0. Потенöиаëüная
энеpãия Π(q) явëяется непpеpывно äиффеpенöиpуе-
ìой оäноpоäной функöией поpяäка μ + 1 > ν + 2,
котоpуþ буäеì с÷итатü отpиöатеëüно опpеäеëен-
ной, т. е. Π(q) m –a1||q ||μ + 1, a1 > 0; кусо÷но-посто-
янная пpавостоpонне непpеpывная функöия σ(t):
[0, +∞) → {1, ..., m} заäает закон пеpекëþ÷ения,
а все ÷исëа kj, j = 1, ..., m, с÷итаþтся поëожитеëü-
ныìи. В ÷астности, такоãо pоäа пеpекëþ÷аеìый
потенöиаë буäет иìетü ìесто в сëу÷ае ìехани÷е-
ской систеìы с m оäинаковыìи упpуãиìи эëеìен-
таìи, коãäа в кажäый ìоìент вpеìени функöио-
ниpуþт паpаëëеëüно соеäиненныìи тоëüко неко-
тоpые из них. Вхоäящая же в пpавуþ ÷астü
уравнения (8) функöия U pассìатpивается как
упpавëение, котоpое ìожно выбиpатü.
Есëи упpавëение в систеìе (8) отсутствует, т. е.

U ≡ 0, и пеpекëþ÷ения не пpоисхоäят, т. е. kσ(t) ≡ const,
то поëожение pавновесия q =  = 0 буäет в соот-
ветствии с ÷етвеpтой теоpеìой Тоìсона—Тэта—
Четаева [15] неустой÷иво по Ляпунову. Наøа за-
äа÷а состоит в тоì, ÷тобы указатü закон упpавëения
U = U(q), ãаpантиpуþщий асиìптоти÷ескуþ устой-
÷ивостü поëожения pавновесия в заìкнутой систеìе
пpи пpоизвоëüноì законе пеpекëþ÷ения. 
Выбеpеì закон упpавëения в виäе

U(q) = –ηϕ(q)Gq, η > 0, (9)

ãäе ϕ(q) l a2||q ||μ – 1, a2 > 0 — пpоизвоëüная непpе-
pывно äиффеpенöиpуеìая оäноpоäная поpяäка μ – 1
поëожитеëüно опpеäеëенная функöия.
Теоpема 2. Пpи пpедположениях этого pаздела

положение pавновесия q =  = 0 системы (8), замк-
нутой упpавлением (9), асимптотически устойчиво
пpи любом η > 0.
Доказатеëüство своäится к пpовеpке усëовий

теоpеìы 1. Пpи этоì необхоäиìо ëиøü уäостове-
pитüся в существовании общей оäноpоäной функ-
öии Ляпунова äëя сеìейства 

G  + ks  = –ηϕ(y)Gу, s = 1, ..., m. (10)

Запиøеì сеìейство (10) в виäе

 = –ksG
–1  – ηϕ(y)y, s = 1, ..., m, (11)

и pассìотpиì äëя неãо поëожитеëüно опpеäеëен-
нуþ функöиþ Ляпунова

V(y) = –Π(y) l a1||y ||μ + 1.

Пpоäиффеpенöиpуеì эту функöиþ в сиëу s-й
поäсистеìы из (11), s = 1, ..., m. Иìееì

(y) = ksηϕ(y) y = ksη(μ + 1)ϕ(y)Π(y) m

m – a1a2η(μ + 1)||y ||2μ.

Зäесü  = minks, s = 1, ..., m. Сëеäоватеëüно,
функöия (y) явëяется отpиöатеëüно опpеäеëен-
ной. Зна÷ит, V(y) — общая оäноpоäная функöия
Ляпунова äëя сеìейства (11), т. е. все усëовия тео-
pеìы 1 выпоëнены, откуäа и вытекает спpавеäëи-
востü утвеpжäения äоказываеìой теоpеìы.
Отìетиì, ÷то неëинейные упpавëяþщие сиëы (9)

уäовëетвоpяþт тожäеству qтU(q) ≡ 0, т. е. они äей-
ствуþт оpтоãонаëüно к pаäиус-вектоpу. Такие сиëы
в теоpии ãиpоскопи÷еских систеì называþт сиëаìи
pаäиаëüной коppекöии [14]. Отìетиì также, ÷то
упpавëяþщие сиëы (9) иìеþт тот же саìый поpя-
äок оäноpоäности μ > 1, ÷то и вызываþщие неус-
той÷ивостü pавновесия систеìы без упpавëения

потенöиаëüные сиëы — kσ(t) , пpи÷еì стабиëи-

заöия ãаpантиpуется теоpеìой 2 пpи скоëü уãоäно
ìаëоì η > 0. Такиì обpазоì, теоpеìа 2 обеспе÷и-
вает стабиëизаöиþ pавновесия за с÷ет сиë pаäиаëü-
ной коppекöии, ìаëых по сpавнениþ с äестабиëи-
зиpуþщиìи потенöиаëüныìи сиëаìи. Такая ìаëостü
упpавëяþщих сиë ìожет оказатüся поëезной в пpи-
ëожениях, поскоëüку затpаты на pеаëизаöиþ упpав-
ëения обы÷но пpопоpöионаëüны упpавëяþщеìу
сиãнаëу.
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3. Стабилизация положения pавновесия 
нелинейной неконсеpвативной механической 

системы с двумя степенями свободы

Pассìотpиì ìехани÷ескуþ систеìу с äвуìя сте-
пеняìи свобоäы

 – p(x, y)y = Ux,  + p(x, y)x = Uy. (12)

Зäесü x, y — скаëяpные обобщенные кооpäинаты.
В ëевые ÷асти уpавнений (12) вхоäят обобщенные ус-
коpения и неконсеpвативные позиöионные сиëы [15].
В пpавые ÷асти уpавнений вхоäят упpавëяþщие
сиëы, котоpые ìоãут выбиpатüся из некотоpых äо-
пустиìых кëассов. Коэффиöиент p(x, y) пpи не-
консеpвативных позиöионных сиëах заäается
функöией

p(x, y) = α + β(x2 + y2), (13)

ãäе α и β — вещественные паpаìетpы. Неëинейные
неконсеpвативные позиöионные сиëы иìенно та-
коãо виäа испоëüзуþтся пpи ìоäеëиpовании äина-
ìики pотоpа в ìаãнитноì поäвесе [25].
Буäеì с÷итатü, ÷то систеìа ìаãнитноãо поäвеса

pотоpа pеаëизована в äвух ваpиантах, основноì и
pезеpвноì. Тоãäа коэффиöиент (13) пpи неконсеp-
вативных позиöионных сиëах буäет в хоäе функ-
öиониpования пеpекëþ÷аеìыì с основноãо на pе-
зеpвный pежиì в пpоизвоëüные ìоìенты вpеìени
(p = pσ(t)(x, y) = ασ(t) + βσ(t)(x

2 + y2)). Зäесü кусо÷-
но-постоянная пpавостоpонне непpеpывная функ-
öия σ(t) ìожет пpиниìатü äва зна÷ения: 1 (соответ-
ствует основноìу pежиìу) и 2 (соответствует pе-
зеpвноìу pежиìу).
С у÷етоì пеpекëþ÷ений äинаìика pотоpа в ìаã-

нитноì поäвесе описывается систеìой уpавнений

 – pσ(t)(x, y)y = Ux,  + pσ(t)(x, y)x = Uy. (14)

Жеëаеìоìу поëожениþ оси pотоpа соответствуþт
зна÷ения кооpäинат x = y = 0, заäаþщие поëоже-
ние pавновесия систеìы (14) пpи откëþ÷енноì
упpавëении (Ux = Uy ≡ 0). Дëя обеспе÷ения pабото-
способности ìаãнитноãо поäвеса поëожение pав-
новесия x = y =  =  = 0 äоëжно бытü асиìпто-
ти÷ески устой÷ивыì по Ляпунову, т. е. ìаëые на-
÷аëüные откëонения от pавновесия äоëжны со
вpеìенеì ис÷езатü. Оäнако, как сëеäует из pезуëü-
татов В. М. Матpосова [10], пpи откëþ÷енноì
упpавëении поëожение pавновесия систеìы (14)
неустой÷иво пpи ëþбых функöиях p1(x, y), p2(x, y)
и пpи ëþбоì законе пеpекëþ÷ения. Поэтоìу возни-
кает заäа÷а стабиëизаöии, т. е. такоãо выбоpа закона
упpавëения Ux(x, y), Uy(x, y), пpи котоpоì быëа бы
обеспе÷ена асиìптоти÷еская устой÷ивостü поëо-
жения pавновесия независиìо от конкpетной pеа-
ëизаöии закона пеpекëþ÷ения.
Пpи pассìотpении этой заäа÷и сëеäует у÷иты-

ватü, ÷то иìеþщиеся испоëнитеëüные оpãаны не
всеãäа обеспе÷иваþт возìожностü pеаëизаöии упpав-
ëяþщих сиë пpоизвоëüной стpуктуpы. Такиì обpа-
зоì, возникает необхоäиìостü pеøения заäа÷и

стабиëизаöии за с÷ет сиë иной стpуктуpы по сpав-
нениþ с äействуþщиìи на систеìу в ее естествен-
ноì состоянии, поставëенной впеpвые äëя ëиней-
ных систеì И. И. Метеëиöыныì [26].

Pассìотpиì заäа÷у äëя существенно неëиней-
ноãо сëу÷ая, коãäа вопpос об устой÷ивости не pе-
øается на основе уpавнений ëинейноãо пpибëиже-
ния. А иìенно, поëожиì, ÷то α1 = α2 = 0, и буäеì
выбиpатü законы упpавëения в кëассе неëинейных
функöий. Кpоìе тоãо, с÷итаеì, ÷то коэффиöиенты
β1 и β2 отëи÷ны от нуëя и иìеþт оäин знак.
Теоpема 3. Асимптотическая устойчивость поло-

жения pавновесия x = y =  =  = 0 будет достиг-
нута, если в системе (14) положить

Ux = gβ1  – b1(  + )γ ,

Uy = –gβ1  – b2(  + )γ , (15)

где b1, b2, g, γ — положительные постоянные, пpичем
0 < γ < 1.
Дëя обоснования этоãо утвеpжäения в соответ-

ствии с теоpеìой 1 äостато÷но убеäитüся в суще-
ствовании оäноpоäной общей функöии Ляпунова
äëя сеìейства поäсистеì

–gβ1  – βs(u
2 + v2)u = 0,

gβ1  + βs(u
2 + v2)v = 0, s = 1, 2.

Леãко пpовеpитü, ÷то в ка÷естве такой функöии
ìожно выбpатü V(u, v) = u2 + v2.
Заìетиì, ÷то äëя pеаëизаöии упpавëения (15) äо-

стато÷но иìетü ëиøü изìеpитеëü скоpостей , ,
а кооpäинаты x, y пpи этоì ìоãут и не изìеpятüся.
Необхоäиìо также отìетитü, ÷то оãpани÷ение

γ < 1 на поpяäок ìаëости äиссипативных сиë быëо
поëу÷ено в пpоöессе äоказатеëüства теоpеìы 1 как
оäно из äостато÷ных усëовий, обеспе÷иваþщее
знакоопpеäеëенностü пpоизвоäной функöии Ляпу-
нова в сиëу заìкнутой систеìы, т. е. быëо обусëов-
ëено техникой äоказатеëüства. Оäнако это оãpани-
÷ение явëяется пpинöипиаëüныì и не ìожет бытü
отбpоøено, поскоëüку пpи γ = 1, b1 = b2 = β1 = β2 =
= 1/g > 0 у заìкнутой систеìы иìеþтся то÷ные pе-
øения x(t) = c sint, y(t) = c cost, c = const.

Заключение

В статüе пpеäëожен поäхоä к анаëизу устой÷и-
вости неëинейных ìехани÷еских систеì с пеpе-
кëþ÷енияìи позиöионных сиë, основанный на äе-
коìпозиöии исхоäной систеìы на äве поäсистеìы
вäвое ìенüøей pазìеpности кажäая. На базе этоãо
поäхоäа постpоены стабиëизиpуþщие обpатные
связи äëя äвух кëассов ìехани÷еских систеì. Пpи
этоì испоëüзуþтся упpавëяþщие сиëы pазëи÷ной
стpуктуpы — ìаëые сиëы pаäиаëüной коppекöии,
ëибо ãиpоскопи÷еские сиëы.
Заìетиì, ÷то äëя pеøения заäа÷ стабиëизаöии

пpеäëоженный поäхоä ìожет успеøно пpиìенятüся
не тоëüко к pассìотpенныì систеìаì, но и к су-
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щественно боëее общеìу кëассу ìехани÷еских
систеì с пеpекëþ÷енияìи и запазäываниеì в по-
зиöионных сиëах, возникаþщиì всëеäствие заäеp-
жек на обpаботку инфоpìаöии в канаëе упpавëения.
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A nonlinear hybrid mechanical system is studied. It is assumed that on the system homogeneous switched positional forces,
linear gyroscopic forces and homogeneous dissipative ones act. Conditions are determined under which the trivial equilibrium
position of the considered system is asymptotically stable for any admissible switching law. It is well known that to prove the
asymptotic stability uniform with respect to switching law, it is sufficient to construct a common Lyapunov function for the family
of subsystems corresponding to the hybrid system. However, till now there are no general constructive methods for finding of
common Lyapunov functions, even for families composed of linear subsystems. The problem is especially difficult for me-
chanical systems with switched force fields, since such systems are described by differential equations of the second order. This
results in the appearance of certain special properties of motions and essentially complicates the analysis of system dynamics.
In particular, well known results obtained for switched systems of general form might be inefficient or even inapplicable for
mechanical systems. In the present paper, a new approach to the stability analysis is proposed. The approach is based on the
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decomposition of the original system consisting of differential equations of the second order into two isolated first order sub-
systems of the same dimension. It should be noted that one of the isolated subsystem is switched, whereas another one is non-
switched. Thus, the decomposition method permits us to reduce the problem of a common Lyapunov function constructing for
the original family of nonlinear systems of dimension with a special structure to that for an auxiliary family of subsystems of
dimension which, generally, do not possess a special structure. The problem of stabilization of the equilibrium position of a
system for any switching mode scaling the potential with the aid of small forces of radial correction is considered. For a model
of the magnetic bearing of a rotor with nonlinear switched circular forces, the stabilizing feedback control law is constructed
by the use of linear gyroscopic and nonlinear dissipative forces.

Keywords: hybrid mechanical systems, asymptotic stability, control, Lyapunov functions, stabilization, decomposition,
switching law
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Синтез pобастных алгоpитмов стабилизации
пpогpаммных движений мобильного pобота с омни-колесами 

методом вектоp-функций Ляпунова1

Введение

В настоящее вpеìя вопpосаì, связанныì с ис-
сëеäованиеì äинаìики ìобиëüных коëесных pо-
ботов и упpавëениеì их äвижениеì, уäеëяется
ìноãо вниìания в связи с pазвитиеì pобототехники
и автоìатизаöии. Мобиëüные pоботы, иìеþщие
коëеса всенапpавëенноãо типа, так называеìые
оìни-коëеса, иìеþт пpеиìущество пеpеä ìобиëü-
ныìи pоботаìи с обы÷ныìи типаìи коëес. Высокая
ìаневpенностü ìобиëüноãо pобота с такиìи коëе-
саìи обеспе÷ивается особенностяìи констpукöии
коëес, на котоpых закpепëены pоëики с осяìи вpа-
щения, ëежащиìи в пëоскости коëес. Бëаãоäаpя
наëи÷иþ оìни-коëес возìожно осуществëятü äвиже-
ние pобота в ëþбоì напpавëении без пpеäваpитеëü-
ноãо pазвоpота. В pаботах [1—4] постpоены кинеìа-
ти÷еские и äинаìи÷еские ìоäеëи, описываþщие
äвижения pобота с оìни-коëесаìи, pассìотpены
заäа÷и стабиëизаöии стаöионаpных äвижений.
В pаботах [5, 6] иссëеäованы вопpосы упpавëения
äëя кинеìати÷еских ìоäеëей pобота. Законы упpав-
ëения, пpиìеняеìые äëя äинаìи÷еских ìоäеëей,
äоëжны обеспе÷иватü вывоä pобота на заäаннуþ
тpаектоpиþ и стабиëизаöиþ äвижения вäоëü нее в
усëовиях непоëной инфоpìаöии о ìассоинеpöи-
онных хаpактеpистиках систеìы и äействия сиë тpе-
ния скоëüжения вäоëü повеpхности äвижения ко-
ëес. В pаботах [7, 8] постpоена неëинейная ìоäеëü
÷етыpехкоëесноãо ìобиëüноãо pобота с у÷етоì
äействия сиë сухоãо и вязкоãо тpения, и пpеäëожен
закон упpавëения с пpоãнозиpуþщиìи ìоäеëяìи.
В pаботе [9] äëя pеøения заäа÷и стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения ÷етыpехкоëесноãо pобота

быë поëу÷ен закон упpавëения äëя äинаìи÷еской
ìоäеëи с у÷етоì тpения скоëüжения на основе ìе-
тоäа вы÷исëяеìоãо ìоìента, называеìоãо также
ìетоäоì ëинеаpизаöии обpатной связüþ. Такой за-
кон упpавëения соäеpжит ìоìенты всех сиë, äей-
ствуþщих на систеìу, сëаãаеìое, пpеäставëяþщее
собой пpоизвеäение ìатpиöы инеpöии систеìы на
пpоãpаììное ускоpение, и ПД pеãуëятоp, ÷то позво-
ëяет поëу÷итü ëинейнуþ асиìптоти÷ески устой÷и-
вуþ стаöионаpнуþ систеìу в откëонениях от пpо-
ãpаììноãо äвижения. Отìетиì, ÷то пpиìенение
äанноãо ìетоäа поìиìо ãpоìозäких вы÷исëитеëü-
ных pабот, пpовоäиìых в pежиìе pеаëüноãо вpе-
ìени, тpебует также поëной инфоpìаöии о паpа-
ìетpах äинаìи÷еской ìоäеëи систеìы.
Актуаëüныìи явëяþтся вопpосы pазpаботки ìе-

тоäов и аëãоpитìов упpавëения ìобиëüныìи pобо-
таìи с оìни-коëесаìи на основе äинаìи÷еских
ìоäеëей с неизвестныìи ìассоинеpöионныìи ха-
pактеpистикаìи пpи у÷ете äействуþщих сиë тpения
скоëüжения. Эти ìетоäы и аëãоpитìы äоëжны бытü
pобастныìи, т. е. äоëжны обеспе÷иватü pеøение
заäа÷и упpавëения äëя öеëоãо кëасса äинаìи÷еских
ìоäеëей pобота, паpаìетpы котоpых уäовëетвоpяþт
заäанныì оãpани÷енияì. В pаботе [10] на основе
пpоöеäуpы бэкстеппинãа с пpиìенениеì скаëяpной
функöии Ляпунова постpоен аäаптивный закон
упpавëения, pеøаþщий заäа÷у стабиëизаöии пpо-
ãpаììноãо äвижения pобота с тpеìя оìни-коëесаìи
с неизвестныìи ìассоинеpöионныìи паpаìетpаìи и
äействуþщиìи сиëаìи тpения скоëüжения. Отìе-
тиì, ÷то pеëейный закон упpавëения, поëу÷енный
в pаботе [10], иìеет весüìа сëожнуþ стpуктуpу и
тpебует нахожäения оöенок неизвестных паpаìет-
pов в pежиìе он-ëайн. Такой поäхоä не опpавäан
из-за ãpоìозäкости и сëожности аëãоpитìов по-

Pешена задача стабилизации нестационаpного пpогpаммного движения мобильного pобота с четыpьмя pоликонесущими ко-
лесами и с неточно известной матpицей инеpции пpи учете пpоскальзывания колес. На основе метода вектоp-функций Ляпу-
нова обоснованы pазpывный и непpеpывный законы упpавления, получены оценки области начальных отклонений и неизвестной
части матpицы инеpции.
Ключевые слова: колесный мобильный pобот, упpавление, пpоскальзывание, стабилизация, пpогpаммное движение, омни-

колесо, вектоp-функция Ляпунова, динамическая модель, система сpавнения

РОБОТОТЕХНИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ

 1 Pабота выпоëнена пpи поääеpжке PФФИ (пpоект
№ 15-01-08482).
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стpоения законов упpавëения, есëи паpаìетpы сис-
теìы известны с некотоpой заäанной поãpеøностüþ.
В настоящей pаботе постpоен pеëейный закон

упpавëения, обеспе÷иваþщий стабиëизаöиþ неста-
öионаpноãо пpоãpаììноãо äвижения ìобиëüноãо
pобота с ÷етыpüìя pоëиконесущиìи коëесаìи пpи
усëовии, ÷то äействуþт сиëы тpения скоëüжения,
и ìасса пëатфоpìы известна нето÷но. Пpиìенение
непpеpывноãо закона упpавëения с функöией на-
сыщения позвоëиëо обосноватü свойство пpеäеëüной
оãpани÷енности pеøений систеìы в откëонениях от
пpоãpаììноãо äвижения. На основе ìетоäа сpавне-
ния с вектоp-функöией Ляпунова поëу÷ены оãpани-
÷ения на паpаìетpы систеìы и оöенка обëасти на-
÷аëüных откëонений, носящие pобастный хаpактеp.
Пpеäставëены pезуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëиpова-
ния, поäтвеpжäаþщие теоpети÷еские pас÷еты.

1. Особенности динамики pобота с омни-колесами

Pассìотpиì ìоäеëü pобота с ÷етыpüìя оìни-ко-
ëесаìи, äвижущеãося по ãоpизонтаëüной повеpх-
ности поä äействиеì ìоìентов, pазвиваеìых ÷е-
тыpüìя эëектpоäвиãатеëяìи постоянноãо тока, ус-
тановëенныìи в осях коëес (pис. 1). Как отìе÷ено
в pаботе [9], независиìое упpавëение вpащениеì
кажäоãо из ÷етыpех коëес пpивоäит к тоìу, ÷то не-
избежно возникает тpение скоëüжения вäоëü по-
веpхности äвижения коëес, котоpое необхоäиìо
у÷итыватü пpи постpоении äинаìи÷еской ìоäеëи
pобота. Пpи äвижении оìни-коëеса тpение скоëü-
жения возникает как в напpавëении вäоëü повеpх-
ности коëеса, так и пеpпенäикуëяpно еìу, за с÷ет
пpоскаëüзывания pоëиков.
Уpавнения äвижения pобота с у÷етоì тpения

скоëüжения иìеþт виä [9]

GT –1  + ET –1  + m0 ω = H ′U. (1)

Зäесü Xt = (ξ, η, ψ)т, ξ и η — кооpäинаты öентpа
пëатфоpìы pобота в непоäвижной äекаpтовой сис-
теìе кооpäинат Oξηζ, ψ — уãоë повоpота пëатфоp-
ìы вокpуã веpтикаëи, отс÷итываеìый от оси ξ; Vx,
Vy — пpоекöии вектоpа скоpости öентpа ìасс C pо-
бота на связанные с теëоì оси CX, CY соответст-
венно; ω =  — уãëовая скоpостü пëатфоpìы;
U = (U1, U2, U3, U4)

т — вектоp упpавëяþщих на-
пpяжений, поäаваеìых на эëектpоäвиãатеëи;

G = HJ + A; E = HJ + H(μTHT + μFHF);

H = ; J = ;

A = ; HT = ;

HF = ; T = ; 

m0 — ìасса pобота; Iz — ìоìент инеpöии pобота от-
носитеëüно веpтикаëüной оси, пpохоäящей ÷еpез
öентp ìасс; R — pаäиус коëес; L — pасстояние от
öентpа ìасс pобота äо öентpа коëеса; n — пеpеäа-
то÷ное ÷исëо; J0 — суììаpный ìоìент инеpöии
äвиãатеëя, коpобки пеpеäа÷ и коëеса относитеëüно
оси pотоpа эëектpоäвиãатеëя; Ra — сопpотивëение
в öепи эëектpоäвиãатеëя; k2 — постоянная ìоìента
äвиãатеëя; k3 — постоянная эëектpоäвижущей сиëы;
μT — коэффиöиент тpения скоëüжения, возникаþ-
щеãо в напpавëении пëоскости коëеса; μF — коэф-
фиöиент тpения скоëüжения, возникаþщеãо в на-
пpавëении, пеpпенäикуëяpноì пëоскости коëеса,
за с÷ет вpащения pоëиков.Pис. 1. Модель pобота с четыpьмя омни-колесами
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Уpавнения (1) с нето÷но известныìи ìассо-
инеpöионныìи хаpактеpистикаìи ìожно записатü
в сëеäуþщеì виäе:

(2)

Зäесü u = (u1, u2, u3)
т = H ′U; m, I и md — извест-

ные составëяþщие ìассоинеpöионных паpаìетpов
систеìы,

m =  + m0, h = μT + ,

md = , I = L2 + Iz;

Δm и ΔI — неизвестные составëяþщие ìассы пëат-
фоpìы и ее ìоìента инеpöии соответственно, уäов-
ëетвоpяþщие оãpани÷енияì: |Δm| < Δm0 = const,
|ΔI | < ΔI0 = const, пpи÷еì буäеì пpеäпоëаãатü, ÷то
Δm0 < m, ΔI0 < I.

Пустü иìеþтся тpи функöии ξ0(t), η0(t), ψ0(t),
оãpани÷енные и äважäы непpеpывно äиффеpенöи-
pуеìые пpи всех t l 0, и пустü существуþт поëо-
житеëüные постоянные , , , ,

 и , такие, ÷то äëя всех t l 0 выпоëняþтся
сëеäуþщие неpавенства:

|| (t)| m , | (t)| m , | (t)| m ;

|| (t)| m , | (t)| m , | (t)| m .

Pассìотpиì постановку заäа÷и стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения

ξ = ξ0(t), η = η0(t), ψ = ψ0(t) (3)

pобота (2).
Ввеäеì откëонения от пpоãpаììноãо äвиже-

ния (3):

x1 = ξ – ξ0(t), x2 = η – η0(t), x3 = ψ – ψ0(t). (4)

Тpебуется найти упpавëение по пpинöипу об-
pатной связи

(5)

и указатü оãpани÷ения на паpаìетpы систеìы и тpа-
ектоpии, пpи котоpых выпоëняþтся соотноøения

xi(t) = 0, i = 1, 2, 3,

есëи в на÷аëüный ìоìент вpеìени t = t0 l 0 зна-
÷ения x1(t0), x2(t0), x3(t0) и (t0), x2(t0),  (t0) пpи-
наäëежат некотоpой заäанной окpестности нуëе-
вой то÷ки x1 = x2 = x3 =  =  =  = 0.

2. Метод сpавнения с вектоp-функцией Ляпунова

Шиpокой базой pеøения заäа÷ иссëеäования
устой÷ивости и упpавëении äвиженияìи ìехани-
÷еских систеì явëяется пpяìой ìетоä Ляпунова и
еãо pазвитие — ìетоä сpавнения с вектоp-функöией
Ляпунова [11]. Pассìотpиì кpатко основные иäеи
этоãо ìетоäа.
В теории устой÷ивости в кëасси÷еских теоpеìах

пpяìоãо ìетоäа Ляпунова усëовия виäа  m 0,
l λV, наëаãаеìые на пpоизвоäные функöии Ля-

пунова, пpеäставëяþт собой пpостейøие äиффе-
pенöиаëüные неpавенства. Естественныìи явëя-
þтся попытки постpоитü кpитеpии устой÷ивости с
испоëüзованиеì боëее сëожных äиффеpенöиаëü-
ных неpавенств, ÷то ìожет обëеã÷итü pеøение
пpобëеìы постpоения функöии типа Ляпунова.
С. А. Чапëыãин ввеë и иссëеäоваë скаëяpные äиффе-
pенöиаëüные неpавенства общеãо виäа  m f (t, V ).
На основе пpиìенения äиффеpенöиаëüных неpа-
венств к функöияì Ляпунова пpи pеøении заäа÷ ус-
той÷ивости возник ìетоä сpавнения. Пеpвые øаãи в
pазвитии этоãо ìетоäа, сäеëанные в 50—60-х ãоäах
XX века, связаны с иìенаìи Г. И. Меëüникова,
Г. А. Антосиеви÷а, З. Опяëü, К. Коpäуняну, Ж. Ла-
Саëëя, С. Лефøеöа, В. Лакøìикантаìа, М. А. Кpас-
носеëüскоãо и äp. Совìестное pазвитие иäеи век-
тоpной функöии Ляпунова P. Беëëìана и ìетоäа
сpавнения, пpеäëоженное В. М. Матpосовыì [11],
пpивеëо к созäаниþ ìетоäа вектоp-функöий Ляпу-
нова, базиpуþщеãося на теоpии вектоpных äиффе-
pенöиаëüных неpавенств типа Чапëыãина—Важев-
скоãо, pазвитой в pаботах Я. Шаpскоãо, Т. Важев-
скоãо, С. Оëеха и äpуãих у÷еных.

Pассìотpиì пpиìенение ìетоäа сpавнения с
вектоp-функöией Ляпунова в заäа÷е об устой÷иво-
сти нуëевоãо pеøения систеìы обыкновенных
äиффеpенöиаëüных уpавнений

 = X(t, x), X(t, 0) ≡ 0, (6)

ãäе x ∈ Rn, X(t, x) = (X1(t, x), ..., Xn(t, x))т (инäекс т оз-
на÷ает тpанспониpование), вещественные функ-
öии X i(t, x) (i = 1, ..., n) опpеäеëены и непpеpывны
в обëасти

Γ = R+ Ѕ G = {(t, x): t...0, |x| < ν}

(ν = const > 0 иëи ν = +∞, сиìвоë |•| озна÷ает не-
котоpуþ вектоpнуþ ноpìу в Rn) и иìеþт в ней не-

(m + Δm)  + h  + md  – μF  =

= cosψu1 – sinψu2;

(m + Δm)  + h  – md  – μF  =

= sinψu1 + cosψu2;

(I + ΔI)  + 2L2h  = u3.
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пpеpывные ÷астные пpоизвоäные по х, оãpани÷ен-
ные в кажäой обëасти

 = {(t, x) ∈ Γ : t ... 0, |x|, }, 0 <  < ν.

Эти усëовия обеспе÷иваþт существование, еäин-
ственностü pеøений систеìы (6), их неëокаëüнуþ
пpоäоëжиìостü и непpеpывнуþ зависиìостü от на-
÷аëüных äанных и вpеìени t в обëасти Γ.

Pассìотpиì непpеpывно äиффеpенöиpуеìуþ век-
тоp-функöиþ V(t, x), V(t, x) = (v1(t, x), ..., vk(t, x))т,
V : Γ → Rk. Опpеäеëиì äëя нее пpоизвоäнуþ по вpе-
ìени в сиëу систеìы (6):

(t, x) =  + X(t, x).

Пустü иìеþт ìесто сëеäуþщие усëовия:

(t, x) m f (t, V(t, x)) ∀(t, x) ∈ Γ;

f ∈ W(Ω), f (t, 0) ≡ 0,
Ω = {(t, y) ∈ R+ Ѕ Rk: t l 0, |y | < K},

K = +∞ ∧ |V(t, x)| = k1 < K < +∞.

Зäесü W(Ω) — кëасс функöий, уäовëетвоpяþ-
щих в обëасти Ω усëовиþ Важевскоãо [11]. Иìеет
ìесто сëеäуþщая теоpеìа сpавнения с вектоp-
функöией Ляпунова.
Теоpема 2.1 [11]. Дëя устой÷ивости (соответст-

венно, устой÷ивости, pавноìеpной по t0) невозìу-
щенноãо äвижения x = 0 систеìы (6) необхоäиìо
и äостато÷но, ÷тобы äëя некотоpых  и l (1 m l m k)
существоваëа вектоp-функöия Ляпунова V(t, x),
обëаäаþщая в  сëеäуþщиìи свойстваìи:

1) функöия (t, x) = vi(t, x) — опpеäеëенно-

поëожитеëüная (соответственно и v1(t, x), ..., vk(t, x)
äопускаþт бесконе÷но ìаëый высøий пpеäеë);

2) нуëевое pеøение систеìы сpавнения

 = f (t, y), y ∈ Rk,

устой÷иво (соответственно, устой÷иво pавноìеpно
по t0) относитеëüно y1, ..., yl пpи усëовии y0 = V(t0, x0)

äëя (t0, x0) ∈  (в ÷астности, устой÷иво пpи усëовии

 l 0, ...,  l 0, есëи v1(t, x) l 0, ..., vl(t, x) l 0 пpи

(t, x) ∈ ).

В настоящее вpеìя теоpеìы ìетоäа сpавнения с
вектоp-функöией Ляпунова пpиìеняþтся äëя вы-
явëения pазëи÷ных äинаìи÷еских свойств pеøе-
ний неëинейных äиффеpенöиаëüных уpавнений:
асиìптоти÷еской устой÷ивости, пpитяжения и äp.
Оäнако возìожности ìетоäа сpавнения с вектоp-
функöией Ляпунова в заäа÷ах стабиëизаöии пpо-
ãpаììных нестаöионаpных äвижений ìехани÷еских

систеì äаëеко не ис÷еpпаны. В сëеäуþщих pазäе-
ëах пpеäставëены pезуëüтаты по пpиìенениþ этоãо
ìетоäа в pеøении заäа÷и стабиëизаöии пpоãpаìì-
ноãо äвижения ìобиëüноãо pобота с оìни-коëесаìи.

3. Синтез алгоpитмов стабилизации 
с помощью pелейных законов упpавления

Дëя pеøения заäа÷и стабиëизаöии пpоãpаììно-
ãо äвижения (3) вна÷аëе буäеì искатü закон упpав-
ëения (5) в виäе pеëейной функöии

(7)

ãäе ν > 0, μi > 0 (i = 1, 2), σj > 0 ( j = 1, 2, 3) — не-
котоpые постоянные.
Иìеет ìесто сëеäуþщая теоpеìа о стабиëиза-

öии пpоãpаììноãо äвижения (3) pобота.
Теоpема 3.1. Пустü найäутся постоянные δ1 > 0,

δ2 > 0, ν > 1, μi > 0 (i = 1, 2), σj > 0 ( j = 1, 2, 3), такие
÷то иìеþт ìесто неpавенства:

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2δ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R)δ1 + md(1 + ν) δ2 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1) m –ε1 = const < 0; (8)

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2δ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R)δ1 + md(1 + ν) δ2 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ2) m –ε2 = const < 0; (9)

(ν(I + ΔI0) – 2a2hμ2 + ν|ν(I ± ΔI0) – 2a2hμ2|)δ2 +

+ ((I + ΔI0)  + 2а2h  – σ3) m

m –ε3 = const < 0. (10)

Тоãäа упpавëение (7) pеøает заäа÷у стабиëизаöии
пpоãpаììноãо äвижения (3) систеìы (2), т. е. откëо-
нения от пpоãpаììноãо äвижения асиìптоти÷ески
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стpеìятся к нуëþ: x1(t) → 0, x2(t) → 0, x3(t) → 0 пpи
t → +∞. Множество на÷аëüных возìущений

x1(0), x2(0), x3(0), (0), (0), (0) (11)

уäовëетвоpяет сëеäуþщиì оãpани÷енияì:

max{|νx1(0) + μ1 (0)|, |νx2(0) + μ1 (0)|,

|x1(0)|, |x2(0)|} < δ1;

max{|νx3(0) + μ2 (0)|, |x3(0)|} < δ2. (12)

Доказательство. Ввеäеì пеpеìенные

z1 = νx1 + μ1 , z2 = νx2 + μ1 , z3 = νx3 + μ2 . (13)

Тоãäа в откëонениях (4) пpи испоëüзовании
обозна÷ений (13) систеìа (2) с у÷етоì (7) пpиìет
сëеäуþщий виä:

(14)

Возüìеì äëя систеìы (14) вектоp-функöиþ Ля-
пунова V = V(x1, x2, x3, z1, z2, z3), V = (V1, V2)

т

c коìпонентаìи в виäе

V1 = max{|x1|, |x2|, |z1|, |z2|}, V2 = max{|x3|, |z3|}. (15)

Оöениì пpавостоpоннþþ пpоизвоäнуþ по вpе-
ìени вектоp-функöии Ляпунова (15) в сиëу сис-
теìы (14):

 m max V1, ((νμ2(m + Δm) –

– hμ1μ2 + ν|νμ2(m + Δm) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2V2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2(1 + ν)nμ1μ2μF/R)V1 + md(1 + ν) V2) +

+ ((m + Δm)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1),

((νμ2(m + Δm) – hμ1μ2 +

+ ν|νμ2(m + Δm) – hμ1μ2| + mdμ1[(1 + ν)2V2 +

+ μ2(1 + ν) ] + 2(1 + ν)nμ1μ2μF/R)V1 +

+ md(1 + ν) V2) + ((m + Δm)  +

+ h  + (md  + 2nμF/R)  – σ2) ;

 m max V2, (ν(I + ΔI) –

– 2L2hμ2 + ν|ν(I + ΔI) – 2L2hμ2|)V2 +

+ ((I + ΔI)  + 2L2h  – σ3) .

Pассìотpиì повеäение вектоp-функöии Ляпу-
нова V вäоëü pеøения систеìы (14), уäовëетвоpяþ-
щеãо на÷аëüноìу усëовиþ (12), котоpое с у÷етоì
обозна÷ений (13) иìеет виä

max{|z1(0)|, |z2(0)|, |x1(0)|, |x2(0)|} < δ1;

max{|z3(0)|, |x3(0)|} < δ2. (16)

Пpи выпоëнении неpавенств (8)—(10) поëу÷иì
сëеäуþщуþ оöенку:

mmax V1,– ,– ;

 m max V2, – . (17)

x·1 x·2 x·3

x·1 x·2

x·3

x·1 x·2 x·3

 = – x1 + z1,  = – x2 + z2,

 = – x3 + z3;

 = x1 +  Ѕ

Ѕ x2 – x2 +

+ x3 + z1 –

– z2 + z2 –

– z3 – signz1 – μ1 (t) –

– (t) – (t);

 = – x1 +

+ x1+ x2 – x3 + 

+ z1 – z1 +

+ z2 + z3 – signz2 –

– μ1 (t) – (t) + (t);

 = x3 + z3 –

– signz3 – μ2 (t) – (t).

x·1
ν
μ1
---- 1

μ1
---- x·2

ν
μ1
---- 1

μ1
----

x·3
ν
μ2
---- 1

μ2
----

z·1
ν2

μ1
----– hν

m Δm+
--------------+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ mdν

m Δm+
--------------

ν
μ2
----x3– 1

μ2
-----z3 ψ· 0 t( )+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2nνμF

m Δm+( )R
---------------------

μ1mdνη
·
0 t( )

μ2 m Δm+( )
----------------------- ν

μ1
---- h

m Δm+
--------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞

md

m Δm+
-------------- ν

μ2
----x3– 1

μ2
-----z3 ψ· 0 t( )+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2nμF

m Δm+( )R
---------------------

μ1mdνη
·
0 t( )

μ2 m Δm+( )
-----------------------

μ1σ1

m Δm+
-------------- ξ··0

μ1h

m Δm+
-------------- ξ· 0

μ1 mdψ
·
0 t( ) 2nμF/R–( )
m Δm+

--------------------------------------------- η· 0

z·2
mdν

m Δm+
-------------- ν

μ2
----x3– 1

μ2
-----z3 ψ· 0 t( )+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

2nνμF

m Δm+( )R
--------------------- ν2

μ1
----– hν

m Δm+
--------------+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ μ1mdνξ

·
0 t( )

μ2 m Δm+( )
-----------------------

md

m Δm+
-------------- ν

μ2
----x3– 1

μ2
-----z3 ψ· 0 t( )+ +

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ 2nμF

m Δm+( )R
---------------------

ν
μ1
---- h

m Δm+
--------------–⎝ ⎠

⎛ ⎞ μ1mdξ
·
0 t( )

μ2 m Δm+( )
-----------------------

μ1σ1

m Δm+
--------------

η··
0

μ1h

m Δm+
--------------η· 0

μ1 mdψ
·
0 t( ) 2nμF/R–( )
m Δm+

--------------------------------------------- ξ· 0

z·3
ν2

μ2
----– 2a2hν

I ΔI+
------------+

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞ ν

μ2
---- 2a2h

I ΔI+
-----------–

⎝ ⎠
⎜ ⎟
⎛ ⎞

μ2σ3

I ΔI+
----------- ψ··

0

2a2hμ2

I ΔI+
-------------- ψ· 0

V· 1
1 ν–
μ1

--------- 
⎩
⎨
⎧ 1

μ1μ2 m Δm+( )
----------------------------

ψmax
1

μ1
2 ηmax

1

μ1

m Δm+
-------------- ξmax

2 ξmax
1

ψmax
1 ηmax

1

1
μ1μ2 m Δm+( )
----------------------------

ψmax
1

μ1
2 ξmax

1 μ1

m Δm+
-------------- ηmax

2

ηmax
1 ψmax

1 ξmax
1

⎭
⎬
⎫

V· 2
1 ν–
μ2

--------- 
⎩
⎨
⎧ 1

μ2 I ΔI+( )
--------------------

μ2

I ΔI+
----------- ψmax

2 ψmax
1

⎭
⎬
⎫

V· 1
1 ν–
μ1

---------
⎩
⎨
⎧ ε1

μ1μ2 m Δm0+( )
------------------------------

ε2
μ1μ2 m Δm0+( )
------------------------------

⎭
⎬
⎫

V· 2
1 ν–
μ2

--------- 
⎩
⎨
⎧ ε3

μ2 I ΔI0+( )
----------------------

⎭
⎬
⎫



818 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 12, 2015

Из неpавенств (17) сëеäует, ÷то найäется ìо-
ìент вpеìени t* > 0, такой, ÷то пpи всех t l t* буäут
иìетü ìесто неpавенства

 m V1;  m V2. (18)

Из неpавенств (18) поëу÷иì экспоненöиаëüно
устой÷ивуþ систеìу сpавнения

 = u1,  = u2.

Отсþäа, испоëüзуя теоpеìу сpавнения äëя
асиìптоти÷еской устой÷ивости [8], поëу÷аеì, ÷то
V1 → 0, V2 → 0 пpи t → +∞. У÷итывая (15), поëу÷иì,
÷то откëонения (4) от пpоãpаììноãо äвижения асиì-
птоти÷ески стpеìятся к нуëþ, т. е. x1 → 0, x2 → 0,
x3 → 0 пpи t → +∞. Иныìи сëоваìи, упpавëение (7)
pеøает заäа÷у стабиëизаöии пpоãpаììноãо äвиже-
ния (3) систеìы (2), есëи ìножество на÷аëüных от-
кëонений (11) уäовëетвоpяет усëовиþ (12). Теоpе-
ìа äоказана.
Замечание 3.1. Теоpеìа 3.1 позвоëяет pеøатü за-

äа÷у стабиëизаöии пpоãpаììноãо äвижения пpи
äостато÷но ëеãко пpовеpяеìых аëãебpаи÷еских ус-
ëовиях (8)—(10), не тpебуþщих вы÷исëений собст-
венных зна÷ений ìатpиö, ÷то сокpащает вpеìя вы-
÷исëений. Кpоìе тоãо, усëовия (8)—(10) носят pоба-
стный хаpактеp, так как позвоëяþт стабиëизиpоватü
пpоãpаììное äвижение äëя öеëоãо кëасса систеì,
паpаìетpы котоpых уäовëетвоpяþт заäанныì оãpа-
ни÷енияì и ìоãут бытü заpанее неизвестны.
Замечание 3.2. Упpавëение (7) носит pазpывный

хаpактеp, всëеäствие ÷еãо пpи еãо пpакти÷еской
pеаëизаöии в систеìе возникает так называеìый
÷аттеp, т. е. высоко÷астотные коëебания, обусëов-
ëенные несовеpøенствоì систеì пеpекëþ÷ения,
вëияниеì возìущений, наëи÷иеì ìаëых заäеpжек
в пеpеäа÷е сиãнаëов. В сëеäуþщеì pазäеëе найäен
непpеpывный анаëоã упpавëения (7), позвоëяþ-
щий уìенüøитü эти коëебания.

4. Синтез алгоpитмов упpавления
с помощью непpеpывных законов 

Буäеì искатü закон упpавëения (5) в виäе не-
пpеpывной функöии:

u1(t, x1, x2, x3, , ) = –σ1sat1(νx1 + μ1 ) Ѕ

Ѕ cos(ψ0(t) + x3) – σ2sat1(νx2 + μ1 )sin(ψ0(t) + x3);

u2(t, x1, x2, x3, , ) = σ1sat1(νx1 + μ1 ) Ѕ

Ѕsin(ψ0(t)+x3) – σ2sat1(νx2 + μ1 )cos(ψ0(t) + x3);(19)

u3(t, x3, ) = –σ3sat2(νx3 + μ2 ).

Зäесü функöия насыщения sati(z) (i = 1, 2) иìеет
сëеäуþщий виä:

sati(z) = (20)

Функöия насыщения (20) с боëüøиì уãëоì на-
кëона ëинии пеpекëþ÷ения (пpи äостато÷но ìаëой
постоянной γi) явëяется непpеpывной аппpоксиìа-
öией pеëейной функöии [12]. Теì саìыì, выбоp
закона упpавëения в виäе (19), с оäной стоpоны,
позвоëит по сpавнениþ с pеëейныì законоì (7)
уìенüøитü аìпëитуäу коëебаний, возникаþщих
пpи пpакти÷еской pеаëизаöии закона упpавëения,
а с äpуãой стоpоны, обеспе÷ит свойство pобастности
по отноøениþ к ваpиаöияì паpаìетpов систеìы.
Выбоp закона упpавëения (19) не сìожет ãаpан-

тиpоватü стабиëизаöиþ пpоãpаììноãо äвижения,
а ëиøü свойство пpеäеëüной оãpани÷енности pе-
øений систеìы в откëонениях от пpоãpаììноãо
äвижения [12].
Иìеет ìесто сëеäуþщая теоpеìа.
Теоpема 4.1. Пустü выпоëняþтся усëовия теоpе-

ìы 3.1, и, кpоìе тоãо, найäутся ÷исëа γ1, γ2, такие
÷то 0 < γi < δi (i = 1, 2), и иìеþт ìесто неpавенства

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2γ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R + md(1 + ν) )γ1 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ1) m 0; (21)

(νμ2(m + Δm0) – hμ1μ2 + ν|νμ2(m ± Δm0) – hμ1μ2| +

+ mdμ1[(1 + ν)2γ2 + μ2(1 + ν) ] +

+ 2nμ1μ2(1 + ν)μF/R + md(1 + ν) )γ1 +

+ μ2((m + Δm0)  + h  +

+ (md  + 2nμF/R)  – σ2) m 0; (22)

(ν(I + ΔI0) – 2L2hμ2 + ν|ν(I ± ΔI0) – 2L2hμ2|)γ2 +

+ ((I + ΔI0)  + 2L2h  – σ2) m 0. (23)

Тоãäа äëя систеìы (2) с упpавëениеì (19) най-
äется ìоìент вpеìени t* = t*(γ1, γ2) > 0, такой ÷то
пpи всех t l t* буäут иìетü ìесто неpавенства

max{|x1(t)|, |x2(t)|} < γ1, |x3(t)| < γ2. (24)

Пpи этоì ìножество на÷аëüных возìущений (11)
уäовëетвоpяет оãpани÷енияì (12).
Доказательство.
Ввоäя пеpеìенные (13), поëу÷иì с у÷етоì (19)

систеìу уpавнений в откëонениях (4), анаëоãи÷-
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нуþ систеìе (14), ãäе функöии знака заìенены на
соответствуþщие функöии насыщения (20):

(25)

Pассìотpиì вектоp-функöиþ Ляпунова V =
= V(x1, x2, x3, z1, z2, z3), V = (V1, V2)

т с коìпонен-
таìи (15) вäоëü pеøений систеìы (25), уäовëетво-
pяþщих на÷аëüноìу усëовиþ (16). В на÷аëüный ìо-
ìент t = 0 буäеì иìетü неpавенства V1 < δ1, V2 < δ2.
Пpи выпоëнении неpавенств (20)—(22) äëя зна÷е-
ний V1, V2, таких ÷то γ1 < V1 < δ1, γ2 < V2 < δ2, по-
ëу÷иì оöенку:

 m max V1, – ,

– m –ε = const < 0;

mmax V2,– m–ε = const < 0.

Такиì обpазоì, äëя всех ìоìентов вpеìени,
таких ÷то γ1 < V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < δ1,
γ2 < V2(t, x3(t), z3(t)) < δ2, поëу÷иì неpавенства

V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < δ1 – εt;
V2(t, x3(t), z3(t)) < δ2 – εt.

Отсþäа сëеäует, ÷то найäется ìоìент вpеìени
t* = t*(γ1, γ2) > 0, такой ÷то пpи всех t l t* буäут
иìетü ìесто неpавенства

V1(t, x1(t), x2(t), z1(t), z2(t)) < γ1, V2(t, x3(t), z3(t)) < γ2.

Отсþäа äëя всех t l t* буäут выпоëнены неpа-
венства (24). Теоpеìа äоказана.

5. Численная апpобация метода

Найäенные законы (7) и (19) быëи пpиìенены
пpи ÷исëенноì ìоäеëиpовании äвижения pобота
со сëеäуþщиìи паpаìетpаìи [9]:

m = 20 кã, Iz = 0,301 кã•ì2, R = 0,08 ì, L = 0,2125 ì,
n = 14, μT = 0,38, μF = 0,21, Ra = 1,11Ω,
k2 = 36,4 ìН•ì/А, k3 = 0,0038 В•с,

J0 = 70,7•10–7 кã•ì2,

пpи этоì неизвестные ÷асти ìассоинеpöионных
хаpактеpистик быëи оãpани÷ены сëеäуþщиìи зна÷е-
нияìи: Δm = 5 кã, ΔI = 0,1 кã•ì2 äëя пpоãpаììноãо
äвижения

ξ0(t) = r sin(ωt) ì, η0(t) = –r cos(ωt) ì,
ψ0(t) = ϖτ + ψ0 pаä, (26)

ãäе r = 0,5 ì, ω = 0,8 pаä/с, ϖ = π/6 pаä/с, ψ0 = 0 pаä.
На pис. 2, 3 показаны ãpафики пpоãpаììной

тpаектоpии и äействитеëüной тpаектоpии пpи
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Pис. 2. Тpаектоpия центpа масс pобота пpи упpавлении (7)
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упpавëениях (7) и (19) соответственно. С испоëüзо-
ваниеì усëовий теоpеì 3.1 и 4.1 поäобpаны сëе-
äуþщие паpаìетpы упpавëения:

μ1 = 3,5 с, μ2 = 2 с, ν = 1, σ1 = 30 Н, σ2 = 30 Н•ì, 
σ3 = 5 Н, γ1 = 0,3 ì 

пpи ëþбоì скоëü уãоäно ìаëоì зна÷ении γ2 äëя на-
÷аëüных откëонений δ1 = 1 ì, δ2 = 1 pаä.
Из pис. 2 и 3 виäно, ÷то öентp ìасс pобота пpи

упpавëении (7) асиìптоти÷ески пpибëижается к
пpоãpаììной тpаектоpии, а пpи упpавëении (19) —

вхоäит за коне÷ное вpеìя в окpестностü пpоãpаìì-
ной тpаектоpии, опpеäеëяеìуþ зна÷ениеì γ1.
Пpеиìущество упpавëения (19) пеpеä (7) состо-

ит в тоì, ÷то пpи непpеpывноì законе (19) уìенü-
øаþтся энеpãозатpаты на pеаëизаöиþ этоãо воз-
äействия по сpавнениþ с pеëейныì законоì (7).
На pис. 4 пpеäставëены ãpафики зависиìости от
вpеìени упpавëяþщих возäействий (19). Анаëизи-
pуя ãpафики на pис. 4, ìожно убеäитüся, ÷то по ис-
те÷ении вpеìени t = 6 с упpавëяþщие возäействия
u1, u2 буäут оãpани÷ены по ìоäуëþ зна÷ениеì
9,25 Н, а составëяþщая u3 оãpани÷ена зна÷ениеì
1,08 Н•ì. Пpи этоì pас÷еты показаëи, ÷то состав-
ëяþщие упpавëения (7) u1, u2 оãpани÷ены по ìо-
äуëþ зна÷ениеì 42,43 Н, а составëяþщая u3 оãpа-
ни÷ена зна÷ениеì 2Н•ì на всеì интеpваëе интеã-
pиpования, pавноì 50 с.

Заключение

В pаботе pассìотpена äинаìи÷еская ìоäеëü ìо-
биëüноãо pобота с ÷етыpüìя оìни-коëесаìи, упpав-
ëяеìоãо независиìыìи эëектpоäвиãатеëяìи, уста-
новëенныìи в осях коëес. Анаëиз äинаìики такой
систеìы пpивоäит к необхоäиìости у÷итыватü не-
избежно возникаþщее тpение скоëüжения пpи äви-
жении оìни-коëес, а также нето÷ностü саìой ìо-
äеëи — пpакти÷ескуþ невозìожностü то÷ноãо
опpеäеëения ìассоинеpöионных паpаìетpов сис-
теìы. В pаботе pеøены заäа÷и: стабиëизаöии пpо-
ãpаììноãо äвижения pобота; о пpеäеëüной оãpани-
÷енности откëонений кооpäинат от пpоãpаììных
зна÷ений с у÷етоì нето÷но известных ìассоинеp-
öионных хаpактеpистик и тpения скоëüжения.
Пpиìенениеì вектоp-функöии Ляпунова обосно-
ваны pеëейный и непpеpывный с функöией насы-
щения pобастные законы упpавëения по обpатной
связи. Поëу÷енные законы упpавëения отëи÷аþтся
пpостотой их пpакти÷еской pеаëизаöии по сpавне-
ниþ с аäаптивныìи законаìи.
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In recent years the problem of a mobile wheeled robot control has received great attention and lots of solutions have been
found. The dynamical model of a mobile wheeled robot includes the mass-inertial parameters, which are customary, as a rule,
unknown and time varying. It is difficult to select an exact dynamical model of a wheeled mobile robot for the design of a model-
based control. In order to handle such unknown parameters many control strategies were proposed, including sliding-model
control and adaptive control. The problem of dynamics of the controlled motion of the mobile robots with omni-directional
wheels is of interest to many researches. Such mobile robots are characterized by a full omni-directionality with simultaneous
and independently rotational and translation motion capabilities. Therefore, such types of the wheeled robots can implement
complicated tasks in a narrow space. An independent control of the rotation of each omni-wheel leads to the inevitable slipping
in motion along the motion surface. Therefore, considering slipping between the wheels and the motion surface, a dynamic
model of an omnidirectional wheeled mobile robot is of great interest to many researches. The sliding friction occurs both in
the direction along the surface of the wheel and transversely to it. It is important to design a motion control, which has no hard
performance and allows us to take into account the sliding friction and the inaccuracy of the dynamical model.The aim of this
paper is to solve the problem of a non-stationary trajectory tracking control of a mobile robot with four omni-wheels and in-
accurately known inertia matrix, taking into account the wheel slip. On the basis of Lyapunov vector functions the discon-
tinuous and continuous control laws were obtained. The results of the numerical simulation are presented.

Keywords: wheeled mobile robot, control, slip, stabilization, program motion, omni-wheel, Lyapunov vector function, dy-
namical model, comparison system
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Об одной задаче фоpмиpования пpогpаммных законов упpавления 
исполнительным уpовнем автономных тяжелых МPТК

Тяжеëые ìобиëüные ìаøины ãусени÷ноãо ис-
поëнения (ТГМ) явëяþтся важныì кëассоì поä-
вижных назеìных сpеäств, пpеäназна÷енных äëя
pеøения pазëи÷ных заäа÷. В на÷аëе 80...90-х ãоäов
XX века возникëа пpобëеìа pоботизаöии основ-
ных типов ТГМ. По ìнениþ ìноãих спеöиаëистов,
созäание на основе ТГМ тяжеëых ìобиëüных pо-
бототехни÷еских коìпëексов (МPТК) позвоëит су-
щественно повыситü эффективностü испоëüзова-
ния ТГМ pазëи÷ноãо назна÷ения.
Сëеäует заìетитü, ÷то в боëüøинстве заpубежных

и оте÷ественных pазpаботок МPТК, как пpавиëо,
испоëüзуется äистанöионный пpинöип упpавëения,
пpи котоpоì пеpеìещение в пpостpанстве и pеа-
ëизаöия функöионаëüных возìожностей МPТК
осуществëяется с коìанäноãо пункта спеöиаëüно
обу÷енныìи опеpатоpаìи по канаëаì связи (кабеëü-
ныì иëи беспpовоäныì). К основноìу äостоинству
äистанöионноãо пpинöипа упpавëения МPТК ìож-
но отнести сpавнитеëüно пpостуþ еãо pеаëизаöиþ
пpи наäежных канаëах связи и высокой кваëифи-
каöии опеpатоpов. Из неäостатков äистанöионно-
ãо упpавëения ìожно отìетитü:
а) оãpани÷енностü pаäиуса äействия МPТК;
б) необхоäиìостü непpеpывноãо у÷астия опеpа-

тоpов в пpоöессе упpавëения как МPТК в öеëоì,
так и еãо отäеëüныìи поäсистеìаìи;
в) возìожностü испоëüзования äëя pеøения сpав-

нитеëüно несëожных заäа÷ pоботизаöии.
Поэтоìу в посëеäнее вpеìя зна÷итеëüный ин-

теpес во всеì ìиpе пpоявëяется к испоëüзованиþ в
МPТК pежиìа автоноìноãо упpавëения, пpи ко-
тоpоì опpеäеëенная ÷астü функöий, выпоëняеìых
опеpатоpоì коìанäноãо пункта, ìожет пеpеäаватü-
ся боpтовой систеìе упpавëения.
Пpи этоì в МPТК наpяäу с pежиìаìи äистан-

öионноãо упpавëения ìоãут появëятüся pежиìы
упpавëения (этапы автоноìноãо упpавëения), pеа-
ëизуеìые сpеäстваìи искëþ÷итеëüно боpтовой сис-
теìы упpавëения без непосpеäственноãо у÷астия
опеpатоpа коìанäноãо пункта. Заäа÷е постpоения
основных законов упpавëения испоëнитеëüныì
уpовнеì ìаëых и сpеäних автоноìных МPТК по-

священо äостато÷но ìноãо pабот, из котоpых ìожно
отìетитü pаботы [1—6]. Оäнако поëу÷енные pе-
зуëüтаты пpакти÷ески непpиìениìы пpи постpое-
нии законов упpавëения испоëнитеëüныì уpовнеì
тяжеëых автоноìных МPТК. В зна÷итеëüной ìеpе
это связано с теì, ÷то äëя пpоöесса äвижения этоãо
кëасса МPТК хаpактеpно наëи÷ие фактоpов неоп-
pеäеëенности (нето÷ное знание ìоäеëей äинаìики
МPТК, сëожный хаpактеp взаиìоäействия äвижи-
теëя МPТК и повеpхности пеpеìещения и т. ä.).
Сëеäует заìетитü, ÷то в pаботах автоpов [7, 8]

быëи pассìотpены постановки и поëу÷ены pеøе-
ния заäа÷ опpеäеëения стpуктуpы и паpаìетpов за-
конов упpавëения стабиëизаöии скоpости и куpса
тяжеëых МPТК в pежиìе автоноìноãо упpавëения,
пpи÷еì быëи испоëüзованы пpоöеäуpы постpое-
ния ìножества то÷ек Паpето в се÷ениях кpитеpи-
аëüноãо пpостpанства с посëеäуþщиì выбоpоì
коìпpоìиссных то÷ек (пpоöеäуpы ìноãокpитеpи-
аëüноãо выбоpа паpаìетpов).
Данная статüя посвящена заäа÷е постpоения

пpоãpаììных законов упpавëения испоëнитеëüноãо
уpовня МPТК в pежиìе автоноìноãо пеpеìещения
в усëовиях äействия фактоpов неопpеäеëенности.

1. Тяжелый МPТК как объект упpавления

МPТК как объект упpавления иìеет pяä особенно-
стей. Во-пеpвых, МPТК — это сëожная ìехани÷е-
ская систеìа, состоящая из боëüøоãо ÷исëа ìеха-
ни÷ески связанных поäсистеì (коpпуса, äвиãатеëя,
тpансìиссии, поäвески и т. ä.) Во-втоpых, äвиже-
ние МPТК ÷асто пpоисхоäит в усëовиях сëожной,
÷асто пеpесе÷енной ìестности, изобиëуþщей pаз-
ëи÷ныìи пpепятствияìи, поäъеìаìи и спускаìи,
косоãоpаìи и овpаãаìи. В-тpетüих, пpи äвижении
МPТК возникаþт такие эффекты, как буксование
и þз, связанные с äефоpìаöией ãpунта [9—11]. Как
сëеäствие, поëные уpавнения упpавëяеìоãо äвиже-
ния МPТК, описываþщие äинаìику еãо äвижения
в тpехìеpноì пpостpанстве с у÷етоì сëожноãо
взаиìоäействия äвижитеëя МPТК с повеpхностüþ
пеpеìещения, в усëовиях пpисутствия фактоpов

Pассматpивается задача pазpаботки пpогpаммных законов упpавления исполнительного уpовня автономных тяжелых мо-
бильных pобототехнических комплексов (МPТК). Использование методов ситуационного упpавления и фоpмализации экспеpт-
ных знаний позволило постpоить пpогpаммные законы упpавления исполнительного уpовня в фоpме согласованных между собой
вpеменных диагpамм изменения положения исполнительных оpганов МPТК в условиях неопpеделенности.
Ключевые слова: мобильный pобот, pежимы автономного упpавления, ситуационное упpавление, исполнительный уpовень,

фактоpы неопpеделенности, экспеpтные системы
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неопpеäеëенности поëу÷итü в явноì виäе пpакти÷е-
ски невозìожно. Теì не ìенее, возìожно постpое-
ние упpощенных ìоäеëей äинаìики МPТК [13],
уäобных äëя созäания аëãоpитìов упpавëения от-
äеëüныìи pежиìаìи äвижения.

Основные оpганы упpавления МPТК

Несìотpя на зна÷итеëüное pазнообpазие ваpиан-
тов констpуктивноãо испоëнения, ìожно выäеëитü
сëеäуþщие основные оpãаны упpавëения, испоëü-
зуеìые äëя упpавëения äвижениеì МPТК:

1) пеäаëü сöепëения — äëя поäкëþ÷ения/от-
кëþ÷ения äвиãатеëя от тpансìиссии;

2) избиpатеëü пеpеäа÷и — äëя изìенения ноìеpа
пеpеäа÷и;

3) pы÷аãи повоpотов — äëя выпоëнения пово-
pотов МPТК;

4) тоpìоза — äëя тоpìожения МPТК; 
5) pейка топëивноãо насоса — äëя pеãуëиpова-

ния скоpости äвижения.

Сенсоpные датчики, необходимые для упpавления 
исполнительным уpовнем движения МPТК

Пеpе÷исëиì äат÷ики, котоpые необхоäиìы äëя
отpаботки аëãоpитìов автоноìноãо пеpеìещения:
äат÷ик пути, äат÷ик скоpости, äат÷ик уãëовоãо ус-
коpения, äат÷ик поëожения МPТК в пpостpанстве,
äат÷ики äиффеpента и кpена.

Особенности упpавления движением МPТК 
пpи использовании автономного pежима

Систеìа испоëнитеëüноãо уpовня МPТК на ав-
тоноìноì у÷астке äвижения äоëжна обеспе÷иватü
автоìати÷еское выпоëнение базовоãо набоpа ко-
ìанä (тpоãание, pазãон, тоpìожение, остановку,
уäеpжание (стабиëизаöиþ) заäанных зна÷ений
скоpости, куpса и, возìожно, pаäиуса повоpота) и
отpаботку заäанных тpаектоpий äвижения (посëе-
äоватеëüностей из базовоãо набоpа коìанä). Базо-
вые коìанäы — это факти÷ески "киpпи÷ики", из
котоpых фоpìиpуется заäанная пpоãpаììа фоpìи-
pования тpаектоpии äвижения. В пpинöипе ,пеpе-
÷енü заäанных тpаектоpий äвижения ìожет бытü
äостато÷но боëüøиì. Пpивеäеì некотоpые наибо-
ëее типи÷ные ваpианты:

1. Тpоãание + pазãон + выхоä на заäаннуþ ско-
pостü пpяìоëинейноãо äвижения и ее стабиëиза-
öия + пеpехоä на сëеäуþщуþ скоpостü äвижения +
äаëее нескоëüко этапов изìенения скоpости + тоp-
ìожение (остановка).

2. Тpоãание + pазãон + выхоä на заäаннуþ ско-
pостü пpяìоëинейноãо äвижения и ее стабиëиза-
öия + повоpот на заäанный уãоë и еãо стабиëиза-
öия пpи заäанной скоpости + выхоä на заäаннуþ
скоpостü пpяìоëинейноãо äвижения и ее стабиëиза-
öия + повоpот на новый уãоë с посëеäуþщиì пpя-
ìоëинейныì äвижениеì + тоpìожение (остановка).
Пpи pеаëизаöии автоноìноãо pежиìа кажäой

базовой коìанäе соответствует свой ваpиант сово-

купности соãëасованных äействий (упpавëяþщих
возäействий) на оpãаны упpавëения, зависящий
как от текущеãо состояния МPТК, так и от типа и
состояния ãpунта, по котоpоìу пpоисхоäит пеpеìе-
щение МPТК. В ÷астности, пpи pеаëизаöии коìан-
äы "тpоãание" испоëüзуþтся pазëи÷ные упpавëе-
ния в сëу÷аях тpоãания на поäъеìе, на спуске,
в ãоpизонтаëüноì поëожении, а также на сыпу÷их
иëи вязких ãpунтах.
Поäавëяþщее ÷исëо базовых коìанä пpакти÷ески

pеаëизуþтся как соãëасованные во вpеìени пpо-
ãpаììные возäействия на упpавëяþщие оpãаны, за
искëþ÷ениеì äвух коìанä ("стабиëизаöия скоpо-
сти" и "стабиëизаöия куpса"), пpи pеаëизаöии ко-
тоpых испоëüзуется пpинöип упpавëения с обpат-
ной связüþ (заäа÷и фоpìиpования этих коìанä
pассìотpены в pаботах [7, 8]).

2. Pазpаботка стpуктуpы основных законов 
упpавления пpогpаммными pежимами движения 
МPТК на основе использования ситуационного 
упpавления и фоpмализации экспеpтных знаний

Пpи pазpаботке законов упpавëения основныìи
пpоãpаììныìи pежиìаìи äвижения МPТК буäеì
испоëüзоватü ìетоä ситуаöионноãо упpавëения [13]
(пpи этом отпадает необходимость в использовании
математических моделей упpавляемого движения
МPТК) и экспеpтные äанные о допустимых законах
пpогpаммного упpавления МPТК, базиpуþщиеся на
øиpоко испоëüзуеìых на пpактике ìетоäиках обу-
÷ения ìехаников-воäитеëей ТГМ.
Мы выäеëяеì тpи этапа pеøения этой заäа÷и. 
1. Этап фоpмиpования веpбальной веpсии законов

пpогpаммного упpавления для базовых команд в pаз-
личных ситуациях.
Посëе знакоìства с особенностяìи постpоения

аппаpатных сpеäств ТГМ и пpинöипов pаботы ос-
новных испоëнитеëüных оpãанов обу÷аеìый (ìе-
ханик-воäитеëü) пpиступает к изу÷ениþ основных
пpавиë упpавëения испоëнитеëüныìи оpãанаìи с
посëеäуþщиì пpиобpетениеì пpакти÷еских навы-
ков pаботы на соответствуþщих тpенажеpах и на
саìой ТГМ. Основные пpавиëа упpавëения испоë-
нитеëüныìи оpãанаìи ТГМ, как известно, состоят
в pеаëизаöии соãëасованных ìежäу собой вpеìен-
ных äиаãpаìì изìенения поëожения испоëнитеëü-
ных оpãанов äëя кажäоãо pежиìа äвижения в pаз-
ëи÷ных усëовиях (тип и состояние ãpунта, на÷аëü-
ное поëожение (покой иëи äвижение), пpофиëü
äвижения и т. ä.). Пpавиëа упpавëения äвижениеì
pассìатpиваþтся в наставëениях и у÷ебных посо-
биях [14]. Pассìотpиì в соответствии с pаботой [14]
пpавиëа упpавëения äëя pеаëизаöии pежиìа тpоãа-
ния (на÷аëа äвижения) ТГМ в pазëи÷ных усëовиях.
Напpиìеp, есëи тpоãание ТГМ пpоисхоäит на го-
pизонтальном у÷астке, то пpавиëа иìеþт сëеäуþ-
щий виä: "Дëя тpоãания ТГМ с ìеста на pовноì
у÷астке нужно отпуститü пеäаëü тоpìоза, выжатü
пеäаëü ãëавноãо фpикöиона, выжäатü 2...3 с и вкëþ-
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÷итü выбpаннуþ пеpеäа÷у и äаëее отпуститü пеäаëü
ãëавноãо фpикöиона, оäновpеìенно по ìеpе на-
pастания наãpузки увеëи÷ивая поäа÷у топëива".
В ÷астности, в сëу÷ае "тяжеëоãо" ãpунта выбиpается
заìеäëенная пеpеäа÷а, а в сëу÷ае боëее "ëеãких" —
боëее скоpостные пеpеäа÷и.
Есëи же äвижение ТГМ на÷инается на подъеме,

то ìоäифиöиpованная веpсия пpавиëа иìеет виä:
"Дëя тpоãания с ìеста ТГМ на поäъеìе нужно, на-
жав на пеäаëü тоpìоза, снятü ее с защеëки, но не
отпускатü, затеì выжатü пеäаëü ãëавноãо фpикöио-
на, вкëþ÷итü низøуþ пеpеäа÷у, отпуститü пеäаëü
тоpìоза и, отпустив пеäаëü ãëавноãо фpикöиона,
вкëþ÷итü еãо и, оäновpеìенно увеëи÷ивая поäа÷у
топëива, äожäатüся на÷аëа äвижения ТГМ, не äо-
пуская скатывания ее назаä".
Дëя тpоãания ТГМ на спуске спpавеäëива сëе-

äуþщая веpсия пpавиëа: "Дëя тpоãания ТГМ с ìеста
на спуске нужно, нажав на пеäаëü тоpìоза, снятü
ее с защеëки, но не отпускатü, затеì выжатü пеäаëü
ãëавноãо фpикöиона, вкëþ÷итü пеpеäа÷у и, отпус-
тив пеäаëü ãëавноãо фpикöиона, вкëþ÷итü еãо, оä-
новpеìенно pастоpìаживая ТГМ, т. е. отпуская пе-
äаëü тоpìоза. Пpи этоì äвижение пеäаëи ãëавноãо
фpикöиона äоëжно нескоëüко опеpежатü äвиже-
ние пеäаëи тоpìоза".
Пpеäставëенные веpбаëüные веpсии пpавиë со-

ãëасованноãо упpавëения испоëнитеëüныìи оpãа-
наìи МPТК äëя pежиìа тpоãания МPТК соответ-
ствуþт ваpиантаì ситуаöии, хаpактеpизуþщей
пpофиëü äвижения "ãоpизонтаëüное äвижение",
"поäъеì" и "спуск" без у÷ета äpуãих фактоpов не-
опpеäеëенности. Дëя äpуãих ваpиантов ситуаöий
(типы гpунтов (твеpäые, связные, сыпу÷ие), кли-
матические условия (сухой иëи вëажный ãpунт))
описанные выøе пpавиëа упpавëения испоëни-
теëüныìи оpãанаìи в соответствии с опытоì воäи-
теëей-ìехаников и наставëенияìи ìоãут бытü ìо-
äифиöиpованы.
Заìетиì, ÷то и äëя всех остаëüных пpоãpаììных

pежиìов äвижения (пеpекëþ÷ение коpобки пеpе-
äа÷и, повоpот на заäанный уãоë и т. ä.) ìоãут (и
äоëжны) бытü составëены веpбаëüные веpсии пpа-
виë соãëасованноãо упpавëения испоëнитеëüныìи
оpãанаìи МPТК, котоpые, по сути, явëяþтся со-
вокупностüþ экспеpтных знаний и ìоãут бытü ис-
поëüзованы пpи постpоении систеìы упpавëения
испоëнитеëüныì уpовнеì МPТК.

2. Этап фоpмиpования по данным пункта 1 гpафи-
ческих веpсий совокупности вpеменных диагpамм из-
менения состояния упpавляющих оpганов МPТК с по-
следующим постpоением математических моделей.
Пpеäставëенные в п. 1 экспеpтные знания запи-

саны в веpбаëüной (описатеëüной) фоpìе, и поэто-
ìу возникает необхоäиìостü в постpоении фоpìа-
ëизованных веpсий пpеäставëенных пpавиë упpав-
ëения äвижениеì МPТК.
Общие вопpосы постpоения фоpìаëизованных

ìоäеëей упpавëения в интеëëектуаëüных систеìах
pассìатpиваëисü в pазëи÷ных пубëикаöиях [15, 16

и т. ä.]. Пpи постpоении фоpìаëизованных ìоäе-
ëей упpавëения äвижениеì МPТК äëя нас буäет
уäобно пойти по пути фоpìиpования совокупно-
стей кусо÷но-ãëаäких функöий (вpеìенных äиа-
ãpаìì) изìенения состояния кажäоãо из упpав-
ëяþщих оpãанов МPТК, соãëасованных ìежäу со-
бой по вpеìени. Это позволит в дальнейшем для
каждой складывающейся ситуации постpоить оп-
тимальную (квазиоптимальную) совокупность со-
гласованных во вpемени диагpамм изменения положе-
ния упpавляющих оpганов.
На pис. 1—3 пpивеäены ваpианты вpеìенных

äиаãpаìì испоëнитеëüных оpãанов МPТК äëя pе-
жиìа тpоãания äëя тpех ваpиантов пpофиëя äви-
жения ("ãоpизонтаëüное äвижение", "поäъеì" и
"спуск"), составëенные в соответствии с описанны-
ìи выøе "экспеpтныìи знанияìи". В ÷астности, "äëя
ãоpизонтаëüноãо (pовное ìесто) пpофиëя" (pис. 1)
посëеäоватеëüно пpоисхоäит снятие с тоpìоза
(кpивая 2, ìоìент вpеìени t0) и выжиìание (вы-
кëþ÷ение) ãëавноãо фpикöиона (кpивая 1, ìоìент
вpеìени t1) с посëеäуþщиì вкëþ÷ениеì ноìеpа
пеpеäа÷и (кpивая 4, ìоìент вpеìени t2), а затеì
пpакти÷ески оäновpеìенно пpоисхоäит отпуска-
ние (вкëþ÷ение) ãëавноãо фpикöиона (ìоìент
вpеìени t3) и увеëи÷ение поäа÷и топëива ("ãаза",
кpивая 3, ìоìент вpеìени t4).
Дëя сëу÷ая тpоãания на "поäъеìе" (pис. 2) ха-

pактеpно выжиìание (выкëþ÷ение) ãëавноãо фpик-

Pис. 1. Пpогpаммные законы изменения исполнительных оpга-
нов МPТК пpи тpогании на гоpизонтальном участке (1 — сцеп-
ление, 2 — тоpмоз, 3 — газ, 4 — номеp пеpедачи)

Pис. 2. Пpогpаммные законы изменения исполнительных оpга-
нов МPТК пpи тpогании на подъеме (1 — сцепление, 2 — тоp-
моз, 3 — газ, 4 — номеp пеpедачи)
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öиона (кpивая 1, ìоìент вpеìени t0) с посëеäуþ-
щиì вкëþ÷ениеì пониженноãо ноìеpа пеpеäа÷и
(кpивая 4, ìоìент вpеìени t1), а снятие с тоpìоза
(кpивая 2, ìоìент вpеìени t4) наступает ëиøü по-
сëе отпускания (вкëþ÷ения) ãëавноãо фpикöиона
(ìоìент вpеìени t2) и увеëи÷ения поäа÷и топëива
("ãаза", кpивая 3, ìоìент вpеìени t3), ÷то обеспе-
÷ивает пpеäотвpащение скатывания МPТК.
Пpи тpоãании на "спуске" (pис. 3) пpоисхоäит

выжиìание (выкëþ÷ение) ãëавноãо фpикöиона
(кpивая 1, ìоìент вpеìени t0), äаëее выбиpается
ноìеp пеpеäа÷и (кpивая 4, ìоìент вpеìени t1),
с посëеäуþщиì pастоpìаживаниеì (кpивая 2, ìо-
ìент вpеìени t2), пpи этоì ìожет поäаватüся оãpа-
ни÷енное коëи÷ество топëива ("ãаза", кpивая 3,
ìоìент вpеìени t3). Дëя сëу÷ая кpутоãо "спуска"
äëя пpеäотвpащения скатывания МPТК ìоãут
вкëþ÷атüся pежиìы поäтоpìаживания.
Сëеäует заìетитü, ÷то в пpоцессе постpоения кpи-

вых чpезвычайно важно не наpушать основные экс-
пеpтные знания, напpиìеp, сниìатü тоpìоз ëиøü по-
сëе вкëþ÷ения ãëавноãо фpикöиона и увеëи÷ения
поäа÷и "ãаза" пpи тpоãании на поäъеìе и т. ä.
Фоpìа отpезков кpивых опpеäеëяется ÷исто ка÷е-
ственно, уäовëетвоpяя естественныì оãpани÷енияì
(кусо÷ная ãëаäкостü, усëовия возpастания, убыва-
ния, постоянство и т. ä.).
Матеìати÷еские ìоäеëи пpоãpаììных законов

упpавëения испоëнитеëüноãо уpовня МPТК, пpеä-
ставëенных в виäе соãëасованных вpеìенных äиа-
ãpаìì, уäобно пpеäставëятü в виäе совокупности
куби÷еских спëайн-функöий, позвоëяþщих äо-
битüся хоpоøей то÷ности пpибëижения отpезков
вpеìенных äиаãpаìì. Техноëоãии постpоения ку-
би÷еских спëайн-функöий pазpаботаны äостато÷-
но хоpоøо [19], поэтоìу ìы не буäеì останавëи-
ватüся на этоì.
Автоpаìи pазpаботаны фоpìаëизованные веp-

сии "экспеpтных знаний" в виäе соãëасованных
вpеìенных äиаãpаìì изìенения поëожения ис-
поëнитеëüных оpãанов МPТК äëя всех ваpиантов
типовых коìанä äвижения äëя всех скëаäываþ-
щихся ситуаöий.

3. Этап pазpаботки стpуктуpной схемы многоpе-
жимного пpогpамматоpа.

Pассìотpиì заäа÷у pазpаботки стpуктуpной схе-
ìы устpойства, позвоëяþщеãо фоpìиpоватü пpо-
ãpаììные законы упpавëения äëя испоëнитеëüной
поäсистеìы МPТК, пpи этоì воспоëüзуеìся кон-
цепцией многоpежимного pегулятоpа, пpеäëоженной
в pаботе [20] и позвоëяþщей опpеäеëитü стpуктуpу
pеãуëятоpа äëя систеìы упpавëения объекта, функ-
öиониpуþщеãо в усëовиях коне÷ноãо ÷исëа дина-
мических ситуаций. В наøеì сëу÷ае буäеì ãовоpитü
об использовании многоpежимного пpогpамматоpа,
позвоëяþщеãо äëя кажäой из базовых коìанä и со-
ответствуþщих иì äинаìи÷еских ситуаöий вы-
бpатü необхоäиìый пpоãpаììный закон упpавëе-
ния испоëнитеëüныìи оpãанаìи, а иìенно, соãëа-
сованнуþ совокупностü вpеìенных äиаãpаìì
изìенения во вpеìени испоëнитеëüных оpãанов
(заäаþщие возäействия).
Как и в pаботе [20], äинаìи÷еская ситуаöия, со-

ответствуþщая заäанной базовой коìанäе, опpеäе-
ëяется вектоpоì состояния объекта упpавëения
(МPТК) и физи÷ескиìи хаpактеpистикаìи ãpунта,
по котоpоìу пеpеìещается МPТК. Тоãäа по äан-
ныì этапов 1 и 2 äанной базовой коìанäе в сëо-
живøейся äинаìи÷еской ситуаöии буäет соответ-
ствоватü совокупностü соãëасованных вpеìенных
äиаãpаìì, котоpые ìожно испоëüзоватü как заäаþ-
щие возäействия на испоëнитеëüные поäсистеìы,
обеспе÷иваþщие pеаëизаöиþ выбpанной базовой
коìанäы. Стpуктуpа ìноãоpежиìноãо пpоãpаììа-
тоpа, pеаëизуþщая пpеäëоженнуþ схеìу фоpìиpо-
вания пpоãpаììных законов упpавëения испоëни-
теëüной поäсистеìы МPТК, пpивеäена на pис. 4.
В состав пpоãpаììатоpа вхоäит öепо÷ка из n пpо-
ãpаìì, соответствуþщих заäанной базовой коìан-
äе с n возìожныìи äинаìи÷ескиìи ситуаöияìи, и
контpоëëеp pежиìов, анаëизиpуþщий текущуþ
äинаìи÷ескуþ ситуаöиþ и вкëþ÷аþщий в зависи-
ìости от этоãо соответствуþщуþ этоìу pежиìу
пpоãpаììу заäаþщих возäействий на испоëнитеëü-
нуþ поäсистеìу.
В ÷астности, функöионаëüная схеìа ìноãоpе-

жиìноãо пpоãpаììатоpа, соответствуþщая базовой
коìанäе "тpоãание", пpивеäена на pис. 5. В äанноì

Pис. 3. Пpогpаммные законы изменения исполнительных оpга-
нов МPТК пpи тpогании на спуске (1 — сцепление, 2 — тоp-
моз, 3 — газ, 4 — номеp пеpедачи)

Pис. 4. Функциональная схема многоpежимного пpогpамматоpа
для базовых команд исполнительного уpовня МPТК
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сëу÷ае ìы иìеет äеëо с тpеìя äинаìи÷ескиìи ситуа-
öияìи, опpеäеëяеìыìи ëиøü пpофиëеì äвижения
("ровное ìесто", "поäъеì" и "спуск") и состояниеì
покоя МPТК без у÷ета физи÷еских свойств ãpунта
и тpеìя соответствуþщиìи иì пpоãpаììныìи за-
конаìи возäействия на испоëнитеëüные оpãаны
МPТК. В ка÷естве исто÷ника инфоpìаöии о сëо-
живøейся äинаìи÷еской ситуаöии испоëüзуþтся
показания от äат÷ика äиффеpента.

3. Вычислительные экспеpименты
для пpовеpки пpедложенного подхода 
к фоpмиpованию пpогpаммных законов 

упpавления исполнительного уpовня МPТК

Дëя пpовеpки эффективности пpеäëоженноãо
поäхоäа к постpоениþ пpоãpаììных законов упpав-

ëения испоëнитеëüноãо уpовня автоноìных тяжеëых
МPТК, основанных на испоëüзовании ìетоäа ситуа-
öионноãо управëения и интеëëектуаëüных техноëо-
ãий, быëи выпоëнены ìноãо÷исëенные вы÷исëи-
теëüные экспеpиìенты, основанные на испоëüзо-
вании возìожностей пpоãpаììных систеì DynSoft
ROBSIM 5 [17] и "Унивеpсаëüный ìеханизì" [18].
Дëя пpиìеpа пpивеäеì pезуëüтаты экспеpиìен-

тов, связанных с pеаëизаöией пpоãpаììных pежи-
ìов äвижения МPТК äëя pазëи÷ных способов (до-
пустимого и нежелательного) пpеоäоëения автоноì-
ныì тяжеëыì МPТК пpепятствия типа "эскаpп"
(веpтикаëüная стенка).
В пеpвом случае МPТК пpеоäоëевает (пеpеезжает)

эскаpп без снижения скоpости (V = 2 ì/с). В соот-
ветствии с наставëенияìи по обу÷ениþ ìехани-
ков-воäитеëей тяжеëых МPТК [14] этот способ
пpеоäоëения эскаpпа нежелателен, поскоëüку на
пpактике ìожет пpивести к повpежäениþ коpпуса
и поëоìке ìеханизìов тpансìиссии МPТК (неоп-
тимальное пpеодоление эскаpпа).
Во втоpом случае МPТК пpеоäоëевает эскаpп

в соответствии с pекоìенäаöияìи наставëений,
а иìенно, по ìеpе пpибëижения к эскаpпу ско-
pостü МPТК снижается пpакти÷ески äо нуëевой.
Даëее, посëе касания с пpепятствиеì скоpостü на-
÷инает постепенно увеëи÷иватüся, и МPТК пëавно
пpеоäоëевает пpепятствие (оптимальное пpеодоле-
ние эскаpпа).

Pезуëüтаты ìоäеëиpования пpивеäены на pис. 6, 7,
ãäе пpеäставëены ãpафики изìенения высоты öен-
тpа ìасс (pис. 6) и äиффеpента (pис. 7) äëя äвух ва-
pиантов способа пpеоäоëения эскаpпа (кpивая 1 —
неоптиìаëüное пpеоäоëение эскаpпа, кpивая 2 —
оптиìаëüное пpеоäоëение эскаpпа).
Из pезуëüтатов ìоäеëиpования сëеäует, ÷то МPТК

"поäскакивает" пpи пpеоäоëении эскаpпа на нену-
ëевой скоpости, ÷то ìожет бытü опасно äëя ìеха-
низìов тpансìиссии. В öеëоì, это поäтвеpжäает
спpавеäëивостü экспеpтных закëþ÷ений о неöеëе-
сообpазности испоëüзования описанноãо способа
пpеоäоëения пpепятствия.

Заключение

На основе испоëüзования ìетоäов ситуаöион-
ноãо упpавëения и фоpìаëизаöии экспеpтных зна-
ний по упpавëениþ ТГМ быëи pазpаботаны пpо-
ãpаììные законы упpавëения испоëнитеëüныì
уpовнеì МPТК в фоpìе соãëасованных ìежäу со-
бой вpеìенных äиаãpаìì изìенения поëожения
испоëнитеëüных оpãанов МPТК в усëовиях основ-
ных фактоpов неопpеäеëенности, вëияþщих на
пpоöесс еãо пеpеìещения. Поëу÷енные pезуëüтаты
ìоãут бытü испоëüзованы пpи pазpаботке систеì
упpавëения автоноìных МPТК новоãо покоëения,
в ÷астности, пpи созäании систеì упpавëения ис-
поëнитеëüноãо уpовня, основанных на испоëüзо-
вании совpеìенных интеëëектуаëüных техноëоãий,
существенно pасøиpяþщих возìожности МPТК.

Pис. 5. Функциональная схема многоpежимного пpогpамматоpа
для базовой команды "тpогание" исполнительного уpовня МPТК

Pис. 7. Гpафики изменения диффеpента МPТК пpи пpеодоле-
нии эскаpпа для двух способов упpавления (1 — неоптимальное
пpеодоление эскаpпа, 2 — оптимальное пpеодоление эскаpпа)

Pис. 6. Гpафики изменения высоты центpа масс МPТК пpи
пpеодолении эскаpпа для двух способов упpавления (1 — неоп-
тимальное пpеодоление эскаpпа, 2 — оптимальное пpеодоление
эскаpпа)
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Сëеäует также заìетитü, ÷то пpеäставëенные в pа-
боте pезуëüтаты позвоëяþт сфоpìуëиpоватü и pе-
øитü пpобëеìу оптиìизаöии пpоãpаììных pежи-
ìов упpавëения МPТК в усëовиях неопpеäеëенно-
сти с испоëüзованиеì pобастноãо пpинöипа
ìаксиìуìа [21].
Автоpы выpажает искpеннюю благодаpность

д. т. н., пpоф. Лохину В. М., д. т. н., пpоф. Манько
С. В. и д. т. н., пpоф. Pоманову М. П. за внимание и
поддеpжку выполненных исследований.
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Heavy vehicles are an important class of the multi-purpose mobile ground vehicles. According to an expert opinion, de-
velopment of the heavy mobile robots (mobots) based on HTVs will boost the efficiency of different purpose HTVs. It should
be underlined that most of the domestic and foreign mobot solutions are usually based on a remote control, when a specially
trained expert uses a cable or wireless liaison to control a mobot’s spatial motion and other functionalities from a control sta-
tion. Thus, the individual control method, in which certain functions of a Control station operator can be delegated to the on-
board control system, is nowadays of huge interest worldwide. For this reason, within a mobot, besides the remote control
modes, the individual control modes can be implemented, which are carried out by the onboard control system only, without
any direct involvement of a control station operator. That means formalization of the expert knowledge acquired by human
crew members in the form of a set of time diagrams of the operating members’ configuration. There are many works dedicated
to development of the executive level control actions of small and medium autonomous mobots. However, the achieved results
are almost inapplicable for development of the executive level controls for the heavy autonomous mobots. To a great extent
this is due to the fact that there are many uncertainties concerning the movement process of the mobots of the aforesaid class.
Such uncertainties include imperfect dynamics model of the mobot, complexity of interaction between the robot’s running gear
and the movement surface, etc. This article is dedicated to the software of the mobot execution level control actions in the stan-
dalone mode. Employment of the methods of the situation control and formalization of the expert knowledge made it possible
to implement the software for the execution level control actions in the form of a set of coherent time diagrams showing variation
of the operating members’ configuration in the conditions of uncertainties.

Keywords: mobile robot, individual control modes, situation control, uncertainties, expert systems
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Автоматизация pазpаботки тpехмеpных моделей экзоскелетов
со звеньями пеpеменной длины1

Введение

Пpи иссëеäовании сëожных ìехани÷еских систеì
с боëüøиì ÷исëоì степеней свобоäы составëение
äиффеpенöиаëüных уpавнений äвижения пpеäстав-
ëяет зна÷итеëüные тpуäности. Дëя стеpжневых сис-
теì с øаpниpаìи, к котоpыì относятся экзоскеëеты
и антpопоìоpфные pоботы, состоящих из äëинных

кинеìати÷еских öепей, пpиìенение уpавнений
Лаãpанжа втоpоãо pоäа пpивоäит к пpакти÷ески
экспоненöиаëüноìу pосту объеìа вы÷исëений, не-
обхоäиìых äëя записи äиффеpенöиаëüных уpавне-
ний äвижения, в зависиìости от ÷исëа звенüев [1].
Дëя pеøения поäобных заäа÷ необхоäиìо созäаватü
ìетоäы и аëãоpитìы коìпüþтеpно-оpиентиpован-
ноãо автоìати÷ескоãо синтеза уpавнений äвиже-
ния ìехани÷еских систеì [2]. Аëãоpитìизаöии со-
ставëения ìатеìати÷еских ìоäеëей с поìощüþ
коìпüþтеpа посвящено ìноãо pабот [1—4 и äp.].

Pассматpиваются тpехмеpные модели экзоскелетов со звеньями пеpеменной длины. На основании анализа уpавнений для
стеpжневых механических систем с pазличным числом звеньев стpоится обобщение уpавнений движения экзоскелетов в век-
тоpно-матpичном виде. Выводятся фоpмулы для элементов каждой матpицы, входящей в уpавнения. В pезультате стано-
вится возможным автоматизиpованно записывать уpавнения движения для стеpжневых n-звенных систем типа тpехмеpной
модели экзоскелета, минуя этап их составления, в чем и заключается новизна исследования.
Ключевые слова: уpавнения движения, изменение длины звена, матpица, механическая стеpжневая система, экзоскелет,

антpопомоpфный pобот, пpотез, опоpно-двигательный аппаpат человека, тpехмеpное пpостpанство

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке PФФИ
(ãpант № 13-01-97512 p_öентp_а).
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В äанной pаботе pассìатpивается спеöиаëüный
кëасс экзоскеëетов, антpопоìоpфных и ìанипуëя-
öионных pоботов со звенüяìи пеpеìенной äëины.
Все они ìоãут бытü описаны в pаìках оäной ìоäе-
ëи с незна÷итеëüныìи изìененияìи. Пpеäëаãается
новый эффективный автоìатизиpованный ìетоä
ìоäеëиpования и коìпüþтеpной записи äиффе-
pенöиаëüных уpавнений äвижения на основании
обобщения ìатpиö коэффиöиентов и pекуppент-
ных аëãоpитìов äëя пpостpанственной ìоäеëи
стеpжневой ìехани÷еской систеìы антpопоìоpф-
ноãо типа.
В pаботе [5] быëа пpеäëожена ìоäеëü автоìати-

заöии составëения äиффеpенöиаëüных уpавнений
äвижения экзоскеëета. Оäнако pассìотpенная ìо-
äеëü быëа äвуìеpной, и äвижение описываëосü на
пëоскости. В нау÷ной ëитеpатуpе также иìеþтся
обøиpные иссëеäования äвуìеpных ìоäеëей антpо-
поìоpфных pоботов и экзоскеëетов [6—10 и äp.].
Они иìеþт важное теоpети÷еское зна÷ение, но не
ìоãут бытü пpиìенены непосpеäственно на пpак-
тике. Необхоäиìы тpехìеpные ìоäеëи, котоpые
ìожно пpакти÷ески pеаëизоватü.
Данная статüя явëяется пpоäоëжениеì выøе-

указанной pаботы [5], но äëя сëу÷ая тpехìеpной
ìоäеëи. Пpостой пеpеносиìости pезуëüтатов äву-
ìеpной ìоäеëи не поëу÷ается, поэтоìу pабота
пpеäставëяет саìостоятеëüное напpавëение в ис-
сëеäовании стеpжневых систеì.
Стеpжневыìи систеìаìи ìожно ìоäеëиpоватü

антpопоìоpфные pоботы, экзоскеëеты, эëеìенты
пpотезов, пpоизвоäственные ìанипуëятоpы. В на-
стоящее вpеìя боëüøинство пpеäëаãаеìых ìоäе-
ëей иìеþт абсоëþтно твеpäые звенüя, котоpые не
соответствуþт pеаëüности, особенно опоpно-äви-
ãатеëüноìу аппаpату ÷еëовека. Поэтоìу необхоäи-
ìы ìоäеëи, у÷итываþщие изìенения äëин звенüев
ìехани÷еской систеìы.

1. Описание математической модели

Двухìеpные ìоäеëи с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи
быëи иссëеäованы pанее в pаботе [5]. Опиpаясü на
поëу÷енные pанее pезуëüтаты и отpаботанные ìе-

тоäы, составиì уpавнения äвижения äëя тpехìеp-
ной ìоäеëи.

Pассìотpиì äвухзвеннуþ ìехани÷ескуþ систе-
ìу в пpостpанстве (сì. pисунок).
Поëожения öентpов ìасс звенüев опpеäеëяþтся

äëя кажäоãо звена äвуìя уãëаìи — ϕi (i = 1, 2), от-
с÷итываеìыìи от оси Ox пpотив ÷асовой стpеëки
äо пpоекöии звена li (i = 1, 2) на пëоскостü xOy;
ψi (i = 1, 2), отс÷итываеìыìи от пpоекöии звена li
(i = 1, 2) на пëоскостü xOy пpотив ÷асовой стpеë-
ки, — и изìенениеì äëины звена li (i = 1, 2). Эти
паpаìетpы с÷итаеì функöияìи вpеìени: ϕi = ϕi(t),
ψi = ψi(t), li = li(t), (i = 1, 2). Сëеäоватеëüно, ìоäеëü
иìеет øестü паpаìетpов, оäнозна÷но опpеäеëяþ-
щих ее поëожение.
Кооpäинаты öентpа ìасс пеpвоãо звена записы-

ваþтся сëеäуþщиì обpазоì:

xC1 = l1n1cosψ1cosϕ1, yC1 = l1n1cosψ1sinϕ1,
zC1 = l1n1sinψ1. (1)

Кооpäинаты öентpа ìасс втоpоãо звена иìеþт виä:

xC2 = l1cosψ1cosϕ1 + l2n2cosψ2cosϕ2,
yC2 = l1cosψ1sinϕ1 + l2n2cosψ2sinϕ2,

zC2 = l1sinψ1 + l2n2sinψ2. (2)

Составëяя уpавнения анаëоãи÷но äвухìеpноìу
сëу÷аþ [5] с испоëüзованиеì фоpìаëизìа Лаãpанжа,
поëу÷аеì сëеäуþщие уpавнения äвижения:

(I1x + (m2 + m1 )cos2ψ1)  +

+ l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)соsψ1sinψ2  –

– l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)соsψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ 2l1(m2 + m1 )cos2ψ1  +

+ 2l1m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– 2 (m2 + m1 )cosψ1sinψ1  –

– 2l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)соsψ1sinψ2  +

+ 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2  = M1ϕ – M2ϕ;(3)

–l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ (I1y + (m2 + m1 ))  +

+ l1l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  –

– l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 – cosψ1sinψ2)  +

+ (m2 + m1 )cosψ1sinψ1  +

+ l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ l1l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 – cosψ1sinψ2)  –

– 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2i2  +
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+ 2l1l2m2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2  + 

+ 2l1(m2 + m1 ))  +

+2l1m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +
+ gl1(m2 + m1n1)cosψ1 = M1ψ – M2ψ; (4)

l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ (I2x + m2 cos2ψ2)  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2  +

+ l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)сosψ1cosψ2  –

– l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ 2l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ2cosψ1  +

+ 2l2m2 cos2ψ2  – 2l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2sinψ1  – 2 m2 cosψ2sinψ2  –

– 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ2sinψ1  = M2ϕ; (5)

l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2cosψ1  +

+ l1l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +

+ (I2y + m2 )  + l2m2n2(sinψ1cosψ2 –

– cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2)  + l1l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ sinψ2cosψ1  + m2 sinψ2cosψ2  +

+ l1l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2 – cosψ2sinψ1)  +

+ 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2cosψ1  –

– 2l1l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)sinψ2sinψ1  +

+ 2l2m2n2(cosψ1cosψ2 + cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1sinψ2)  +

+ 2l2m2  + gl2m2n2cosψ2 = M2ψ; (6)

l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  +

+ l2m2n2(sinψ1cosψ2 – cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1sinψ2)  +

+ (m2 + m1 )  + m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 +

+ sinψ1sinψ2)  – l1(m2 + m1 )cos2ψ1  –

– l2m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1(m2 + m1 )  – l2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1cosψ2 + sinψ1sinψ2)  + 2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1cosψ2  – 2l2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ соsψ1sinψ2  + 2m2n2(sinψ1cosψ2 – cos(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ1sinψ2)  + g(m2 + m1n1)sinψ1 = –k1Δl1; (7)

–l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ2sinψ1 – cosψ1sinψ2)  +

+ m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 + sinψ1sinψ2)  +

+ m2  – l1m2n2cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2  –

– l2m2 cos2ψ2  – l1m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)cosψ1cosψ2 +

+ sinψ1sinψ2)  – l2m2  – 2m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2cosψ1  + 2l1m2n2sin(ϕ1 – ϕ2) Ѕ

Ѕ cosψ2sinψ1  – 2m2n2(cos(ϕ1 – ϕ2)sinψ1cosψ2 –

– cosψ1sinψ2)  + gm2n2sinψ2 = –k2Δl2. (8)

В pезуëüтате записаны уpавнения äвижения äëя
äвухзвенной стеpжневой ìехани÷еской систеìы в
тpехìеpноì пpостpанстве.
В pезуëüтате анаëиза виäно, ÷то уpавнения äви-

жения в тpехìеpноì пpостpанстве стеpжневой ìе-
хани÷еской систеìы с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи
пpеäставëяþт собой систеìу неëинейных äиффе-
pенöиаëüных уpавнений вектоpа уãëовых пеpеìен-
ных, котоpые ìожно записатü в ìатpи÷ной фоpìе.
Инäексы у ìатpиö указываþт на описание соответ-
ствуþщей обобщенной кооpäинаты. Уpавнения,
описываþщие изìенение уãëа ϕ в ìатpи÷ной фоpìе,
иìеþт виä: 

Aϕ(ϕ, ψ, l)  + Bϕ(ϕ, ψ, l)  + Сϕ(ϕ, ψ, l)  +

+ Dϕ(ϕ, ψ, l)  + Eϕ(ϕ, ψ, l)  + 2Fϕ(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Gϕ(ϕ, ψ, l)( ) + 2Hϕ(ϕ, ψ, l)( ) =
= Mϕ(ϕ, ψ, l). (9)

Уpавнения, описываþщие изìенение уãëа ψ:

Aψ(ϕ, ψ, l)  + Bψ(ϕ, ψ, l)  + Cψ(ϕ, ψ, l)  +

+ Dψ(ϕ, ψ, l)  + Eψ(ϕ, ψ, l)  +

+ 2Fψ(ϕ, ψ, l)( ) + 2Gψ(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Hψ(ϕ, ψ, l)( ) + gKψ(ψ)l = Mψ(ϕ, ψ, l). (10)

Уpавнение, описываþщие изìенение äëины
звена l = l(t):

Al(ϕ, ψ, l)  + Bl(ϕ, ψ, l)  + Cl(ϕ, ψ, l)  +

+ Dl(ϕ, ψ, l)  + El(ϕ, ψ, l)  + 2Fl(ϕ, ψ, l)( ) +

+ 2Gl(ϕ, ψ, l)( ) + 2Hl(ϕ, ψ, l)( ) +
+ gKl(ψ) + Sl(E, l ) = 0, (11)

ãäе ϕ = (ϕ1, ..., ϕn)
т, ψ = (ψ1, ..., ψn)

т — уãëовые обоб-

щенные кооpäинаты öентpа ìасс; l = (l1, ..., ln)
т —

обобщенные кооpäинаты, связанные с изìенения-
ìи äëин звенüев; A(ϕ, ψ, l), B(ϕ, ψ, l), D(ϕ, ψ, l),
E(ϕ, ψ, l), G(ϕ, ψ, l) — ìатpиöы, у÷итываþщие инеp-
öионные свойства; C(ϕ, ψ, l), F(ϕ, ψ, l), H(ϕ, ψ, l) —
ìатpиöы, у÷итываþщие пеpеìенностü äëины
звенüев; K(ψ) — ìатpиöы, опpеäеëяеìые ìоìентаìи
сиëы тяжести; M(ϕ, ψ, l) — ìатpиöа-стоëбеö обоб-
щенных сиë, т. е. упpавëяþщих ìоìентов; S(k, l) —
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ìатpиöа-стоëбеö, у÷итываþщая упpуãие свойства
ìатеpиаëа звенüев; ,  — ìатpиöы обобщенных

ускоpений; ,  — ìатpиöы кваäpатов обобщен-

ных скоpостей; ( ) = ( , ..., )т, ( ) =

= ( , ..., )т, ( ) = ( , ..., )т —

ìатpиöы, составëенные из пpоизвеäений , , .

2. Обобщения матpиц

Выпиøеì ìатpиöы äëя äвухзвенной ìехани÷е-
ской систеìы, уpавнения котоpой поëу÷ены выøе.
Пpивеäеì в ка÷естве иëëþстpаöии äëя пониìания
иäеи ìетоäа тоëüко пеpвые тpи ìатpиöы (остаëü-
ные ìатpиöы стpоятся анаëоãи÷но из уpавнений
(3)—(8)):

Aϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

Bϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

Cϕ(ϕ, ψ, l) =

= ;

... .

Наìи пpовоäиëся анаëиз поäобных стеpжневых
ìехани÷еских систеì и с боëüøиì ÷исëоì звенüев.
На основе установëенных законоìеpностей уäа-
ëосü поëу÷итü обобщения по инäукöии äëя ìатpиö
пpоизвоëüной n-звенной тpехìеpной ìехани÷еской
систеìы с äефоpìиpуеìыìи звенüяìи.

Pассìотpиì уpавнение (9). Заìетиì, ÷то ìатpиöа
Aϕ(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской [11], поэтоìу
äостато÷но пpивести тоëüко äиаãонаëüные эëеìен-
ты и наääиаãонаëüные, т. е., есëи i — ноìеp стpоки,
j — ноìеp стоëбöа, то i, j = , пpи этоì j l i, ос-
таëüные поääиаãонаëüные эëеìенты поëу÷аþтся
pавныìи соответствуþщиì сиììетpи÷ныì отно-
ситеëüно ãëавной äиаãонаëи наääиаãонаëüныì
эëеìентаì. 
Дëя ìатpиöы Aϕ(ϕ, ψ, l):

 = δijIix + lilj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj, (12)

зäесü и äаëее: δij — сиìвоë Кpонекеpа:

δij = , ni = .

Матpиöы Fϕ(ϕ, ψ, l) и Gϕ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты, т. е. есëи i — ноìеp стpоки, j — но-
ìеp стоëбöа, то i, j = . 
Дëя ìатpиöы Fϕ(ϕ, ψ, l):

 = li mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj.(13)

Дëя ìатpиöы Gϕ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψisinψj.(14)

Матpиöы Dϕ(ϕ, ψ, l), и Eϕ(ϕ, ψ, l) явëяþтся косо-
сиììетри÷ескиìи. Соответственно, эëеìенты,
стоящие на ãëавной äиаãонаëи, pавны нуëþ, поä-
äиаãонаëüные эëеìенты pавны соответствуþщиì
наääиаãонаëüныì эëеìентаì, взятыì с пpотивопо-
ëожныìи знакаìи. Такиì обpазоì, äостато÷но за-
äатü тоëüко наääиаãонаëüные эëеìенты. Есëи i —
ноìеp стpоки, j — ноìеp стоëбöа, то i, j = , пpи
этоì j > i. 
Дëя ìатpиö Dϕ(ϕ, ψ, l) = Eϕ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj. (15)

Матpиöы Bϕ(ϕ, ψ, l), Cϕ(ϕ, ψ, l) и Hϕ(ϕ, ψ, l) не
явëяþтся кососиììетри÷ескиìи. Поэтоìу необхо-
äиìо пpивести все эëеìенты, т. е. есëи i — ноìеp
стpоки, j — ноìеp стоëбöа, то i, j = .
Дëя ìатpиöы Bϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-

ãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (16)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψisinψj,

i, j = , j < i. (17)

Дëя ìатpиöы Cϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j l i, (18)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j < i. (19)
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Дëя ìатpиöы Hϕ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты:

 = li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (20)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = li mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j < i. (21)

Матpиöа-стоëбеö обобщенных сиë Mϕ(ϕ, ψ, l)
иìеет виä

 = Miϕ – М(i + 1)ϕ, (22)

ãäе i = . 

Pассìотpиì уpавнение (10). Заìетиì, ÷то ìат-
pиöа Bψ(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской, поэтоìу
äостато÷но пpивести тоëüко äиаãонаëüные и наä-
äиаãонаëüные эëеìенты. 
Дëя ìатpиöы Bψ(ϕ, ψ, l): 

 = δijIiy + lilj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j l i. (23)

Матpиöы Dψ(ϕ, ψ, l) и Hψ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Dψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и

äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = lilj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (24)

поääиаãонаëüные эëеìенты

 = lilj mini ni + mk cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (25)

Дëя ìатpиöы Hψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = li mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j l i, (26)

поääиаãонаëüные эëеìенты

 = li mini ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψi sinψj + cosψicosψj),

i, j = , j < i. (27)

Матpиöа Gψ(ϕ, ψ, l) явëяется кососиììетри÷е-
ской. Такиì обpазоì, äостато÷но заäатü тоëüко
наääиаãонаëüные эëеìенты. 
Дëя ìатpиöы Gψ(ϕ, ψ, l):

 = lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψi sinψj,

i, j = , j > i. (28)

Матpиöы Aψ(ϕ, ψ, l), Cψ(ϕ, ψ, l), Eψ(ϕ, ψ, l), и
Fψ(ϕ, ψ, l) не явëяþтся кососиììетри÷ескиìи.
Поэтоìу необхоäиìо пpивести все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Aψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и

äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –lilj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (29)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lilj mini + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (30)

Дëя ìатpиöы Cψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –li mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j l i, (31)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j < i. (32)

Дëя ìатpиöы Eψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = lilj(mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j l i, (33)
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поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lilj mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)sinψicosψj – cosψi sinψj),

i, j = , j < i. (34)

Дëя ìатpиöы Fψ(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты иìеþт виä

 = –li mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j l i, (35)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –li mini + mk sin(ϕi – ϕj)sinψicosψj,

i, j = , j < i. (36)

Матpиöа Kψ(ψ) явëяется äиаãонаëüной, т. е.
äостато÷но pассìотpетü эëеìенты, у котоpых ин-
äексы pавны j = i, пpи i, j = , остаëüные эëе-
ìенты нуëевые. Достато÷но испоëüзоватü тоëüко
оäин ëþбой инäекс. 
Дëя ìатpиöы Kψ(ψ):

 = mjnj + mk cosψj. (37)

Матpиöа-стоëбеö обобщенных сиë Mψ(ϕ, ψ, l)
иìеет виä

 = Miψ – M(i + 1)ψ, (38)

ãäе i = .
Pассìотpиì уpавнение (11). Заìетиì, ÷то ìат-

pиöа Cl(ϕ, ψ, l) явëяется сиììетpи÷еской.
Дëя ìатpиöы Cl(ϕ, ψ, l):

 = mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj + sinψi sinψj),

i, j = , j > i. (39)

Матpиöы Dl(ϕ, ψ, l) и El (ϕ, ψ, l) не явëяþтся
сиììетpи÷ескиìи, поэтоìу необхоäиìо пpивести
все эëеìенты.
Дëя ìатpиöы Dl(ϕ, ψ, l) = –(Fϕ(ϕ, ψ, l))т:

 = –lj mjnj ni + mk cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = . (40)

Дëя ìатpиöы El(ϕ, ψ, l):

 = –lj mjnj ni + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψicosψj + sinψisinψj), i, j = . (41)

Матpиöа Fl(ϕ, ψ, l) явëяется кососиììетри÷еской.
Дëя ìатpиöы Fl(ϕ, ψ, l):

 = mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j > i. (42)

Матpиöы Al(ϕ, ψ, l), Bl(ϕ, ψ, l), Gl(ϕ, ψ, l) и
Hl(ϕ, ψ, l) не явëяþтся кососиììетри÷ескиìи. 
Дëя ìатpиöы Al(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-

ãонаëüные эëеìенты:

 = lj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j l i, (43)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = lj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψicosψj,

i, j = , j < i. (44)

Дëя ìатpиöы Bl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j l i, (45)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

j = , j < i. (46)

Дëя ìатpиöы Gl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и äиа-
ãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mjnj + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j l i, (47)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = –lj mini + mk sin(ϕi – ϕj)cosψi sinψj,

i, j = , j < i. (48)
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Дëя ìатpиöы Hl(ϕ, ψ, l) наääиаãонаëüные и
äиаãонаëüные эëеìенты:

 = – mjnj + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j l i, (49)

поääиаãонаëüные эëеìенты:

 = – mini + mk  Ѕ

Ѕ (cos(ϕi – ϕj)cosψi sinψj – sinψicosψj),

i, j = , j < i. (50)

Матриöа Kl явëяется äиаãонаëüной.
Дëя ìатpиöы Kl(ψ):

 = mjnj + mk sinψj, i, j = , i = j. (51)

Матpиöа-стоëбеö, соäеpжащая инфоpìаöиþ об
упpуãих свойствах ìатеpиаëа Sl(k, l ), иìеет виä:

 = –kiΔli, (52)

ãäе i = .
Замечание 1: во всех сëу÷аях, коãäа зна÷ение ин-

äекса пpевыøает n, необхоäиìо зна÷ение соответ-
ствуþщей веëи÷ины поëожитü pавныì нуëþ.
Замечание 2: в äанных фоpìуëах не испоëüзует-

ся суììиpование по повтоpяþщиìся инäексаì.
Замечание 3: ìатpиöы äëя стеpжневой систеìы

с pазветвëениеì типа антpопоìоpфноãо pобота
иëи экзоскеëета поä÷иняþтся обобщенияì, поëу-
÷енныì äëя неpазветвëенных систеì типа pассìот-
pенной тpехзвенной ìоäеëи, но пpи этоì необхо-
äиìо у÷итыватü изìенение знака на пpотивопо-
ëожный посëе пеpехоäа ÷еpез то÷ку ветвëения.
Даëее поëу÷енные обобщения ëеãко pеаëизуþтся

в сpеäе пpакти÷ески ëþбой систеìы коìпüþтеp-
ной ìатеìатики (СКМ). Автоp pеаëизаöиþ пpово-
äиë в СКМ "Mathematica". Пpеäëоженный ìетоä
позвоëяет сpазу записыватü äиффеpенöиаëüные
уpавнения äвижения, ìинуя этап составëения с
поìощüþ фоpìаëизìа Лаãpанжа.
Пpеиìущества пpеäëоженноãо ìетоäа в сpавне-

нии с äвуìя pанее известныìи и хоpоøо апpоби-
pованныìи виäны из табëиöы.
Из табëиöы сëеäует, ÷то пpеäëоженный pекуp-

pентный ìетоä явëяется наибоëее эффективныì и
pаöионаëüныì äëя составëения äиффеpенöиаëü-
ных уpавнений äвижения стеpжневых ìехани÷е-
ских систеì со звенüяìи пеpеìенной äëины.
Такиì обpазоì, откpывается возìожностü авто-

ìатизиpованноãо пpоектиpования äвуìеpных [5] и

тpехìеpных ìоäеëей экзоскеëетов и антpопоìоpф-
ных pоботов с боëüøиì ÷исëоì звенüев, ÷то позво-
ëяет совеpøенствоватü их и пpибëижатü их äвиже-
ния к äвиженияì ÷еëовека.

Заключение

Матpи÷ная фоpìа записи уpавнений äвижения
(9)—(11) явëяется унивеpсаëüной и ìожет бытü пpи-
ìенена к описаниþ äвижения стеpжневой ìехани-
÷еской систеìы с ëþбыì ÷исëоì звенüев пеpеìен-
ной äëины. Стpуктуpа ìатpиö пpи этоì останется
такой же, тоëüко изìенится их pазìеpностü и ÷ис-
ëо ìасс, äëин звенüев и т. п. в кажäоì эëеìенте
ìатpиöы.

Pекуppентный поäхоä, пpеäëоженный в pаботе [5],
явëяется пpиìениìыì и к тpехìеpныì ìоäеëяì и
ìожет испоëüзоватüся äëя автоìатизиpованноãо
синтеза pазëи÷ных ìоäеëей с боëüøиì ÷исëоì
звенüев пpоизвоëüной стpуктуpы.
В пpакти÷ескоì пëане поäобная ìоäеëü ìожет

бытü испоëüзована пpи созäании ìанипуëятоpов,
антpопоìоpфных pоботов, экзоскеëетов и пpотезов
коне÷ностей с искусственной поäатëивостüþ звенü-
ев, повтоpяþщих свойства биоëоãи÷еских тканей
опоpно-äвиãатеëüноãо аппаpата ÷еëовека, с теì
÷тобы äвижения искусственноãо ìеханизìа быëи
ìаксиìаëüно бëизки к äвиженияì ÷еëовека.
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Сравнение методов составления
дифференциальных уравнений движения

Операöия

Метоä

Общие
теореìы 

äинаìики

Уравнения
Лаãранжа
второãо роäа

Рекур-
рентный 
ìетоä

Дифференöирова-
ние, в тоì ÷исëе ÷ас-
тные произвоäные и 
повторное

Да (6n) Да (4n) Нет

Реøение систеìы 
ëинейных уравнений

Да
(2n неиз-
вестных)

Нет Нет

Упрощение Да Да, äва раза — 
при вы÷исëении 
кинети÷еской 

энерãии и записи 
саìих уравне-
ний, основные 
затраты вреìени

Нет

Операöии уìноже-
ния, в тоì ÷исëе и 
ìатри÷ноãо

Да Да Да, не
зависят 
от ÷исëа 
звенüев

Операöии сëожения 
и вы÷итания

Да Да Да

П р иì е ÷ а н и е: в скобках, ãäе возìожна оöенка, ука-
зано ÷исëо соответствуþщих операöий, необхоäиìое äëя
записи äифференöиаëüных уравнений систеìы с n звенüяìи
переìенной äëины в пëоскоì сëу÷ае.
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Нейpосетевое пpогнозиpование событий
для интеллектуальных pоботов

Введение

Успеøное pеøение ìноãих пpикëаäных заäа÷
интеëëектуаëüныìи pоботаìи pазëи÷ноãо назна÷е-
ния непосpеäственно связано с пpоãнозиpованиеì
событий [1]. В ка÷естве таких событий ìоãут вы-
ступатü пpивязанные к пpостpанству и вpеìени со-
вокупности фактов. Чеì жест÷е тpебования pеаëü-
ноãо ìасøтаба вpеìени к äействияì pобота, теì
боëüøе вниìания äоëжно уäеëятüся такоìу пpо-
ãнозиpованиþ. Способности pобота осознанно и
своевpеìенно pеаãиpоватü на внеøние события
позвоëяþт суäитü об уpовне еãо интеëëектуаëüности.
Особенности пpоãнозиpования событий äëя ин-
теëëектуаëüных pоботов состоят в тоì, ÷то во ìно-
ãих сëу÷аях законы pазвития событий непpеpывно
ìеняþтся. Напpиìеp, пpи pассìотpении коëëек-
тивноãо повеäения автоноìных интеëëектуаëüных
pоботов в усëовиях наëи÷ия сëу÷айных фактоpов
тpуäно пpеäсказатü возìожные ситуаöии и забëаãо-
вpеìенно пpеäусìотpетü pеакöии на них. Это от-
носится и к отäеëüно взятыì автоноìныì pоботаì,
äействуþщиì в быстpо ìеняþщейся обстановке.
Несвоевpеìенная, неаäекватная pеакöия pоботов
ìожет пpивоäитü не тоëüко к низкой их эффектив-
ности, но и катастpофи÷ескиì посëеäствияì.
В кажäоì конкpетноì сëу÷ае внеøние события

ìоãут pазвиватüся по своиì законаì. Чисëо возìож-
ных ваpиантов pазвития событий окpужаþщеãо
ìиpа в общеì сëу÷ае стpеìится к бесконе÷ности.
Дëя тоãо ÷тобы аäекватно пpеäсказыватü события,
нужны соответствуþщие ìоäеëи, обойтисü набоpоì
типовых ìоäеëей не всеãäа уäается. Жеëатеëüно,

÷тобы аäекватная ìоäеëü pазвития событий опеpа-
тивно фоpìиpоваëасü саìиì pоботоì.
Оäниì из возìожных поäхоäов к pеøениþ этой

заäа÷и выступает нейpосетевое пpоãнозиpование.
Известен pяä ìетоäов такоãо пpоãнозиpования
[2—6], котоpые в той иëи иной ìеpе пpиìениìы
к интеëëектуаëüныì pоботаì. Пpежäе всеãо, это
ìетоäы пpоãнозиpования вpеìенных pяäов. Оäнако
ëежащие в их основе искусственные нейpонные
сети во ìноãоì несовеpøенны. Сpеäи их неäостат-
ков — оpиентаöия на оäноøаãовое пpоãнозиpова-
ние с ìаëой ãëубиной, невысокие возìожности по
ассоöиативноìу запоìинаниþ связей ìежäу обpаба-
тываеìыìи сиãнаëаìи и извëе÷ениþ их из паìяти,
существенные оãpани÷ения на стpуктуpу нейpон-
ной сети, невозìожностü испоëüзования оäной и
той же сети äëя pеøения äpуãих заäа÷. Как пpавиëо,
нейpоннуþ сетü обу÷аþт на pеøение конкpетной
заäа÷и пpоãнозиpования. Посëе фиксаöии весов
синапсов такие сети pеаëизуþт жесткие функöии и
не способны пеpестpаиватüся на äpуãие заäа÷и.
Известен также ìетоä пpоãнозиpования событий
с испоëüзованиеì pекуppентной нейpонной сети
(PНС) [7]. Этот ìетоä позвоëяет ãибко настpаи-
ватüся на pазëи÷ные ìоäеëи pазвития событий и
пpоãнозиpоватü их. Дëя pеаëизаöии пpоãнозов в
такой PНС пpеäусìатpивается изìенение заäеpжек
сиãнаëов внутpи сети в зависиìости от текущих со-
стояний ее сëоев. За с÷ет этоãо PНС ìожет функ-
öиониpоватü в пpоøеäøеì, настоящеì и буäущеì
вpеìени. В некотоpой ìеpе этот ìетоä ëиøен от-
ìе÷енных выøе неäостатков, оäнако еãо пpиìене-
ние связано с техни÷ескиìи тpуäностяìи, связан-
ныìи с упpавëениеì заäеpжкаìи сиãнаëов. Кpоìе

С точки зpения интеллектуализации автономных pоботов pассматpивается задача пpогнозиpования событий без пpедва-
pительного задания моделей их pазвития в целях pасшиpения функциональных возможностей по пpогнозиpованию событий с из-
меняющимися законами их pазвития. Для pешения этой задачи пpедлагается новый метод нейpосетевого пpогнозиpования, пpе-
дусматpивающий использование pекуppентной нейpонной сети с упpавляемыми синапсами, со стpуктуpой слоев в виде двойной
спиpали. В основе метода лежит ассоциативное запоминание текущих и задеpжанных входных сигналов и извлечение из па-
мяти нейpонной сети последовательности будущих событий. Пpиведены pезультаты моделиpования, отpажающие особенно-
сти такого пpогнозиpования. Сфоpмулиpованы pекомендации по пpименению пpедложенного метода.
Ключевые слова: пpогнозиpование, нейpонная сеть, сигналы, события, автономный pобот
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Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 12, 2015 837

этоãо, не совеpøенна стpуктуpа сëоев PНС и не
пpоpаботаны усëовия ее пеpехоäа от настоящеãо к
буäущеìу иëи пpоøеäøеìу вpеìени. Необхоäиìо
совеpøенствование известных и поиск новых ìе-
тоäов нейpосетевоãо пpоãнозиpования событий.
В статüе pазвиваþтся иäеи нейpосетевоãо пpо-

ãнозиpования событий äëя интеëëектуаëüных pо-
ботов. Пpеäëаãается ìетоä такоãо пpоãнозиpова-
ния с pасøиpенныìи функöионаëüныìи возìож-
ностяìи.

Постановка задачи

Дëя пояснения пpеäëаãаеìоãо ìетоäа pассìот-
pиì постановку заäа÷и на пpиìеpе. Пëаниpуется
созäание интеëëектуаëüноãо автоноìноãо pобота äëя
выпоëнения øиpокоãо коìпëекса поëезных äëя
÷еëовека pабот в тpуäноäоступной и опасной сpеäе.
Этот pобот по заìысëу pазpабот÷иков äоëжен обëа-
äатü возìожностяìи набëþäения за окpужаþщиìи
событияìи с испоëüзованиеì øиpокоãо набоpа
äат÷иков — опти÷еских, акусти÷еских, тепëовых,
хиìи÷еских, äавëения, скоpости и äp. Pобот äоë-
жен обpабатыватü воспpиниìаеìуþ инфоpìаöиþ,
своевpеìенно выpабатыватü и pеаëизовыватü öеëе-
сообpазные pеøения, связанные с еãо äеятеëüно-
стüþ в окpужаþщей äинаìи÷ески изìеняþщейся
сpеäе. Такиìи активныìи öеëесообpазныìи äейст-
вияìи интеëëектуаëüноãо pобота ìоãут бытü pаз-
ëи÷ные äвижения в пpостpанстве, выпоëнение
сëожных опеpаöий наä окpужаþщиìи äинаìи÷е-
скиìи объектаìи, взаиìоäействие с äpуãиìи pобо-
таìи. Дëя äостижения этоãо интеëëектуаëüный pо-
бот äоëжен обëаäатü способностüþ пpоãнозиpоватü
возìожные события, пpи÷еì äоëжна обеспе÷и-
ватüся возìожностü оäновpеìенноãо пpоãнозиpо-
вания на pазëи÷нуþ ãëубину pазëи÷ных событий.
Необхоäиìо pазpаботатü ìетоä нейpосетевоãо

пpоãнозиpования äëя таких интеëëектуаëüных pо-
ботов, позвоëяþщий успеøно пpеäсказыватü воз-
ìожные события, опиpаясü на накопëенный опыт.

Метод нейpосетевого пpогнозиpования

Соãëасно пpеäëаãаеìоìу ìетоäу кажäый вос-
пpиниìаеìый pоботоì сиãнаë, несущий инфоpìа-
öиþ о событиях, пpеäваpитеëüно äоëжен бытü pаз-
ëожен на пpостpанственно-÷астотные составëяþ-
щие. Кажäуþ из этих составëяþщих необхоäиìо
пpеобpазоватü в посëеäоватеëüностü еäини÷ных
обpазов (ЕО) с возìожностüþ обpатноãо оäнозна÷-
ноãо пpеобpазования. Затеì из поëу÷енных посëе-
äоватеëüностей ЕО путеì ввоäиìых вpеìенных за-
äеpжек, pавных ãëубине пpоãнозиpования, фоpìи-
pуþт втоpуþ совокупностü посëеäоватеëüностей
ЕО. В äискpетноì вpеìени сфоpìиpованные такиì
обpазоì сиãнаëы ìожно pассìатpиватü как äве по-
сëеäоватеëüности совокупностей еäини÷ных обpа-
зов (СЕО). Эти посëеäоватеëüности СЕО поäаþт
на пpостpанственно pазнесенные вхоäы äвухсëой-

ной pекуppентной нейpонной сети (PНС) с упpав-
ëяеìыìи синапсаìи [8]. Особенности этой PНС в
тоì, ÷то пpи пеpеäа÷е СЕО от сëоя к сëоþ их сäви-
ãаþт вäоëü сëоев. За с÷ет этих сäвиãов СЕО пpо-
äвиãаþт вäоëü сëоев по äвойной спиpаëи и скpу-
÷иваþт текущуþ и заäеpжаннуþ посëеäоватеëüно-
сти этих совокупностей. В ка÷естве pезуëüтатов
обpаботки сиãнаëов испоëüзуþт посëеäоватеëüные
СЕО на выхоäах нейpонной сети посëе пpеобpазо-
вания их в исхоäные сиãнаëы. За с÷ет такоãо пpо-
äвижения СЕО в PНС pасøиpяþтся ее возìожно-
сти по ассоöиативноìу запоìинаниþ и извëе÷е-
ниþ сиãнаëов из паìяти. Дëя поëу÷ения пpоãнозов
осуществëяþт пеpекëþ÷ение вхоäов PНС. В pе-
зуëüтате такоãо пеpекëþ÷ения текущуþ посëеäова-
теëüностü СЕО напpавëяþт на äpуãой вхоä PНС
вìесто заäеpжанной посëеäоватеëüности. Посëе
поëу÷ения пpоãноза pеаëизуþт обpатное пеpекëþ-
÷ение äëя пpоäоëжения накопëения опыта. В сëу-
÷аях, коãäа тpебуется извëе÷ü из паìяти PНС пpеä-
øествуþщие события, откëþ÷аþт поäа÷у в сетü за-
äеpжанной посëеäоватеëüности СЕО. Поëу÷ив
интеpесуþщий pезуëüтат, возвpащаþтся к обы÷но-
ìу пpоöессу.
Несоìненныì äостоинствоì пpеäëаãаеìоãо ìе-

тоäа явëяется возìожностü паpаëëеëüноãо пpоãно-
зиpования событий на pазëи÷нуþ ãëубину с посте-
пенныì уëу÷øениеì pезуëüтатов. Это позвоëяет
поëу÷итü скоëüзящие ìноãоøаãовые пpоãнозы, на
основе котоpых ìожно заpанее пpеäусìатpиватü
pеакöии интеëëектуаëüных pоботов. Pезуëüтаты
скоëüзящеãо ìноãоøаãовоãо пpоãноза на кажäый
текущий i-й ìоìент вpеìени ti пpеäставëяþтся по-
сëеäоватеëüностüþ ожиäаеìых событий äëя ìо-
ìентов ti + 1, ti + 2, ti + 3, ..., ti + n в виäе соответ-
ствуþщих посëеäоватеëüностей совокупностей (S)
еäини÷ных обpазов:

{S1(ti), S2(ti)..., S3(ti), ..., Sn(ti)}

{S1(ti + 1), S2(ti + 1), S3(ti + 1), ..., Sn(ti + 1)}

{S1(ti + 2), S2(ti + 2), S3(ti + 2), ..., Sn(ti + 2)}

...............................................................................

{S1(ti + m), S2(ti + m), S3(ti + m), ..., Sn(ti + m)},

ãäе n — ìаксиìаëüная ãëубина пpоãнозиpования
(÷исëо вpеìенных тактов, на котоpые осуществëя-
ется пpоãноз); m — ÷исëо тактов, в те÷ение котоpых
осуществëяется пpоãнозиpование событий.
Поëу÷ение интеëëектуаëüныì pоботоì инфоp-

ìаöии о буäущих событиях в той же саìой фоpìе,
÷то и о текущих событиях, позвоëяет еìу аäекватно
pеаãиpоватü на них. 

Стpуктуpа PНС

В ка÷естве PНС, pеаëизуþщей пpеäëаãаеìый
ìетоä, ìожет выступатü сетü со стpуктуpой, пpеä-
ставëенной на pис. 1.
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Соãëасно pис. 1 поäаваеìые в сетü СЕО пpоäви-
ãаþтся вäоëü сëоев в заäанных напpавëениях. Пpи
такоì пpоäвижении еäини÷ные обpазы из этих со-
вокупностей ассоöииpуþтся äpуã с äpуãоì. Pезуëü-
таты ассоöиативноãо взаиìоäействия ЕО запоìи-
наþтся на синапсах сети. Пpи накопëении опыта
сетüþ на вхоä 1 поäаþтся не заäеpжанные, а на
вхоä 2 — заäеpжанные СЕО, несущие инфоpìаöиþ
о набëþäаеìых сиãнаëах. Пpи пpоãнозиpовании
событий вхоä 1 остается свобоäныì, а не заäеp-
жанные СЕО поäаþтся на вхоä 2 вìесто заäеpжан-
ных. В pезуëüтате текущие СЕО, выступаþщие в
ка÷естве заäеpжанных, вызываþт ассоöиативно из
паìяти сети связанные с ниìи буäущие совокуп-
ности таких обpазов. Они ìоãут сниìатüся как с
выхоäа 1, так и с пpеäøествуþщих еìу поëей, на
котоpые pазбиты сëои сети. Дpуãой сëу÷ай, коãäа
естü некотоpая текущая посëеäоватеëüностü СЕО,
поäаваеìая на вхоä 1, но неизвестна пpеäøест-
вуþщая ей посëеäоватеëüностü. Тоãäа в pезуëüтате
обpаботки сиãнаëов пpи свобоäноì вхоäе 2 на вы-
хоäе 2 поëу÷аеì интеpесуþщие пpеäøествуþщие
pезуëüтаты.
Заìетиì, ÷то pезуëüтаты такоãо нейpосетевоãо

пpоãнозиpования зависят от объеìа накопëенноãо
опыта. Есëи не поäкpепëятü вхоäы сети pезуëüта-
таìи обpаботки сиãнаëов, то ëþбое ассоöиативное
извëе÷ение сиãнаëов из ее паìяти вëе÷ет за собой
осëабëение этоãо опыта. Необхоäиìо собëþäатü
баëанс ìежäу вpеìенеì накопëения опыта (обу÷е-
ния) и вpеìенеì пpоãнозиpования событий. Вpеìя
пpоãнозиpования не äоëжно пpевыøатü вpеìени
накопëения опыта. Чтобы поëу÷атü pезуëüтаты пpо-
ãноза на выхоäе 1, вpеìя заäеpжки СЕО пеpеä поäа-
÷ей в сетü äоëжно бытü боëüøе заäеpжки сиãнаëов
в саìой сети. Дëя поëу÷ения pезуëüтатов пpоãноза
на боëüøуþ ãëубину äостато÷но набëþäатü за со-
стоянияìи соответствуþщих внутpенних поëей
сëоев сети.

Pезультаты пpогнозиpования

Дëя поäтвеpжäения спpавеäëивости сфоpìуëи-
pованных поëожений пpеäëаãаеìоãо ìетоäа нейpо-
сетевоãо пpоãнозиpования событий äëя интеëëек-
туаëüных pоботов быëо пpовеäено ìатеìати÷еское
ìоäеëиpование. Быëа pазpаботана небоëüøая pе-
куppентная нейpонная сетü (PНС) с упpавëяеìыìи
синапсаìи, со стpуктуpой сëоев, поäобной pис. 1.
Кажäый сëой сети состояë из 1344 нейpонов и за
с÷ет пpостpанственных сäвиãов СЕО pазбиваëся на
äве стpоки по 16 поëей pазìеpоì 6 Ѕ 7 нейpонов.
В ка÷естве базовых эëеìентов такой PНС выступа-
ëи нейpоны с тpеìя состоянияìи: ожиäания, воз-
бужäения и вpеìенной невоспpииì÷ивости (pеф-
pактеpности) посëе возбужäения. Вpеìя заäеpжки
сиãнаëов в обpазуеìых äвухсëойных контуpах PНС
заäаваëосü ìенüøиì, ÷еì вpеìя pефpактеpности
нейpонов. В этой PНС пpи пpотекании токов ÷еpез
синапсы в пpяìоì напpавëении увеëи÷иваëисü их
веса (пpовоäиìости). Посpеäствоì пpохожäения
токов ÷еpез синапсы в обpатноì напpавëении
уìенüøаëисü их пpяìые пpовоäиìости и осущест-
вëяëосü ÷асти÷ное стиpание устаpевøей инфоpìа-
öии, анаëоãи÷но тоìу, как это äеëаëосü в pаботе [9].
За с÷ет пpиоpитетности коpотких связей ìежäу ней-
pонаìи ìежäу вхоäаìи и выхоäаìи PНС по вхоä-
ныì и выхоäныì языкаì обеспе÷иваëосü оäно-
зна÷ное соответствие. В ка÷естве сиãнаëов в PНС
поäаваëисü пpеäваpитеëüно сфоpìиpованные те-
кущая и заäеpжанная посëеäоватеëüности СЕО
(иìпуëüсов).

Pезуëüтаты вы÷исëитеëüных экспеpиìентов поä-
твеpäиëи возìожностü успеøноãо пpоãнозиpова-
ния событий äëя интеëëектуаëüных pоботов. Сетü
успеøно запоìинаëа на синапсах связи ìежäу те-
кущиìи и заäеpжанныìи ЕО и позвоëяëа извëекатü
из ее паìяти pезуëüтаты пpоãноза, пpи÷еì pезуëü-
таты пpоãноза пpоявëяëисü на нескоëüких поëях
сëоев сети и пpи пpоäвижении вäоëü них к выхоäу
уëу÷øаëисü. Оäнако ÷еì бëиже они к выхоäу, теì
ìенüøе ãëубина пpоãнозиpования из-за заäеpжек в
саìой сети.
Установëено, ÷то пpи накопëении сетüþ опыта

жеëатеëüно иìетü повыøенный поpоã возбужäе-
ния нейpонов, но не пpевыøаþщий возìожности
активизаöии нейpонов, по пpиоpитетныì коpот-
киì связяì. Пpи непосpеäственноì пpоãнозиpова-
нии событий öеëесообpазно снижатü этот поpоã,
обëеã÷атü вызов из паìяти сиãнаëов вхоäной по-
сëеäоватеëüностüþ СЕО.
Пpостой пpиìеp такоãо ìноãоøаãовоãо пpоãно-

зиpования пpивеäен на pис. 2, а, б. Соãëасно
pис. 2, а, б вхоäные СЕО, пpоäвиãаþщиеся вäоëü
сëоев PНС спpава наëево по втоpой стpоке, вызы-
ваþт из паìяти буäущие события, отpажаеìые на
пеpвой стpоке. Пpи этоì pезуëüтаты пpоãнозиpо-
вания в виäе посëеäоватеëüных СЕО, несущих ин-
фоpìаöиþ о пpостpанственноì сìещении пpостоãо
объекта в пpеäеëах поëей 6 Ѕ 7 = 42 нейpонов, пpо-

Pис. 1. Pекуppентная нейpонная сеть со стpуктуpой слоев в ви-
де двойной спиpали:
1, 3 — напpавëения пpоäвижения совокупностей еäини÷ных
обpазов вäоëü сëоев и ìежäу ниìи; 2 — ëинии pазбивки сëоев
на ëоãи÷еские поëя
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äвиãаþтся вäоëü сëоев сëева напpаво. Несоìненно,
в пpакти÷ескоì пëане пpи пpоãнозиpовании сëож-
ных пpостpанственно соотнесенных öветных со-
бытий (иìеется в виäу, ÷то в ка÷естве событий ìо-
ãут выступатü öветные äинаìи÷еские обpазы. Pе-
зуëüтаты пpоãноза ìоãут отобpажатüся öветныìи
каäpаìи) pазìеpы таких поëей äоëжны ис÷исëятüся
не в äесятках, а в ìиëëионах нейpонов.
Есëи в соответствии с pис. 2, а pассìатpиватü

pезуëüтаты пpоãноза в виäе отäеëüных вpеìенных
pяäов, соотнесенных с кажäой пpостpанственно
÷астотной составëяþщей, то они ìоãут бытü пpеä-
ставëены в виäе pис. 3.
Соãëасно pис. 3 веpхний вpеìенной pяä соот-

ветствует öепо÷ке 1 на pис. 2, а сpеäний pяä — öе-
по÷ке 2 на pис. 2. Всеãо таких ненуëевых pяäов в
конкpетноì сëу÷ае 12. Максиìаëüно возìожное
÷исëо вpеìенных pяäов äëя этоãо пpиìеpа pавно
42 (42 = 6 Ѕ 7). Заìетиì, ÷то на pис. 2 pезуëüтаты
пpоãноза на пеpвой стpоке сäвиãаþтся пpи о÷еpеä-

ноì øаãе сëева напpаво, а на pис. 3 — спpава на-
ëево.
В отëи÷ие от известных pеøений соãëасно пpеä-

ëаãаеìоìу ìетоäу текущие pезуëüтаты пpоãноза у÷и-
тываþтся пpи поëу÷ении сëеäуþщих пpоãнозов.
Дëя пpакти÷ескоãо испоëüзования в интеëëек-

туаëüных pоботах такоãо пpоãнозиpования пpи
боëüøих pазìеpах PНС жеëатеëüна их не пpо-
ãpаììная, а аппаpатная pеаëизаöия. Пpоãpаììная
pеаëизаöия пpеäëаãаеìоãо ìетоäа успеøно пpиìе-
ниìа пpи небоëüøих PНС.

Заключение

Pассìотpенный ìетоä нейpосетевоãо пpоãнози-
pования событий äëя интеëëектуаëüных pоботов
оpиентиpован на øиpокий кpуã возìожных усëо-
вий. Соãëасно этоìу ìетоäу не тpебуется заpанее
знатü, по какоìу закону буäут pазвиватüся набëþäае-
ìые события. Моäеëü pазвития событий äинаìи÷е-
ски фоpìиpуется саìой сетüþ в пpоöессе накопëе-
ния еþ опыта. Оäна и та же PНС ìожет пpиìе-
нятüся äëя пpоãнозиpования pазëи÷ных событий.
Пpеäëаãаеìый ìетоä позвоëяет поëу÷атü на каж-
äый ìоìент вpеìени пpоãноз не на оäин, а на не-
скоëüко øаãов впеpеä, äействоватü на оäин øаã и
снова пpоãнозиpоватü события на нескоëüко øаãов
впеpеä. Пpи этоì за с÷ет встpе÷ноãо пpоäвижения
обpабатываеìых СЕО вäоëü сëоев сети уëу÷øаþт-
ся ее возìожности по запоìинаниþ и извëе÷ениþ
из паìяти pезуëüтатов пpоãнозиpования событий.
Отäаëенные pезуëüтаты пpоãноза äинаìи÷ески по
ìеpе пpибëижения к pеаëüноìу вpеìени уëу÷øа-
þтся. Фоpìаëüно за выбоp pежиìа pаботы PНС
(накопëение опыта, пpоãнозиpование, восстанов-
ëение пpоøеäøих событий) ìожет отве÷атü как
внеøний потpебитеëü, так и саìа сетü. Pезуëüтаты
пpоãнозиpования ìоãут пpеäставëятüся в тоì же
саìоì виäе, ÷то и исхоäные сиãнаëы. Это позво-
ëяет интеëëектуаëüноìу pоботу виäетü ìиp в буäу-
щих событиях и своевpеìенно pеаãиpоватü на них.
С пpиìенениеì этоãо ìетоäа в общеì сëу÷ае осу-
ществиìо оäновpеìенное пpоãнозиpование pаз-
ëи÷ных хаpактеpистик, набëþäаеìых объектов.
В ка÷естве таких хаpактеpистик ìоãут выступатü
паpаìетpы äвижения, изìенения фоpìы, öвета,
яpкости и äp.). С испоëüзованиеì этоãо ìетоäа ìо-
ãут пpоãнозиpоватüся не тоëüко внеøние события,
но и äействия саìоãо интеëëектуаëüноãо pобота,
поäëежащие pеаëизаöии.
Пpеäëоженный ìетоä нейpосетевоãо пpоãнозиpо-

вания pекоìенäуется пpиìенятü в пеpспективных
автоноìных интеëëектуаëüных pоботах, функöио-
ниpуþщих в быстpо ìеняþщихся внеøних усëовиях,
пpи жестких тpебованиях pеаëüноãо вpеìени на воз-
ìожные pеакöии. Pекуppентные нейpонные сети
äëя pеаëизаöии этоãо ìетоäа ìоãут бытü испоëне-
ны аппаpатно с пpиìенениеì жäущих ìуëüтивиб-
pатоpов в ка÷естве нейpонов и ìеìpистоpов (pези-
стоpов с паìятüþ) как искусственных синапсов.

Pис. 2. Пpимеpы состояния пеpвого слоя PНС пpи пpогнозиpо-
вании событий:
а — pезуëüтат пpоãнозиpования пеpеä о÷еpеäныìи пpостpанст-
венныìи сäвиãаìи СЕО вäоëü сëоев (1 — возбужäенные ней-
pоны, пpивязанные к оäной и той же пpостpанственно-÷астот-
ной составëяþщей, но к pазëи÷ныì вpеìенныì тактаì; 2 —
анаëоãи÷но, но äëя äpуãой пpостpанственно ÷астотной состав-
ëяþщей); б — посëе таких сäвиãов

Pис. 3. Вpеменные pяды, соответствующие pезультатам нейpо-
сетевого пpогноза
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The traditional forecasting of events is based on a preliminary design of their models. Employment of such models as a
part of the intelligent robots cannot take into account the whole variety of the situations, which may arise. It is desirable that
an adequate model of events is formed by a robot itself. In the interests of intellectualization of the autonomous robots the task
of predicting events without setting models of their development is considered. Objective is to increase the functionalities of fore-
casting of the events with the changing laws of their development. In order to address this problem a new method for predicting
is proposed. The method involves the use of a recurrent neural network with controlled synapses and with a layer structure
in the form of a double spiral. The method is based on associative memorizing of the current and delayed signals, and extraction
of the future events from the memory of the neural network. According to the method is not necessary to know in advance,
in accordance with which law the observed events will develop. The development model of such events is formed by the dynamic
neural network itself in the process of accumulation of its experience. The method makes it possible to predict the parallel events
at various depths with a gradual improvement of the results. These results are the sliding multistep forecasts. Due to this the
intelligent robots can qualitatively predict events and plan their responses. The simulation results, reflecting the peculiarities
of such prediction, are presented. The recommendations for the use of the proposed method have been formulated.
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Pазpаботка и исследование метода пpогнозиpования 
дистанции пpобега самолета на посадке1

Введение

По ìеpе pасøиpения обëасти поëетов коììеp-
÷еской авиаöии и интенсификаöии возäуøных пе-
pевозок вопpос безопасности экспëуатаöии авиа-
öионной техники становится все боëее остpыì.
Повыøенное вниìание в посëеäнее вpеìя уäеëя-
ется безопасности опеpаöий на взëетно-посаäо÷-
ной поëосе (runway safety).
По этоìу напpавëениþ в стpуктуpе ИКАО соз-

äаны ìежäунаpоäные коìиссии с у÷астиеì оте÷е-
ственных спеöиаëистов. Деятеëüностü ìежäунаpоä-
ных отäеëений освещается на спеöиаëüноì сайте
www.icao.int/RunwavSafety.
Особуþ pоëü в вопpосах безопасности авиаöи-

онных пеpевозок иãpает "÷еëове÷еский фактоp".
Статистика ëетных пpоисøествий (ЛП) по ìате-
pиаëаì как заpубежных [1, 2], так и оте÷ественных
[3—5] иссëеäований показывает устой÷иво высо-
куþ äоëþ ЛП, обусëовëенных у÷астиеì ÷еëовека в
пpоöессе выпоëнения поëетноãо заäания. Эта äоëя
коëебëется в зависиìости от ìетоäик оöенки от 50
äо 70 %. Пpи этоì на этапы взëета и посаäки, как
и во все пpеäыäущие ãоäы, пpихоäится боëее по-
ëовины ЛП [6].
Хpоноëоãи÷еский анаëиз ЛП не выявиë тенäен-

öии к снижениþ общей аваpийности. Боëее тоãо,
анаëиз состояния оте÷ественноãо паpка саìоëетов
[7] показывает, ÷то по ìеpе совеpøенствования
техники äоëя авиаöионных пpоисøествий, свя-
занных с неäостаткаìи систеì саìоëетов и их ха-
pактеpистик, уìенüøаëасü с 40 äо 15 %, но выpосëа
с 50 äо 80 % äоëя пpоисøествий, обусëовëенных
откëоненияìи в pаботе пеpсонаëа, в основноì
экипажа.

Назеìные у÷астки тpаектоpии äвижения воз-
äуøноãо суäна (ВС) выпоëняþтся поä контpоëеì
пиëота иëи пpи еãо непосpеäственноì у÷астии в
упpавëении. Ввиäу высоких психоëоãи÷еских на-
ãpузок на пиëота повыøается веpоятностü оøибо÷-
ных иëи несвоевpеìенных äействий. Возникнове-
ние непpеäвиäенных иëи неøтатных ситуаöий пpи
оãpани÷ении на вpеìя pеакöии ìожет пpовоöиpо-
ватü стpессовые состояния пиëота. Известны ìно-
жество фактоpов, осëожняþщих поëет ВС на за-
кëþ÷итеëüноì у÷астке тpаектоpии. Сpеäи них вы-
äеëяþтся сëеäуþщие:

1. Наpушения/отклонения, допускаемые экипа-
жами ВС:
нестабиëизиpуеìые захоäы на посаäку;
наpуøения взаиìоäействия в экипаже;
äвойное упpавëение на ВС типа А-320 иëи Супеp-
äжет;
оøибки пиëотиpования всëеäствие пëохих ìе-
теоусëовий (ветеp, низкая обëа÷ностü, пëохая
виäиìостü);
пеpеëеты пpи посаäке;
пеpеãpузка пpи посаäке;
повыøенная скоpостü на ãëиссаäе;
непpиìенение pевеpса и интеpöептоpов; 
потеpя ситуативной освеäоìëенности экипажеì. 
2. Влияние внешних активных возмущений:
заãpязнение покpытия ВПП (наëи÷ие воäы, снеãа,
ëüäа, сëякоти и äp.);
попутный иëи боковой ветеp;
стоëкновения ВС с птиöаìи и животныìи.
3. Повpеждения ВС на Земле:
попаäание в äвиãатеëü постоpонних пpеäìетов
пpи взëете и посаäке ВС;
внезапное заãpоìожäение ВПП постоpонниìи
объектаìи иëи ее повpежäение;

Pазpаботан метод пpогнозиpования достижимости теpминального состояния на pежимах штатного или экстpенного
тоpможения самолетов. Методологической основой метода является энеpгетический подход к упpавлению движением лета-
тельных аппаpатов. Для повышения достовеpности пpогноза пpедложен способ коppекции алгоpитмов пpогнозиpования. Пpи-
ведены оценки точности пpогноза на основании pезультатов статистических испытаний алгоpитма пpогнозиpования.
Ключевые слова: энеpгетический подход, метод пpогнозиpования, инфоpмационная поддеpжка, посадка
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отказы обоpуäования, оpãанизованные уãpозы,
неøтатные иëи вынужäенные ìаневpы и äp.;
неиспpавностü тоpìозной систеìы;
pазpуøение пневìатиков и äp.
Пpи такоì pазнообpазии возìущаþщих фактоpов

и пpи возникновении неøтатных pежиìов äвижения
становится о÷евиäной необхоäиìостü уëу÷øения
инфоpìаöионной поääеpжки пиëота и созäания
äpужественной ауäиовизуаëüной сpеäы взаиìоäей-
ствия пиëота с пpибоpныì обоpуäованиеì кабины.
С этой öеëüþ наìи быëи пpеäëожены ìетоäы и аë-
ãоpитìы пpоãнозиpования äвижения ВС на назеì-
ных у÷астках тpаектоpии [8—11].
В äанной pаботе ìетоä пpоãнозиpования äис-

танöии тоpìожения поëу÷иë äаëüнейøее pазвитие.
Дëя повыøения то÷ности и äостовеpности ìетоäа
pазpаботан аëãоpитì коppекöии. Выпоëнены ìо-
äеëüные испытания аëãоpитìа пpоãнозиpования в
øиpокоì äиапазоне усëовий тоpìожения на ВПП.

1. Основы энеpгетического подхода

Метоäоëоãи÷еской базой pазpаботок явëяется
энеpãети÷еский поäхоä к упpавëениþ пpостpанст-
венныì äвижениеì ëетатеëüных аппаpатов (ЛА).
Аëãоpитìы упpавëения, основанные на анаëизе

поëной энеpãии саìоëета, впеpвые быëи опубëи-
кованы в pаботе [12]. Сфоpìуëиpованный наìи
энеpãети÷еский поäхоä к упpавëениþ äвижениеì в
пpостpанстве испоëüзует описание äвижения объ-
екта как в пpостpанстве пеpеìенных состояния,
так и в теpìинах еãо поëной энеpãии и ее состав-
ëяþщих. В pезуëüтате совìестноãо pеøения äина-
ìи÷еских уpавнений пеpеносноãо äвижения в воз-
ìущенной атìосфеpе и уpавнения поëной энеpãии
объекта быëо поëу÷ено уpавнение баланса энеpгий
в систеìе объектов "ëетатеëüный аппаpат—сиëо-
вая установка—внеøняя сpеäа" [13]:

ΔHE = Δ  + Δ  + Δ .

Это уpавнение устанавëивает коëи÷ественные
соотноøения ìежäу исто÷никоì энеpãии и всеìи
ее потpебитеëяìи. Уpавнение записано в фоpìе
пpиpащений уäеëüной энеpãии äвижения:

HE(*) = E(*)/mg = h + V 2/2g.

Еäиниöей изìеpения уäеëüной энеpãии явëяется
ìетp, поэтоìу она называется также энеpãети÷еской
высотой. Уpавнение соäеpжит сëеäуþщие ÷ëены:
ΔHE — пpиpащение энеpãети÷еской высоты; Δ  —
уäеëüная pабота äвиãатеëя; Δ  — затpаты энеp-
ãии на пpеоäоëение сиëы ëобовоãо сопpотивëения;
Δ  — pабота ветpа. Дëя кажäоãо ÷ëена уpавнения
баëанса энеpãий в pаботах [13, 14] поëу÷ены инте-
ãpаëüные выpажения.
Оäнако на pежиìах äвижения по ВПП возни-

каþт сиëы сопpотивëения со стоpоны опоp øасси.
Поэтоìу уpавнение баëанса энеpãий äоëжно бытü
обобщено на назеìные pежиìы путеì äобавëения
÷ëена Δ , отpажаþщеãо пpоöесс поãëощения

энеpãии на пpеоäоëение ìехани÷еских сиë тоp-
ìожения:

ΔHE = Δ  + Δ  + Δ  + Δ . 

Новый ÷ëен пpеäставëен наìи в виäе

Δ  = Vkтоpìdt,

ãäе kтоpì — обобщенный ноpìиpованный коэффи-
öиент тоpìожения, pавный отноøениþ суììаpной
сиëы сопpотивëения со стоpоны øасси к весу саìо-
ëета. В своþ о÷еpеäü, сиëа сопpотивëения зависит
от коэффиöиента сöепëения коëес с покpытиеì
ВПП и степени обжатия тоpìозных коëоäок коëес.
Пpи поëноì обжатии коэффиöиент тоpìожения
pавен коэффиöиенту сöепëения.

2. Метод пpогнозиpования дистанции тоpможения

Пpоöесс посаäки схеìати÷но показан на pис. 1
(сì. тpетüþ стоpону обëожки), ãäе обозна÷ено: x(t) —
текущее поëожение саìоëета на ВПП; Dтоpì —
äëина тоpìозноãо пути; Xтоpì — кооpäината коне÷-
ной то÷ки; Lpезеpв — pезеpв пpобеãа äо обpеза ВПП.
Пpоãнознуþ äëину тоpìозноãо пути опpеäеëиì

как pасстояние, на котоpоì скоpостü äвижения бу-
äет поãаøена от текущей äо некотоpой ìаëой ве-
ëи÷ины ε, напpиìеp, äо скоpости pуëежки:

Sпpоã = S(t)|V(t) m ε.

Пpоãнозиpуя этап тоpìожения äëя саìоãо об-
щеãо сëу÷ая, т. е. с этапа захоäа на посаäку, буäеì
у÷итыватü высоту поëета. Поëная энеpãия äвиже-
ния на текущий ìоìент pавна

E(t0) = 0,5mV(t0)
2 + mgh(t0).

Зна÷ение энеpãии в пpоöессе äвижения опpеäе-
ëяется pаботой внеøних сиë на тpаектоpии S:

E(t)пpоã = 0,5mV(t)2 + mgh(t) + Sпpоã Fi(t).

В ÷исëо внеøних сиë Fi вхоäят: тяãа äвиãатеëя (P),
в тоì ÷исëе pевеpсивная, аэpоäинаìи÷еские сиëы
(D), соответствуþщие текущей конфиãуpаöии, и си-
ëы тоpìожения со стоpоны øасси (Fтоpì). Посëеä-
ние зависят от коэффиöиента сöепëения коëес с по-
кpытиеì, выпуска тоpìозных щитков и паpаøþтов,
а также от энеpãоеìкости тоpìозной систеìы.
Моäеëиpование иëи пpяìое изìеpение всех

äействуþщих сиë явëяется нетpивиаëüной заäа÷ей.
Pеакöией pавноäействуþщей этих сиë явëяется
пpиобpетаеìое ускоpение. В пpеäëаãаеìой ìетоäи-
ке суììа äействуþщих сиë естественныì обpазоì
вы÷исëяется ÷еpез пpоäоëüное ускоpение a(t):

Fi = ma(t),

котоpое на боpту обы÷но опpеäеëяется по изìеpяе-
ìой пеpеãpузке nx(t):

a(t) = gnx(t).
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Выбpав кpитеpий останова V(t) m ε, ãäе ε —
бëизкая к нуëþ ìаëая веëи÷ина, быëа найäена пpо-
ãнозная äëина тоpìозноãо пути:

Dтоpì = S(t)пpоã = 0,5(V(t)2 – ε2)/gnx(t).

По вы÷исëенной оöенке пpеäеëüной äаëüности
останова саìоëета в поëе зpения пиëота ìожет
бытü сãенеpиpовано сообщение о pезеpве äистан-
öии безопасноãо тоpìожения:

Lpезеpв = LВПП – x(t) – Dтоpì.

Такое сообщение, безусëовно, поëезно äëя пpи-
нятия пиëотоì pеøения об экстpенноì тоpìоже-
нии иëи, в сëу÷ае невозìожности, — об ухоäе на
втоpой кpуã.

3. Коppекция алгоpитма пpогнозиpования

О÷евиäно, ÷то инфоpìативностü и пpиìениìостü
пpоãноза äëя повыøения ситуаöионной освеäоì-
ëенности теì выøе, ÷еì боëее äостовеpны пpо-
ãнозные оöенки паpаìетpов äвижения по отноøе-
ниþ к их pеаëüныì зна÷енияì.
На этапе тоpìожения основной пpоãнозиpуе-

ìой веëи÷иной явëяется äëина тоpìозноãо пути
Dтоpì от текущеãо поëожения саìоëета на ВПП äо
то÷ки, в котоpой скоpостü буäет поãаøена äо ско-
pости pуëения Vp.
Наибоëее пpостой и о÷евиäный пpоãноз äистан-

öии тоpìожения выпоëняется в пpоöессе äвижения
саìоëета по ВПП на основе текущих энеpãети÷е-
ских хаpактеpистик и äействуþщих сиë.
В пpоöессе äвижения все сиëы ìеняþтся в со-

ответствии с изìенениеì скоpостноãо pежиìа иëи
по какой-ëибо пpоãpаììе (в соответствии с на-
ставëенияìи и инстpукöияìи PЛЭ), иëи в связи с
непpеäвиäенныìи обстоятеëüстваìи, такиìи как
изìенение состояния покpытия ВПП, отказы äви-
ãатеëя иëи тоpìозной систеìы и äp. Кpоìе тоãо,
ветеp и осаäки ìоãут изìенитü пpеäпоëаãаеìые
иëи pас÷етные усëовия на ВПП. Все эти фактоpы
пpивоäят к тоìу, ÷то кажäый pеаëüный поëет пpеä-
ставëяет собой в общеì сëу÷ае öепü сëу÷айных
пpоöессов, и поэтоìу pасс÷итываеìые апpиоpи
оöенки äвижения саìоëета по ВПП не совпаäаþт
с pеаëüныìи.
Такиì обpазоì, пpоãноз не ìожет совпаäатü с

pеаëüныì пpоöессоì и всеãäа соäеpжит поãpеøностü
иëи неопpеäеëенностü. Боëее тоãо, пpоãноз по те-
кущей ситуаöии всеãäа оказывается оптиìисти÷-
ныì, так как основные сиëы тоpìожения уìенü-
øаþтся по ìеpе снижения скоpости äвижения.
Дëя повыøения äостовеpности пpоãноза в äанной
pаботе пpеäëаãается новый боëее эффективный
ìетоä коppекöии аëãоpитìов пpоãнозиpования.
Этот ìетоä äопускает, ÷то испоëüзование иìеþ-

щихся техни÷еских сpеäств тоpìожения (вкëþ÷ая
тоpìознуþ систеìу øасси, pевеpс тяãи, выпуск ин-
теpöептоpов) ìожет осуществëятüся не в соответ-

ствии с ноpìативаìи, а по äостато÷но пpоизвоëü-
ныì сöенаpияì на пpобеãе.
Повыøение äостовеpности пpоãноза в pаботе

äостиãается ввеäениеì в аëãоpитì пpоãнозиpова-
ния ìасøтабноãо коэффиöиента коppекöии Q pе-
зуëüтатов пpоãнозиpования, поëу÷енных по теку-
щиì паpаìетpаì äвижения возäуøноãо суäна.
Коppектиpованная äëина тоpìозноãо пути нахо-
äится в виäе

Dтоpì_коp = QкоpDтоpì.

Пpи этоì

Qкоp = Qкоp(Ji, kтоpì, V ),

ãäе Ji — пpизнак pежиìов, V — скоpостü ка÷ения.
Цеëüþ коppекöии явëяëосü пpибëижение pас-

÷етной пpоãнозиpуеìой äистанöии äо коне÷ной
то÷ки пpобеãа к факти÷еской.
Быëо установëено, ÷то наибоëüøие поãpеøно-

сти пpоãноза возникаëи на у÷астках с ìаксиìаëü-
ныì pевеpсоì и с выпущенныìи интеpöептоpаìи.
В öеëях снижения оøибок пpоãнозиpования на pаз-
ных у÷астках пpобеãа быëи pазpаботаны и иссëеäо-
ваны усëожненные аëãоpитìы коppекöии пpоãноза.
Эти у÷астки всеãäа иäентифиöиpуþтся в систеìе
упpавëения, и поэтоìу пеpекëþ÷ение виäа коppек-
öии не вызывает затpуäнений.
Иäентификатоpаìи pежиìов явëяþтся ëоãи÷е-

ские пеpеìенные Jpев и Jинт, и коэффиöиент коp-
pекöии также pазëи÷ается по pежиìаì:

Qкоp = 

Как быëо показано в ìоäеëüных экспеpиìентах,
в на÷аëе тоpìозноãо пути (на pевеpсноì у÷астке)
наибоëüøее вëияние на оøибки пpоãнозиpования
иìеþт коэффиöиент тоpìожения kãоpì и скоpостü
ка÷ения V. Поскоëüку коэффиöиент тоpìожения
kтоpì в наибоëüøей степени зависит от коэффиöи-
ента сöепëения kсö, котоpый и сообщается на боpт
äëя pас÷ета посаäки иëи пеpеä pазбеãоì, то коэф-
фиöиент коppекöии Qpев в явноì виäе у÷итываë
иìенно эти фактоpы:

Qpев = kpев(kсö)kpев(V ).

Чтобы иìетü возìожностü оöениватü поãpеø-
ности пpоãноза, кажäый ìоäеëüный экспеpиìент
выпоëняëся äважäы. В пеpвоì поëете фиксиpова-
ëасü pеаëüная, факти÷еская тpаектоpия, а во втоpоì
все пpоãнозные оöенки сопоставëяëисü с pеаëü-
ныì äвижениеì. Быëи выпоëнены ìоäеëüные по-
ëеты во всеì äиапазоне усëовий на этапе пpобеãа,
вкëþ÷ая pазбpос ìасс, скоpостей и коэффиöиен-
тов сöепëения. По pезуëüтатаì ìоäеëиpования на
ìножестве äискpетных усëовий быëи опpеäеëены
поãpеøности пpоãнозиpования и соответствуþщие
иì ìасøтабные коэффиöиенты коppекöии. Быëо
обнаpужено, ÷то коэффиöиенты коppекöии сëабо
зависят от ìассы саìоëета. Поэтоìу эти зависиìо-
сти быëи усpеäнены и пpеäставëены оäной общей

Qpев, есëи Jpев l 1;
Qинт, есëи Jинт l 1.
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äëя всех ìасс табëи÷ной функöией. Затеì äëя этой
функöии быëа найäена фоpìуëüная аппpоксиìа-
öия ìетоäоì pеãpессионноãо анаëиза pезуëüтатов
ìоäеëüных испытаний на pежиìах тоpìожения во
всевозìожных поãоäных усëовиях. Быëи найäены
ваpианты анаëити÷еской аппpоксиìаöии в виäе
поëиноìов 2-, 3- и 4-й степеней:

kpев(kсö) = 2,87(kсö)
2 – 4,50kсö + 2,74;

kpев(kсö) = 16,14(kсö)
3 – 22,55(kсö)

2 +
+ 8,25kсö + 0,716;

kpев(kсö) = –131,59(kсö)
4 + 292,47(kсö)

3 –

– 233,41(kсö)
2 + 77,34kсö – 7,462.

Соотноøение исхоäных и аппpоксиìиpованных
зависиìостей показано на pис. 2 (сì. тpетüþ сто-
pону обëожки).
Быëи пpовеäены тестиpования ваpиантов. Дëя

сpавнения найäены осpеäненные оøибки пpоãно-
зиpования в пpеäеëах pевеpсноãо у÷астка и на всей
тpаектоpии. Осpеäнение пpовоäиëи по совокупно-
сти поãpеøностей ìоäеëиpования посаäок во всех
äиапазонах посаäо÷ных ìасс (от 70 äо 105 т) и ко-
эффиöиентов сöепëения (от 0,3 äо 0,75). Своäная
табëиöа сpавнитеëüных оöенок соäеpжит pезуëüта-
ты по äвуì скоpостяì (табë. 1). 
Несìотpя на pазëи÷ия аппpоксиìиpуþщих по-

ëиноìов, итоãовые поãpеøности отëи÷аëисü не
боëее, ÷еì на 10 %. Маëые зна÷ения поãpеøностей
пpоãнозиpования свиäетеëüствуþт о высокой эф-
фективности коppекöии. Сäеëан вывоä, ÷то заìена
äискpетных то÷ных зависиìостей их анаëити÷е-
скиìи аппpоксиìаöияìи не пpивоäит к заìетноìу
ухуäøениþ то÷ности пpоãнозиpования.
Мноãие пpоöеäуpы по испоëüзованиþ сpеäств

тоpìожения выпоëняþтся в зависиìости от ско-
pости. Поэтоìу сëеäуþщиì øаãоì на пути уëу÷-
øения пpавäопоäобия пpоãноза быëо ввеäение в
аëãоpитì пpоãнозиpования äопоëнитеëüной на-
стpойки коэффиöиента коppекöии по скоpости.
Из ìножества возìожных ваpиантов быë выбpан

ìетоä ìасøтабиpования по относитеëüной скоpо-
сти. Эìпиpи÷еская зависиìостü от скоpости быëа
найäена в виäе

kpев(V ) = k1(k0 + (1 – k0)V/Vн),

ãäе Vн — на÷аëüная скоpостü тоpìожения; k1 — ко-
эффиöиент, опpеäеëяþщий общуþ интенсивностü

коppекöии; k0 — коэффиöиент, ìеняþщий степенü
и знак коppекöии по ìеpе äвижения саìоëета по
ВПП. Настpое÷ные коэффиöиенты k0 и k1 опpеäе-
ëяëи ìетоäоì поиска на ìножестве поëетных ус-
ëовий по кpитеpиþ ìиниìуìа сpеäней поãpеøно-
сти пpоãноза на pевеpсноì у÷астке.
В отëи÷ие от ìетоäа коppекöии, изëоженноãо pа-

нее в работе [11], ãäе коppекöия пpовоäиëасü по
сëожной зависиìости на пpотяжении всей тpаекто-
pии тоpìожения, в настоящей pаботе пpеäëожено
коppектиpоватü пpоãноз за пpеäеëаìи pевеpсноãо
у÷астка тоëüко на пеpиоä вpеìени с выпущенныìи
интеpöептоpаìи. Это выпоëняется пpостыì ìас-
øтабиpованиеì Qинт = kинт. Зна÷ения kинт äëя всех
усëовий тоpìожения быëи найäены ìетоäоì поиска
по кpитеpиþ ìиниìаëüной оøибки за весü поëет.
Такой ìетоä pазäеëüной коppекöии в зависиìо-

сти от испоëüзуеìых сpеäств тоpìожения показаë
äостато÷но хоpоøуþ степенü пpибëижения пpо-
ãнозных оöенок к факти÷еской тpаектоpии.

4. Статистические испытания алгоpитма 
пpогнозиpования дистанции тоpможения

Иссëеäования аëãоpитìов пpоãнозиpования пpо-
воäиëи на коìпüþтеpноì ìоäеëиpуþщеì стенäе.
В составе стенäа соäеpжаëасü поëная сеpтифиöи-
pованная ìоäеëü саìоëета ТУ-204 со øтатной сис-
теìой упpавëения, вкëþ÷ая ìоäеëü äвиãатеëя и
ìоäеëü øасси. Стенä оснащен сеpвисныìи сpеäст-
ваìи äëя заäания усëовий экспеpиìента, обpабот-
ки и pеãистpаöии pезуëüтатов.
Пpоãpаììное обеспе÷ение иссëеäоватеëüскоãо

стенäа соäеpжаëо пpоãpаììный ìоäуëü äëя пpове-
äения статисти÷еских испытаний pазpабатывае-
ìых аëãоpитìов пpоãнозиpования. Моäуëü стати-
сти÷еских испытаний быë настpоен на анаëиз по-
ãpеøностей пpоãнозиpования то÷ки останова в
пpоöессе тоpìожения саìоëета на ВПП. Фpаãìент
ãëавноãо окна пpоãpаììы статисти÷ескоãо анаëиза
показан на pис. 3 (сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Изобpажение окна показано посëе откpытия в неì
оäной из табëиö pезуëüтатов статисти÷ескоãо ìо-
äеëиpования этапов тоpìожения на посаäках.
Дëя äаëüнейøеãо анаëиза пpовоäится выбоp

ëþбой из сëу÷айных пеpеìенных виpтуаëüныìи
кëавиøаìи (pис. 4, сì. тpетüþ стоpону обëожки).
Пеpеä постpоениеì ãpафика функöии pаспpеäе-

ëения выпоëняется соpтиpовка поëу÷енных äан-
ных из файëа в фоpìате StatAn(*).txt от ìиниìуìа
к ìаксиìуìу (по возpастаниþ). Пpи этоì выпоë-
няется pас÷ет ее пеpвоãо и втоpоãо ìоìентов: сpеä-
неãо MX и äиспеpсии DX.
По отсоpтиpованныì äанныì pасс÷итывается

экспеpиìентаëüная функöия pаспpеäеëения Y [i]
путеì äеëения pезуëüтата испытания на общее
÷исëо испытаний. Даëее по поëу÷енныì табëи÷-
ныì зна÷енияì пpовоäится обpатное пpеобpазо-
вание с поìощüþ станäаpтной функöии
invnormaldistribution(Y [i]). Затеì по pасс÷итанныì

Табëиöа 1
Сравнение вариантов аппроксимации

Скоростü 
V, кì/÷

Степенü 
аппроксиìируþ-
щеãо поëиноìа

Оøибки 
на реверсе

Оøибки 
на всей 

траектории

200 2 5,276 37,725
4 4,728 35,849

220 2 6,105 31,972
4 9,313 24,099
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ìатеìати÷ескоìу ожиäаниþ и äиспеpсии с поìо-
щüþ станäаpтной функöии normaldistribution
((X [i]-MX)/DX) вы÷исëяется теоpети÷еская функ-
öия pаспpеäеëения по ноpìаëüноìу закону Z[i].
По поëу÷енныì зна÷енияì также пpовоäится об-
pатное пpеобpазование с поìощüþ станäаpтной
функöии invnormaldistribution(Z[i]).
Посëе пpеäваpитеëüных ìанипуëяöий ìожно

пеpейти в pежиì постpоения ãpафиков функöии
pаспpеäеëения и пëотности веpоятности. На экpане
отобpажаþтся экспеpиìентаëüная функöия вìесте
с анаëити÷еской аппpоксиìаöией ноpìаëüныì за-
коноì с теìи же ìоìентаìи. В äанноì иссëеäова-
нии äëя поëу÷ения статисти÷еских оöенок выпоë-
няëи сеpии экспеpиìентов по 10 000 поëетов.
На pис. 5 показан пpиìеp постpоения экспеpи-

ìентаëüной и теоpети÷еской пëотности веpоятно-
сти оøибок пpоãнозиpования äистанöии тоpìоже-
ния (ΔDтоpì) саìоëета ìассой 90 т от на÷аëüной
скоpости 200 кì/÷ пpи коэффиöиенте сöепëения с
покpытиеì ВПП: Kсö = 0,5. Сëу÷айныìи возìуще-
нияìи быëи pазбpос посаäо÷ных ìасс и коэффи-
öиента сöепëения в äиапазоне ± 10 % по ãаус-
совскоìу закону. Сpеäнее и сpеäнекваäpати÷ное
откëонение оøибок pавны, соответственно,
m(ΔDтоpì) = –2,92, σ(ΔDтоpì) = 35,4.
Как виäно из ãpафиков, сëу÷айные оøибки пpо-

ãнозиpования иìеþт pаспpеäеëения, весüìа бëизкие
к ноpìаëüноìу. Анаëоãи÷ные pезуëüтаты поëу÷ены и
äëя äpуãих коэффиöиентов сöепëения. Маëые зна-
÷ения сpеäнеãо оøибок (–8,43, –2,92 и 0,087) äëя
тpех хаpактеpных коэффиöиентов сöепëения сви-
äетеëüствуþт о высокой то÷ности пpоãноза, кото-
pая äостиãается эффективной коppекöией аëãоpит-
ìов пpоãнозиpования.
Пpоöесс тоpìожения явëяется оäниì из саìых

äинаìи÷ных и напpяженных (ответственных) эта-
пов поëета. Поэтоìу все äействия экипажа и pе-
жиìы автоìати÷еских систеì тоpìожения жестко
pеãëаìентиpованы pуковоäстваìи по ëетной экс-
пëуатаöии. Это позвоëяет äостато÷но пpавäопо-
äобно пpеäсказатü pазвитие пpоöесса тоpìожения,
собëþäая все пpеäписанные pеãëаìентоì ìанипу-
ëяöии. Основные события на этапе тоpìожения
пpоисхоäят в сëеäуþщей посëеäоватеëüности: ка-
сание основных стоек øасси, опускание носовой
стойки, выпуск интеpöептоpов, вкëþ÷ение и вы-
кëþ÷ение pевеpса тяãи, убоpка интеpöептоpов, об-
жатие тоpìозных коëоäок коëес.
Как и ожиäаëосü, наибоëее сиëüное вëияние на

äинаìику пpоöесса оказывает pевеpс тяãи äвиãатеëя.
В äанной pаботе быëи иссëеäованы и сопоставëе-
ны оøибки пpоãнозиpования в те÷ение всеãо этапа
тоpìожения (Оø.поëн) и оøибки тоëüко на pежи-
ìе с вкëþ÷енныì pевеpсоì (Оø.pев). Повыøение
äостовеpности пpоãноза на у÷астке pевеpсиpова-
ния иìеет боëüøое зна÷ение. Это обусëовëено теì,
÷то на этоì у÷астке скоpостü äвижения наибоëее
высока, ÷то пpивоäит пиëота в состояние повы-
øенноãо психоëоãи÷ескоãо напpяжения. Поэтоìу

инфоpìаöионная поääеpжка в фоpìе то÷ных оöе-
нок pазвития ситуаöии на у÷астке pевеpса буäет
весüìа поëезна äëя пpинятия pеøения пиëотоì в
усëовиях äефиöита вpеìени.
В табë. 2 пpивеäены сpеäние зна÷ения оøибок

в пpоöессе тоpìожения саìоëета с посаäо÷ной
ìассой 90 т, на÷аëüной скоpостüþ 200 кì/÷ и ко-
эффиöиентаìи сöепëения с ВПП 0,3, 0,5 и 0,75,
поëу÷енные пpи оптиìизаöии настpоек аëãоpитìа
пpоãнозиpования по äвуì кpитеpияì: 1) ìиниìуìа
оøибок на pевеpсноì pежиìе и 2) ìиниìуìу оøи-
бок за весü поëет.
Эти äанные поäтвеpжäаþт, ÷то pевеpсный у÷а-

сток вносит основнуþ поãpеøностü в пpоãноз,
а ìетоä оптиìизаöии по кpитеpиþ ìиниìуìа
оøибки на pевеpсноì у÷астке также зна÷итеëüно
снижает поëнуþ оøибку за весü пpобеã, ÷то повы-
øает äостовеpностü пpоãноза.

Заключение

Pазpаботан ìетоä пpоãнозиpования äистанöии
тоpìожения на основе энеpãети÷ескоãо поäхоäа к
упpавëениþ. Пpеäëожен способ коppекöии pезуëü-
татов пpоãноза. Pазpаботан коìпüþтеpный иссëе-
äоватеëüский стенä äëя испытания аëãоpитìов
пpоãнозиpования. Стенä соäеpжит сеpтифиöиpо-
ваннуþ ìоäеëü саìоëета ТУ-204, пакет пpоãpаìì
pас÷ета пpоãнозных веëи÷ин и их статисти÷еской

Табëиöа 2
Средние ошибки

Кри-
терий 
опти-
ìиза-
öии

Коэффиöиент сöепëения

0,3 0,5 0,75

Оøибка 
на ре-
версноì
режиìе

Оøиб-
ка поë-
ная

Оøибка 
на ре-
версноì
режиìе

Оøиб-
ка поë-
ная

Оøибка 
на ре-
версноì
режиìе

Оøиб-
ка поë-
ная

1 –8,97 –8,94 –0,48 10,27 –0,23 6,03
2 –21,35 –3,81 –3,54 –2,0 1,55 0,55

Pис. 5. Плотность веpоятности ошибок пpогнозиpования дис-
танции тоpможения самолета на pежиме pевеpса
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обpаботки, а также сpеäства pеãистpаöии pезуëüта-
тов испытаний.
Быëи выпоëнены äетеpìиниpованные и стати-

сти÷еские ìоäеëüные испытания аëãоpитìов в øи-
pокоì äиапазоне усëовий тоpìожения, вкëþ÷ая
посаäо÷ные ìассы, скоpости и коэффиöиенты
сöепëения. Наибоëüøие абсоëþтные и относи-
теëüные поãpеøности иìеþт ìесто в на÷аëе pежиìа
тоpìожения. По ìеpе пpибëижения к коне÷ной
то÷ке поãpеøности обнуëяþтся.
Пpовеäенные статисти÷еские испытания аëãо-

pитìа пpоãнозиpования показаëи еãо высокуþ
äостовеpностü и пpавäопоäобие.
Пpеäìетоì äаëüнейøих иссëеäований äоëжны

бытü вопpосы пpоãpаììной pеаëизаöии базы äан-
ных äëя оптиìаëüных коэффиöиентов коppекöии.
Пpеäстоит сäеëатü выбоp ìежäу интеpпоëяöией
табëи÷ных функöий и аппpоксиìаöией их анаëи-
ти÷ескиìи функöияìи.
В пеpспективе pеаëизаöия ìетоäа пpоãнозиpо-

вания на боpту повысит ситуативнуþ освеäоìëен-
ностü экипажа и обëеã÷ит пpинятие pеøений в
кpити÷еских ситуаöиях.
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Any aircraft mission includes a land movement phase. Such phases are carried out under control of a pilot. At this time
the aircraft crew experiences high psychological stresses. Stressful conditions create prerequisites for improper or erroneous ac-
tions. Therefore, the human factor plays a decisive role in ensuring safety and accident free flights of the air transport. In order
to improve the crews’ situational awareness, the algorithmic methods for assessing of the current and predicting of the future
movement of the aircraft were developed. The methods are based on the energy approach to the flight control. The well-known
energy balance equation is generalized to the runway modes by adding a member, reflecting the absorption of energy to over-

come the drag of the mechanical forces. The new member is presented in the following form: Δ  = , where kb is the

normalized braking coefficient equal to the ratio of the total resistance forces from the chassis to the weight of an aircraft. Here

HE(*) = E(*)/mg is the specific energy. The extended equation ΔHE = Δ  + Δ  +  + Δ  describes how to change

the total energy of an aircraft throughout its trajectory, including the ahead segment. The length of this segment is calculated
from the conditions of achievement of the required final energy state. In the braking mode the final state is determined by a known
speed taxiing. The target braking distance is described by the following equation: Db = 0,5(V(t)2 – Vtaksiin(t)

2)/gnx(t). However,
this forecast does not take into account the change in the braking forces on the ahead lying trajectory. Therefore, in order to
improve the reliability of forecasting the method of algorithms’ correction was offered. The correction coefficients are the func-

HE
b Vkb td

t1

t2

∫

HE
eng HE

D HE
b HE

w
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tions of the mass, velocity and braking coefficient. These functions are approximated by the polynomials up to degree-4. The
computer research stand was developed, including the mathematical model of Tupolev Tu-204. The deterministic and sta-
tistical tests within the range of the aircraft mass of 70-105 tons, approach speed of 200—220 km/h and friction coefficient
of 0,3—0,75 were performed. The estimates of the accuracy of the forecast on the basis of the tests are presented.

Keywords: energy approach, forecasting method, information support, landing
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НПК "Pазумные pешения"

Метод адаптивного планиpования гpузопотока
российского сегмента Международной космической станции 

на основе мультиагентной технологии1

Введение

Обеспе÷ение жизнеäеятеëüности и пpовеäение
нау÷ных иссëеäований на боpту pоссийскоãо сеãìен-

та Межäунаpоäной косìи÷еской станöии (PС МКС)
тpебуþт постоянноãо пëаниpования äоставки pаз-
ëи÷ных ãpузов, их возвpата иëи утиëизаöии, вкëþ-
÷ая нау÷нуþ аппаpатуpу äëя косìи÷еских экспеpи-
ìентов, запасные ÷асти, ìатеpиаëы и инстpуìенты
äëя pеìонтов, запас топëива, возäуха, воäы и пищи

Постановка пpоблемы: pассматpивается задача постpоения плана гpузопотока Pоссийского сегмента Междунаpодной
космической станции (PС МКС). Задача пpедставлена в виде динамического баланса интеpесов между потpебностями и воз-
можностями. Методы: пpедлагается метод адаптивного планиpования гpузопотока PС МКС в pеальном вpемени, учиты-
вающий пpиоpитеты гpузов. В основе данного метода лежат мультиагентные технологии для pазpешения конфликтов путем
пеpеговоpов агентов. Данный метод способен гибко и эффективно адаптиpовать план гpузопотока по событиям в pеальном
вpемени. Pезультаты: pазpаботанный метод пpименяется в мультиагентной системе планиpования гpузопотока PС МКС и
использует мультиагентную платфоpму для планиpования в pеальном вpемени.
Ключевые слова: поддеpжка пpинятия pешений, адаптивное планиpование, мультиагентная технология, планиpование гpу-

зопотока, события

 1 Pабота выпоëнена пpи финансовой поääеpжке Министеp-
ства науки и обpазования PФ.
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äëя косìонавтов, pезуëüтаты косìи÷еских экспе-
pиìентов и т. п.
Постpоение стpатеãи÷еских и такти÷еских пëа-

нов поëета, а также äоставки, возвpата, утиëизаöии
и pазìещения на PС МКС ãpузов, в составе кото-
pых иìеется боëее 3500 наиìенований объектов, —
это сëожная и тpуäоеìкая заäа÷а, пpи pеøении ко-
тоpой необхоäиìо у÷итыватü ìножество фактоpов,
оãpани÷ений и пpеäпо÷тений, таких, напpиìеp, как
изìеняþщиеся потpебности в топëиве, воäе и пpо-
äовоëüствии, баëëистика и соëне÷ная активностü,
особенности типов коpабëей и стыково÷ных ìоäуëей
и т. ä. Пpи этоì ëþбое событие ìожет оказыватü
вëияние на пpоãpаììу поëетов и пëан ãpузопотока,
напpиìеp, изìенение äат стаpта и посаäки, стыковки
иëи отстыковки, состава экипажа и äpуãих паpа-
ìетpов, ÷то тpебует äинаìи÷ескоãо пеpепëаниpо-
вания в öепо÷ке изìенений связанных ìежäу собой
паpаìетpов, котоpые äоëжны бытü уто÷нены, пеpе-
с÷итаны и соãëасованы соответствуþщиì обpазоì.
Дëя pеøения такоãо кëасса сëожных и äина-

ìи÷ных заäа÷ все ÷аще пpиìеняется ìуëüтиаãент-
ный поäхоä [1—2] — оäно из наибоëее пеpспектив-
ных напpавëений в обëасти искусственноãо интеë-
ëекта (ИИ), в котоpоì поиск pеøения сëожной
заäа÷и ìожет выпоëнятüся pаспpеäеëенныì обpа-
зоì, с испоëüзованиеì пpинöипов саìооpãанизаöии
и эвоëþöии, пpисущих живыì оpãанизìаì [3—5].
В pазвиваеìоì поäхоäе испоëüзуется конöепöия
сетей потpебностей и возìожностей (ПВ-сетей),
в котоpой ëþбой пëан стpоится как ãибкая (пеpе-
стpаиваеìая по событияì) сетü связей аãентов по-
тpебностей (заявок) и возìожностей (pесуpсов)
[6—7].
В äанной статüе pассìатpивается ìетоä пëани-

pования ãpузопотока PС МКС, pазвиваþщий пpеä-
ëоженный pанее ìетоä сопpяженных взаиìоäейст-
вий в ПВ-сетях за с÷ет испоëüзования пpиоpитетов
ãpузов. Показываþтся пpеиìущества pазpаботан-
ноãо pеøения äëя аäаптивной обpаботки событий,
не тpебуþщей останова и пеpезапуска систеìы,
а также пеpспективы еãо pазвития.

1. Задача планиpования гpузопотока PС МКС

Дëя фоpìуëиpовки ìатеìати÷еской постанов-
ки заäа÷и пëаниpования pесуpсов тpанспоpтных
коpабëей пpеäпоëаãается, ÷то кажäый из запpосов
(заказов) на pесуpсы и кажäый pесуpс ìоãут иìетü
собственные кpитеpии пpинятия pеøений (на-
пpиìеp, сpоки, себестоиìостü, pиск и äp.), пpи-
÷еì их важностü ìожет изìенятüся в хоäе выпоë-
нения заäа÷.
Дëя унификаöии кpитеpиев, пpеäпо÷тений и

оãpани÷ений äëя заявок и pесуpсов ввоäится поня-
тие уäовëетвоpенности соответствуþщих аãентов.
Стpуктуpу пëанов ãpузопотока PС МКС ìожно

описатü ÷еpез набоp пëанов pесуpсов и заказов на
äоставки, возвpат иëи утиëизаöиþ ãpузов, ãäе на
нижнеì уpовне pесуpсы пpеäставëены конкpетныìи

ìестаìи в тpанспоpтноì коpабëе. Заказы на этоì
уpовне — эëеìентаpные ãpузы, не äеëиìые на со-
ставëяþщие. Боëее кpупные пëаны — контейнеpы
äëя обоpуäования и баки äëя pазìещения топëива,
воäы и ãазов и т. ä.
Пpи этоì кажäоìу пëану уpовня h (поëета тpанс-

поpтноãо коpабëя, контейнеpов äëя ãpузов, баков äëя
топëива и т. п.) ставятся в соответствие öеëи pесуpсов
и заказов, состояние котоpых описывается ÷еpез

функöии уäовëетвоpенности  по кpитеpияì i

из ìножества { } с весоì , показываþщие,

наскоëüко кpитеpии откëоняþтся от жеëаеìых

зна÷ений  äëя äанноãо pесуpса j по пëану h.

Функöии уäовëетвоpенности заäаþтся в кусо÷но-
ëинейноì виäе по аpãуìентаì. Зна÷ения функöий
уäовëетвоpенности ëежат в сеãìенте от 0 äо 1. Кpи-
теpии своpа÷иваþтся аääитивныì способоì в еäи-
нуþ функöиþ уäовëетвоpенности. В äанной ìоäеëи
öеëевая функöия pесуpсов (res) на пëане уpовня h по
уäовëетвоpенности зависит от откëонения кpитеpиев

, от зна÷ений кpитеpиев на пpеäøествуþщеì

уpовне h – 1 и зна÷ений уäовëетвоpенности pесуpсов
и заäа÷ на выбpанноì уpовне пëана. Анаëоãи÷но

ìожет бытü заäана функöия с весоì  уäовëе-

твоpенности заказов (заäа÷)  на уpовне пëана h,

в ка÷естве кpитеpиев pассìатpивается ìножество

{ }. На уpовне таких пëанов äëя pесуpсов и заäа÷

ввоäятся пpиоpитеты { } и { } соответст-

венно. Тоãäа заäа÷а оптиìизаöии пëана äоставки
ãpузов своäится к ìаксиìизаöии уäовëетвоpенно-
сти pесуpсов и заявок äëя пëанов уpовня h = 1...H:

uh = ures h + utask h =

=  +  = 

(  – , , ) +

+ ( – , , ); 

xres h*
 = (ures h); (1)

ytask h* = (ytask h),

ãäе xresh*
 и yresh*

 — оптиìаëüные зна÷ения кpитеpиев
пеpеìенных pесуpсов и заäа÷ äëя пëанов уpовня h.
Дëя пëана нижнеãо уpовня 1 функöии коìпонент
уäовëетвоpенности fij пpи h = 1 зависят тоëüко от
откëонений аpãуìентов. 
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Пеpеìенные x и y ëежат в обëасти кpитеpиев pе-
суpсов DI и DM заявок, I и M — pазìеpности соот-
ветствуþщих пpостpанств:

xi ∈ DI, ym ∈ DM ∀i, j, I = Dim(DI), M = Dim(DM).

Такиì обpазоì, заäа÷а пëаниpования сфоpìуëи-
pована в систеìе как заäа÷а ìаксиìизаöии уäовëетво-
pенности всех у÷астников. Pекуpсивностü заäа÷и (1)
по уpовнþ пëанов и неëинейностü по зависиìостяì
от pеøений на пpеäøествуþщеì уpовне äопускает
итеpаöионное pеøение с поìощüþ "вëоженных"
сетевых ìуëüтиаãентных пëаниpовщиков, ÷то äо-
казывается pезуëüтатаìи экспеpиìентаëüной pеа-
ëизаöии в pазëи÷ных пpиëожениях.
В pезуëüтате поëу÷аеìое pеøение ("хоpоøее

pасписание") äоëжно бытü найäено как баëанс (pав-
новесие) интеpесов заказов и pесуpсов, ÷то ìожет
äостиãатüся выявëениеì и pазpеøениеì конфëик-
тов путеì пеpеãовоpов и соãëасованныì пpинятиеì
pеøений всех тех у÷астников, на состояние котоpых
ìожет оказатü вëияние о÷еpеäное новое событие. 

2. Пpедлагаемый подход к pешению задачи

В пpеäëаãаеìоì поäхоäе pеøение ëþбой сëожной
заäа÷и pаспpеäеëения, пëаниpования и оптиìиза-
öии pесуpсов pассìатpивается как поиск баëанса
интеpесов всех у÷астников, ÷то äостиãается путеì
выпоëнения посëеäоватеëüных пpибëижений от
саìоãо ãpубоãо, пpостоãо, но быстpо поëу÷аеìоãо
pеøения — к боëее сëожныì и ëу÷øиì pеøенияì,
÷то важно äëя опеpативной и ãибкой аäаптаöии
пëанов по событияì в pеаëüноì вpеìени.
В этих öеëях пpеäëаãается набоp базовых пpо-

ãpаììных аãентов, котоpые стаpаþтся äобитüся за-
äанных иì öеëевых установок (иäеаëüных зна÷ений
показатеëей) и, äаже поëу÷ив ìаксиìуì возìож-
ноãо в текущей ситуаöии, не оставëяþт попыток их
уëу÷øитü.
Напpиìеp, ãpуз пpи пëаниpовании хо÷ет бытü

äоставëенныì то÷но в сpок и с ìиниìаëüной öеной,
а тpанспоpтный коpабëü — ìаксиìаëüно эффек-
тивно испоëüзованныì, т. е. не иìетü неäоãpуза
иëи пеpеãpузки. Гpуз поëу÷ает активностü и быст-
pо pазìещается в pасписание на пеpвое свобоäное
ìесто в коpабëе, но äаëüøе ìожет активиpоватüся
саì коpабëü, котоpый буäет оöениватü свое состоя-
ние и пытатüся еãо уëу÷øитü за с÷ет пpивëе÷ения
неäостаþщих еìу ãpузов.
Выиãpыø в эффективности пpи испоëüзовании

ìуëüтиаãентных техноëоãий äостиãается за с÷ет пе-
pехоäа к пpинятиþ pеøений "по ситуаöии" в pе-
аëüноì вpеìени, коãäа поëüзоватеëü, а в буäущеì
и саìа систеìа, сìоãут упpавëятü важностüþ кpи-
теpиев.

Pазpаботанный поäхоä основан на конöепöии
"хоëона", пpеäëоженноãо äëя постpоения ìуëüти-
аãентных систеì в pаботе [8], ãäе äопускается вëо-
женностü и связанностü ìноãоуpовневых пëанов и
впеpвые быëи ввеäены спеöиаëüные кëассы аãен-

тов "заказов "(ãpузов), "пpоäуктов" (в äанноì сëу÷ае,
поëетов) и "pесуpсов" (тpанспоpтных коpабëей),
а также "øтабной аãент" äëя кооpäинаöии pеøений.
Такой поäхоä пpиìеняется äëя pеøения заäа÷и

ìноãокpитеpиаëüноãо пëаниpования заказов на pе-
суpсы, в ÷исëе кpитеpиев äëя такой заäа÷и тpаäи-
öионно pассìатpиваþтся пpиоpитеты ãpузов, объ-
еìы, типы, pиски и äp. Pеаëизаöия ìуëüтиаãент-
ноãо поäхоäа äëя pеøения pассìатpиваеìой заäа÷и
аäаптивноãо пëаниpования ãpузопотока основана
на испоëüзовании pазpаботанной pанее конöеп-
öии сетей потpебностей и возìожностей и ìетоäа
сопpяженных взаиìоäействий äëя упpавëения
pесуpсаìи на виpтуаëüноì pынке в pеаëüноì вpе-
ìени [5, 9].
Тpебование "pеаëüноãо вpеìени" зäесü напpяìуþ

связано с обеспе÷ениеì эффективноãо испоëüзо-
вания pесуpсов, поскоëüку появëение заäеpжек в
пpинятии pеøений о pаспpеäеëении pесуpсов ìо-
жет пpивести к потеpе ка÷ества обеспе÷ения PС
МКС иëи к поëноìу сpыву сpоков поставки ãpузов.
В таких усëовиях, коãäа ни ÷исëо заказов, ни ÷исëо
pесуpсов заpанее не известны, пpиìенение кëасси-
÷еских ìетоäов pаспpеäеëения, пëаниpования и
оптиìизаöии pесуpсов ÷аще всеãо оказывается не-
пpиеìëеìыì на пpактике.
Пpеäëаãается испоëüзоватü ìетоä, pазвиваþ-

щий pазpаботанный pанее ìетоä сопpяженных
взаиìоäействий за с÷ет испоëüзования пpиоpите-
тов, позвоëяþщий pеøатü заäа÷и упpавëения pас-
пpеäеëениеì pазноpоäных pесуpсов PС МКС в pе-
аëüноì вpеìени.

3. Модификация метода сопpяженных взаимодействий

Пpеäëаãаеìый ìетоä у÷итывает особенности
пëаниpования ãpузопотока на PС МКС и пpиоpи-
теты ãpузов pазëи÷ноãо назна÷ения. Моäифиöи-
pованный ìетоä состоит из äвух фаз: пеpвона-
÷аëüной иниöиаëизаöии pазìещения ãpузов по
поëетаì и пpоактивноãо уëу÷øения состояний
заказов и ãpузов.
Пpеäпоëаãается, ÷то потpебности в ãpузопотоке

изна÷аëüно заäаны, и иìеется на÷аëüная пpоãpаì-
ìа поëета. У всех ãpузов ãpузопотока заäаны ìассы
ãpузов, их типы и виpтуаëüные стоиìости и вpе-
ìенной äиапазон äоставки.
Пpи поступëении новой заявки на pазìещение

ãpуза пpоисхоäит сëеäуþщее:
1. Иниöииpуется созäание новоãо аãента ãpуза.
2. Аãент новоãо ãpуза опpаøивает аãентов запус-

ков (поëетов) тpанспоpтных коpабëей, вкëþ÷ен-
ных в пëан поëета PС МКС, относитеëüно пpин-
öипиаëüной возìожности пëаниpования äоставки
в pаìках äанноãо поëета и поëу÷ает от них ответы.

3. Аãент новоãо ãpуза анаëизиpует и pанжиpует
возìожные ваpианты по их выãоäности äëя себя
(оöенка осуществëяется в соответствии со степе-
нüþ соответствия ваpианта тpебованияì новоãо
ãpуза, упоpяäо÷енныì по степени важности).
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4. Есëи свобоäноãо ìеста на выбpанноì ãpузоì
поëете тpанспоpтноãо коpабëя äостато÷но äëя pаз-
ìещения (ãpуз пpохоäит по весу и объеìаì), äос-
тавка äанноãо ãpуза вкëþ÷ается в пëан ãpузопотока.

5. На÷инаþтся пеpеãовоpы по pазбоpу конфëикта
и поиску еãо pазpеøения путеì пеpеìещения не-
посpеäственно конфëиктуþщих ãpузов ìежäу по-
ëетаìи, а также тех, кто вовëекается в конфëикты
äаëее, пpи÷еì испоëüзуþтся пpотокоëы pазpеøе-
ния конфëиктов, связанные со сäвиãаìи в пpеäе-
ëах pесуpса, вытеснениеì на äpуãой pесуpс и об-
ìенаìи ìежäу pесуpсаìи.

6. Поpяäок активаöии аãентов зависит от пpиоpи-
тетов ãpупп ãpузов и ситуаöии, скëаäываþщейся
в ПВ-сети.

7. Кажäый аãент на этапе пpоактивноãо уëу÷øе-
ния пëанов äеëает попытку уëу÷øитü свое pазìеще-
ние äëя повыøения функöии уäовëетвоpенности.

8. Pабота ìетоäа завеpøается, коãäа ни оäин аãент
боëее не ìожет уëу÷øитü ситуаöиþ, выøëо вpеìя
äëя пëаниpования иëи pеøение несущественно
уëу÷øается в пpеäеëах заäанноãо поpоãа.
В pезуëüтате поëу÷аеìая ПВ-сетü пpеäставëяет

собой пpиìеp саìооpãанизуþщейся систеìы, фоp-
ìиpуþщей и изìеняþщей pасписания pесуpсов,
а также аäаптиpуþщей свое повеäение поä äейст-
виеì событий, пpоисхоäящих в pеаëüноì вpеìени.

4. Оценка эффективности метода адаптивного 
планиpования гpузопотока PС МКС

Дëя оöенки эффективности pазpаботанноãо ìе-
тоäа аäаптивноãо пëаниpования ãpузопотока PС
МКС быëо пpовеäено экспеpиìентаëüное иссëе-
äование зависиìости вpеìени обpаботки событий
и фоpìиpования новоãо пëана ãpузопотока от за-
ãpуженности ãpузаìи тpанспоpтноãо сpеäства. 

Pеøение поставëенной заäа÷и пpовоäиëосü с
пpиìенениеì оäноãо из то÷ных ìетоäов pеøения,
в ка÷естве котоpоãо испоëüзоваëся ìетоä ветвей и
ãpаниö, и ìоäификаöии ìетоäа сопpяженных
взаиìоäействий.
В пpовеäенной сеpии экспеpиìентов заäаваëосü

÷исëо ãpузов в äиапазоне от 100 äо 1000 ãpузов. Pе-
зуëüтаты испытаний на оäних и тех же äетеpìини-

pованных набоpах исхоäных äанных (сì. pисунок)
показаëи, ÷то:

ìоäифиöиpованный ìетоä сопpяженноãо взаиìо-
äействия нахоäит äопустиìые pеøения за ìенü-
øее вpеìя, ÷еì то÷ный ìетоä ветвей и ãpаниö;
зна÷ения öеëевых функöий, найäенные ìоäи-
фиöиpованныì ìетоäоì сопpяженных взаиìо-
äействий, иìеþт откëонение от ãëобаëüноãо
экстpеìуìа в пpеäеëах 10...15 %.
Исхоäя из pезуëüтатов пpовеäенноãо экспеpи-

ìентаëüноãо иссëеäования ìожно сäеëатü вывоä, ÷то
äëя pеøения на пpактике pассìатpиваеìой заäа÷и
ìоäифиöиpованный ìетоä сопpяженных взаиìо-
äействий явëяется боëее пpеäпо÷титеëüныì.
Во втоpой сеpии экспеpиìентов (1000 ãpузов),

ãäе сpавниваëисü бесконфëиктная фаза пëаниpова-
ния с пpоактивной фазой пëаниpования ìоäифи-
öиpованноãо ìетоäа сопpяженных взаиìоäействий,
аäаптивный аëãоpитì пëаниpования показаë по÷ти
15 %-ное пpеиìущество наä неаäаптивныì, испоëü-
зуþщиì бесконфëиктное пëаниpование ãpузов в
поpяäке поступëения.
В тpетüей сеpии экспеpиìентов оöениваëасü

пpоизвоäитеëüностü систеìы, быëи пpовеäены экс-
пеpиìентаëüные иссëеäования по наãpузо÷ноìу
тестиpованиþ, котоpые показаëи, ÷то вpеìя обpа-
ботки поступаþщих событий в систеìу пpиеìëеìо
пpи оäновpеìенной pаботе 150 поëüзоватеëей и
пpакти÷ески не иìеет äеãpаäаöии с pавноìеpныì
pостоì ÷исëа поëüзоватеëей.
Экспеpиìенты показаëи, ÷то пpиìенение ìетоäа

аäаптивноãо пëаниpования ãpузопотока PС МКС
на основе ìуëüтиаãентных техноëоãий, базиpуþ-
щеãося на пpинöипах саìооpãанизаöии и эвоëþ-
öии, иìеет пpеиìущество, и поäтвеpäиëи еãо pа-
ботоспособностü и эффективностü äëя pеøения
заäа÷и пëаниpования ãpузопотока PС МКС, пpи
этоì обеспе÷иваëисü опеpативностü и ãибкостü
пpи пеpестpоении пëана ãpузопотока PС МКС по
событияì в pеаëüноì вpеìени.

Заключение

Pассìотpена постановка заäа÷и и ìетоä аäаптив-
ноãо пëаниpования ãpузопотока, пpиìеняеìый пpи

созäании интеëëектуаëüной систеìы
упpавëения ãpузопотокоì PС МКС на
основе ìуëüтиаãентной техноëоãии.
В äанной pеаëизаöии систеìы

пëаниpования ãpузопотока пpиìе-
нение ìуëüтиаãентных техноëоãий
обеспе÷ивает сëеäуþщие пpеиìу-
щества:
постpоение пëана ãpузопотока PС
МКС, бëизкоãо по своиì паpаìет-
pаì к созäаваеìыì опытныìи
äиспет÷еpаìи;
ãибкая и быстpая опеpативная pе-
акöия на события, тpебуþщие пе-
pепëаниpования ãpузопотока;Pезультаты экспеpиментальных исследований скоpости фоpмиpования нового плана

по событию
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возìожностü соãëасования поëу÷енных пëанов
всеìи у÷астникаìи пpоöесса пëаниpования;
сокpащение pу÷ноãо тpуäа пpи пëаниpовании
ãpузопотока, а также сëожности и тpуäоеìкости
pас÷етов;
повыøение опеpативности в пpинятии pеøений
в 2...3 pаза;
возìожностü ìонитоpинãа и контpоëя испоëне-
ния пëанов в pеаëüноì вpеìени;
уìенüøение зависиìости от ÷еëове÷ескоãо фак-
тоpа, вкëþ÷ая оøибки. 
Pазpаботанная систеìа внеäpена в пpоìыøëен-

нуþ экспëуатаöиþ в ОАО "PКК "Энеpãия" и пpи-
ìеняется äëя пëаниpования ãpузопотока PС МКС.
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Problem statement: The task of real time cargo traffic scheduling for the International Space Station (ISS) is considered.
The problem of strategic and tactical scheduling of the flights, delivery, return, disposal and allocation of ISS cargo traffic,
including more than 3500 entities, is very complex and time-consuming. In order to solve this problem it is important to take
into consideration numerous factors, constraints and preferences, such as changing fuel, water and supplies demand, ballistics
and solar activity, particular types of spaceships and docking modules. Changes in dates of launch, landing, docking and un-
docking, crew size and other parameters affect the flight program and cargo traffic. These changes cause dynamic rescheduling
in the chain of changes of the interconnected parameters, which would be specified, recalculated and coordinated. The problem
is formalized as a dynamical balance of interests (consensus) between the orders and resources. Methods: The method of real-
time adaptive cargo traffic rescheduling is proposed. The method is based on a multi-agent technology for identification and
solving of conflicts by negotiations of agents. ISS cargo traffic scheduling method develops the suggested method of conjugate
interactions in the Demand-Resource Networks (DRN) by using cargo priorities. The advantages of the suggested solution for
the adaptive events processing without stopping and restarting of the system are shown. Benefits of the method include high
flexibility and efficiency for the event-driven adaptation of the cargo schedules in real time. Results: The developed method
was implemented in the multi-agent system for ISS cargo scheduling with the use of a multi-agent platform for real time scheduling.
Practical relevance: The developed system is based on the multi-agent technologies and is now in commercial operation. It
is applied in the cargo traffic scheduling for the Russian Segment of ISS. The system ensures such advantages as ISS cargo
traffic scheduling similar to the schedules created by experienced operators; flexible and quick reaction to the events which
cause cargo traffic rescheduling; double or triple reduction of the manual labor and increase of the decision-making efficiency;
real-time monitoring and control of the schedule implementation.
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Устойчивость контуpа моpского судна
к опpокидыванию "волной-убийцей"

Введение

"Воëны-убийöы" пpеäставëяþт собой уникаëü-
ное пpиpоäное явëение, они способны опpокинутü
иëи пpи÷инитü сеpüезные повpежäения ìоpскиì
суäаì и сооpуженияì. Дëя иäентификаöии "воëн-
убийö" испоëüзуþт кpитеpий [1], котоpый связан с
опpеäеëениеì высоты воëны: H > 2Hs, ãäе Hs —
зна÷итеëüная высота воëн (сpеäняя высота тpети
наибоëее высоких воëн спектpа ìоpскоãо воëнения).
Известны pазëи÷ные ãипотезы возникновения

"воëн-убийö" [2]. Оäной из общепpизнанных пpи-
÷ин их возникновения явëяется пpостpанственно-
÷астотная фокусиpовка, всëеäствие котоpой пpо-
исхоäит фоpìиpование воëны, в котоpой pазвива-
þтся пpоöессы ìоäуëяöионной неустой÷ивости
[3, 4]. В pезуëüтате ìоäуëяöионной неустой÷иво-
сти фоpìиpуется соëитон, поä оãибаþщей котоpоãо
ìоãут нахоäитüся от 3 äо 20 пеpиоäов воëн. "Воëна-
убийöа" пpеäставëяет собой коне÷нуþ стаäиþ pаз-
вития ìоäуëяöионной неустой÷ивости, коãäа за вpе-
ìя поpяäка оäноãо пеpиоäа пpоисхоäит конöен-
тpаöия энеpãии в ãpебне воëны, в pезуëüтате ее
ìаксиìаëüная высота ìожет äостиãатü 30 ì [5], по-
сëе ÷еãо "воëна-убийöа" на÷инает обpуøатüся [6].
Существует боëüøое ÷исëо pабот, в котоpых ана-
ëити÷ески, ÷исëенно и экспеpиìентаëüно иссëеäу-
þтся способы фоpìиpования "воëн-убийö", на-
пpиìеp, статüи [7—9].

Актуаëüностü иссëеäования "воëн-убийö" поääеp-
живается не тоëüко теì, ÷то они пpеäставëяþт собой
заãаäо÷ное явëение пpиpоäы, но и pеаëüной опас-
ностüþ, котоpуþ они созäаþт äëя ìоpских суäов.
Тоëüко за пеpиоä 1968—1994 ãã. от встpе÷и с "воë-
наìи-убийöаìи" поãибëо иëи быëо повpежäено
22 супеpтанкеpа [10]. Набëþäения в 2000—2003 ãã. за
ìоpской повеpхностüþ в pаìках пpоекта MaxWave
[11] показаëи, ÷то ÷астота возникновения "воëн-
убийö" существенно выøе, ÷еì пpоãнозиpуется тео-
pети÷ескиìи иссëеäованияìи [1]. Так, тоëüко за
пеpиоä 2006—2010 ãã. быëо отìе÷ено 78 сëу÷аев pе-
ãистpаöии "воëн-убийö", пpи встpе÷е с котоpыìи
поãибëи иëи поëу÷иëи повpежäения суäа и ëþäи [12].
В связи с высокой ÷астотой pеãистpаöии "воëн-
убийö" Евpопейскиì соþзоì быë пpофинансиpо-
ван пpоект Extreme Seas [13], в pаìках котоpоãо
пëаниpоваëосü объеäинение усиëий øести евpо-
пейских стpан, в тоì ÷исëе pоссийских у÷еных [9],
с öеëüþ pазpаботатü ÷исëенные и физи÷еские иìи-
таöионные ìоäеëи возникновения "воëн-убийö",
а также оöенитü их уãpозу в отноøении ìоpских
суäов. В свете указанных заäа÷ ìожно отìетитü
pаботы, в котоpых ÷исëенно [14] и экспеpиìен-
таëüно [15] иссëеäуется возäействие "воëн-убийö"
на ìоpские суäа. В ка÷естве неäостатка этих pабот
ìожно отìетитü отсутствие иссëеäований опpоки-
äывания ìоpских суäов.

Pассмотpен CFD-метод исследования устойчивости контуpов моpских судов пpи воздействии "волн-убийц". Пpедложена
модель системы "контуp—волна-убийца". Выполнено обоснование выбpанного диапазона длин "волн-убийц". Пpиведены pезуль-
таты численного исследования устойчивости контуpов pыбопpомысловых судов водоизмещением 1389—9260 т в зависимости
от их начального удаления от "волн-убийц" pазличной длины. Отмечается связь опpокидывания контуpов с кpутизной пеpеднего
склона "волны-убийцы". Полученные pезультаты могут быть использованы пpи пpоектиpовании и pазpаботке меpопpиятий по
обеспечению безопасной эксплуатации судов.
Ключевые слова: устойчивость судна, вычислительная гидpодинамика, "волна-убийца", кpутизна волны, угол кpена, контуp

судна, опpокидывание судна
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Опpокиäывание ìоpскоãо суäна ìожет пpоизойти
пpи совпаäении äвух событий: возникновение
"воëны-убийöы" и пpисутствие на ее пути суäна.
Так как pазвитие "воëны-убийöы" пpоисхоäит за
вpеìя поpяäка оäноãо пеpиоäа [6], т. е. она пpобе-
ãает pасстояние не боëее оäной äëины воëны, сëе-
äоватеëüно, äистанöия ìежäу ìоpскиì суäноì и
на÷аëüныì поëожениеì "воëны-убийöы" ìожет оп-
pеäеëяþщиì обpазоì повëиятü на исхоä встpе÷и.
Соãëасно ãипотезе пëоских попеpе÷ных се÷ений
(контуpов) äëя тонкоãо теëа (суäна) ãиäpоäинаìи-
÷еские свойства суäна и еãо контуpов соответствуþт
äpуã äpуãу [16]. В связи с этиì в настоящей pаботе
ставится заäа÷а выпоëнитü ÷исëенное иссëеäова-
ние устой÷ивости ìиäеëевоãо се÷ения (контуpа)
ìоpских суäов к опpокиäываниþ на ãëубокоì ìоpе
в зависиìости от их уäаëения от на÷аëüноãо поëо-
жения и pазëи÷ных äëин "воëн-убийö." Выбоp
контуpов в äанной заäа÷е соответствует наибоëее
опасноìу поëожениþ суäов — паpаëëеëüно ãpебнþ
воëны.

Метод pешения задачи исследования

Метоäы изу÷ения äинаìики суäна на воëнении
ìожно усëовно pазäеëитü на тpи ãpуппы: анаëити-
÷еские, экспеpиìентаëüные и ÷исëенные. В ка÷естве
пpиìеpа, иëëþстpиpуþщеãо возìожности анаëи-
ти÷ескоãо ìетоäа, пpивеäеì pаботу [17] о ка÷ке
суäна, неëинейный хаpактеp ìоäеëи котоpой pеа-
ëизован путеì pазëожения в pяäы ìоìента сиë
äеìпфиpования, восстанавëиваþщеãо и кpеняще-
ãо ìоìентов. Данный анаëити÷еский ìетоä невоз-
ìожно пpиìенитü äëя иссëеäования возäействия
"воëны-убийöы" на суäно, так как пpи боëüøих
уãëах ка÷ки, соответствуþщих опpокиäываниþ
суäна, и сиëüной неëинейной ãиäpоäинаìике
"воëн-убийö" ãиäpостати÷еские, инеpöионно-äеìп-
фиpуþщие и возìущаþщие сиëы оказываþтся
взаиìосвязанныìи, ÷то искëþ÷ает их pазäеëüное
анаëити÷еское пpеäставëение [16]. Допоëнитеëü-
нуþ взаиìосвязü указанныì сиëаì пpиäает у÷ет
вихpевых и вязкостных коìпонент сиëовоãо возäей-
ствия жиäкости пpи опpокиäывании суäов. В ка-
÷естве пpиìеpа пpиìенения ìетоäа экспеpиìен-
таëüных иссëеäований, пpовоäиìых в опытовоì
бассейне, ìожно отìетитü pаботу [15] о возäейст-
вии "воëны-убийöы" на ìоäеëü суäна, в котоpой
pассìотpена техноëоãия ãенеpаöии воëн ìехани÷е-
скиì устpойствоì и пpивеäены pезуëüтаты pеак-
öии суäна на возäействие такой воëны. Дëя пpове-
äения экспеpиìентаëüных иссëеäований тpебуется
наëи÷ие äоpоãостоящих опытовых бассейнов со
сëожной систеìой ìехани÷еской ãенеpаöии воëн и
то÷ной изìеpитеëüной аппаpатуpой, ÷то явëяется
ãëавныì неäостаткоì указанноãо ìетоäа. В по-
сëеäние äесятиëетия в пpактике ÷исëенных иссëе-
äований наøеë øиpокое пpиìенение ìетоä вы÷ис-
ëитеëüной ãиäpоäинаìики (CFD, computational
fluid dynamics), котоpый с pазвитиеì инфоpìаöи-

онных техноëоãий составëяет аëüтеpнативу техни-
÷ески сëожныì и затpатныì экспеpиìентаëüныì
ìетоäаì. Пpиìеpоì пpиìенения CFD-ìетоäа ìо-
жет сëужитü pабота [18], в котоpой пpеäставëены
pезуëüтаты ÷исëенноãо ìоäеëиpования пpоäоëü-
ной ка÷ки суäна на pеãуëяpноì и неpеãуëяpноì
воëнениях. Данная pабота, хотя и не связана непо-
сpеäственно с иссëеäованиеì опpокиäывания суäна
"воëной-убийöей", теì не ìенее, иëëþстpиpует воз-
ìожностü пpиìенения ìетоäа вы÷исëитеëüной
ãиäpоäинаìики äëя изу÷ения äинаìики суäна на
воëнении. В связи с этиì pеøение поставëенной
заäа÷и выпоëнено CFD-ìетоäоì, позвоëяþщиì
pеаëизоватü pас÷етнуþ обëастü в виäе виpтуаëüно-
ãо опытовоãо бассейна, в котоpоì осуществëяется
фоpìиpование "воëны-убийöы" и ее возäействие
на контуp суäна. В основу CFD-ìетоäа поëожены
уpавнения неpазpывности несжиìаеìой жиäкости
и сохpанения иìпуëüса (RANSE, Reynolds-averaged
Navier-Stokes equations) [19], котоpые ìоãут бытü
записаны в тензоpноì виäе:

ρ  = 0; (1)

ρ + ρ (uiuj) = –  + μ  +

+ ρ (– ) + ρg, (2)

ãäе {i, j} = 1, 2, 3; x1, x2, x3 — äекаpтовы кооpäинаты
в абсоëþтной систеìе ox1x2x3 и соответствуþщие иì
осpеäненные зна÷ения абсоëþтной скоpости потока
жиäкости u1, u2, u3, а также фëуктуаöии абсоëþт-

ной скоpости , , ; μ и ρ — вязкостü и пëот-

ностü жиäкости соответственно; t — вpеìя; p — äав-

ëение; ρ  — напpяжение Pейноëüäса (÷еpта

свеpху озна÷ает опеpаöиþ осpеäнения); g — ускоpе-
ние свобоäноãо паäения. Дëя вы÷исëения напpя-
жения Pейноëüäса пpиìенена ìоäеëü туpбуëентно-
сти kt—εt (RNG, renormal-ization group mathematical
technique) [20], котоpая позвоëяет поëу÷атü pас÷ет-
ные веëи÷ины ãиäpоäинаìи÷еских поëей, бëизкие
к их экспеpиìентаëüныì зна÷енияì [21]. В связи с
этиì уpавнения (1), (2) äопоëнены уpавненияìи
[20] пеpеноса туpбуëентной кинети÷еской энеpãии
(kt) и скоpости ее äиссипаöии (εt).
Отìетиì основные ìоìенты ìетоäики [19] ÷ис-

ëенноãо pеøения уpавнений (1), (2). Pас÷етная об-
ëастü pазбиваëасü сето÷ныìи эëеìентаìи, ÷то по-
звоëиëо сфоpìиpоватü с поìощüþ ìетоäа коне÷-
ноãо объеìа pазностный анаëоã RANS-уpавнений.
Поëу÷енная систеìа аëãебpаи÷еских уpавнений
pеøаëасü ìетоäоì Гаусса—Зейäеëя. Связü ìежäу
поëяìи скоpости и äавëения, обеспе÷иваþщая вы-
поëнение уpавнения неpазpывности, pеаëизована с
поìощüþ аëãоpитìа PISO (Pressure-Implicit with

ui∂
xi∂

-----

ui∂
t∂

----- ∂
xj∂

----- p∂
xi∂

----- ∂
xj∂

-----
ui∂
xj∂

-----
uj∂
xi∂

----- 2
3
--δij

ul∂
xl∂

-----–+

∂
xj∂

----- uiuj′ ′

u1′ u2′ u3′

uiuj′ ′



854 Мехатроника, автоматизация, управление, Том 16, № 12, 2015

Splitting of Operators). Дëя аппpоксиìаöии ãpаäиен-
тов пpиìенен Green-Gauss-Cell-ìетоä. Пpостpан-
ственная äискpетизаöия поëя äавëения и скоpости
выпоëнена с поìощüþ схеì втоpоãо поpяäка то÷-
ности. Дискpетизаöия pеøения во вpеìенной об-
ëасти выпоëнена с пеpеìенныì øаãоì, обеспе÷и-
ваþщиì устой÷ивостü pеøения пpи изìенении
ìаксиìаëüных зна÷ений поëя скоpости.
Пpоöесс заpожäения и pазвития "воëны-убийöы"

[2] усëовно pазäеëиì на ÷етыpе этапа. Пеpвый: в pе-
зуëüтате пpостpанственно-äиспеpсионной фокуси-
pовки фоpìиpуется узкий спектp по÷ти коãеpент-
ных воëн. На втоpом этапе за с÷ет ìоäуëяöионной
неустой÷ивости таких воëн фоpìиpуется соëитон,
поä оãибаþщей котоpоãо нахоäится от 3 äо 20 пе-
pиоäов воëны. Есëи кpутизна воëн (S = πH/λ, H и
λ — высота и äëина воëны) пpевыøает 0,443 [22],
то на тpетьем этапе за с÷ет неëинейных пpоöессов
высота "воëны-убийöы" ìожет увеëи÷итüся äо 30 ì
с оäновpеìенныì наpастаниеì кpутизны ее пеpеä-
неãо скëона. Четвеpтый этап: обpуøение "воëны-
убийöы" [6]. В соответствии с поставëенной заäа-
÷ей в äанной pаботе pассìатpиваþтся тpетий и ÷ет-
веpтый этапы.
Соãëасно pезуëüтатаì натуpных набëþäений

[23, 24] "воëна-убийöа" иìеет виä оäино÷ной вы-
сокой воëны. На÷аëüный (t = 0) пpофиëü такой
воëны ìожет бытü пpеäставëен выpажениеì, опи-
сываþщиì воëну с высокиì öентpаëüныì ìакси-
ìуìоì и äвуìя боковыìи возвыøенияìи

w = abехp [kb(x – xb)], (3)

ãäе ab, kb = 2π/λb и λb — на÷аëüная аìпëитуäа, воë-
новое ÷исëо и äëина воëны соответственно; xb —
кооpäината на÷аëüноãо поëожения öентpаëüноãо
ìаксиìуìа воëны.
В соответствии с сето÷ной pазбивкой pас÷етной

обëасти на÷аëüный пpофиëü (3) "воëны-убийöы"
ìожет бытü записан в виäе ìассива äискpетных
зна÷ений wi, i = 0, ..., N – 1, от äискpетноãо аpãу-
ìента x = x1, ..., xi, ..., xN, ãäе N и i — ÷исëо и по-
pяäковый ноìеp эëеìентов сето÷ной pазбивки, со-
ответственно. Pасстояние (xi + 1 – xi) ìежäу äвуìя
сìежныìи зна÷енияìи аpãуìента х pавно пpоек-
öии сето÷ноãо øаãа на осü ох. Пpостpанственный
спектp коìпëексных аìпëитуä Yn ìассива äискpет-
ных зна÷ений пpофиëя "воëны-убийöы" вы÷исëен
с поìощüþ äискpетноãо пpеобpазования Фуpüе
[25] по фоpìуëе

Yn = wi + 1exp(–j 2πni/N), n = , (4)

ãäе j — коìпëексная еäиниöа.
Дëина воëны спектpаëüной коìпоненты ìакси-

ìаëüной высоты, pаспоëаãаþщейся в öентpе пpо-
стpанственноãо спектpа (4), называется äëиной
öентpаëüной воëны, котоpая соответствует äëине λb

"воëны-убийöы" (3). Дëя сокpащения ÷исëа коì-
пëексных аìпëитуä выпоëнено усе÷ение боковых
составëяþщих пpостpанственноãо спектpа (4), ìо-
äуëü котоpых не пpевыøает 5 % от ìоäуëя спек-
тpаëüной аìпëитуäы ìаксиìаëüной высоты.
На основе пpостpанственноãо спектpа (4), пpеä-

ставëяþщеãо собой ìассив коìпëексных аìпëитуä
синусоиäаëüных воëн, сфоpìиpован вектоp скоpо-
сти, ãоpизонтаëüная ux и веpтикаëüная uy коìпо-
ненты котоpоãо опpеäеëяþтся сëеäуþщиìи выpа-
женияìи:

ux = unexp(kny)cos(knx0 – σnt + ϕn); (5)

uy = unexp(kny)sin(knx0 – σnt + ϕn), (6)

ãäе un = gkn|Yn|/σn — ìоäуëü вектоpа скоpости; |Yn| —
ìоäуëü коìпëексной аìпëитуäы n-й синусоиäаëü-
ной воëны; g — ускоpение свобоäноãо паäения;

kn = 2π/λn — воëновое ÷исëо; σn =  — уãëовая

÷астота; x0 — кооpäината вхоäной ãpаниöы pас÷ет-
ной обëасти; ϕn — зна÷ение фазовоãо уãëа n-й коì-
поненты пpостpанственноãо спектpа; l и L — но-
ìеpа коìпëексных аìпëитуä ëевой и пpавой ãpа-
ниö усе÷енноãо спектpа соответственно.
Чисëенное иссëеäование устой÷ивости контуpа

к опpокиäываниþ "воëной-убийöей" выпоëнено в
pас÷етной обëасти (pис. 1) пpяìоуãоëüной фоpìы
в кооpäинатной систеìе оху, совпаäаþщей с сис-
теìой ox1x2 уpавнений (1), (2). Внутpи pас÷етной
обëасти выäеëена обëастü 4 пpяìоуãоëüной фоp-
ìы, pазбиение котоpой выпоëнено тpеуãоëüныìи
сето÷ныìи эëеìентаìи, äопускаþщиìи их пеpе-
стpойку во вpеìя äвижения контуpа 5. В остаëüноì
пpостpанстве pас÷етной обëасти pазбиение пpове-
äено кваäpатныìи сето÷ныìи эëеìентаìи. Гpа-
ни÷ное усëовие на вхоäной ãpаниöе 1 пpеäставëяет
собой вектоp скоpости втекаþщей жиäкости (5), (6).
Гpани÷ные усëовия на äне 3 и пеpиìетpе поäвиж-
ноãо контуpа 5 соответствуþт абсоëþтно жесткой
ãpаниöе, на котоpой ноpìаëüная коìпонента ско-

2
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Pис. 1. Схема pасчетной области:
1 — вхоäная ãpаниöа; 2 — откpытая ãpаниöа; 3 — äно; 4 — об-
ëастü äвижения контуpа; 5 — контуp; 6 — на÷аëüный пpофиëü
"воëны-убийöы"; 7 — обëастü повыøенноãо затухания воëн,
оху — систеìа кооpäинат. Pазбиение pас÷етной обëасти сето÷-
ныìи эëеìентаìи на pисунке не показано
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pости жиäкости pавна нуëþ. Гpани÷ное усëовие на
веpхней откpытой ãpаниöе 2 pас÷етной обëасти
pавно атìосфеpноìу äавëениþ. В обëасти 7, пpи-
ìыкаþщей к пpавой ãpаниöе pас÷етной обëасти,
созäано повыøенное затухание, искëþ÷аþщее от-
pажение "воëны-убийöы" от выхоäной ãpаниöы.
На÷аëüные усëовия уpавнений (1) и (2) сфоpìиpо-
ваны путеì иниöиаëизаöии pас÷етной обëасти от
коìпонентов вектоpа скоpости (5) и (6), в pезуëü-
тате ÷еãо в pас÷етной обëасти созäаваëосü поëе
скоpостей, соответствуþщее на÷аëüноìу (t = 0) со-
стояниþ пpофиëя 6 "воëны-убийöы" (3).
Свобоäно пëаваþщий на повеpхности жиäкости

контуp с тpеìя степеняìи свобоäы поä возäейст-
виеì "воëны-убийöы" осуществëяет пеpеìещение
в пëоскости оху и повоpот относитеëüно усëовной
оси, пpохоäящей ÷еpез еãо öентp тяжести. На ка-
жäоì вpеìенноì øаãе Δt äискpетизаöии pеøения
вы÷исëяëи вектоpы ëинейноãо aG = FG/MC и уãëо-
воãо εG = MG/Jz ускоpений öентpа тяжести контуpа,
ãäе MC и Jz — ìасса и ìоìент инеpöии ìасс кон-
туpа; FG и MG — вектоpы сиëы и ìоìента сиë, вы-
÷исëяеìые относитеëüно öентpа тяжести контуpа,
соответственно. В конöе кажäоãо øаãа pеøения кон-
туp пеpеìещаëся на äëину вектоpа Δl = 0,5aGΔt2 и
повоpа÷иваëся на уãоë Δθ = 0,5εGΔt2, пpи этоì век-
тоpы еãо ëинейной и уãëовой скоpостей составëяëи
u = aGΔt и ω = εGΔt соответственно.
Вы÷исëение поëожения ãpаниöы pазäеëа воäы

и возäуха на кажäоì вpеìенноì øаãе Δt äискpети-
заöии pеøения пpовоäиëи ìетоäоì "объеìа жиä-
кости" (VOF — Volume of fluid method) [26], соãëас-
но котоpоìу в пpеäеëах кажäой сето÷ной я÷ейки
выпоëняëасü ëинейная аппpоксиìаöия пpофиëя
"воëны-убийöы" на основе pезуëüтатов вы÷исëения
явныì ìетоäоì äоëи воäы/возäуха в кажäой я÷ейке.
Устой÷ивостü указанноãо ìетоäа обеспе÷иваëасü
поääеpжаниеì на заäанноì уpовне ÷исëа Куpанта
(C = Δtumax/d*, ãäе umax — ìаксиìаëüное зна÷ение
ìоäуëя вектоpа скоpости жиäкости в я÷ейках на
ãpаниöе pазäеëа сpеä, d* — äëина пpобеãа жиäкости
внутpи сето÷ноãо эëеìента) с поìощüþ пеpеìен-
ноãо вpеìенноãо øаãа Δt äискpетизаöии pеøения.
Выpажения (1)—(6), вкëþ÷ая ìетоäы ÷исëенноãо

pеøения, фоpìуëиpовку ãpани÷ных и на÷аëüных
усëовий, пpеäставëяþт в совокупности ìоäеëü сис-
теìы "контуp—воëна-убийöа".

Численное исследование устойчивости 
моpских судов к опpокидыванию "волной-убийцей" 

и обсуждение pезультатов

Как отìе÷аëосü pанее, пpевыøение кpутизны
воëны поä оãибаþщей соëитона зна÷ения 0,443 яв-
ëяется усëовиеì фоpìиpования "воëны-убийöы".
С у÷етоì этоãо усëовия выбpан ìассив воëн виäа
(3) с нескоëüкиìи на÷аëüныìи аìпëитуäаìи ab =
= {8, 9, 10, 11, 12}, оäинаковыìи базовыìи äëина-
ìи öентpаëüной воëны (λb) и абсöиссаìи (xb) на-
÷аëüноãо поëожения öентpаëüноãо ìаксиìуìа,

pавныìи 100 ì. Кажäая из указанных базовых воëн
всëеäствие неëинейных пpоöессов äважäы выpас-
тает äо ìаксиìаëüных зна÷ений, пpи этоì втоpой
ìаксиìуì (в сpавнении с пеpвыì) пpиобpетает
наибоëüøие äинаìи÷еские свойства [27]. На÷аëü-
ные паpаìетpы "воëн-убийö" поëу÷ены путеì ìас-
øтабиpования базовых воëн с такиì pас÷етоì, ÷тобы
высота втоpоãо ìаксиìуìа "воëн-убийö" äостиãаëа
30 ì. С этой öеëüþ ìасøтабиpуþщий коэффиöиент
mb вы÷исëен как отноøение высоты "воëны-убий-
öы", pавной 30 ì, к высоте втоpоãо ìаксиìуìа каж-
äой из базовых воëн. Уìножение соответствуþщих
зна÷ений ìасøтабиpуþщих коэффиöиентов на па-
pаìетpы базовых воëн (ab, λb и xb) позвоëиëо по-
ëу÷итü ìассивы на÷аëüных аìпëитуä (ar), äëин
öентpаëüных воëн (λr) и кооpäинат на÷аëüноãо поëо-
жения (xr) öентpаëüноãо ìаксиìуìа "воëн-убийö"
(табë. 1). Пpи этоì бëаãоäаpя оäновpеìенноìу
ìасøтабиpованиþ как высот, так и äëин öентpаëü-
ных воëн на÷аëüная кpутизна базовых воëн (Sb) и
на÷аëüная кpутизна "воëн-убийö" (Sr) совпаäаþт.
Дëя "воëн-убийö" с на÷аëüной кpутизной ìенее

0,49 хаpактеpно обpазование ìаксиìуìов высоты
с поëоãиìи скëонаìи, котоpые не созäаþт äоста-
то÷ных ìоìентов äëя опpокиäывания контуpов.
"Воëны-убийöы" с на÷аëüной кpутизной боëее 0,69
стpеìитеëüно обpуøаþтся по пpи÷ине сìыкания
пеpвоãо и втоpоãо ìаксиìуìов, уìенüøая, теì са-
ìыì, вpеìя существования воëны, а сëеäоватеëü-
но, возäействия ее на суäно. В связи с этиì äëя
÷исëенноãо ìоäеëиpования выбpаны "воëны-
убийöы" (табë. 1), на÷аëüная кpутизна котоpых ëе-
жит в äиапазоне 0,49...0,69, так как "воëны-убийöы"
вне указанноãо äиапазона на÷аëüной кpутизны не
пpеäставëяþт опасности äëя контуpов ìоpских су-
äов по указанныì выøе пpи÷инаì.
Пpиìенение паpаìетpов ar, λr, xr в выpажении (3)

вìесто ab, λb, xb позвоëиëо вы÷исëитü соответст-
вуþщие зна÷ения скоpости жиäкости (5), (6) и соз-
äатü, теì саìыì, в pас÷етной обëасти "воëны-
убийöы" pазëи÷ной äëины.
В ка÷естве объектов äëя ÷исëенноãо иссëеäова-

ния устой÷ивости ìоpских суäов к опpокиäываниþ
"воëнаìи-убийöаìи" выбpаны контуpы pыбопpоìы-

Табëиöа 1
Параметры базовых волн и "волн-убийц"

Базовые воëны
mb

"Воëны-убийöы"

ab, ì λb, ì xb, ì Hb, ì Sb* ar, ì λr, ì xr, ì

8 100 100 15,5 0,49 1,74 13,92 174 174
9 100 100 17,2 0,54 1,49 13,41 149 149
10 100 100 18,8 0,59 1,38 13,80 138 138
11 100 100 20,5 0,64 1,30 14,30 130 130
12 100 100 22,0 0,69 1,20 14,40 120 120

* Sb = πHb/λb и Hb — на÷аëüные крутизна и высота ба-
зовой воëны соответственно.
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сëовых суäов [28] (табë. 2), äëя котоpых хаpактеpно
äëитеëüное пpебывание в ìоpе, ÷то увеëи÷ивает
веpоятностü их встpе÷и с "воëнаìи-убийöаìи".
В пpоöессе накpенения ãеоìетpи÷еский öентp

поäвоäной ÷асти контуpа пеpеìещается по кpивой,
öентp кpивизны котоpой называется ìетаöентpоì.
Pасстояние от поëожения ìетаöентpа äо öентpа тя-
жести контуpа в исхоäноì поëожении (без кpена) но-
сит название на÷аëüной ìетаöентpи÷еской высоты,
котоpая явëяется кpитеpиеì устой÷ивости контуpа
к опpокиäываниþ [16]. В äанноì сëу÷ае зна÷ения
на÷аëüных ìетаöентpи÷еских высот контуpов со-
ответствуþт pекоìенäаöияì [29] äëя выбpанных
pыбопpоìысëовых суäов. Моìенты инеpöии ìасс
контуpов вы÷исëены относитеëüно их öентpов тя-
жести (табë. 2).
Дëя ÷исëенноãо иссëеäования устой÷ивости

контуpов к опpокиäываниþ выбpаны сëеäуþщие
паpаìетpы pас÷етной обëасти: äëина — 5λr, высота —
0,75λr, ãëубина воäы — поëовина саìой äëинной
воëны усе÷енноãо спектpа, стоpона сето÷ных эëе-
ìентов — 0,5 ì, пëотностü воäы — 1027 кã/ì3, уско-

pение свобоäноãо паäения — 9,81 ì/с2. Выбpанная
ãëубина воäы обеспе÷ивает выпоëнение усëовия
ãëубокоãо ìоpя [16]. Шаã äискpетизаöии вpеìени
нестаöионаpноãо pеøатеëя выбpан пеpеìенныì
(Δt = 0,00001...0,002 с) äëя поääеpжания веpхнеãо
поpоãа зна÷ения ÷исëа Куpанта pавныì 0,25, ÷то
обеспе÷иëо высокуþ устой÷ивостü вы÷исëений.
На pис. 2 пpеäставëен пpиìеp типи÷ной вpе-

ìенной посëеäоватеëüности состояний (сëева на-
пpаво) "воëны-убийöы": пеpвый ìаксиìуì высо-
ты (1), со вpеìенеì пpеобpазуþщийся в äвуãоpбый
пpофиëü (2), из котоpоãо выpастает втоpой ìакси-
ìуì (3), пpевыøение в неì скоpости жиäкости фа-
зовой скоpости пpивоäит к заpожäениþ стpуи,
иìенуеìой ныpяþщиì буpуноì (4), обpуøаþ-
щиìся на повеpхностü воäы (5).
Пpеäставиì стpуктуpу вы÷исëяеìоãо ìоìента

сиë на контуpе выpажениеì M = Mw – Mc – Mid,
ãäе Mw — кpенящий ìоìент, созäаваеìый "воë-
ной-убийöей"; Mc — восстанавëиваþщий ìоìент,
пpотивоäействуþщий кpену контуpа; Mid — инеp-
öионно-äеìпфиpуþщий ìоìент [16]. Тоãäа ìоìент
сиë M ìожно интеpпpетиpоватü как pезуëüтат кон-
куpенöии кpенящеãо и суììы восстанавëиваþщеãо и
инеpöионно-äеìпфиpуþщеãо ìоìентов. На pис. 3
пpеäставëен пpиìеp типи÷ных äиаãpаìì ìоìента
сиë (M) и уãëа кpена (θ) контуpа äëя äвух исхоäов:
θ < 60° — ÷асти÷ный кpен и θ > 60° — опpокиäы-
вание контуpа "воëной-убийöей". Диаãpаììы 1, 2
иëи 3, 4, пpеäставëенные на pис. 3, соответствуþт
состоянияì a иëи c (сì. pис. 2) "воëны-убийöы",
встpе÷а контуpа с котоpыìи пpивеëа к ÷асти÷ноìу
иëи поëноìу опpокиäываниþ, соответственно.
Возäействие пеpвоãо ìаксиìуìа (7) "воëны-убий-

öы" пpивеëо к ÷асти÷ноìу накpенениþ контуpа äо
уãëа θ < 60° (pис. 3, то÷ка D) за с÷ет пpеобëаäания
на отpезке AB кpивой 1 кpенящеãо ìоìента (поëо-
житеëüные зна÷ения), котоpый сìениëся на интеp-
ваëе BC пpеобëаäаниеì суììы восстанавëиваþщеãо
и инеpöионно-äеìпфиpуþщих ìоìентов (отpиöа-
теëüные зна÷ения), пpивеäøей к восстановëениþ
исхоäноãо кpена контуpа посëе пpохожäения "воë-
ны-убийöы". Возäействие втоpоãо ìаксиìуìа (2, сì.
pис. 2) воëны вызваëо накpенение контуpа (кpивая 4,
pис. 3) за с÷ет пpеобëаäания на интеpваëе AE кpи-
вой 3 кpенящеãо ìоìента (поëожитеëüные зна÷е-
ния), котоpый сìениëся на непpоäоëжитеëüное

Табëиöа 2
Водоизмещение судов и параметры их контуров

Ноìер 
контура

Воäоизìеще-
ние суäна, т

Параìетры контуров

Ширина, ì Высота, ì Осаäка, ì Масса, кã
Моìент инерöии, 

кã•ì2
На÷аëüная ìетаöентри÷еская 

высота, ì

1 1389 11,0 7,3 5,2 56 100 670 767 0,75
2 3040 13,5 8,9 6,25 82 658 1 719 196 0,75
3 4947 15,9 10,0 5,66 88 277 2 718 078 1,0
4 7972 17,3 11,0 6,52 111 079 3 082 999 1,0
5 9260 19,0 12,2 6,60 123 683 5 693 432 1,0

Pис. 2. Вpеменная последовательность пpофилей (состояний)
"волны-убийцы" с длиной центpальной волны 138 м. Абсциссы
положений:
a — пеpвоãо ìаксиìуìа (1) высоты; b — äвуãоpбоãо пpофиëя (2);
c — втоpоãо ìаксиìуìа (3); d — повеpхности жиäкости поä за-
pожäаþщиì ныpяþщиì буpуноì (4) и e — пеpеä обpуøиваþ-
щиìся ныpяþщиì буpуноì (5); kr = 2π/λr — воëновое ÷исëо; λr —
äëина öентpаëüной воëны; Δх — pасстояние, отс÷итываеìое от
абсöиссы на÷аëüноãо поëожения (xr) "воëны-убийöы"; y — оpäи-
ната в систеìе кооpäинат oxy
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вpеìя (интеpваë EF) пpеобëаäаниеì суììы восста-
навëиваþщеãо и инеpöионно-äеìпфиpуþщеãо ìо-
ìентов (отpиöатеëüные зна÷ения), ÷то пpивеëо, в
итоãе, к опpокиäываниþ контуpа: необpатиìое на-
кpенение контуpа на уãоë θ > 60°, посëе котоpоãо
уãоë кpена äостиã 90°.
На pис. 4 пpеäставëены pезуëüтаты вы÷исëений

кpутизны пеpеäних скëонов "воëн-убийö" (кpутизна
опpеäеëена как уãоë ìежäу ãоpизонтаëüной пpяìой и
ëу÷оì, пpовеäенныì из низøей то÷ки пpофиëя
воëны к веpøине ãpебня) äëя на÷аëüноãо состоя-
ния (α0), пеpвоãо (α1) и втоpоãо (α2) ìаксиìуìов.
По ìеpе уìенüøения äëины öентpаëüной воëны

увеëи÷ивается кpутизна пеpеäнеãо скëона "воëны-
убийöы". Особенно наãëяäно это пpосëеживается
äëя скëонов пеpвоãо и втоpоãо ìаксиìуìов "воëны-
убийöы". Максиìаëüное увеëи÷ение кpутизны скëо-
нов пеpвоãо и втоpоãо ìаксиìуìов по отноøениþ
к скëону на÷аëüноãо состояния "воëны-убийöы"
составиëо 1,9 и 2,2 pаза соответственно. Пpи этоì
кpутизна скëона втоpоãо ìаксиìуìа пpевыøает в
1,2 pаза кpутизну скëона пеpвоãо ìаксиìуìа.
Дëя ÷исëенноãо иссëеäования устой÷ивости вы-

бpано пятü зна÷ений относитеëüных на÷аëüных
pасстояний Δx/λr ìежäу абсöиссаìи поëожений
"воëны-убийöы" и контуpа, котоpые соответственно
pавны пяти абсöиссаì пpофиëей (а—е) "воëны-
убийöы" (сì. pис. 2). Напpиìеp, пpи выбоpе на-
÷аëüноãо pасстояния Δx/λr, pавноãо абсöиссе вто-
pоãо ìаксиìуìа (с), обеспе÷ивается возäействие на
контуp иìенно втоpоãо ìаксиìуìа "воëны-убийöы".
Чисëенное ìоäеëиpование выпоëнено äëя всех со-
÷етаний тpех паpаìетpов: относитеëüноãо pасстоя-
ния Δx/λr (а—е), äëины "воëны-убийöы" (сì. табë. 1)
и воäоизìещения контуpа (табë. 2). Pезуëüтаты
÷исëенноãо иссëеäования устой÷ивости контуpов к
опpокиäываниþ "воëнаìи-убийöаìи" собpаны в
ìатpиöу, ãеоìетpи÷еская интеpпpетаöия котоpой
пpеäставëена на pис. 5. Стpоки ìатpиöы (øтpихо-
вые ãоpизонтаëüные ëинии) соответствуþт на÷аëü-
ной кpутизне "воëн-убийö" иëи äëинаì их öентpаëü-
ных воëн (120...174 ì). Стоëбöы (øтpиховые на-
кëонные ëоìаные ëинии а—е) ìатpиöы относятся
к зна÷енияì относитеëüноãо pасстояния (Δx/λr)
ìежäу на÷аëüныìи абсöиссаìи поëожений "воëны-
убийöы" и контуpа. Дëя кажäоãо контуpа (1—5 —
ноìеpа контуpов, табë. 2) обëастü опpокиäывания
о÷еp÷ена пpяìыìи ëинияìи. Так, пpяìая 1 (pис. 5)
и ÷астü пеpиìетpа ãеоìетpи÷ескоãо изобpажения
ìатpиöы, пpиìыкаþщеãо к конöаì указанной пpя-
ìой, обpазуþт заìкнутый ãеоìетpи÷еский контуp,
оãpани÷иваþщий обëастü паpаìетpов опpокиäыва-
ния контуpа суäна воäоизìещениеì 1389 т, внутpи
котоpой соäеpжатся узëы (пеpесе÷ение øтpиховых
ëиний стpок и стоëбöов), кооpäинаты котоpых
(Sr, Δx/λr) пpеäставëяþт собой паpаìетpы опpоки-
äывания контуpа 1 (табë. 2) в систеìе "контуp—
воëна-убийöа". Тpи сìежные пpяìые 2 (pис. 5) и
заìыкаþщая их ÷астü пеpиìетpа ãеоìетpи÷еской
интеpпpетаöии ìатpиöы обpазуþт заìкнутый ãео-

Pис. 5. Области опpокидывания контуpов:
1—5 — ноìеpа контуpов; a, b, c, d и e — поëожения контуpов,
соответствуþщие поëоженияì пеpвоãо, äвуãоpбоãо, втоpоãо
ìаксиìуìов, заpожäаþщеãося ныpяþщеãо буpуна и еãо обpу-
øениþ, соответственно; Sr — на÷аëüная кpутизна "воëны-
убийöы"; Δx/λr — относитеëüное pасстояние ìежäу на÷аëüны-
ìи абсöиссаìи поëожений "воëны-убийöы" и контуpа

Pис. 4. Кpутизна пеpедних склонов "волны-убийцы":
α0 — на÷аëüное состояние, α1 — пеpвый ìаксиìуì, α2 — вто-
pой ìаксиìуì; веpтикаëüные øтpиховые ëинии соответствуþт
äëинаì öентpаëüных воëн 120—174 ì; Sr — на÷аëüная кpутизна
"воëн-убийö"

Pис. 3. Эволюция момента сил (M) и угла кpена (q) контуpа
судна водоизмещением 9260 т в пpоцессе частичного накpене-
ния (1 — M, 2 — q) и опpокидывания (3 — M, 4 — q) "волной-
убийцей" с длиной центpальной волны 149 м (t — текущее вpемя,
T — пеpиод "волны-убийцы")
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ìетpи÷еский контуp, о÷еp÷иваþщий обëастü паpа-
ìетpов опpокиäывания контуpа суäна воäоизìе-
щениеì 3040 т. Анаëоãи÷но пpяìые 3, 4, 5 и заìы-
каþщие их соответствуþщие ÷асти пеpиìетpа
ãеоìетpи÷еской интеpпpетаöии ìатpиöы о÷еp÷иваþт
обëасти паpаìетpов опpокиäывания контуpов суäов
воäоизìещениеì 4947, 7072 и 9260 т соответственно.
Из pис. 5 сëеäует, ÷то "воëна-убийöа" с äëиной

öентpаëüной воëны 174 ì не ìожет опpокинутü ни
оäин из контуpов своиì пеpвыì (а) ìаксиìуìоì.
Динаìи÷еских свойств пеpвоãо ìаксиìуìа также
неäостато÷но, ÷тобы опpокинутü контуpы 3, 4, 5
"воëной-убийöей" с äëиной öентpаëüной воëны
149 ì. В тоже вpеìя все контуpы опpокиäываþтся
втоpыì ìаксиìуìоì: узëы ëинии c нахоäятся внут-
pи обëастей опpокиäывания всех контуpов. Пpи÷ины
указанных событий ìожно пояснитü, обpативøисü к
pис. 4, из котоpоãо сëеäует, ÷то кpутизна пеpеäнеãо
скëона втоpоãо ìаксиìуìа составëяет 30 и 37,5°
äëя äëин öентpаëüных воëн 174 и 149 ì соответст-
венно. В то же вpеìя кpутизна пеpеäнеãо скëона
пеpвоãо ìаксиìуìа äëя указанных äëин öентpаëü-
ных воëн не äостиãает таких зна÷ений, ÷то явëяет-
ся пpи÷иной устой÷ивости к опpокиäываниþ кон-
туpов 3, 4, 5 "воëной-убийöей" с äëиной öентpаëü-
ной воëны 149 ì. Пpи попаäании контуpа 5 поä
стpуþ ныpяþщеãо буpуна (pис. 5, øтpиховая ÷астü
ëинии d) из-за неäостато÷ной кpутизны пеpеäнеãо
скëона "воëны-убийöы" с äëиной öентpаëüной
воëны 174 ì ìоìент сиë эвоëþöиониpует анаëо-
ãи÷но с кpивой 1 (сì. pис. 3). Поäобныì обpазоì
изìеняþтся во вpеìени ìоìенты сиë пpи установке
контуpов 2, 3, 4 пеpеä ныpяþщиì буpуноì (pис. 5,
ëиния e) "воëн-убийö "с äëиной öентpаëüной воëны
174, 149, 138 ì соответственно. Такиì обpазоì, все
контуpы pыбоëовных суäов воäоизìещениеì от
1389 äо 9260 т опpокиäываþтся пеpвыì ìаксиìуìоì
(1, сì. pис. 2), äвуãоpбыì пpофиëеì (2), втоpыì
ìаксиìуìоì (3), пpи попаäании поä буpун (4) и
обpуøаþщиìся буpуноì (5) "воëн-убийö" с äëи-
наìи öентpаëüных воëн 120...138 ì, 120...149 ì,
120...174 ì, 120...149 ì и 120...130 ì (кpоìе конту-
pа 5) соответственно. Контуp суäна воäоизìеще-
ниеì 1389 т опpокиäываþтся пpи встpе÷е с ëþ-
быì состояниеì (а—е) "воëны-убийöы", искëþ-
÷ая пеpвый ìаксиìуì "воëны-убийöы" с äëиной
öентpаëüной воëны 174 ì.
Вpеìенной и пpостpанственный pаäиус жизни

"воëны-убийöы" высотой 30 ì составëяет оäин пе-
pиоä и оäну äëину öентpаëüной воëны соответст-
венно, ÷то существенно снижает ожиäаеìуþ веpоят-
ностü встpе÷и pыбопpоìысëовоãо суäна с "воëной-
убийöей". Хотя ìаневpиpование pыбопpоìысëо-
вых суäов пpеäопpеäеëено техноëоãией выëова pы-
бы, теì не ìенее, тpаäиöионная pекоìенäаöия су-
äовоäитеëþ сокpащатü вpеìя пëавания боpтоì к
воëне остается основной äëя пpеäупpежäения оп-
pокиäывания "воëной-убийöей". Пpоäоëжение ис-
сëеäований, анаëоãи÷ных пpоектаì MaxWave [11] и
Extreme Seas [13], в öеëях накопëения статистики по

"воëнаì-убийöаì" способствоваëо бы оãpани÷ениþ
пëавания суäов в потенöиаëüно опасных ìоpских
pайонах.

Заключение

На основе CFD-ìетоäа выпоëнено ÷исëенное
иссëеäование устой÷ивости контуpов ìоpских суäов
к опpокиäываниþ на ãëубокоì ìоpе в зависиìости
от их уäаëения от на÷аëüноãо поëожения и äëины
"воëны-убийöы". Установëено, ÷то опpокинутü
суäно ìожет тоëüко кpутая обpуøаþщаяся "воëна-
убийöа". Высокая кpутизна пеpеäнеãо скëона воë-
ны явëяется иäентификаöионныì пpизнакоì оп-
pокиäываþщих свойств "воëны-убийöы". Кpутые
"воëны-убийöы" с ìоìента возникновения äо об-
pуøения существуþт в те÷ение оäноãо пеpиоäа и
пpобеãаþт не боëее оäной äëины öентpаëüной воë-
ны. В те÷ение вpеìени существования "воëна-убий-
öа" пpохоäит пятü состояний, опpеäеëяеìых фоpìой
ее пpофиëя. Все суäа воäоизìещениеì äо 9260 т оп-
pокиäываþтся втоpыì ìаксиìуìоì "воëн-убийö".
Суäа воäоизìещениеì ìенее 1389 т ìоãут бытü оп-
pокинутыìи пpи встpе÷е с ëþбыì состояниеì "воë-
ны-убийöы". Хаpактеp эвоëþöии ìоìента сиë, äей-
ствуþщих на контуp, ìожет бытü пpиìенен äëя
иäентификаöии äинаìи÷еской устой÷ивости контуpа
на "воëне-убийöе". Поëу÷енные pезуëüтаты ìоãут
бытü испоëüзованы пpи пpоектиpовании и оöенке
устой÷ивости суäов к опpокиäываниþ "воëной-
убийöей", а также пpи pазpаботке ìеp по обеспе-
÷ениþ безопасности pыбопpоìысëовых суäов.
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The topic of the article is the computational fluid dynamics method for investigation of the contour stability in the rogue
waves. Sampling of the Reynolds-averaged Navier-Stokes (RANS) equations was done by the method of the control volumes.
In order to solve the linear system of the scalar equations, an implicit Gauss-Seidel method was used. Pressure-velocity cou-
pling was achieved by using the Pressure-Implicit with Splitting of Operators (PISO) algorithm. The volume of the fluid (VOF)
model was used to solve a single set of the momentum equations and tracking of the volume fraction of each of the fluids
throughout the domain. A geometric reconstruction scheme was implemented to represent the interface between the fluids using
a piecewise-linear approach. In order to compute the translational and angular motion of the center of gravity of the vessel
contour, the three degrees of freedom (3DOF) solver was used. Variable sampling in the time domain was used to ensure sta-
bility of the solution. A rogue wave with a single high central peak and two small side elevations was used in a numerical wave
tank, which met most of the marine observations. The wavelength of the 30-meter high rogue waves, which can capsize marine
vessels of a big displacement, was calculated. On the basis of the spatial spectrum of the rogue wave, equations of the velocity
of the fluid flowing into the numerical wave tank were obtained. Due to the non-linear processes the rogue wave height reached
its maximum and then collapsed to form a plunging breaker. The contour was positioned at a predetermined distance from
the initial position of the rogue wave and when the contour met with the rogue wave, the heeling angle of the contour was cal-
culated. On the basis of a series of numerical experiments, the distances and the wavelengths of the rogue waves capsizing the
contours of the fishing vessels were calculated. It was discovered that the rogue waves with the length of 120—140 meters and
high steepness capsize the contours of the fishing vessels with displacement up to 9260 tons.

Keywords: stability of a vessel, computational fluid dynamics, rogue wave, wave steepness, heeling angle, contour of a ves-
sel, capsizing of a vessel
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8—9 октября в ЦНИИ РТК в рамках XIX Международного форума "Российский промышленник" и VIII Петербург-
ского международного инновационного форума состоялась очередная 26-я научно-техническая конференция "Экстре-
мальная робототехника (ЭР-2015)".

В этоì ãоäу конференöия проøëа в форìате ìежäунароäноãо ìероприятия при финансовой поääержке Минобр-
науки и при поääержке Минобороны и МЧС России, Роскосìоса, ОЭММПУ РАН, Ассоöиаöии ГНЦ "Наука", Пра-
витеëüства Санкт-Петербурãа.

Бессìенныì орãанизатороì конференöии "ЭР-2015" выступиë ГНЦ РФ "Центраëüный нау÷но-иссëеäоватеëüский
и опытно-конструкторский институт робототехники и техни÷еской кибернетики" (ЦНИИ РТК, Санкт-Петербурã).

На открытии конференöии с приветствиеì к ãостяì и у÷астникаì обратиëисü: äиректор-ãëавный конструктор
ЦНИИ РТК А. В. Лопота; заìеститеëü äиректора Департаìента науки и техноëоãий Минобрнауки России А. П. Антро-
пов; ректор Университета ИТМО, виöе-презиäент Российскоãо соþза ректоров, преäсеäатеëü Совета ректоров вузов
Санкт-Петербурãа, ÷ë.-корр. РАН, ä.т.н., проф. В. Н. Васиëüев; ректор Санкт-Петербурãскоãо ãосуäарственноãо уни-
верситета теëекоììуникаöий иì. проф. М. А. Бон÷-Бруеви÷а, ä.т.н., проф. С. П. Ба÷евский; ãенераëüный äиректор
НПО Спеöиаëüных ìатериаëов, ÷ë.-корр. РАН, акаäеìик РАРАН, ä.т.н., проф. М. В. Сиëüников; по÷етный ãëавный
конструктор ЦНИИ РТК, ä.т.н., проф. Е. И. Юреви÷.

В работе конференöии приняëи у÷астие боëее 200 спеöиаëистов из веäущих российских и зарубежных техни÷еских
университетов, нау÷но-иссëеäоватеëüских и проìыøëенных орãанизаöий, заинтересованных ìинистерств и ве-
äоìств. Среäи зарубежных ãостей и у÷астников конференöии — преäставитеëи Австрии, Беëаруси, Вüетнаìа, Ирана,
Китая, Кипра, Украины.

Работа конференöии прохоäиëа в форìате пëенарных и секöионных засеäаний, посвященных актуаëüныì про-
бëеìаì и заäа÷аì в сфере робототехни÷еских систеì и среäств безопасности. Всеãо быëо преäставëено окоëо 100 äо-
кëаäов. Особыì вниìаниеì у ãостей и у÷астников поëüзоваëисü засеäания круãëых стоëов по вопросаì спеöиаëüной
и военной робототехники, образоватеëüной робототехники, сеìинара "Беспиëотные транспортные среäства с эëе-
ìентаìи искусственноãо интеëëекта (БТС-ИИ-2015)", которые с успехоì проøëи в раìках конференöии.

На закëþ÷итеëüноì засеäании выступиëи преäсеäатеëи секöий и ÷ëены проãраììноãо коìитета конференöии.
Они отìетиëи высокуþ активностü и боëüøуþ заинтересованностü ìоëоäых спеöиаëистов и рекоìенäоваëи ëу÷øие
äокëаäы к пубëикаöии в российских нау÷но-техни÷еских журнаëах. Быëи повеäены итоãи и принято Реøение кон-
ференöии.

ИНФОРМАЦИЯ
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